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Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî áèîëîãè÷åñêîå ñîîáùåñòâî ó÷àñòêà ñîñòîèò èç äâóõ ïîïó-
ëÿöèé � õèùíèêîâ è æåðòâ. Ïðè÷åì ïîïóëÿöèÿ æåðòâ íå ïîêèäàåò ó÷àñòîê, à ïîïóëÿöèÿ
õèùíèêîâ óõîäèò èç ó÷àñòêà â ñëó÷àå åãî íåäîñòàòî÷íîé ïèùåâîé ïðèâëåêàòåëüíîñòè.
Ïèùåâàÿ ïðèâëåêàòåëüíîñòü ó÷àñòêà ââîäèòñÿ â âèäå äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé. Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, çàäàâàåìàÿ òðåìÿ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöè-
àëüíûìè óðàâíåíèÿìè, äâà èç êîòîðûõ � ñèñòåìà Ëîòêè-Âîëüòåððà ñ èçúÿòèåì îñîáåé
ïîïóëÿöèè õèùíèêîâ, òðåòüå � äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äèíàìèêè ïèùåâîé ïðè-
âëåêàòåëüíîñòè ó÷àñòêà. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à ñîõðàíåíèÿ âèäîâîãî ñîñòàâà ó÷àñòêà. Â îò-
ëè÷èå îò ðàáîòû [1], â êîòîðîé ñîñòàâ ó÷àñòêà ñîõðàíÿåòñÿ çà ñ÷åò ïîñòîÿííîãî îòëîâà
îñîáåé ïîïóëÿöèé õèùíèêîâ è æåðòâ, â ýòîé ðàáîòå çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïóòåì îòëîâà òîëü-
êî õèùíèêîâ. Òàêæå ðåøàåòñÿ çàäà÷à îá óìåíüøåíèè èíòåíñèâíîñòè èçúÿòèÿ õèùíèêîâ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàáîòû ïðèâîäÿòñÿ ìîäåëü è ïîñòàíîâêà çàäà÷, âî âòîðîì � ïðåäâà-
ðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ, â òðåòüåì � ðåøåíèå çàäà÷, â ÷åòâåðòîì � ðåçóëüòàò îá óìåíüøåíèè
èíòåíñèâíîñòè èçúÿòèÿ îñîáåé.

1 Ìîäåëü è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ó÷àñòîê, áèîëîãè÷åñêîå ñîîáùåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç äâóõ
ïîïóëÿöèé, à èìåííî, æåðòâ è õèùíèêîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîïóëÿöèÿ õèùíèêîâ
ìèãðèðóåò èç ó÷àñòêà, åñëè íà íåì íåäîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ðåñóðñà (æåðòâ). Äëÿ
îïèñàíèÿ äèíàìèêè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîïóëÿöèé áóäåì èñïîëüçîâàòü êëàññè÷åñêóþ
ñèñòåìó Ëîòêè-Âîëüòåððà {

ẋ1 = x1(a− bx2),
ẋ2 = x2(kbx1 −m),

(1)

ãäå x1 = x1(t), x2 = x2(t) � ÷èñëåííîñòè æåðòâ è õèùíèêîâ â ìîìåíò âðåìåíè t, ñîîò-
âåòñòâåííî; a � êîýôôèöèåíò ïðèðîñòà æåðòâ â îòñóòñòâèå õèùíèêîâ; b � êîýôôèöèåíò
èñòðåáëåíèÿ õèùíèêîì æåðòâ; k � äîëÿ ïîëó÷åííîé ñ ïîòðåáëÿåìîé õèùíèêîì áèîìàñ-
ñîé ýíåðãèè, êîòîðàÿ ðàñõîäóåòñÿ èì íà âîñïðîèçâîäñòâî; m � êîýôôèöèåíò åñòåñòâåí-
íîé ñìåðòíîñòè õèùíèêîâ; ïðè÷åì a, b, k,m ñ÷èòàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè
(k < 1).

Âðåìÿ ïðèñóòñòâèÿ ïîïóëÿöèè íà ó÷àñòêå ñâÿçàíî ñî ñòðóêòóðíîé ïåðåìåííîé, ôîð-
ìàëüíîå îïðåäåëåíèå êîòîðîé ââåäåíî â ðàáîòàõ [2],[3],[4]. Äàëåå ñòðóêòóðíóþ ïåðåìåí-
íóþ áóäåì íàçûâàòü ïèùåâîé ïðèâëåêàòåëüíîñòüþ. Ââåäåì ïîíÿòèå ïèùåâîé ïðèâëåêà-
òåëüíîñòè ó÷àñòêà äëÿ ïîïóëÿöèè õèùíèêîâ.

Ñëåäóÿ èäåå Ð. Àðäèòè (R. Arditi) ([6]), ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

w(t) =
x1(t)

x2(t)
− λ,

ò.å. îòêëîíåíèå îòíîñèòåëüíîé âåëè÷èíû îáåñïå÷åííîñòè õèùíèêà ðåñóðñîì îò íåêîòî-
ðîãî ïîðîãà λ > 0. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïðè w(t) < 0 ïðîÿâëÿåòñÿ òåíäåíöèÿ ïîïóëÿöèè
õèùíèêîâ ê ìèãðàöèè. Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ìãíîâåííîå çíà÷åíèå w(t∗) = 0 íå ÿâ-
ëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì äëÿ íà÷àëà ìèãðàöèè â ìîìåíò âðåìåíè t = t∗ ïðè óñëîâèè, ÷òî
w(t) > 0 ïðè t ∈ [0, t∗). Äëÿ íà÷àëà ìèãðàöèè íåäîñòàòîê ïèùåâîãî ðåñóðñà ïðè w(t) < 0
äîëæåí íàêàïëèâàòüñÿ â òå÷åíèå íåêîòîðîãî âðåìåíè, ÷òî ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ

âåëè÷èíû
t∫

0

(
x1(τ)
x2(τ) − λ

)
dτ . Ñëåäóÿ ïðèíöèïó ¾ñòàäà ñåáÿëþáöåâ¿, ïðåäëîæåííîìó Â.

Ãàìèëüòîíîì (W. Hamilton) â ðàáîòå [7] äëÿ îáúÿñíåíèÿ îäíîâðåìåííîñòè ìèãðàöèè
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îñîáåé ïîïóëÿöèè, ââåäåì âåëè÷èíó
t∫

0

x2(τ)
(
x1(τ)
x2(τ) − λ

)
dτ , ó÷èòûâàþùóþ îáúåì x2 ïî-

ïóëÿöèè.
Îïðåäåëåíèå 1. Ïèùåâîé ïðèâëåêàòåëüíîñòüþ ó÷àñòêà äëÿ õèùíèêîâ ñ = ñ(t)

áóäåì íàçûâàòü ñóììó:

ñ = Λ +

t∫
0

x2(τ)

(
x1(τ)

x2(τ)
− λ
)
dτ, (2)

ãäå Λ � ïîñòîÿííîå ïîëîæèòåëüíîå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå, õàðàêòåðèçóþùåå ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå ïèùåâîé ïðèâëåêàòåëüíîñòè ó÷àñòêà, ïðè êîòîðîì ó÷àñòîê ïîñåùàåòñÿ ïîïó-
ëÿöèåé õèùíèêîâ.

Ïóñòü ïðè t = 0 ïîïóëÿöèÿ ïðèõîäèò íà ó÷àñòîê. Òîãäà ïîëàãàåì, ÷òî ïðè ñ(t) > Λ
ïîïóëÿöèÿ õèùíèêîâ îñòàåòñÿ íà ó÷àñòêå, à ïðè ñ(t) < Λ � ïîêèäàåò åãî. Îòìåòèì, ÷òî
íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà ïîðîãîâûõ ýôôåêòîâ â ìîäåëÿõ ïîâåäåíèÿ ïîïóëÿöèé îòìå÷åíà â
[5].

Èòàê, äëÿ ñ áóäåì èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå, ïðåäëàãàåìîå íà îñíîâå êîíöåïöèé Ð.
Àðäèòè è Â. Ãàìèëüòîíà. Çà ñ÷åò èíòåãðàëà â âûðàæåíèè äëÿ ïèùåâîé ïðèâëåêàòåëü-
íîñòè, ðåøåíèå îá óõîäå ïðèíèìàåòñÿ ñ ó÷åòîì ïðåäûñòîðèè. Äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû
ïîïóëÿöèÿ óøëà èç ó÷àñòêà èç-çà íåõâàòêè ïèùåâîãî ðåñóðñà, îíà äîëæíà èñïûòûâàòü
íåäîñòàòîê ïèùè â òå÷åíèå íåêîòîðîãî âðåìåíè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîèñõîäèò íàêîï-
ëåíèå íåäîñòàòêà ïèùåâîãî ðåñóðñà è êîãäà íàêîïëåíèå äîñòèãàåò ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ,
ïîïóëÿöèÿ ïîêèäàåò ó÷àñòîê. Òàêèì îáðàçîì, óõîä ïîïóëÿöèè íîñèò èíåðöèîííûé õà-
ðàêòåð.

Ðàâåíñòâî (2) ýêâèâàëåíòíî äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

˙̃n = x1 − λx2. (3)

Îáúåäèíÿÿ ñèñòåìó (1) è óðàâíåíèå (3), ïîëó÷àåì ñèñòåìó
ẋ1 = x1(a− bx2),
ẋ2 = x2(kbx1 −m),
˙̃n = x1 − λx2.

(4)

Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïåðâûõ äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñè-
ñòåìû (4) íå ñîäåðæèòñÿ ïåðåìåííàÿ ñ, êà÷åñòâåííîå è àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå
ñèñòåìû (4) óïðîùàåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Äîïóñòèìûì âíåøíèì âîçäåéñòâèåì u ∈ R áóäåì íàçûâàòü èçúÿ-
òèå õèùíèêîâ ñ ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòüþ u ≥ 0.

Ñèñòåìà (4) ñ ó÷åòîì äîïóñòèìîãî âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ïðèìåò âèä
ẋ1 = x1(a− bx2),
ẋ2 = x2(kbx1 −m− u),
˙̃n = x1 − λx2.

(5)

Äàëåå, ââåäåì âåêòîðíûå îáîçíà÷åíèÿ

r = (x1, x2, ñ), f = (f1, f2, f3),

ãäå f1 = x1(a− bx2), f2 = x2(kbx1 −m− u), f3 = x1 − λx2.
Òîãäà ñèñòåìà (5) ïðèìåò âèä

ṙ = f(r, u). (6)
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Ïóñòü r(t, u) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6), ñîîòâåòñòâóþùåå âíåøíåìó âîçäåéñòâèþ u.
Òîãäà òðàåêòîðèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äàííîìó ðåøåíèþ, åñòü ìíîæåñòâî {r(t, u) : t ∈ I},
ãäå I � ìàêñèìàëüíûé ïðîìåæóòîê ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 1. Â äàëüíåéøåì äëÿ ñîêðàùåíèÿ òåêñòà íå áóäåì ðàçëè÷àòü îáîçíà÷å-
íèÿ r, {r} è òåðìèíû, â ñëó÷àÿõ, êîòîðûå íå ïðèâîäÿò ê íåïîíèìàíèþ.

Äëÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû (6), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M0, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáî-
çíà÷åíèå r(t,M0, u) = (x1(t,M0, u), x2(t,M0, u), ñ(t,M0, u)).

Îïðåäåëåíèå 3. Òî÷êàM0 = (x10, x20,Λ) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñîõðàíåíèÿ ñòðóêòóðû
áèîñîîáùåñòâà, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå äîïóñòèìîå u, ÷òî

ñ(t,M0, u) ≥ Λ (7)

ïðè ëþáîì t ≥ 0.
Ïóñòü A � ìíîæåñòâî òî÷åê ñîõðàíåíèÿ ñòðóêòóðû áèîñîîáùåñòâà.
Îïðåäåëåíèå 4. Äîïóñòèìîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå u, ïðè êîòîðîì âûïîëíåíî (7),

íàçûâàåòñÿ âîçäåéñòâèåì, ñîõðàíÿþùèì ñòðóêòóðó áèîñîîáùåñòâà.
Ïóñòü U(M0) � ìíîæåñòâî óïðàâëåíèé u, äëÿ êîòîðûõM0 � òî÷êà ñîõðàíåíèÿ ñòðóê-

òóðû.
Ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ, åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ inf U(M0),

ò.å. îïðåäåëèòü âíåøíåå, àíòðîïîãåííîå, âîçäåéñòâèå íà áèîñèñòåìó, íàèìåíüøèì îáðà-
çîì èçìåíÿþùåå åå äèíàìèêó. Íî ýòî òðóäíàÿ çàäà÷à, ðåøåíèå êîòîðîé ïîêà ïîëó÷èòü
íå óäàåòñÿ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü M0 ∈ A. Íàéòè âîçäåéñòâèå u ∈ U(M0) òàêîå, ÷òî

˙̃n(t,M0, u) ≥ 0 (8)

ïðè ëþáîì t ≥ 0.
Çàìå÷àíèå 2. Î÷åâèäíî, ÷òî èç óñëîâèÿ (8) ñëåäóåò (7).
Çàäà÷à 2. Íàéòè ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê M0 ∈ A, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à 1 èìååò

ðåøåíèå.
Ïðîùå ãîâîðÿ, â çàäà÷å 1 íóæíî íàéòè ïîñòîÿííîå äîïóñòèìîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå,

îáåñïå÷èâàþùåå íåóáûâàíèå ôóíêöèè ïèùåâîé ïðèâëåêàòåëüíîñòè. Â çàäà÷å 2 � ïðè
êàêèõ íà÷àëüíûõ ÷èñëåííîñòÿõ ïîïóëÿöèé çàäà÷à 1 èìååò ðåøåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîïóëÿöèÿ æåðòâ âõîäèò â ðàöèîí ïîïóëÿöèè õèùíèêîâ, òî
ðåøåíèå çàäà÷è 1 ïîçâîëèò ñîõðàíèòü ïîïóëÿöèþ õèùíèêîâ íà ó÷àñòêå ñêîëü óãîäíî
äîëãî. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïîêèíóâ ó÷àñòîê íåêîòîðûå îñîáè ïîïóëÿöèè õèùíèêîâ äî
ñëåäóþùåãî ó÷àñòêà ìîãóò íå äîéòè, ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à îáðåòàåò âàæíîå çíà÷åíèå â
ñëó÷àå, êîãäà ïîïóëÿöèÿ õèùíèêîâ � èñ÷åçàþùèé âèä.

Çàìå÷àíèå 3.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé âûæèâàåìî-
ñòè. Ýòà çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè òàêîãî âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íà ñèñòåìó, ïðè
êîòîðîì åå òðàåêòîðèè ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà,
íå ïîêèäàÿ åãî.

2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Îòäåëüíî ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü ¾õèùíèê-æåðòâà¿ Ëîòêè�Âîëüòåððà, ó÷è-
òûâàþùóþ èçúÿòèå îñîáåé {

ẋ1 = x1(a− bx2 − u1),
ẋ2 = x2(kbx1 −m− u2).

(9)
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Óðàâíåíèå ôàçîâîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû (9) ïðè ïîñòîÿííûõ u1 è u2, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó M0(x10, x20), èìååò âèä (ïðè u1 = u2 = 0 ñì., íàïðèìåð, [8])

(a− u1) lnx2 − bx2 + (m+ u2) lnx1 − kbx1 − c = 0, (10)

ãäå
c = c(x10, x20, u1, u2) = (a− u1) lnx20 − bx20+

+(m+ u2) lnx10 − kbx10.

×åðåç f = f(x1, x2, x10, x20, u1, u2) îáîçíà÷èì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (10). Íåòðóäíî
ïîêàçàòü, ÷òî f = 0 � âûïóêëàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ.

Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ R ñèñòåìû (9) â îáëàñòè {(x1, x2) : x1 > 0, x2 > 0} ïðè
ïîñòîÿííûõ u1, u2 èìååò êîîðäèíàòû

x1 =
m+ u2

bk
, x2 =

a− u1

b
.

Â ñèëó òîãî, ÷òî â ïðàâûå ÷àñòè ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (5) íå âõîäèò ñ, â
ïðîñòðàíñòâå (x1, x2, ñ) òðàåêòîðèè ýòîé ñèñòåìû áóäóò ðàñïîëàãàòüñÿ íà öèëèíäðè÷å-
ñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ. Ïðè ýòîì îáðàçóþùèå öèëèíäðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ïàðàëëåëüíû
îñè Oñ, íàïðàâëÿþùèå � òðàåêòîðèè ñèñòåìû (9) ïðè (u1, u2) = (0, u). Èç òîãî, ÷òî â
äàííîé ðàáîòå ðåøàåòñÿ çàäà÷à ñîõðàíåíèÿ ïîïóëÿöèè õèùíèêà íà ó÷àñòêå, ò.å. èùåòñÿ
âîçäåéñòâèå íà ó÷àñòîê, ïðè êîòîðîì ñ(t) ≥ Λ ïðè âñåõ t ≥ 0 è â ìîìåíò ïîÿâëåíèÿ
õèùíèêà íà ó÷àñòêå ñ(0) = Λ, ñëåäóåò, ÷òî òðàåêòîðèè ñèñòåìû (5) ïðè t ≥ 0 íàõîäèòñÿ
íà ÷àñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, ñîäåðæàùåéñÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå ñ ≥ Λ.

Äëÿ ñèñòåìû (5) ìíîæåñòâî

{(x1, x2, ñ) : x1 > 0, x2 ≥ 0}

èíâàðèàíòíî, ïîýòîìó äàëåå x1 > 0, x2 ≥ 0.
Çàìå÷àíèå 4.Åñëè íà÷àëüíàÿ òî÷êà M0 ∈ π− = {(x1, x2,Λ) : x1 − λx2 < 0}, òî

ïîïóëÿöèÿ õèùíèêà ïîêèäàåò ó÷àñòîê. Äåéñòâèòåëüíî, â òî÷êåM0 èìååì ˙̃n = x1−λx2 <
0 èëè ñ óáûâàåò, ñëåäîâàòåëüíî, ïîïóëÿöèÿ õèùíèêîâ ïîêèíåò ó÷àñòîê.

Çàìå÷àíèå 5.Âìåñòî èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (5) äîñòàòî÷-
íî èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ïðîåêöèé òðàåêòîðèé ñèñòåìû (5) íà ïëîñêîñòü (x1, x2, 0),
òî åñòü, íà ïëîñêîñòü (x1, x2). Ïðè÷åì, òàê êàê ïðîåêöèåé òðàåêòîðèè ñèñòåìû (5) íà
(x1, x2) ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû Ëîòêè-Âîëüòåððà, òî äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ïî-
âåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (9) íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (x1, x2). Ïðîåêöèþ òî÷êè
M0(x10, x20,Λ) íà ïëîñêîñòü (x1, x2) îáîçíà÷èì ÷åðåç M0(x10, x20).

3 Ðåøåíèå çàäà÷ 1 è 2

Íåðàâåíñòâî (8) âûïîëíÿåòñÿ ïðè ∀t ≥ 0, åñëè òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (9), ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç M0(x10, x20), ñîäåðæèòñÿ â ïîëóïëîñêîñòè x1 − λx2 ≥ 0. Áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
ïðåäåëüíûé ñëó÷àé � ñëó÷àé êàñàíèÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû (9), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç M0, è
ïðÿìîé x1 − λx2 = 0.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî M0(x10, x20) ∈ B = {(x1, x2) : x1 − λx2 ≥ 0, x10 >
(a+m)λ
(1+kλ)b}.

Ïåðåä òåì êàê ïðèâîäèòü ðåçóëüòàòû, ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

P = 1 + ln x10b(1+kλ)
λ ,

Q = a ln λx20

x10
− bx20 − kbx10.

(11)
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Çàìåòèì, ÷òî Q < 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó M0 ∈ B, òî

λx20

x10
< 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ln λx20

x10
< 0. Òîãäà Q < 0.

Ñïðàâåäëèâ ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1. Òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (9), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êóM0 ∈ B è êàñàþùàÿñÿ

ïðÿìîé x1 − λx2 = 0, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

P = ln(−Q) + 1. (12)

Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû 1:
òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (9), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó M0 ∈ B è êàñàþùàÿñÿ ïðÿìîé

x1− λx2 = 0, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà M0 ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé êðèâîé

bx2

(
x1

λx2
− 1

)
+ a ln

λx2

x1
= 0. (13)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü (x1, x2) � òî÷êà êàñàíèÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû (9), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç M0, è

ïðÿìîé x1−λx2 = 0. Òîãäà åå êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé

a lnx2 − bx2 + (m+ u) lnx1 − kbx1 − c = 0, (14)

x2(kbx1 −m− u)

x1(a− bx2)
=

1

λ
, (15)

x1 − λx2 = 0, (16)

ãäå c = a lnx20 − bx20 + (m+ u) lnx10 − kbx10.
Ðåøèì ñíà÷àëà ñèñòåìó (15)-(16). Åå ðåøåíèå èìååò âèä

x1 = λx2,
x2 = a+m+u

b(1+kλ).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà êàñàíèÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû (9), íåîáÿçàòåëüíî
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç M0, ñ ïðÿìîé x1 − λx2 = 0 èìååò êîîðäèíàòû

x1 = λ a+m+u
b(1+kλ) ,

x2 = a+m+u
b(1+kλ) .

(17)

Äàëåå, ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ äëÿ x1, x2 â óðàâíåíèå (14), ïîëó÷èì óðàâíåíèå îòíî-
ñèòåëüíî u

a ln a+m+u
b(1+kλ) − b

a+m+u
b(1+kλ) + (m+ u) lnλ a+m+u

b(1+kλ) − kbλ
a+m+u
b(1+kλ)−

−(a lnx20 − bx20 + (m+ u) lnx10 − kbx10) = 0.
(18)

Ðåøèì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî u. Òî÷íåå ãîâîðÿ, íàéäåì çíà÷åíèÿ u, ïðè
êîòîðûõ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (9), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó M0, êàñàåòñÿ ïðÿìîé x1 −
λx2 = 0.

Ïîñëå âûíåñåíèÿ â óðàâíåíèè (18) âî âòîðîì è ÷åòâåðòîì ñëàãàåìûõ îáùåãî ìíîæè-
òåëÿ çà ñêîáêó ïîëó÷èì óðàâíåíèå

a ln a+m+u
b(1+kλ) − (a+m+ u) + (m+ u+ a− a) lnλ a+m+u

b(1+kλ)−
−(a lnx20 − bx20 + (m+ u+ a− a) lnx10 − kbx10) = 0.
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Äàëåå ââåäåì îáîçíà÷åíèå
z = a+m+ u.

Òîãäà ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

a ln
z

b(1 + kλ)
− z + (z − a) lnλ

z

b(1 + kλ)
− (a lnx20 − bx20 + (z − a) lnx10 − kbx10) = 0

èëè ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû äëÿ P è Q (11), ïîëó÷àåì

z ln z = Pz +Q. (19)

Ó÷èòûâàÿ âçàèìíîå ïîëîæåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé y = z ln z è y = Pz+Q, óðàâíåíèå
(19) èìååò 0, 1, 2 ðåøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, êàñàòåëüíàÿ òðàåêòîðèÿ åäèíñòâåííà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàôèêè y = z ln z è y = Pz+Q èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé êàñàíèÿ ýòèõ ëèíèé. Èòàê, ïóñòü z � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(19). Òîãäà z óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé{

z ln z = Pz +Q,
(z ln z)′ = (Pz +Q)′

èëè {
z ln z = Pz +Q,
ln z + 1 = P.

Ðåøèâ âòîðîå óðàâíåíèå ïîñëåäíåé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî z è ïîäñòàâèâ ðåøåíèå
â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùåå ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (19). Îíî èìååò âèä (12).

Ïðè ýòîì, âîçäåéñòâèå u èìååò âèä

u = eP−1 − a−m

èëè

u =
x10b(1 + kλ)

λ
− a−m (20)

è ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì. Äîïóñòèìîñòü âîçäåéñòâèÿ u ñëåäóåò èç óñëîâèÿ: M0 ∈ B.
Äàëåå ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ äëÿ P è Q (11) â (12). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

1− ln
λ

b(1 + kλ)
+ lnx10 = ln(−a ln

λx20

x10
+ b(x20 + kx10)) + 1.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé îíî ïðèìåò âèä (13). Ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ òî÷êè M0, ïðèíàäëå-
æàùåé êðèâîé (13), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå u, ïðè êîòîðîì òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (9)
ïðîõîäèò ÷åðåç M0 è êàñàåòñÿ ïðÿìîé x1 − λx2 = 0. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå 6. Ïîëó÷åííîå â òåîðåìå 1 âîçäåéñòâèå u, ðåøàåò çàäà÷ó 1 äëÿ M0 ∈ B,
íî, âîçìîæíî, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷êèM0 ñóùåñòâóþò è äðóãèå u, ðåøàþùèå ýòó
çàäà÷ó.

Çàìå÷àíèå 7.Åñëè äëÿ óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà P ïðÿìîé y = Pz + Q âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî (12), òî óðàâíåíèå (19) èìååò îäíî ðåøåíèå. Ñâîéñòâà ôóíêöèé y = z ln z è y =
Pz+Q òàêîâû, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè óãëà íàêëîíà ïðÿìîé y = Pz+Q ê ïîëîæèòåëüíîìó
íàïðàâëåíèþ îñè Oz óðàâíåíèå (19) èìååò äâà ðåøåíèÿ, à ïðè óìåíüøåíèè � íå èìååò
ðåøåíèé. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè P > ln(−Q)+1 óðàâíåíèå (19) èìååò äâà ðåøåíèÿ, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò ñóùåñòâîâàíèþ äâóõ çíà÷åíèé u, ïðè êîòîðûõ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (9),
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç M0, êàñàåòñÿ ïðÿìîé x1 − λx2 = 0, à ïðè P < ln(−Q) + 1 óðàâíåíèå
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(19) íå èìååò ðåøåíèé, äðóãèìè ñëîâàìè, íå ñóùåñòâóåò u, ïðè êîòîðîì òðàåêòîðèÿ
ñèñòåìû (9) êàñàåòñÿ ïðÿìîé x1 − λx2 = 0.

Îáîçíà÷èì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (13) ÷åðåç g(x1, x2). Èññëåäóåì êðèâóþ

Γ = {(x1, x2) : g(x1, x2) = 0}.

Ñíà÷àëà ðàçáåðåìñÿ â ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Óðàâíåíèå (13) ïðåäñòàâèì â âèäå

bx1

λ
− a lnx1 =

b

λ
x2λ− a ln(λx2).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî x1, λx2 � êîðíè óðàâíåíèÿ

b

λ
x− a lnx = C.

Ëåâàÿ ÷àñòü � âûïóêëàÿ âíèç ôóíêöèÿ ñ ìèíèìóìîì â òî÷êå x = λa
b . Óðàâíåíèå èìååò

äâà êîðíÿ λx2 = x1, λx2 � àëüòåðíàòèâíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì,
÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (13) ðàñïàäàåòñÿ íà äâå êðèâûå, îäíà èç êîòîðûõ �
ïðÿìàÿ l = {(x1, x2) : x1−λx2 = 0}. Îòìåòèì, ÷òî ïðè x2 = a

b óðàâíåíèå (13) èìååò îäíî

ðåøåíèå x1 = λa
b è, íàîáîðîò, ïðè x1 = λa

b óðàâíåíèå (13) èìååò îäíî ðåøåíèå x2 = a
b .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè x1 = λa
b èëè x2 = a

b óðàâíåíèå èìååò îäíî ðåøåíèå,

à ïðè x1 6= λa
b èëè x2 6= a

b - äâà ðåøåíèÿ.
Èç (13) ñëåäóåò

x′2 =
x2(λab − x1)

λx1(ab − x2)
. (21)

Îòñþäà ïîëó÷àåì

x′2 > 0⇐⇒


{
x1 <

λa
b ,

x2 <
a
b ;{

x1 >
λa
b ,

x2 >
a
b ;

x′2 < 0⇐⇒


{
x1 <

λa
b ,

x2 >
a
b ;{

x1 >
λa
b ,

x2 <
a
b .

Èòàê, ïîëó÷àåì, ÷òî êðèâàÿ Γ åñòü ñîâîêóïíîñòü äâóõ âåòâåé (ñì. ðèñ. 1), îäíà èç
êîòîðûõ � ïðÿìàÿ l, âòîðàÿ � âûïóêëàÿ âíèç êðèâàÿ, èìåþùàÿ äâå àñèìïòîòû, à èìåííî,
âåðòèêàëüíóþ x1 = 0 è ãîðèçîíòàëüíóþ x2 = 0. Èññëåäîâàíèå âåòâè, îòëè÷íîé îò l, íà
âûïóêëîñòü è íà íàëè÷èå àñèìïòîò ïðîèçâîäèòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî, ïîýòîìó â äàííîé
ðàáîòå íå ïðèâîäèòñÿ.

-

6

a
b

�
�
�
�
�
�
�
�

π+
1

π+
2

x2

x10

l

λa
b

q

Ðèñ. 1: Ãðàôèê êðèâîé Γ

7



Äàëåå âûÿñíèì äëÿ êàêîãî ìíîæåñòâà òî÷åê ñóùåñòâóåò äâà çíà÷åíèÿ u, ïðè êîòîðûõ
òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (9), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó M0, êàñàåòñÿ ïðÿìîé x1 − λx2 = 0, è
äëÿ êàêîãî ìíîæåñòâà òî÷åê íå ñóùåñòâóåò òàêèõ u.

Èòàê, êðèâàÿ (13) äåëèò ïîëóïëîñêîñòü π+ íà äâå ÷àñòè π+
1 è π+

2 (ñì. Ðèñ. 1). Îïðåäå-
ëèì çíàê g(x1, x2) â êàæäîé èç ÷àñòåé. Â π+

1 è π+
2 âûáåðåì ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè (λab ,

a
2b )

è ( 2λa
b , ab ). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè êîîðäèíàò ïåðâîé òî÷êè â âûðàæåíèå äëÿ g(x1, x2) ïîëó-

÷èì

g

(
λa

b
,
a

2b

)
= b

a

2b

(
λa
b

λ a
2b

− 1

)
+ a ln

λ a
2b
λa
b

=
a

2
+ a ln

1

2
= a

(
1

2
− ln 2

)
< 0.

Òàêèì îáðàçîì, èç çàìå÷àíèÿ 7 ê òåîðåìå 1 ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ òî÷åê èç π+
1 íå ñóùåñòâóåò

âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ u, ïðè êîòîðîì òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (9), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó
äàííîãî ìíîæåñòâà, êàñàåòñÿ ïðÿìîé x1−λx2 = 0. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè êîîðäèíàò âòîðîé
òî÷êè â âûðàæåíèå äëÿ g(x1, x2) ïîëó÷èì

g

(
2λa

b
,
a

b

)
= b

a

b

(
2λa
b

λab
− 1

)
+ a ln

λab
2λa
b

= a+ a ln
1

2
= a(1− ln 2) > 0.

Òàêèì îáðàçîì, èç çàìå÷àíèÿ 7 ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ òî÷åê èç π+
2 ñóùåñòâóåò äâà âíåøíèõ

âîçäåéñòâèÿ u1τ , u2τ , ïðè êîòîðûõ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (9), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó
äàííîãî ìíîæåñòâà, êàñàåòñÿ ïðÿìîé x1 − λx2 = 0.

Äàëåå, äîêàæåì òåîðåìó.
Òåîðåìà 2. Åñëè ïðîåêöèÿ òðàåêòîðèè r(t, u) íà ïëîñêîñòü (x1, x2) êàñàåòñÿ îäíîé èç

âåòâåé êðèâîé g(x1, x2) = 0, òî îíà êàñàåòñÿ è äðóãîé âåòâè. Ïðè ýòîì åñëè M1(x11, x21)
è M2(x12, x22) � ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè êàñàíèÿ, òî

x11 = x12.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîåêöèåé òðàåêòîðèè r(t, u) íà ïëîñêîñòü (x1, x2) ÿâëÿåòñÿ òðà-
åêòîðèÿ ñèñòåìû (9). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà êàñàåòñÿ ïðÿìîé x1−λx2 = 0. Òîãäà óðàâ-
íåíèå ïðîåêöèè, ò.å. òðàåêòîðèè ñèñòåìû (9), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ (17),
èìååò âèä

a lnx2 − bx2 + (m+ u) lnx1 − kbx1−

−
(
a ln

a+m+ u

b(1 + kλ)
− ba+m+ u

b(1 + kλ)
+ (m+ u) lnλ

a+m+ u

b(1 + kλ)
− kbλa+m+ u

b(1 + kλ)

)
= 0.

Äîêàæåì, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî x1 ïåðâîé êîîðäèíàòû òî÷êè êàñàíèÿ (ñì. (??koorkas))),
ò.å. ïðè ïîäñòàíîâêå

x1 = λ
a+m+ u

b(1 + kλ)
,

â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå è â óðàâíåíèå êðèâîé g(x1, x2) = 0 (13) ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíûå
óðàâíåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

a lnx2 − bx2 + (m+ u) lnλ
a+m+ u

b(1 + kλ)
− kbλa+m+ u

b(1 + kλ)
−

−
(
a ln

a+m+ u

b(1 + kλ)
− ba+m+ u

b(1 + kλ)
+ (m+ u) lnλ

a+m+ u

b(1 + kλ)
− kbλa+m+ u

b(1 + kλ)

)
= 0,

a+m+ u

1 + kλ
− bx2 + a lnλx2 − a lnλ

a+m+ u

b(1 + kλ)
= 0.
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Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèÿ ïðèìóò ñîîòâåòñòâåííî âèä

a lnx2 − bx2 − a ln
a+m+ u

b(1 + kλ)
+
a+m+ u

1 + kλ
= 0,

a+m+ u

1 + kλ
− bx2 + a lnx2 − a ln

a+m+ u

b(1 + kλ)
= 0.

Ïîñëåäíèå óðàâíåíèÿ ðàâíîñèëüíû. Ïðè÷åì èç ñâîéñòâ êðèâîé ñëåäóåò, ÷òî óðàâíå-
íèÿ èìåþò äâà ðåøåíèÿ x21, x22. Èòàê, ïîëó÷àåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (9) è êðè-
âàÿ g(x1, x2) = 0 èìåþò äâå îáùèå òî÷êè M1(x11, x21), M2(x12, x22), ïðè÷åì x11 =
x12 � ïåðâàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè êàñàíèÿ (17). Äàëåå, äîêàæåì, ÷òî òî÷êè M1(x11, x21),
M2(x12, x22) � òî÷êè êàñàíèÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû (9) è êðèâîé g(x1, x2) = 0. Ïðè
x1 = λ a+m+u

b(1+kλ) óãëîâûå êîýôôèöèåíòû êàñàòåëüíûõ ê êðèâîé g(x1, x2) = 0 x′2 (21) è

ê òðàåêòîðèè ñèñòåìû (9) dx2

dx1
(ïîëó÷àåòñÿ äåëåíèåì âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (9) íà

ïåðâîå) ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïðèíèìàþò îäèíàêîâûé âèä

x′2|x1=λ a+m+u
b(1+kλ)

=
dx2

dx1

∣∣∣∣
x1=λ a+m+u

b(1+kλ)

=
bx2(akλ−m− u)

λ(a+m+ u)(a− bx2)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè x2 = x21 è x2 = x22 óãëîâûå êîýôôèöèåíòû êàñàòåëüíûõ ê îáå-
èì êðèâûì ðàâíû. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (9) è êðèâàÿ
g(x1, x2) = 0 êàñàþòñÿ â òî÷êàõ M1(x11, x21), M2(x12, x22), ïðè÷åì x11 = x12. ×òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

4 Óìåíüøåíèå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, ðåøàþùåãî çà-

äà÷ó 1

Âíåøíåå âîçäåéñòâèå u íà áèîñèñòåìó åñòåñòâåííî ñòàðàòüñÿ óìåíüøèòü, ïîýòîìó ðàñ-
ñìîòðèì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, îñíîâàííûé íà òåîðåìå î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðå-
øåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îò ïðàâîé ÷àñòè (ñì., íàïðèìåð,
[9]) è ëåììå èç ðàáîòû [2].

Ïóñòü A′ � ïðîîáðàç òî÷êè A ïðè äâèæåíèè ïî òðàåêòîðèè ñèñòåìû (5) (áåç ó÷åòà
îãðàíè÷åíèé íà x1, x2, ñ) èç òî÷êè A âñïÿòü (ïðè óáûâàíèè âðåìåíè) â òå÷åíèå âðåìåíè,
ðàâíîãî ïåðèîäó äàííîé òðàåêòîðèè. Î÷åâèäíî, òî÷êà A′ ëåæèò íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó A ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè ñ = Λ. Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêàÿ èç òî÷åê �
A èëè A′ ëåæèò âûøå? Îòâåò äàåòñÿ â ðàáîòå [2] ëåììîé.

Ïóñòü ñ(A), ñ(A′) � ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû òî÷åê A è A′.

Ëåììà ([2]). Åñëè
à)λ < m+u

ak , òî ñ(A) > ñ(A′);
á)λ > m+u

ak , òî ñ(A) < ñ(A′);
â)λ = m+u

ak , òî ñ(A) = ñ(A′);

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
1) T (u) � ïåðèîä òðàåêòîðèè ñèñòåìû (9), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç M0, ñîîòâåòñòâóþùèé

âíåøíåìó âîçäåéñòâèþ u;
2) åñëè M0 ∈ B, òî

ū =

{
min{u1τ , u2τ} äëÿ M0 ∈ π+

2 ,
x10b(1+kλ)

λ − a−m äëÿ M0 ∈ Γ;
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3) íîðìó ||.|| îáîçíà÷èì ÷åðåç |.|.
Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.
Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîé òî÷êè M0 ∈ B ∩ (π+

2 ∪ Γ) ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî ïðè
u ∈ (ū− δ, ū+ δ)

ñ(t,M0, u) > Λ,∀t > 0. (22)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (5) � ìíîãî÷ëåíû îòíîñèòåëüíî x1, x2, ñ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíèìà òåîðåìà î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò ïàðàìåòðà
(ñì. òåîðåìó 6 íà ñòðàíèöå 52 â [9]), ñîãëàñíî êîòîðîé äëÿ ∀ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå
δ > 0, ÷òî äëÿ ∀u ∈ (ū− δ, ū+ δ) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|r(t,M0, u)− r(t,M0, ū)| < ε, (23)

ãäå t ∈ [0, t̄+ Tsup]; t̄ ∈ [0, T (ū)] � ïåðâûé ìîìåíò âðåìåíè ïîñëå t = 0, ïðè êîòîðîì øàð
ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå (x1(t̄,M0, ū), x2(t̄,M0, ū), ñ(t̄,M0, ū)) êàñàåòñÿ ïëîñêîñòè
{x1 − λx2 = 0}; Tsup = supu∈(ū−δ,ū+δ) T (u).

Íåðàâåíñòâî (23) îáåñïå÷èâàåò áëèçîñòü òðàåêòîðèé ïðè ðàçíûõ u ∈ (ū − δ, ū + δ),
ïðè ∀t ∈ [0, t̄+ Tsup], íî íàì íàäî îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (22).

Èç íåðàâåíñòâà (23) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ∀t ∈ [0, t̄ + Tsup] òî÷êè òðàåêòîðèé ïðè ∀u ∈
(ū − δ, ū + δ) íàõîäÿòñÿ â øàðå ðàäèóñà ε > 0. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè t > 0 íè îäíà
òðàåêòîðèÿ, íàõîäÿùàÿñÿ â øàðå, íå âûøëà â ïîëóïðîñòðàíñòâî ñ < Λ äîñòàòî÷íî
âçÿòü

ε <
ñ(t̄,M0, ū)− Λ

2
. (24)

Ïîëó÷èì, ÷òî ïðè ∀t ≤ t̄ òðàåêòîðèÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå ñ > Λ, ò. ê. ïðè t = 0 M0 ∈
{(x1, x2, ñ) : ñ = Λ} è ˙̃n > 0; ïðè t = t̄ øàð íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè íå ìåíüøåì
ñ(t̄,M0,ū)−Λ

2 > 0. Äàëåå, ïðè t̄ < t < t̄+Tsup øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå r(t,M0, ū) ïîäíèìàåòñÿ

ââåðõ, ò.ê. ˙̃n(t,M0, ū) ≥ 0. Òàê êàê λ < m+u
ak , òî â ñèëó ëåììû èç [2], ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ

∀u ∈ (ū− δ, ū+ δ) è ∀t > t̄+ Tsup

ñ(t+ T (u),M0, u) > ñ(t,M0, u).

Ýòî çíà÷èò, ÷òî íåðàâåíñòâî (22) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî t ≥ 0. ×òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå 8.
Îöåíèì òåïåðü âåëè÷èíó δ ñâåðõó.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

˙̄r = f̄(r̄, ū)

ṙ = f(r, u).

Ïóñòü r̄(t,M0, ū), r(t,M0, u) � ðåøåíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâåííî;
V = {t ∈ [0, t̄+ Tsup], |r− r̄| ≤ ρ} � îêðåñòíîñòü ðåøåíèÿ r̄(t,M0, ū), ãäå ρ > 0, â êîòîðîé

f̄(r̄, ū) è ∂f̄i
∂xj

(i, j = 1, 2, 3) íåïðåðûâíû. Êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î íåïðåðûâíîé

çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (ñì. òåîðåìó 6
íà ñòðàíèöå 52 â [9]), èç íåðàâåíñòâ

|f̄(r̄, ū)− f̄(r, ū)| ≤ k|r̄ − r|,

ãäå (t, r̄), (t, r) ∈ V, k = 3p, ãäå p = max
∣∣∣ ∂fi∂xj

∣∣∣ (i, j = 1, 2, 3);

|f̄(r, ū)− f(r, u)| = max
(t,r)∈V

|f̄(r, ū)− f(r, u)| = max |x2(ū− u)| < cδ = δ̃,
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ãäå c = maxx2, δ > |ū− u|, ñëåäóåò

| ˙̄r − ṙ| = |f̄(r̄, ū)− f(r, u)| < k|r̄ − r|+ δ̃.

Òîãäà íà [0, t̄+ Tsup] èìååì

|r̄ − r| < δ̃

(
eks
(

1 +
1

k

)
− 1

k

)
,

ãäå s = t̄ + Tsup. Âîçüìåì ëþáîå ε > 0, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (24),

ε1 = min{ρ, ε} è òàêîå δ̃ > 0, ÷òîáû

δ̃

(
eks
(

1 +
1

k

)
− 1

k

)
< ε1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî δ̃ = cδ, ïîëó÷àåì

δ <
ε1

c(eks(1 + 1
k )− 1

k )
. (25)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè u ∈ (ū − δ, ū), òî òåîðåìà 3 ðåøàåò çàäà÷ó îá óìåíüøåíèè u.
Ïîëó÷åíà îöåíêà âåëè÷èíû δ òàêîé, ÷òî äëÿ ∀u ∈ (ū−δ, ū) òî÷êàM0 � òî÷êà ñîõðàíåíèÿ
ñîñòàâà áèîñîîáùåñòâà.

Çàêëþ÷åíèå

Ðåøåíà çàäà÷à ñîõðàíåíèÿ ñîñòàâà áèîñîîáùåñòâà ó÷àñòêà çà ñ÷åò îòëîâà îñîáåé ïîïó-
ëÿöèè õèùíèêîâ. Ïðè÷åì ïðè íàéäåííûõ èíòåíñèâíîñòÿõ èçúÿòèÿ õèùíèêîâ îáåñïå÷åí
ðîñò ïèùåâîé ïðèâëåêàòåëüíîñòè ó÷àñòêà.

Íàéäåíî ìíîæåñòâî òî÷åê ñîõðàíåíèÿ ñòðóêòóðû áèîñîîáùåñòâà.
Äîêàçàíî, ÷òî óìåíüøåíèå íàéäåííûõ èíòåíñèâíîñòåé èçúÿòèÿ íà âåëè÷èíó, îöåí-

êà êîòîðîé ïîëó÷åíà, òàêæå ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó ñîõðàíåíèÿ áèîñîñòàâà ó÷àñòêà,
íåñìîòðÿ íà óáûâàíèå ïèùåâîé ïðèâëåêàòåëüíîñòè íà íåêîòîðûõ âðåìåííûõ ïðîìåæóò-
êàõ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ (ãðàíò �18-01-00249_à).
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