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Введение
Актуальность темы исследования. Работа посвящена исследованию

нового класса стохастических систем обслуживания, в которых входной по-
ток или обслуживание на серверах задаются смешанными распределениями,
т. е. представляют собой конечную смесь распределений. Применение смеси рас-
пределений при моделировании систем массового обслуживания мотивировано
тем, что процессы прибытия и обслуживания могут фактически представлять
собой потоки неоднородных данных и генерироваться разными распределени-
ями. Стремительное развитие телекоммуникационных систем привело, с одной
стороны, к росту сложности систем, а, следовательно, и усложнению корре-
ляционной структуры, описывающих их процессы, а с другой – к повышению
требований к качеству обслуживания. Это вызывает необходимость в разработ-
ке новых методов исследования, позволяющих как аналитически исследовать
модели реальных систем, так и получать приемлемые верхние и нижние оценки
стационарных характеристик систем.

Одним из важнейших свойств систем (и не только стохастических) явля-
ется свойство монотонности. В контексте данной работы оно лежит в основе
сравнения стационарных характеристик и позволяет вместо исследования ха-
рактеристик системы со смешанными распределениями получать их оценки,
используя аналитические результаты и методы моделирования более простых
систем. Поскольку свойства монотонности опираются на теорию отношений по-
рядка (стохастический порядок, упорядоченность по интенсивности отказов, от-
ношения с вероятностью 1), то для исследования свойств монотонности систем
со смешанными распределениями требуется получить новые и обобщить извест-
ные результаты об отношениях порядка для конечных смесей распределений.
Упорядоченность по интенсивности отказов является более ограничительной
(по сравнению со стохастическим порядком), но она позволяет в явном виде
найти соотношения между параметрами сравниваемых распределений, гаран-
тирующими искомый порядок и, более того, позволяет сравнивать между собой
системы, описываемые различными распределениями (времени обслуживания
и/или входного потока). Получение оценок характеристик качества обслужи-
вания (стационарного времени ожидания, стационарной длины очереди) опи-
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рается на построение минорантной и мажорантной систем для исходной систе-
мы со смешанными распределениями, таким образом, чтобы входные потоки
и времена обслуживания находились в отношении порядка (стохастического
или по интенсивности отказов). Это позволяет, используя оценки в более про-
стых мажорантной и минорантной системах, получить оценки характеристик
более сложных систем, таких, как многосерверные системы со смешанным об-
служиванием или смешанным входным процессом, многоклассовые системы с
повторными вызовами, высокопроизводительные системы со случайным чис-
лом обслуживающих серверов. Более того, свойства монотонности позволяют
получать условия стационарности сложных систем на основе известных условий
стационарности более простых (мажорантных) систем.

Требования к надежности систем тесно связаны с исследованием экстрему-
мов их стационарных характеристик, с которыми, в свою очередь, тесно связа-
ны свойства превышения характеристиками высоких пороговых значений. Так,
превышение процессами таких порогов временем ожидания заявки в очереди
или наличие коротких интервалов между превышениями или появление превы-
шений группами могут оказывать значительное влияние на работоспособность
системы. В этой связи исследование свойств монотонности по экстремальному
индексу и экстремального поведения различных систем, в том числе систем со
смешанными распределениями, является актуальным и перспективным направ-
лением исследований. Поскольку в сложных стохастических системах исследу-
емые процессы, как правило, сильно коррелированы, то предельное распреде-
ление максимумов стационарного времени ожидания выражается через так на-
зываемый экстремальный индекс (он отражает кластерную структуру данных).
Кластеризация влияет на последовательность превышения высоких пороговых
значений: благодаря коррелированной структуре данных, превышения могут
группироваться, а не появляться как изолированные события. Важно подчерк-
нуть, что для применения теоретических результатов к конкретным распреде-
лениям требуется найти нормализующие последовательности, гарантирующие
существование предельного распределения нормализованных максимумов. На-
хождение каждой такой последовательности, вообще говоря, является отдель-
ной математической задачей. Таким образом, оценка экстремального индекса
стационарных характеристик, а также исследование свойств монотонности раз-
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личных систем обслуживания по экстремальному индексу, в том числе систем со
смешанными распределениями, является важной задачей при прогнозировании
экстремальных событий (перегрузок в системах) и, как следствие, предупре-
ждения их последствий.

Часто распределения случайных процессов, описывающих динамику совре-
менных систем обслуживания, представляют собой смеси распределений с так
называемыми легкими или тяжелыми хвостами. Например, случайно выбран-
ная заявка в сети связи может быть из видеопотока, из онлайн-игр или из аудио-
потока. В сетях промышленного Интернета и Интернета вещей некоторые дан-
ные являются «скачкообразными», например, температура, давление или свет,
считываемые с датчика. Другие устройства могут создавать огромные объемы
трафика данных, например, обработка мультимедийного контента или слож-
ных расчетов. Таким образом, для времени обработки данных (моделируемого
временем обслуживания в моделях массового обслуживания) наиболее подходя-
щей является модель, учитывающая смешанные данные. Поскольку, как пра-
вило, «легкие» данные аппроксимируются показательным распределением, а
«тяжелые» данные в коммуникационных сетях – распределением Парето, то в
диссертационной работе в качестве основного типа смешанных распределений
используется смесь показательного и Парето распределений, а именно много-
компонентное показательное-Парето распределение.

Регенеративное оценивание позволяет исследовать системы обслуживания,
для которых отсутствуют аналитические результаты или трудно найти числен-
ные решения. Системы со смешанными распределениями как раз относятся к
таким сложным системам. Более того, существуют нерегенерирующие в клас-
сическом смысле системы, для которых требуется разработка новых или мо-
дификация существующих методов регенерации, предназначенных для оценки
стационарных характеристик. Так, система со смешанным входным процессом,
задаваемым суперпозицией независимых входных потоков, не является регене-
рирующей.

Эффективность применения регенеративного метода зависит от частоты
моментов регенерации. В такие моменты система попадает в определенное со-
стояние, после которого ее поведение не зависит от предыстории. Регенера-
тивный подход сталкивается с трудностями, когда число регенераций растёт
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слишком медленно в ходе моделирования, что ведет к неприемлемо длительно-
му времени моделирования для получения оценок с заданной точностью. Более
того, частота регенераций влияет на точность оценивания (дисперсию в до-
верительном интервале). Для ускорения регенерации необходимо разработать
новые или модифицировать существующие методы получения искусственных
моментов регенерации.

Степень разработанности темы. Впервые систематический анализ мо-
нотонности некоторых систем обслуживания был развит Д. Штойяном в работе
[24]. Свойства внутренней и внешней монотонности систем обслуживания изу-
чались в работах В. Витта, Д. Сондермана, С. Асмуссена [34, 47, 167, 168, 177].
Так, например, в работе [177] исследуются свойства монотонности многосер-
верных систем с ограниченным и неограниченным буфером. В работе [47] рас-
смотрена монотонность систем с групповым входным потоком. Тем не менее,
свойства монотонности систем со смешанными потоками ранее не изучались
указанными авторами, и, тем более, ранее не рассматривались системы, в ко-
торых входные потоки или времена обслуживания представляют собой смеси
различных распределений.

Экстремальные значения характеристик производительности систем мас-
сового обслуживания изучались Х. Ротсеном, Д. Иглхартом, С. Асмуссеном
[34, 35, 95, 146]. В работах этих авторов исследуется предельное поведение
максимума стационарного времени ожидания и стационарной длины очереди
односерверных систем. Применение теории экстремальных значений для неза-
висимых и однозависимых (когда зависимы два соседних цикла регенерации)
процессов регенерации изучалось в статье [146]. Исследование асимптотическо-
го поведения максимумов времени ожидания, виртуального времени ожидания
и максимального размера очереди в системе GI/G/1 является основной целью
статьи [95]. С. Канг и Р. Серфозо в работе [103] показали, что в ациклической
сети Джексона (состоящей из m систем вида M/M/1) асимптотическое экстре-
мальное поведение времени пребывания заявки описывается распределением
Гумбеля. Алгоритм вычисления экстремального индекса (аппроксимирующего
размер кластера больших значений) стационарного времени ожидания системы
G/G/1 с распределением, принадлежащим области притяжения распределения
Гумбеля, приведен в [94]. Свойства оценок экстремального индекса обсуждают-
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ся в работе И. Вейсмана, С. Новака [186]. В статье Р. Разумчика и Н. Маркович
[112] получены распределения кластерных и межкластерных размеров стацио-
нарных времен ожидания в системе G/G/1. В работе С. Фосса [77] обсуждается
асимптотическое распределение максимума стационарного времени ожидания
для системы M/G/2, в которой время обслуживания задано распределением с
тяжелым хвостом. Однако монотонность систем обслуживания по экстремаль-
ному индексу времени ожидания в упомянутых работах не изучалась.

Метод рандомизации переходного ядра с целью ускорения получения мо-
ментов регенерации в системе M/M/1 впервые был предложен С. Андрадот-
тир, П. Глином, Дж. Калвином в работе [29]. Метод искусственной регенерации,
основанный на экспоненциальном расщеплении, предложен А. Андроновым в
[28], где рассматривается система с одним входным потоком. Независимо в ра-
боте [120] Р. Мока и С. Джанея рассматривают более общую конструкцию де-
композиции распределений. Для систем со смешанным входным процессом К.
Сигман предложил теоретическую конструкцию однозависимых циклов реге-
нерации [161], основная проблема применения которой связана с наличием в
конструкции, вообще говоря, неизвестных констант.

Объектом исследования являются системы обслуживания со смешан-
ными распределениями: системы со смешанным обслуживанием и системы со
смешанным входным процессом.

Предметом исследования выступают условия монотонности, экстре-
мальное поведение и оценки стационарных характеристик систем обслужива-
ния со смешанными распределениями.

Цель исследования состоит в разработке и обосновании математических
моделей и методов оценки стационарных характеристик стохастических систем
обслуживания со смешанными распределениями входного процесса и времени
обслуживания.

Достижение этой цели требует решения следующих основных задач:
1. Построение математических моделей стохастических систем обслужива-

ния со смешанными распределениями.
2. Получение условий монотонности (стохастического порядка или упоря-

доченности по интенсивности отказов) стационарных характеристик систем со
смешанными распределениями.
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3. Получение условий монотонности по экстремальному индексу систем об-
служивания со смешанными распределениями.

4. Разработка методов искусственной регенерации для систем обслужива-
ния со смешанными распределениями для ускорения оценивания их стационар-
ных характеристик.

5. Разработка комплекса программ регенеративного имитационного моде-
лирования систем обслуживания со смешанными распределениями для оценки
стационарных характеристик.

Научная новизна результатов, изложенных в диссертации, состоит
в следующем.

1. Доказано, что если компоненты конечной смеси распределений упоря-
дочены (стохастически или по интенсивности отказов), то компоненты и смесь
упорядочены соответствующим образом. Получены достаточные условия сто-
хастического порядка двух смесей распределения с разными коэффициентами
пропорции смеси.

2. Получены достаточные условия монотонности системы со смешанным
обслуживанием, а также достаточные условия монотонности системы со сме-
шанным входным процессом.

3. Доказаны теоремы о монотонности по экстремальному индексу систем
GI/M/N и M/G/1, а также системы со смешанным обслуживанием.

4. Получено аппроксимирующее распределение входного процесса, задан-
ного многомерной суперпозицией показательного и Парето распределений, а
также аппроксимирующее распределение входного потока, заданного суперпо-
зицией распределений Вейбулла. Результаты моделирования подтверждают хо-
рошую точность аппроксимации при коэффициенте загрузки меньше 0.6.

5. Разработан метод регенеративных огибающих для построения минорант-
ной и мажорантной регенерирующих систем для исходной нерегенерирующей
системы.

6. Разработан метод искусственной регенерации на основе экспоненциаль-
ного расщепления плотности системы обслуживания с суперпозицией незави-
симых входных потоков, содержащих распределения с тяжелым хвостом.

7. Получены достаточные условия применимости метода экспоненциаль-
ного расщепления для системы обслуживания, в которой смешанный входной
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процесс включает потоки, заданные распределением Парето.
8. Разработан метод искусственной регенерации на основе рандомизации

переходного ядра вложенной Цепи Маркова для систем, в которых входной
поток имеет распределение Парето или гиперэкспоненциальное распределение,
а время обслуживания имеет показательное распределение.

9. Разработан комплекс проблемно-ориентированных программ и алгорит-
мов для регенеративного моделирования систем обслуживания со смешанными
распределениями.

Методы исследования. Для проведения диссертационного исследования
использовался аппарат следующих дисциплин: математический анализ, теория
вероятностей, теория случайных процессов, теория массового обслуживания,
математическая статистика, теория экстремальных значений, теория надежно-
сти.

Для исследования отношений порядка случайных величин использован ме-
тод каплинга [109, 171].

Для аппроксимации смешанного входного процесса (суперпозиции незави-
симых входных потоков) применен метод Пальма [27, 180, 181, 179].

Для оценивания характеристик систем обслуживания использован регене-
ративный метод [121, 124, 127, 157, 158].

Для построения моментов регенерации в системах обслуживания вида
G/M/1 применен метод расщепления переходного ядра соответствующей вло-
женной цепи Маркова по моментам прихода заявок [29].

Для построения моментов регенерации в системах со смешанным входным
процессом применен метод искусственной регенерации, основанный на экспо-
ненциальном расщеплении [28].

Теоретическая и практическая значимость работы.

Полученные в диссертационной работе теоретические результаты относят-
ся к теории массового обслуживания. Систематически исследованы свойства
монотонности широкого и важного класса систем обслуживания со смешан-
ными распределениями. Впервые исследованы свойства внешней монотонно-
сти по экстремальному индексу систем обслуживания, в том числе систем со
смешанным обслуживанием. Для моделирования нерегенерирующих систем об-
служивания со смешанным входным процессом, содержащим распределения с
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тяжелым хвостом, разработан метод искусственной регенерации, основанный
на экспоненциальном расщеплении.

Проведенное исследование является значимым, поскольку существенно рас-
ширяет возможности использования свойств монотонности для исследования
стационарности, оценки стационарных характеристик, подбора параметров ре-
альных систем обслуживания со смешанными распределениями. Такие системы
адекватно описывают динамику многих современных телекоммуникационных
систем и сетей, обрабатывающих большие наборы неоднородных данных.

Практическая значимость работы определяется применимостью получен-
ных свойств монотонности и регенеративного метода оценивания для получе-
ния надежных оценок стационарных характеристик систем обслуживания со
смешанными распределениями.

Положения, выносимые на защиту:

1. Модели систем обслуживания со смешанными распределениями, которые
позволяют учитывать потоки неоднородных данных.

2. Достаточные условия монотонности систем со смешанными распределе-
ниями и систем со смешанным входным процессом, а также достаточные усло-
вия монотонности по экстремальному индексу стационарного времени ожида-
ния в системах вида GI/M/N и M/G/1, в том числе системах со смешанным
обслуживанием.

3. Асимптотическое распределение максимума стационарного времени ожи-
дания для систем видаGI/G/1 со смешанным обслуживанием и доминирующей
субъэкспоненциальной компонентой.

4. Численный метод искусственной регенерации, основанный на экспонен-
циальном расщеплении, для систем обслуживания со смешанным входным про-
цессом, содержащим распределения с тяжелым хвостом, который позволяет
применять регенеративное оценивание и получать состоятельные оценки ста-
ционарных характеристик систем.

5. Алгоритм искусственной регенерации систем обслуживания со смешан-
ным входным процессом, включающим потоки, заданные распределением Па-
рето.

6. Численный метод искусственной регенерации на основе рандомизации
переходного ядра для систем, в которых входной поток имеет распределение
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Парето или гиперэкспоненциальное распределение, а время обслуживания име-
ет показательное распределение.

7. Комплекс программ для регенеративного моделирования систем обслу-
живания со смешанными распределениями для оценки стационарных характе-
ристик систем обслуживания.

Соответствие паспорту специальности 1.2.2. Математическое мо-

делирование численные методы и комплексы программ. Положения 4
и 6 соответствуют п. 1 «Разработка новых математических методов моделиро-
вания объектов и явлений». Положения 5 и 6 соответствуют п. 3 «Реализация
эффективных численных методов и алгоритмов в виде комплексов проблемно-
ориентированных программ для проведения вычислительного эксперимента».
Положения 1, 2, 3 соответствуют п. 8 «Комплексные исследования научных и
технических проблем с применением современной технологии математического
моделирования и вычислительного эксперимента».

Достоверность полученных результатов подтверждается математиче-
ски корректными формулировками и доказательствами теорем, представленны-
ми в диссертационной работе, а также согласованностью численных результатов
с теоретическими выводами.

Личный вклад автора в получении результатов, изложенных в

диссертации. Автор лично участвовал в получении всех результатов, пред-
ставленных в диссертационной работе, а именно в разработке и примене-
нии методов исследования монотонности, экстремального поведения систем
со смешанными распределениями, выводе всех формул, доказательстве всех
представленных в диссертации теорем, разработке представленного комплек-
са проблемно-ориентированных программ и написании алгоритмов построения
моделирования, выполнении анализа полученных результатов.

Направления исследований диссертационной работы и постановки задач
обсуждались с научным консультантом доктором физико-математических наук,
профессором Морозовым Е.В., что отражено в ряде совместных публикаций с
автором диссертационной работы.

Связь работы с крупными научными проектами. Большая часть
работ выполнялась в рамках грантов:

1. В качестве руководителя по гранту РФФИ 19-07-00303 «Разработка моде-
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лей и методов регенеративного моделирования программно конфигурируемых
сетей для анализа показателей качества их обслуживания» (2019-2021 г.г.).

2. В качестве соисполнителя по гранту РНФ 21-71-10135 «Разработка и ис-
следование методов, алгоритмов и программных средств согласованного трех-
уровневого моделирования производительности и энергоэффективности систем
и сетей хранения и обработки данных» (2022-2024 г.г., руководитель – Румянцев
А.С.).

3. В качестве соисполнителя по гранту РФФИ 19-57-45022 ИНДа «Оценка
производительности стохастических моделей систем высокопроизводительных,
распределенных и повсеместных вычислений, а также систем с автоматическим
запросом повторной передачи и контролем ошибок матрично-аналитическим и
регенеративным методом» (2019-2021 г.г., руководитель – Румянцев А.С.).

4. В качестве соисполнителя по гранту РФФИ 18-07-00147 «Разработка мо-
делей, методов асимптотического анализа и ускоренного оценивания показате-
лей эффективности и качества обслуживания высокопроизводительных, рас-
пределенных вычислительных систем и коммуникационных сетей» (2018-2020
г.г., руководитель – Румянцев А.С.).

Публикации.

По материалам диссертации опубликовано 37 работ, в том числе 5 в рецен-
зируемых научных изданиях, из них 3 в журналах Перечня ВАК по специально-
сти 1.2.2 (физ.-мат.) категории К1 [194, 198, 199], 2 статьи в журналах Перечня
ВАК по специальности 1.2.2 (физ.-мат.) категории К2 [189, 192], 8 статей в на-
учных журналах, индексируемых в международных базах данных (приравнены
к журналам Перечня ВАК, категория К1) [190, 191, 193, 195, 196, 197, 200, 201],
13 статей в сборниках материалов конференций, индексируемых в международ-
ных базах данных [202, 203, 204, 205, 206, 207, 208, 209, 210, 211, 212, 213, 214],
11 публикаций в прочих научных изданиях [215, 216, 217, 218, 219, 220, 221,
222, 223, 224, 225]. Получено 2 свидетельства о государственной регистрации
программы для ЭВМ (Приложение А).

Апробация работы. Основные результаты работы и отдельные ее поло-
жения докладывались и обсуждались на 23 международных научных конфе-
ренциях и семинарах: XXIV Международной конференции имени А. Ф. Терпу-
гова «Информационные технологии и математическое моделирование», ИТММ
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– 2025 (Россия, Томск, 20-25 октября 2025), The Fourth International Workshop
on Stochastic Modeling and Applied Research of Technology, SMARTY’2024 (Рос-
сия, Петрозаводск, 26-30 августа 2024), XI Международная Петрозаводская
конференция «Вероятностные методы в дискретной математике», посвященная
90-летию со дня рождения В. Ф. Колчина (Россия, Петрозаводск, 27-31 мая,
2024), 26th International Conference on Distributed Computer and Communication
Networks: Control, Computation, Communications DCCN-2023. (Москва, Россия,
25-29 сентября 2023), Stochastic Modeling and Applied Research of Technology
Youth Camp: SMARTY Youth Camp 2023 (Россия, Петрозаводск, 21-25 августа,
2023), 25th International Conference on Distributed Computer and Communication
Networks: Control, Computation, Communications DCCN-2022 (Москва, Россия,
26-29 сентября 2022), The Third International Workshop on Stochastic Modeling
and Applied Research of Technology: SMARTY 2022 (Россия, Петрозаводск,
21-25 августа 2022), Stochastic Modeling and Applied Research of Technology
Youth Camp: SMARTY 2021 Youth Camp (Россия, Петрозаводск, 2–3 сентяб-
ря, 2021), XXXVI Международный семинар по проблемам устойчивости стоха-
стических моделей ISSPSM 2021 (Россия, Петрозаводск, 21-25 июня 2021), 24th
International Conference on Distributed Computer and Communication Networks:
Control, Computation, Communications DCCN-2021. (Россия, Москва, 20-24 сен-
тября 2021), 20th International Conference named after A. F. Terpugov Information
technologies and mathematical modelling IТММ – 2021 (Россия, Томск, Россия,
1-5 декабря 2021), 27th International Conference Computer Networks CN 2020.
(Польша, Гданьск, 23-24 июня 2020), 23rd International Conference on Distributed
Computer and Communication Networks: Control, Computation, Communications
DCCN-2020. (Россия, Москва, 14-18 сентября 2020), The Second International
Workshop on Stochastic Modeling and Applied Research of Technology SMARTY
2020 (Россия, Петрозаводск, 16-20 августа 2020), 22nd International Conference
on Distributed Computer and Communication Networks: Control, Computation,
Communications (Россия, Москва, 23-27 сентября, 2019), 21st International
Conference on Distributed Computer and Communication Networks: Control,
Computation, Communications (Россия, Москва, 17-21 сентября, 2018), First
International Workshop on Stochastic Modeling and Applied Research of Technology
SMARTY 2020 (Россия, Петрозаводск„ 21-25 сентября, 2018), 20th International
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Conference on Distributed Computer and Communication Networks: Control,
Computation, Communications DCCN-2017 (Россия, Москва, 25-29 сентября,
2017), 23rd International Conference, CN 2016 (Польша, Бруноу, 14-17 июня,
2016), IX Международная Петрозаводская конференция «Вероятностные мето-
ды в дискретной математике» (Россия, Петрозаводск, 30 мая- 3 июня, 2016), 8th
International Congress on Ultra Modern Telecommunications and Control Systems
and Workshops, ICUMT (Португалия, Лиссабон, 18 – 20 October, 2016), 19th
International Conference on Distributed Computer and Communication Networks:
Control, Computation, Communications DCCN-2016 (Россия, Москва, 21-25 но-
ября, 2016), Eighth International Workshop on Simulation (Австрия, Вена, 21-25
сентября, 2015).

Структура работы. Диссертация изложена на 288 страницах, состоит из
введения, списка обозначений и сокращений, шести глав, заключения и спис-
ка использованной литературы, включающего 188 наименований, содержит 18
таблиц, 40 рисунков.

Основное содержание работы. В Главе 1 введены основные терми-
ны и определения, используемые далее в диссертации, рассмотрены понятия и
свойства стохастического порядка, упорядоченности по интенсивности отказов,
приведено понятие каплинга и его связь со стохастическим порядком и упоря-
доченностью с вероятностью 1. Получено достаточное условие упорядоченно-
сти двух случайных величин по интенсивности отказов в зависимости от клас-
са распределения. Рассмотрены вопросы взаимосвязи классов распределений с
длинными хвостами и распределений с возрастающей функцией интенсивности
отказов (ВФИ распределений). Доказана Теорема 1.1 о том, что если компонен-
ты смеси упорядочены (стохастически или по интенсивности отказов), то ком-
поненты и смесь упорядочены (стохастически или по интенсивности отказов).
В Теореме 1.2 утверждается, что если компоненты двух смесей стохастически
упорядочены, то смеси стохастически упорядочены. Доказательство проведено
с использованием техники каплинга. В Теореме 1.3 доказаны достаточные усло-
вия упорядоченности по интенсивности отказов смесей распределения. Введено
показательное-Парето распределение, для которого найдены функция интен-
сивности отказов, характеристическая функция, математическое ожидание и
дисперсия, средняя величина превышения уровня t. Показано, что это распре-
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деление относится к классу распределений с длинными хвостами и классу рас-
пределений с убывающей функцией интенсивности отказов (УФИ распределе-
ний). Получена функция интенсивности отказов величины превышения уровня
t. В Теореме 1.5 выведены неравенства между параметрами показательного-
Парето распределения, при которых компоненты смеси и смесь упорядочены
по интенсивности отказов. Такая же упорядоченность сохраняется для распре-
делений величины превышения уровня u и его среднего. Доказаны Теоремы
1.9 и 1.10, в которых обобщены предыдущие результаты для стохастическо-
го порядка и упорядоченности по интенсивности отказов для m-компонентных
смесей распределений. В Теореме 1.11 найдены условия, при которых стохасти-
чески упорядочены две m-компонентные смеси с различными коэффициентами
пропорции смесей.

В Главе 2 приведены понятия внутренней и внешней монотонности систем
обслуживания. Доказана Теорема 2.3 о внешней монотонности стационарной
длины очереди и стационарного времени ожидания в многосерверных систе-
мах со смешанными распределениями и неограниченной очередью. В Теореме
2.4 получены условия монотонности процесса нагрузки в системах с различ-
ными смесями распределений. В Теореме 2.5 доказаны условия, при которых
выполняется свойство внешней монотонности для стационарной длины очереди
в многосерверной системе с конечным буфером и смешанным обслуживанием.
В Теореме 2.6 получены верхняя и нижняя границы незавершенной работы для
многоклассовой системы с повторными вызовами. Также найдены выражения
для преобразования Лапласа-Стилтьеса стационарной незавершенной нагрузки
в минорантной и мажорантной системах (Леммы 2.1 и 2.2). В Теореме 2.7 по-
лучено в явном виде распределение стационарной незавершенной работы в ми-
норантной системе с распределением Парето времени обслуживания. Доказаны
Теоремы 2.8 и 2.9 о монотонности стационарного времени ожидания в системе
со смешанным входным процессом (суперпозицией независимых стационарных
входных потоков восстановления). Доказана Теорема 2.10 о монотонности ста-
ционарной незавершенной работы высокопроизводительного кластера. Также в
Лемме 2.3 получена оценка близости (верхняя и нижняя границы незавершен-
ной работы) между двумя высокопроизводительными кластерами для случая,
когда времена обслуживания и интервалы между приходами заявок отличают-
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ся в этих системах на случайную величину.
В Главе 3 получено аппроксимирующее распределение входного потока, за-

данного многомерной суперпозицией показательного и Парето распределений.
Для случая одного класса заявок (когда время обслуживания задано одним
и тем же показательным распределением) получено ПЛС стационарного вре-
мени ожидания, что позволяет получить функцию распределения для стаци-
онарного времени ожидания в явном виде для аппроксимирующей системы.
Приведены численные примеры, подтверждающие теоретические выводы. По-
строено аппроксимирующее распределение входного потока, заданного много-
мерной суперпозицией входных потоков с распределением Вейбулла. Это рас-
пределение имеет вид конечной смеси распределений Вейбулла и обобщенных
Стейси-Гамма распределений. Результаты моделирования подтверждают хоро-
шую точность аппроксимации при коэффициенте загрузки меньше 0.6.

В Главе 4 получена нормализующая последовательность для максимума
последовательности с.в., имеющих k + m-показательное-Парето распределе-
ние, а также доказано, что распределение максимума сходится к распреде-
лению Фреше (Теорема 4.1). В разделе 4.6. получены соотношения для рас-
чета экстремального индекса стационарного времени ожидания в системах
M/Hm/1, M/We/1, Hm/M/1, Pareto/M/1. В разделе 4.7. доказана Теорема
4.2 о монотонности по экстремальному индексу стационарного времени ожида-
ния систем типа M/G/1, а также доказана Теорема 4.3 о монотонности по экс-
тремальному индексу стационарного времени ожидания систем типа GI/M/1.
Для систем M/Hm/1 и Hm/M/1 доказаны Леммы 4.1 и 4.2 о монотонности
системы по экстремальному индексу. Получены достаточные условия монотон-
ности систем со смешанным обслуживанием по экстремальному индексу (Теоре-
ма 4.5). В разделе 4.10. приведены примеры результатов регенеративной оценки
экстремального индекса стационарного времени ожидания в системах со сме-
шанным входным процессом.

В Главе 5 найдены нормализующая последовательность и предельное рас-
пределение максимума стационарного времени ожидания в системах вида
GI/Pareto/1 с распределением Парето времени обслуживания (Теорема 5.1,
раздел 5.1.). Получены нормализующая последовательность и предельное рас-
пределение максимума стационарного времени ожидания в системах GI/We/1
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с распределением Вейбулла времени обслуживания для случая β ∈ (0, 1) (Тео-
рема 5.2). В разделе 5.2. доказана Теорема 5.3, согласно которой, если в си-
стеме GI/G/1 время обслуживания задано конечной смесью распределений,
r-доминирующая компонента равновесного распределения которого является
субъэкспоненциальной, то хвост предельного распределения стационарного вре-
мени ожидания эквивалентен хвосту этого распределения с точностью до кон-
станты. Более того, предельное распределение максимума стационарного вре-
мени ожидания относится к области притяжения распределения экстремаль-
ных значений того же типа, что и доминирующая компонента, а экстремаль-
ный индекс стационарного времени ожидания равен 0. В разделе 5.3. получены
нормализующая последовательность и предельное распределение максимума
стационарного времени ожидания в системах GI/G/1 с показательным-Парето
распределением времени обслуживания (Теорема 5.4). В разделе 5.4. для си-
стем с повторными вызовами с m классами орбит получены асимптотические
распределения незавершенной работы в минорантной и мажорантной системах
при условии, что время обслуживания относится к классу субъэкспоненциаль-
ных распределений (Леммы 5.3 и 5.4). Для систем с повторными вызовами и
m классами орбит и распределением Парето времени обслуживания найдены
предельные распределения максимумов незавершенной работы в минорантной,
исходной и мажорантной системах (Теорема 5.5). В разделе 5.5. для систем
M/G/2, в которых времена обслуживания имеют распределение Парето, полу-
чены предельные распределения стационарного времени ожидания (Лемма 5.5
для ρ < 1 и Лемма 5.6 для 1 < ρ < 2).

В Главе 6 приведены основные сведения о классической регенерации. В
разделах 6.2. и 6.3. описан новый метод регенеративных огибающих для много-
серверных систем GI/G/N/∞ и систем обслуживания со смешанными распре-
делениями. В разделе 6.4. на основе метода расщепления переходного ядра цепи
Маркова получены соотношения для частоты (интенсивности) моментов искус-
ственной регенерации в системах вида Pareto/M/1 иH2/M/1, а также приведе-
ны результаты численных экспериментов, которые подтверждают полученные
теоретические соотношения. В разделе 6.5. приведен метод искусственной ре-
генерации на основе экспоненциального расщепления для построения регенера-
ций в системах обслуживания с суперпозицией входных потоков с тяжелым хво-
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стом. Доказана Теорема 6.2 о том, что в моменты искусственной регенерации си-
стема регенерирует в классическом смысле. В Лемме 6.2 получены достаточные
условия экспоненциального расщепления распределения Парето. Для системы
обслуживания со смешанным входным процессом, включающим распределения
Парето, получены условия применимости метода экспоненциального расщепле-
ния. В разделе 6.6. приведен разработанный алгоритм построения моментов
искусственной регенерации для процесса стационарного времени ожидания в
системах со смешанным входным процессом. В разделе 6.7. приведен метод ре-
генеративного оценивания для оценки характеристик систем обслуживания, а
в разделе 6.8. приведена регенеративная оценка экстремального индекса, кото-
рая использована при оценке экстремального индекса стационарного времени
ожидания. В разделе 6.9. описан комплекс программ для ЭВМ.
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Глава 1. Отношения порядка конечных смесей
распределений

В данной главе представлены теоретические результаты, касающиеся от-
ношений порядка конечных смесей распределений, а также некоторых классов
распределений. Отношения порядка составляют теоретическую основу для ис-
следования свойств монотонности систем, представленных в Главах 2 и 5.

Конечные смеси распределений широко используются при статистическом
анализе и моделировании сложных систем с неоднородными данными [30, 117].
Такие модели применяются во многих прикладных областях, например, в аст-
рономии, биологии, экологии, генетике, медицине, психиатрии, финансах, ин-
женерном деле и маркетинге [169, 58]. В этих приложениях модели конечных
смесей лежат в основе различных методов анализа данных, включая кластер-
ный анализ и анализ скрытых классов, дискриминантный анализ, анализ изоб-
ражений, анализ выживаемости. Использование смесей распределений при мо-
делировании систем обслуживания мотивировано тем, что процессы прибытия
и обслуживания могут фактически представлять собой потоки неоднородных
данных и генерироваться несколькими разными источниками с различными
распределениями.

При исследовании систем обслуживания со смешанными распределениями
в Главах 2 и 5 используются свойства монотонности, основанные на сохранении
отношений порядков для таких базовых характеристик качества обслужива-
ния, как время ожидания и число заявок в системе. В этой связи в работе
рассмотрены понятия стохастического порядка, упорядоченности по интенсив-
ности отказов, порядка с вероятностью 1. Их свойства приведены в работах
[116, 145, 156].

Поскольку соотношения между параметрами различных распределений, га-
рантирующие упорядоченность случайных величин (с.в.), для многих распреде-
лений удается получить в явном виде из условия упорядоченности их функций
интенсивности отказов, а не из стохастического порядка, то в исследовании
особое место отводится сравнению смесей по интенсивности отказов. Отметим,
что функция интенсивности отказов играет важную роль в теории надежности
технических и информационных систем обслуживания [2, 40, 106]. Отношения
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порядков (стохастического и по интенсивности отказов) для конечных смесей
распределения рассмотрены в работах [31, 43, 101, 116, 130].

В реально функционирующих системах часто времена обслуживания мо-
гут генерироваться распределениями, которые характеризуются либо лёгкими,
либо тяжёлыми хвостами. Такая ситуация обусловлена тем, что часть данных,
например, показания температуры, давления или освещённости, снимается с
датчиков. В то же время в систему нередко поступают очень большие объёмы
трафика — к примеру, мультимедийный контент [71]. Следовательно, модель
смеси адекватно описывает время обработки информации. Поскольку, как пра-
вило, «лёгкие» данные хорошо аппроксимируются экспоненциальным распре-
делением, а «тяжёлые» данные в сетях связи — распределением Парето, то в
настоящей главе исследуется смесь этих двух распределений, а именно много-
компонентное экспоненциально-паретовское распределение, а также приводит-
ся ряд его свойств.

Для оценки влияния компонент на смесь в диссертационной работе исполь-
зуется расстояние Колмогорова-Смирнова (равномерная метрика) [93, 104, 155].

1.1. Основные термины и определения

Пусть с.в. X задана функцией распределения (ф.р.) FX(x) = P(X ≤
x), x ∈ R.
Будем называть правой концевой точкой ф.р. FX величину

xR = sup{x : FX(x) < 1} ≤ ∞.

Заметим, что FX(x) < 1 для x < xR и FX(x) = 1 для x ≥ xR.
Будем называть левой концевой точкой ф.р. FX

xL = inf{x : FX(x) > 0} ≥ −∞,

т. е. FX(x) > 0 для x > xL и FX(x) = 0 для x ≤ xL. Напомним, что FX(x) =

1 − FX(x) = P(X > 0) – хвост ф.р. и fX(x) – плотность распределения с.в. X
(когда она существует).
Для с.в. X ≥ 0 с конечным математическим ожиданием, MX <∞, определим
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функцию равновесного распределения следующим образом [36, 108]:

Fe(x) =
1

MX

x∫
0

FX(t)dt, x ≥ 0. (1.1)

Отметим, что равновесное распределение возникает как предельное распределе-
ние времени до ближайшего восстановления в теории надежности. Более того,
знание равновесного распределения Fe позволяет получить основные свойства
исходной ф.р. FX [89].

Определение 1.1. ([40]) Пусть X ≥ 0 – абсолютно непрерывная с.в. с плот-
ностью распределения fX(x), и для каждого x ∈ R определена функция

rX(x) =


fX(x)

FX(x)
, если FX(x) > 0;

∞, если FX(x) = 0.

(1.2)

rX(x) называется функцией интенсивности отказов ф.р. FX или с.в. X.

Заметим, что

rX(x) = lim
∆x↓0

P(x < X ≤ x+∆x|X > x)

∆x
.

Функция rX(x) играет важную роль в различных приложениях. В теории на-
дежности rX(x)∆x это вероятность того, что устройство с наработкой x (т. е.
оно работало безотказно до момента x) откажет в интервале времени [x, x+∆x]

[1]. Тем самым функция интенсивности отказов является мерой, выражающей
устойчивость устройства к отказам в зависимости от времени. В актуарной
математике rX(x) используют при расчете коэффициентов смертности [56], в
теории очередей rX(x) – это, например, условная вероятность того, что время
ожидания заявки в очереди равно x+∆x, если она уже прождала время x [40].
Для абсолютно непрерывной с.в. X функцию интенсивности отказов можно
найти из соотношения

rX(x) = −
d log FX(x)

dx
. (1.3)

Более того, функция интенсивности отказов для распределений, определенных
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на носителе (0,∞), обладает следующими свойствами [116]:

rX(x) ≥ 0 для всех x > 0;
x∫

0

rX(t)dt <∞ для некоторого x > 0;

∞∫
0

rX(t)dt =∞;

x∫
0

rX(t)dt =∞ влечет rX(z) =∞ для всех z > x.

Пусть FX есть ф.р. с.в. X ≥ 0 и FX(0) = P(X = 0) = 0. Для каждого u на
событии X > u определим с.в. Xu = X − u | X > u, называемую величиной
превышения уровня u с.в. X.

Определение 1.2. ([68]) Функцией распределения величины превышения уров-
ня u, называется ф.р., хвост которой задается как

1− FXu
(x) = FXu

(x) = P(Xu > x) = P(X > x+ u|X > u) =
FX(x+ u)

FX(u)
, x ≥ 0,

(1.4)
и определенная для всех u < xR таких, что FX(u) > 0.

Таким образом, с.в. Xu = X − u | X > u задается ф.р. FXu
, а если существует

плотность fX , то Xu имеет плотность

fXu
(x) =

fX(x+ u)

FX(u)
, x ≥ 0

и функцию интенсивности отказов

rXu
(x) =

fX(x+ u)

FX(x+ u)
= rX(x+ u), x ≥ 0.
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Математическое ожидание с.в. Xu равное

eX(u) : = MXu = M(X − u|X > u) =

∞∫
0

FX(x+ u)

FX(u)
dx =

=

∞∫
u

FX(x)dx

FX(u)
=

∞∫
u

xfX(x)dx

FX(u)
− u (1.5)

является средней величиной превышения уровня u [88].
Заметим, что функция интенсивности отказов rX(u) характеризует информа-
цию о с.в. X в интервале малой длины (u, u + ∆u), в то время как средняя
величина превышения уровня u – информацию после достижения уровня u.
Более того, взяв производную e′X(u) в соотношении (1.5), получим связь между
этими двумя характеристиками:

e′X(u) = eX(u)rX(u)− 1.

Распределения с монотонной функцией интенсивности отказов было бы есте-
ственно определить через возрастающую (убывающую) функцию rX , но это
требует существования плотности распределения, более того, в случае убываю-
щей функции интенсивности отказов область существования u не может быть
расширена до −∞. Поэтому монотонность распределений по функции интен-
сивности отказов определяется через функцию величины превышения уровня
следующим образом.

Определение 1.3. ([2]) Абсолютно непрерывное распределение FX относит-
ся к типу распределений с возрастающей интенсивностью отказов (ВФИ-
распределение), если FX(0) = 0 и функция

FX(x+ u)− FX(u)

FX(u)
, x > 0

является возрастающей функцией по u для всех u ≥ 0 таких, что FX(u) < 1.

Определение 1.4. ([2]) Абсолютно непрерывное распределение FX отно-
сится к типу распределений с убывающей интенсивностью отказов (УФИ-
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распределение), если FX(0) = 0 и

FX(x+ u)− FX(u)

FX(u)
, x > 0

является убывающей функцией по u для всех u ≥ 0 таких, что FX(u) < 1.

Следующие два утверждения эквивалентны определению 1.3, но более удобны
для проверки соответствующих условий.

Утверждение 1.1. ([116]) Распределение FX является ВФИ (УФИ)-
распределением тогда и только тогда, когда для всех u таких, что FX(u) > 0,
функция FXu

убывает (возрастает) по u для всех x ≥ 0.

Следующее утверждение верно лишь при условии существования плотности
распределения на положительной полуоси.

Утверждение 1.2. ([2]) Пусть с.в. X ≥ 0 задана ф.р. FX , FX(0) = 0 и
существует fX(x) = F′X(x) для x > 0. Тогда FX является ВФИ (УФИ)-
распределением тогда и только тогда, когда функция интенсивности отказов
rX(x) есть возрастающая (убывающая) функция.

Примеров распределений, имеющих монотонные функции интенсивности отка-
зов, достаточно много. Типичные примеры УФИ-распределений: распределение
Парето, гиперэкспоненциальное и логнормальное распределения. Равномерное
непрерывное распределение относится к классу ВФИ-распределений. Харак-
тер монотонности функции интенсивности отказов распределения Вейбулла и
гамма-распределения зависит от значения параметра степени. При парамет-
ре степени меньше (больше) единицы эти распределения относятся к классу
УФИ (ВФИ)-распределений. Тем не менее, помимо распределений с постоян-
ными и монотонными интенсивностями отказов есть и другие классы распре-
делений. Например, функция интенсивности отказов может сначала убывать
(возрастать), затем принимать постоянное значение, и далее снова возрастать
(убывать). В этом случае ее называют выпуклой вниз функцией интенсивности
отказов, ВНФИ. (Для выпуклой вверх функции, соответственно, сокращение
ВВФИ.)
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Определение 1.5 ([106, 173]). Распределение FX имеет выпуклую вниз функ-
цию интенсивности отказов, ВНФИ (выпуклую вверх функцию интенсивно-
сти отказов, ВВФИ), если эта функция имеет следующий вид:

rX(x) =



r1(x), r′1(x) < (>) 0, x ≤ a1;

r2(x), r′2(x) = 0, a1 < x ≤ a2;

r3(x), r′3(x) > (<) 0, x > a2,

(1.6)

где константы a1 ≤ a2. Если a1 = a2, то ВНФИ называется U-образной.

1.2. Стохастический порядок и упорядоченность по

интенсивности отказов

Рассмотрим две с.в. X и Y с ф.р. FX(x) и FY (x).

Определение 1.6. ([116]) С.в. X стохастически меньше с.в. Y (меньше по
распределению), если

FX(x) ≤ FY (x), x ∈ R. (1.7)

Стохастический порядок будем обозначать X ≤
st
Y.

Определение 1.7. ([116]) С.в. X почти наверное меньше с.в. Y , если

P(X ≤ Y ) = 1. (1.8)

Упорядоченность с вероятностью 1 (почти наверное) будем обозначать

X≤Y с в. 1.

Определение 1.8. ([145]) Пусть rX(x) и rY (x) – функции интенсивности
отказов с.в. X и Y (X, Y ≥ 0), соответственно. Будем говорить, что с.в. X
меньше с.в. Y по интенсивности отказов, если выполнено следующее соот-
ношение:

rX(x) ≥ rY (x), x ∈ R. (1.9)
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Упорядоченность по интенсивности отказов будем обозначать

X ≤
r
Y.

Далее везде будем рассматривать положительные с.в., что естественно для мо-
делирования характеристик систем обслуживания и охватывает все рассматри-
ваемые в работе примеры.

Следующее утверждение показывает, что упорядоченность по интенсивно-
сти отказов влечет стохастический порядок, а из последнего вытекает упорядо-
ченность в среднем.

Утверждение 1.3. ([24, 145]) Если MXk,MY k, 1 ≤ k < ∞, то выполнены
следующие соотношения:

X ≤
r
Y влечет X ≤

st
Y влечет MXk ≤ MY k. (1.10)

Соотношения (1.10) используются далее при исследовании свойств моно-
тонности систем обслуживания.

Приведем некоторые примеры.

Пример 1.1. С.в. X ∼ Exp(λ), т. е.

FX(x) = 1− e−λx, x ≥ 0, (1.11)

имеет функцию интенсивности отказов rX(x) = λ и математическое ожидание
MX = 1/λ.

Пример 1.2. Пусть две с.в. имеют показательное распределение с параметрами
λ1 и λ2, соответственно. При λ1 ≥ λ2 функции интенсивности отказов связаны
неравенством rX1

≥ rX2
, т. е. X1 ≤

r
X2.

Пример 1.3. Пусть с.в. Y ∼ Pareto(α, x0) с ф.р. [87]

FY (x) = 1−
(

x0
x0 + x

)α

, x ≥ 0, x0 > 0, α > 0. (1.12)

Функция интенсивности отказов имеет вид

rY (x) =
α

x0 + x
, x ≥ 0, (1.13)
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и убывает при x→∞, а математическое ожидание равно

MY =
x0

α− 1
, α > 1. (1.14)

Пример 1.4. Пусть Y1 ∼ Pareto(α1, x
1
0) и Y2 ∼ Pareto(α2, x

2
0). Тогда для упо-

рядоченности по интенсивности отказов, Y1 ≤
r
Y2, достаточно выполнения сле-

дующих двух условий:
α1 ≥ α2, x10 ≤ x20. (1.15)

Пример 1.5. Пусть заданы две с.в. X и Y с распределениями (1.11) и (1.12).
Если выполнено неравенство

λ ≥ α

x0
, (1.16)

то с.в. упорядочены по интенсивности отказов, X ≤
r
Y .

1.3. Каплинг случайных величин и стохастическая

упорядоченность

Каплинг представляет собой совместное распределение с.в., заданных, вообще
говоря, на разных вероятностных пространствах так, что маргинальные рас-
пределения совпадают с распределениями исходных с.в. [66, 109, 171].

Определение 1.9. ([171]) C.в. X ′ является копией с.в. X, если она имеет то
же самое распределение, X st

= X ′, т. е.

FX(x) = FX ′(x), x ≥ 0. (1.17)

Определение 1.10. ([171]) Каплингом семейства с.в. (Xi, i ∈ J), где J - неко-
торое множество индексов, называется набор копий (X ′i, i ∈ J), удовлетво-
ряющих соотношению (1.17) для всех i ∈ J .

Заметим, что в определении каплинга используется покомпонентное ра-
венство распределений, в то время как совместное распределение каплинга
(X ′i, i ∈ J) может отличаться от совместного распределения (Xi, i ∈ J).

Определим квантиль-функцию для некоторой (исходной) ф.р. FX как

F−1X (u) = inf{x ∈ R : FX(x) ≥ u)}, u ∈ [0, 1].
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Если FX – непрерывная, строго возрастающая функция, то обратная функция
F−1X существует и тоже строго возрастает. Если с.в. U равномерно распределена
на [0, 1], тогда с.в. X ′ = F−1X (U) является копией с.в. X. Действительно,

P(X ′ ≤ x) = P(F−1X (U) ≤ x) = P(U ≤ FX(x)) = FX(x), x ∈ R.

Рисунок 1.1. Стохастический порядок и порядок почти наверное

Eсли с.в. X стохастически меньше, чем с.в. Y , т. е. FX(x) ≤ FY (x), то из нера-
венства FY (x) ≥ u следует, что FX(x) ≥ u и,

{x ∈ R : FY (x) ≥ u} ⊆ {x ∈ R : FX(x) ≥ u}.

Таким образом, F−1X (u) ≤ F−1Y (u), что влечет F−1X (U) ≤ F1

Y (U) (см. Рисунок 1.1).
Эти выводы суммированы в следующем Утверждении.

Утверждение 1.4. ([171]) Две с.в. X и Y стохастически упорядочены,

X ≤
st
Y,

тогда и только тогда, когда существует каплинг (X ′, Y ′) с.в. X и Y такой,
что

P(X ′ ≤ Y ′) = 1.

Утверждение 1.4 дает связь определений стохастического порядка, порядка
почти наверное и каплинга и будет использовано для доказательства Теорем 1.1
и 1.2 ниже.
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1.4. Достаточные условия упорядоченности по

интенсивности отказов

Следующая Лемма 1.1 дает достаточное условие упорядоченности рас-
пределений по интенсивности отказов, которое более удобно для проверки мо-
нотонности, чем проверка стохастического порядка. Более того, как показано
далее, оно является необходимым для сравнения систем обслуживания с конеч-
ным буфером.

Лемма 1.1. Пусть rX , rY – функции интенсивности отказов распределений
FX , FY , соответственно. Тогда, если

sup
x≥0

rX(x) <∞, inf
x≥0

rY (x) > 0 (1.18)

и
sup
x≥0

rX(x) ≤ inf
x≥0

rY (x), (1.19)

то
X ≥

r
Y.

Сформулируем условия, при которых соотношения (1.18) выполняются для
различных классов распределений.

Лемма 1.2. Условие (1.18) выполнено для с.в. X и Y , если
а) для ф.р. FX выполнено одно из следующих условий:

(a1) FX есть УФИ-распределение и

sup
x
rX(x) = lim

u→xL

rX(u) <∞;

(a2) FX есть ВФИ-распределение и

sup
x
rX(x) = lim

u→xR

rX(u) <∞;

(a3) FX есть ВВФИ-распределение и

sup
x
rX(x) = max

u∈(a1,a2]
rX(u) <∞,
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где a1, a2 определены соотношением (1.6);

(a4) функция интенсивности отказов есть постоянная величина,

rX(x) = const;

б) для распределения FY выполнено одно из следующих условий:

(б1) FY есть УФИ-распределение и

inf
x
rY (x) = lim

u→xR

rY (u) > 0;

(б2) FY есть ВФИ-распределение и

inf
x
rY (x) = lim

u→xL

rY (u) > 0;

(б3) FY есть ВНФИ-распределение и

inf
x
rY (x) = min

x∈(a1,a2]
rY (u) > 0,

где a1, a2 определены соотношением (1.6);

(б4) функция интенсивности отказов есть постоянная величина,

rY (x) = const.

Приведем примеры, иллюстрирующие применение Лемм 1.1 и 1.2.

Пример 1.6. Пусть с.в. X имеет показательное распределение с параметром
λ > 0 и параметром сдвига a > 0, так что плотность имеет вид

fX(x) =

λe−λ(x− a), x ≥ a;

0, x < a.

В данном случае функция интенсивности отказов – постоянная величина
rX(x) = λ, x ≥ a.

Пусть с.в. Y имеет равномерное распределение на отрезке [a, b] с плотно-
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стью

fY (x) =


x− a
b− a , x ∈ [a, b];

0, x /∈ [a, b].

Функция интенсивности отказов с.в. Y возрастает и имеет вид

rY (x) =
1

b− x
, x ∈ [a, b),

причем,
inf
x
rY (x) = rY (a) =

1

b− a
.

Поэтому условие (1.19) примет вид

inf
x
rY (x) = 1/(b− a) ≥ sup

x
rX(x) = λ.

Следовательно, если λ(b−a) ≤ 1, то X ≥
r
Y и, согласно условию (1.10), X ≥

st
Y .

Заметим, что соотношение для стохастического порядка в явном виде в данном
случае выписать нельзя.
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Рисунок 1.2. Хвосты ф.р. показательного и равномерного распределений,
λ = 0.2, a = 1, b = 5.

Рисунок 1.2 демонстрирует стохастический порядок с.в., имеющих пока-
зательное распределение с параметром λ = 0.2 и равномерное распределение
на отрезке [1, 5], соответственно. При таких параметрах условие λ(b − a) ≤ 1
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выполнено.

Пример 1.7. Пусть с.в. X имеет распределение Парето Pareto(α, x0), а с.в. Y
показательная с ф.р. FY (x) = 1− e−λx, x ≥ 0. Заметим, что

sup
x
rX(x) = rX(0) =

α

x0
≤ λ = inf

x
rY (x).

Следовательно, если

λ ≥ α/x0, то rX(x) ≤ rY (x), x ≥ 0

и из X ≥
r
Y следует X ≥

st
Y . Рисунок 1.3 демонстрирует упорядоченность

функций интенсивности отказов при λ = 4.2; x0 = 0.5;α = 2.1.
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Рисунок 1.3. Функции интенсивности отказов показательного и Парето распре-
делений, λ = 4.2; x0 = 0.5;α = 2.1.

Пример 1.8. Пусть с.в. Y имеет распределение Вейбулла, Y ∼We(α, β) с ф.р.
вида

FY (x) = 1− e−(x/α)β , x ≥ 0, α > 0, β > 0,

и монотонной функцией интенсивностей отказов

rY (x) =
β

α

(x
α

)β−1
, x ≥ 0. (1.20)
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Распределение Вейбулла является УФИ-распределением при β < 1 или ВФИ-
распределением при β > 1 (т.к. rY возрастает при β > 1 и убывает при β < 1).
Для того, чтобы неравенство (1.19) было выполнено необходимо, чтобы были
выполнены условия а1) или б1) Леммы 1.2 при β < 1, либо условия а2) и б2)
при β > 1, что невозможно, поскольку

inf
x
rY (x) = 0, sup

x
rY (x) =∞, β > 0, β ̸= 1.

Следовательно, неравенство (1.19) не может быть выполнено как для случая
УФИ-распределения, так и ВФИ-распределения Вейбулла.

1.5. Функция интенсивности отказов распределений с

длинными хвостами

Определение 1.11. ([87]) Ф.р. FX имеет длинный хвост, если для любого
x > 0 выполнено соотношение

lim
u→∞

FXu
(x) = lim

u→∞
P(X > u+ x|X > u) = 1.

Это асимптотическое свойство означает, что на событииX > u для больших
u, с.в. X превзойдет также пороговое значение x+ u, для любого x > 0.

УФИ-распределения в литературе часто отождествляют с ф.р. с длинными
хвостами. Приведем примеры, в которых УФИ-распределения не имеют длин-
ного хвоста.

Распределения с длинными хвостами имеют функции интенсивностей от-
казов, асимптотически убывающие до нуля (не обязательно монотонно) [87],
т.е.

lim
x→∞

rX(x) = 0. (1.21)

Поэтому функции интенсивностей отказов таких распределений нельзя исполь-
зовать в правой части неравенства (1.19).

Пример 1.9. Важным примером распределения с длинным хвостом является
распределение Парето (1.12), функция интенсивности отказов которого моно-
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тонно убывает до нуля,

r(x) =
α

x0 + x
→ 0, при x→∞. (1.22)

Пример 1.10. Рассмотрим обобщение распределения Парето – распределение
Бурра [187], обозначаемое Burr(x0, α, k)

FX(x) = 1−
(

x0
x0 + xk

)α

, x ≥ 0, x0 > 0, α > 0, k > 0, (1.23)

и имеющее функцию интенсивности отказов

rX(x) =
αkxk−1

x0 + xk
, x ≥ 0, x0 > 0, α > 0, k > 0. (1.24)

Заметим, что при k ≥ 2 функции интенсивности отказов сначала возрастает,
достигая максимума

rX(x
∗) =

αk(x0(k − 1))1−1/k

x0k
(1.25)

в точке
x∗ = (x0(k − 1))1/k,

а при x > x∗ убывает. Таким образом, распределение Бурра относится к классу
ВВФИ-распределений для k ≥ 2. При k < 1 функция интенсивности отказов
монотонно убывает, но тем не менее, свойство (1.21) выполняется для любого
k > 0.

Заметим, что свойство (1.21) не обязательно выполняется для УФИ-
распределений. Рассмотрим пример УФИ-распределения с функцией интен-
сивности отказов, сходящейся в правой концевой точке к некоторому положи-
тельному числу.

Пример 1.11. Применим Лемму 1.1 для нахождения условия на параметры,
при котором гиперэкспоненциальное распределение и распределение Бурра свя-
заны отношением порядка. Пусть с.в. X имеет гиперэкспоненциальное распре-
деление

FX(x) = 1−
n∑

i=1

pie
−µix, x ≥ 0, (1.26)
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где
pi ≥ 0, µi > 0, i = 1, . . . , n; p1 + · · ·+ pn = 1.

Функция интенсивности отказов имеет следующий вид:

rX(x) =

n∑
i=1

piµie
−µix

n∑
i=1

pie−µix

, x ≥ 0. (1.27)

Гиперэкспоненциальное распределение относится к классу распределений с лег-
ким хвостом, при этом функция интенсивности отказов rX(x) не сходится к
нулю, хотя и монотонно убывает:

lim
x→∞

rX(x) = min(µ1, . . . , µn) =: µ∗. (1.28)

Предположим, что с.в. Y ∼ Burr(x0, α, k) с ф.р. вида (1.23) при k ≥ 2. Пусть
с.в. X имеет гиперэкспоненциальное распределение вида (1.26). Зафиксиру-
ем параметры x0, k, µi, pi, i = 1, . . . , n и найдем значение α∗, гарантирующее
порядок

X ≤
r
Y для α ≤ α∗.

Для этого необходимо найти единственное решение уравнения rX(x) = rY (x)

для x > 0, что возможно лишь, если n ̸= 1. Заметим, что поскольку из выра-
жения (1.25) следует

rY (x) ≤ rY (x
∗), x ≥ 0,

то из неравенства

rY (x
∗) =

αk(x0(k − 1))1−1/k

x0k
≤ µ∗,

следует rY (x) ≤ rX(x), x ≥ 0. Пусть

α∗ =
x0k

k(x0(k − 1))1−1/k
µ∗. (1.29)

Тогда условие
α ≤ α∗ (1.30)

гарантирует выполнение неравенства rY (x) ≤ rX(x), x ≥ 0. На Рисунке 1.4
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Рисунок 1.4. Сравнение интенсивностей отказов распределения Burr(x0, α∗, k)
и гиперэкспоненциального распределения с параметрами x0 = 1, k = 3, n =
2, p1 = p2 = 0.5, µ1 = 0.2, µ2 = 2 и значением α∗ = 0.12, удовлетворяющим
условию (1.29).

приведено сравнение функций интенсивностей отказов гиперэкспоненциального
распределения и распределения Бурра с параметрами x0 = 1, k = 3, n = 2, p1 =

p2 = 0.5, µ1 = 0.2, µ2 = 2. Таким образом, свойство (1.19) выполнено, так как
infx rX(x) = µ∗ и

sup
x
rY (x) = rY (x

∗),

где x∗ удовлетворяет соотношению (1.25).

Вышеприведенные примеры показывают, что распределения с длинным
хвостом не обязательно имеют монотонно убывающую функцию интенсивности
отказов, а также что существуют УФИ-распределения, не обладающие длинным
хвостом.

1.6. Функция интенсивности отказов конечной смеси

распределений

Рассмотрим семейство с.в. X1, . . . , Xn, заданных ф.р. FX1
, . . . , FXn

, соответ-
ственно.
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Определение 1.12. ([117]) С.в. X называется n-компонентной смесью рас-
пределений, если ее ф.р. FX имеет следующий вид:

FX(x) = p1FX1
(x) + · · ·+ pnFXn

(x), (1.31)

где вероятность pi называется i-м коэффициентом пропорции смеси,
n∑

i=1

pi =

1, pi > 0, i = 1, . . . , n.

Функция интенсивности отказов смеси равна

rX(x) =
p1fX1

(x) + · · ·+ pnfXn
(x)

p1FX1
(x) + · · ·+ pnFXn

(x)
, (1.32)

где fXi
– плотность i-й компоненты Xi смеси. В частности, для двухкомпонент-

ной смеси c ф.р.

FX(x) = pFX1
(x) + (1− p)FX2

(x), p ∈ (0, 1), (1.33)

функция интенсивности отказов (1.32) принимает вид

rX(x) =
pfX1

(x) + (1− p)fX2
(x)

pFX1
(x) + (1− p)FX2

(x)
= π(x)rX1

(x) + (1− π(x))rX2
(x), (1.34)

где

π(x) :=
pFX1

(x)

pFX1
(x) + (1− p)FX2

(x)
,

а математическое ожидание равно

MX = pMX1 + (1− p)MX2.

Предположим, что с.в. X1, X2 независимы и I – дискретная с.в., независимая
от (X1, X2), с распределением

I =

1, с вероятностью p;

0, с вероятностью 1− p.

Тогда распределение с.в.

X = I X1 + (1− I)X2 (1.35)



41

имеет вид (1.33) двухкомпонентной смеси. Известно [116], что для любого x ≥ 0

min(rX1
(x), rX2

(x)) ≤ rX(x) ≤ max(rX1
(x), rX2

(x)). (1.36)

Функция интенсивности отказов смеси rX(x) в пределе с ростом x соответствует
наименьшей из функций интенсивностей отказов компонент [116], т. е.

lim
x→∞

rX(x)

min(rX1
(x), rX2

(x))
= 1. (1.37)

Приведем примеры конечных смесей распределений важных для задач, рас-
сматриваемых в диссертационной работе.

Пример 1.12. Пусть с.в. X1, X2 имеют показательное распределение, Xi ∼
Exp(λi), i = 1, 2. Тогда их смесь имеет гиперэкспоненциальное распределение
вида (1.26) с убывающей функцией интенсивности отказов,

rX(x) =
pλ1e

−λ1x + (1− p)λ2e−λ2x

pe−λ1x + (1− p)e−λ2x
→

x→∞
min(λ1, λ2).

Напомним, что гиперэкпоненциальное распределение относится к классу ВФИ-
распределений, при этом i-я компонента имеет функцию интенсивности отказов
rXi

(x) = λi, i = 1, 2.

Пример 1.13. Рассмотрим смесь двух распределений Парето вида

Z = IZ1 + (1− I)Z2, (1.38)

где Zi ∼ Pareto(αi, x0), так что хвост ф.р. Z имеет вид

FZ(x) = p

(
x0

x0 + x

)α1

+ (1− p)
(

x0
x0 + x

)α2

. (1.39)

Известно [116], что смесь двух УФИ-распределений является УФИ-
распределением. Действительно, для смеси (1.38) функция интенсивности
отказов вычисляется по формуле

rZ(x) =
prZ1

(x)a(x) + (1− p)rZ2
(x)

pa(x) + (1− p)
, (1.40)
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где
a(x) = xα1−α2

0 (x0 + x)α2−α1,

и кроме того, rZ(x)→ 0, x→∞. Поскольку производная

r′Z(x) = −(1− p)
pa(x)(rZ1

(x)− rZ2
(x))2 + r2Z2

(x)/α(pa(x) + (1− p))
(pa(x) + (1− p))2

< 0,

то rZ убывает и FZ является УФИ-распределением.

1.7. Стохастический порядок и упорядоченность по

интенсивности отказов двухкомпонентных смесей

Следующая Теорема 1.1 демонстрирует стохастический порядок и упорядочен-
ность по интенсивности отказов двух компонент и их смеси. Подробный анализ
двухкомпонентной смеси существенно облегчает дальнейший анализ смеси с
произвольным (конечным) числом компонент, приведенный в заключительных
разделах данной главы. Также отметим, что полученные результаты играют
важную роль в анализе монотонности систем обслуживания в Главе 2.

Теорема 1.1. Если с.в. X является смесью с.в. X1 и X2 вида (1.35), то

X1 ≤
st
X2 ⇒ X1 ≤

st
X ≤

st
X2; (1.41)

X1 ≤
r
X2 ⇒ X1 ≤

r
X ≤

r
X2. (1.42)

Доказательство. Пусть (X ′1, X
′
2, I
′) – каплинг с.в. X1, X2, I такой, что и I st

= I ′

X ′1≤X ′2 с в. 1.

Тогда X ′ = I ′X ′1 + (1− I ′)X2 есть стохастическая копия с.в. X, и

X ′1 ≤ X ′, X ′ ≤ X2 с в. 1.

Тогда из Утверждения 1.4 следует стохастический порядок (1.41)

X1 ≤
st
X ≤

st
X2.
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Теперь докажем упорядоченность смеси по интенсивности отказов. Из стоха-
стического порядка X1 ≤

st
X2 следует, что FX1

(x) ≤ FX2
(x), x ≥ 0. Тогда

очевидно,
FX1

(x) ≤ pFX1
(x) + (1− p)FX2

(x) ≤ FX2
(x).

С другой стороны, упорядоченность по интенсивности отказов X1 ≤
r
X2 озна-

чает

fX2
(x) ≤ fX1

(x)FX2
(x)

FX1
(x)

,

и, следовательно,

rX(x) ≤
pfX1

(x) + (1− p)fX1
(x)FX2

(x)/FX1
(x)

pFX1
(x) + (1− p)FX2

(x)
= rX1

(x), x ≥ 0,

откуда следует неравенство X1 ≤
r
X. Аналогично, из неравенств

fX1
(x) ≥ fX2

(x)FX1
(x)

FX2
(x)

и

rX(x) ≥
pfX2

(x)FX1
(x)/FX2

(x) + (1− p)fX2
(x)

pFX1
(x) + (1− p)FX2

(x)
= rX2

(x), x ≥ 0,

следует, что X ≤
r
X2, что доказывает (1.42).

Заметим, что утверждения Теоремы 1.1 можно также получить из соотно-
шения (1.36). Другое доказательство утверждения (1.42) приведено в Теореме
1.B.22 [156].

Сравним две смеси с одинаковым коэффициентом пропорции p:

FX(x) = pFX1
(x) + (1− p)FX2

(x),

FY (x) = pFY1
(x) + (1− p)FY2

(x).

Следующая Теорема 1.2 приведена в работе [116, Proposition 3F1] без детального
доказательства. В данной работе она доказывается методом каплинга.

Теорема 1.2. Предположим, что компоненты смесей стохастически упоря-
дочены

X1 ≤
st
Y1, X2 ≤

st
Y2. (1.43)
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Если с.в. X1, Y1, X2, Y2 независимы, то их смеси

X = IX1 + (1− I)X2 и Y = IY1 + (1− I)Y2 (1.44)

стохастически упорядочены:
X ≤

st
Y. (1.45)

Доказательство. Пусть (X ′1, Y
′
1 , I

′) есть каплинг с.в. (X1, Y1, I), т.е. X1
st
= X ′1,

Y1
st
= Y ′1 , I

st
= I ′, такой, что

P(X ′1 ≤ Y ′1) = 1.

Построим каплинг (X ′2, Y
′
2 , I

′) с.в. (X2, Y2, I), т.е. X2
st
= X ′2, Y2

st
= Y ′2 , такой, что

P(X ′2 ≤ Y ′2) = 1.

Предположим, что пары (X ′1, Y
′
1) и (X ′2, Y

′
2) независимы. Тогда X ′ := I ′X ′1+(1−

I ′)X ′2 есть стохастическая копия с.в.X, а Y ′ := I ′Y ′1+(1−I ′)Y ′2 – стохастическая
копия с.в. Y . Таким образом, (X ′, Y ′) есть каплинг (X,Y ), для которого верно

P(X ′ ≤ Y ′) = 1.

Следовательно, из Утверждения 1.4 следует соотношение (1.45).

Для того, чтобы сравнить смеси по интенсивности отказов потребуются до-
полнительные условия. Следующая теорема (модификация Теоремы 2.1 в [31])
позволяет сравнить две смеси по интенсивности отказов.

Теорема 1.3. Предположим, что для двух смесей X и Y вида (1.44) выпол-
нены условия:

X1 ≥
r
X2 или Y1 ≥

r
Y2; (1.46)

min(X1, Y2) ≤
st
min(X2, Y1); (1.47)

X1 ≤
r
Y1, X2 ≤

r
Y2. (1.48)

Тогда смеси (1.44) упорядочены по интенсивности отказов, т. е.

X ≤
r
Y. (1.49)
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Доказательство. Пусть X1 ≥
r
X2. Из неравенства (1.47) следует, что

FX2
(x)FY1

(x)

FX1
(x)FY2

(x)
≥ 1, x ≥ 0.

Из неравенств (1.48) следует, что

fX1
(x) ≥ fY1

(x)
FX1

(x)

FY1
(x)

и

fX2
(x) ≥ fY2

(x)
FX2

(x)

FY2
(x)

.

Следовательно,

rX(x) =
pfX1

+ (1− p)fX2

pFX1
+ (1− p)FX2

≥ FX2

FY1

·
pfY1

+ (1− p)fY2

FX2
FY1

FX1
FY2

pFY1
+ (1− p)FY2

≥ rY (x), x ≥ 0,

и соотношение (1.49) выполнено.

Результаты Теорем 1.2 и 1.3 позволяют исследовать свойства монотонности
систем обслуживания, где в качестве распределений интервалов между прихо-
дами заявок или времен обслуживания выступают различные двухкомпонент-
ные смеси распределений. При этом сравнение распределений по интенсивности
отказов очень часто позволяет найти соотношения между параметрами, гаран-
тирующие стохастический порядок, а, следовательно, монотонность исследуе-
мых характеристик систем.

Теорема 1.4. Пусть

FX(x) = pFX1
(x) + (1− p)FX2

(x),

где FX1
и FX2

являются УФИ распределениями. Пусть величина превышения
уровня u для смеси Xu = X − u|X > u задана хвостом ф.р.

FXu
(x) =

FX(x+ u)

FX(u)
.

Тогда для всех u таких, что FXu
(x) > 0, FXu

(x) возрастает по u для всех
x ≥ 0.
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Доказательство. Известно, что смесь двух УФИ-распределений является
УФИ-распределением [116, Proposition 2.C.14]. Следовательно, FX относится к
классу УФИ распределений. С другой стороны, для любого УФИ распределе-
ния ф.р. величины превышения уровня u возрастает по u [156, Theorem 1.A.30],
следовательно, FXu

(x) возрастает по u.

Пример 1.14. Легко проверить, что для двухкомпонентной смеси распределе-
ний Парето вида (1.39) хвост ф.р. величины превышения уровня u

FZu
(x) =

(
x0 + u

x0 + x+ u

)α1 pxα1−α2
0 + (1− p)(x0 + x+ u))α1−α2

pxα1−α2
0 + (1− p)(x0 + u))α1−α2

,

возрастает по u.

1.8. Показательное-Парето распределение

В системах обслуживания со смешанными распределениями входные потоки
или времена обслуживания очень часто оказываются смесью распределений с
легкими и тяжелыми хвостами. Для изучения поведения таких систем введено
показательное-Парето распределение, которое является смесью показательного
распределения и распределения Парето.

Определение 1.13. Смесь

Z = I ·X + (1− I) · Y (1.50)

двух с.в. X ∼ Exp(λ) и Y ∼ Pareto(α, x0) имеет показательное-Парето рас-
пределение с параметрами λ > 0, α > 0, x0 > 0, 0 < p < 1, если ее ф.р. имеет
вид

FZ(x) = 1−pFX(x)−(1−p)FY (x) = 1−pe−λx−(1−p)
(

x0
x0 + x

)α

, x ≥ 0. (1.51)

Распределение (1.51) будем обозначать через Exp − Pareto(λ, α, x0, p).
Плотность показательного-Парето распределения имеет вид

fZ(x) = pλe−λx + (1− p) αxαo
(x0 + x)α+1
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и пределы

lim
x→∞

fZ(x) = 0; lim
x→0

fZ(x) = pλ+
(1− p)α

x0
.

На Рисунке 1.5 изображены графики ф.р. показательного-Парето распреде-

Рисунок 1.5. Ф.р. показательного-Парето распределения.

ления с параметрами x0 = 0.5, λ = 2, p = 0.5 при значениях параметра
α = 0.5, 1.5, 2.5. Для последующего анализа важно выяснить некоторые свой-
ства данного распределения. В частности, имеет место следующий результат.

Лемма 1.3. С.в. Z с показательным-Парето распределением имеет характе-
ристическую функцию вида

ϕZ(t) =
λα

λ− ipt
e−i(1−p)tx0

∞∑
k=0

(i(1− p)tx0)k

k!(α− k)
. (1.52)

Доказательство. Вычислим х.ф.

ϕZ(t) = Meit(pX + (1− p)Y ) = MepitXMe(1− p)itY = ϕX(pt)ϕY ((1− p)t),



48

где х.ф. показательной компоненты X имеет вид

ϕX(t) =

∞∫
0

eitxλe−λxdx =
λ

λ− it
.

Х.ф. распределения Парето можно вычислить, используя разложение экспонен-
циальной функции в ряд Тейлора в окрестности нуля

ϕY (t) =

∞∫
0

eitxαxα0 (x0 + x)−α−1dx

= e−itx0

∞∫
x0

eitxxα0αx
−α−1dx

= e−itx0xα0α

∞∫
x0

∞∑
k=0

(itx)k

k!
x−α−1dx

= e−itx0xα0α

∞∑
k=0

(it)k

k!

∞∫
x0

xk−α−1dx

= e−itx0α

∞∑
k=0

(itx0)
k

k!(α− k)
.

Таким образом, х.ф. показательного-Парето распределения имеет вид (1.52).

Используя свойство х.ф., позволяющее вычислять начальные моменты [17]
как

i−k
dkϕZ(t)

dtk
|t=0 = MZk,

найдем моменты k-го порядка с.в. Z в предположении, что α > k:

MZk = Γ(1 + k)
(p
λ

)k
+

Γ(1 + k)xk0(1− p)k

Γ(α)

k−1∑
j=0

(
p

x0λ(1− p)

)j

Γ(α− k + j),

где Γ(z) =
∞∫
0

tz−1e−tdt – Гамма-функция. В частности, математическое ожида-
ние равно

MZ =
p

λ
+

(1− p)x0
α− 1

, α > 1,
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второй начальный момент равен

MZ2 =
2p2

λ2
+

2p(1− p)x0
λ(α− 1)

+
2(1− p)2x20

(α− 1)(α− 2)
, α > 2,

а дисперсия равна

DZ =
p2

λ2
+

(1− p)2x20α
(α− 1)2(α− 2)

, α > 2.

Подчеркнем, что моменты порядка k существуют только для k < α.
Пусть с.в. Xu, Yu – величины превышения уровня u для с.в. X и Y , со-

ответственно, хвосты ф.р. которых вычисляются по формуле (1.4). Обозначим
через Zu с.в., соответствующую ф.р. величины превышения уровня u с хвостом
распределения, т.е.

FZu
(x) =

FZ(x+ u)

FZ(u)
=
pe−λ(x+ u) + (1− p)

(
x0

x0 + x+ u

)α
pe−λu + (1− p)

(
x0

x0 + u

)α , x ≥ 0.

Поскольку хвост условного распределения величины превышения уровня u схо-
дится к 1 при u→∞

lim
u→∞

FZu
(x) = 1,

то в силу определения 1.11 показательное-Парето распределение относится к
классу раcпределений с длинными хвостами.

Вычислим среднюю величину превышения уровня u смеси Z с ф.р. (1.51)
по формуле (1.5):

eZ(u) = MZu =

∞∫
0

FZ(x+ u)

FZ(u)
dx =

∞∫
u

FZ(x)dx

FZ(u)

=

∞∫
u

(pe−λx + (1− p)xα0 (x0 + x)−α)dx

pe−λx + (1− p)xα0 (x0 + x)−α

=
pe−λu(α− 1)(x0 + u)α + λ(1− p)xα0 (x0 + u)

λp(α− 1)(x0 + u)αe−λu + λ(1− p)(α− 1)xα0
, α > 1.

Отметим, что средняя величина eZ(u) превышения уровня u является возрас-
тающей функцией и неограниченно растет с увеличением порогового значения
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u, а именно eZ(u) → ∞ при u → ∞. Функция интенсивности отказов с.в. Z
вычисляется по формуле

rZ(x) =
p rX(x)a(x) + (1− p) rY (x)

p a(x) + (1− p)
, (1.53)

где

a(x) = e−λx
(
1 +

x

x0

)α

. (1.54)

Заметим, что
rZ(x) −→ 0 при x→∞,

что характерно для распределений с длинными хвостами, и что

rZ(x) −→ pλ+ (1− p) α
x0

при x→ 0.

При выполнении соотношения λ ≥ α/x0 между параметрами смеси функция
интенсивности отказов ограничена сверху, rZ(x) ≤ λ.

Установим монотонность функции интенсивности отказов. Действительно,
производная

r′Z(x) = −(1− p)
pa(x)(rX(x)− rY (x))2 + r2Y (x)/α(pa(x) + (1− p))

(pa(x) + (1− p))2
< 0.

Поэтому rZ(x) монотонно убывает и, следовательно, показательное-Парето рас-
пределение относится к классу УФИ-распределений. Функция интенсивности
отказов величины Zu превышения уровня u, вычисляется по формуле:

rZu
(x) =

p rXu
(x)a(x+ u) + (1− p) rYu

(x+ u)

p a(x+ u) + (1− p)
= rZ(x+ u), (1.55)

где функция a(x) задана формулой (1.54). Вычислим функцию равновесного
распределения Fe с.в. Z (x ≥ 0):

Fe(x) =
1

MZ

x∫
0

FZ(t)dt = 1− 1

MZ

(
pe−λx

λ
+

(1− p)xα0
(α− 1)(x0 + x)α−1

)
. (1.56)

Эта функция далее в Главе 5 будет использована для получения предельного
распределения максимума систем обслуживания с показательным-Парето вре-
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менем обслуживания.
Теорема 1.5 показывает, при каком условии на параметры показательного-

Парето распределения, смесь (1.50) ограничена по интенсивности отказов: свер-
ху распределением Парето, а снизу – показательным распределением.

Теорема 1.5. Пусть с.в. Z имеет показательное-Парето распределение
(1.51). Тогда, если выполнено неравенство

α

x0
≤ λ, (1.57)

то

X ≤
r

Z ≤
r
Y, (1.58)

Xu ≤
r

Zu ≤
r
Yu, (1.59)

eX(u) ≤ eZ(u) ≤ eY (u). (1.60)

Доказательство. Найдем условия, при которых

rY (x) ≤ rZ(x) ≤ rX(x), x ≥ 0. (1.61)

Согласно Лемме 1.1, для выполнения rY (x) ≤ rX(x) достаточно выполнения
соотношения

rY (x) ≤ sup
x≥0

rY (x) = rY (0) =
α

x0
≤ rX(x) = λ. (1.62)

Поскольку неравенство (1.62) соответствует условию (1.57), то по Теореме 1.1
верно соотношение (1.58).

В работе [132] показано, что исходные с.в. упорядочены по интенсивности
отказов тогда и только тогда, когда величины превышения уровня u имеют
стохастический порядок. Покажем, что величины Xu и Yu упорядочены по ин-
тенсивности отказов для любых x, u ≥ 0. Действительно,

rYu
(x) = rY (x+ u) ≤ sup

x≥0
rY (x+ u) = rY (u) =

α

x0 + u
≤ α

x0
≤ rX(x+ u) = λ.

Отсюда следует, что rY (x + u) ≤ rX(x + u) для всех x, u ≥ 0, что, согласно
Теореме 1.1, доказывает утверждение (1.59). Вычислим средние eX(u) и eY (u).
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Для показательной с.в. X eX(u) = 1/λ. Для распределения Парето

eY (u) =
x0 + u

α− 1
, u ≥ 0, α > 1.

Если условие (1.57) выполнено, то верны неравенства

λ ≥ α

x0
≥ α− 1

x0 + u
,

и тогда, как несложно проверить, выполнены также неравенства

1

λ
≤ pe−λu(α− 1)(x0 + u)α + λ(1− p)xα0 (x0 + u)

λp(α− 1)(x0 + u)αe−λu + λ(1− p)(α− 1)xα0
≤ x0 + u

α− 1
,

что и доказывает (1.60).

Рисунок 1.6. Функции интенсивностей отказов распределений Exp(1),
Pareto(0.5; 0.6) и смеси Exp − Pareto(1; 0.5; 0.6; p) при различных значениях
коэффициента смеси p.

Рисунок 1.6 демонстрирует функции интенсивностей отказов распределе-
ний с.в. X,Y, Z при λ = 1, α = 0.5, x0 = 0.6. Видно, что, при заданных па-
раметрах, функции интенсивности отказов упорядочены в соответствии с со-
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отношением (1.61). Следовательно, с.в. упорядочены по интенсивности отказов
согласно неравенству (1.60).

Рисунок 1.7. Средние величины e(u) превышения уровня u для Exp(5),
Pareto(2.1; 0.5) и смеси Exp− Pareto(5; 2.1; 0.5; 0.5).

На Рисунке 1.7 видно, что при заданных параметрах (λ = 5, α = 2.1, x0 =

0.5, p = 0.5) средние упорядочены в соответствии с соотношением (1.60).

1.9. Сравнение некоторых двухкомпонентных смесей

Предположим, что с.в. X имеет гиперэкпоненциальное распределение вида

FX(x) = pe−λ1x + (1− p)e−λ2x, x ≥ 0, λ1, λ2 > 0. (1.63)

С.в. Y имеет показательное-Парето распределение вида

FY (x) = pe−λx + (1− p)
(

x0
x0 + x

)α

, x ≥ 0, (1.64)

и пусть (хвост) распределения с.в. Z задан смесью распределений Парето

FZ(x) = p

(
x0

x0 + x

)α1

+ (1− p)
(

x0
x0 + x

)α2

, x ≥ 0. (1.65)
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В Теореме 1.6 получены соотношения между параметрами λ, λ1, λ2, α, α1, α2

распределений (1.63)–(1.65), гарантирующие стохастический порядок смесей
X = IX1 + (1 − I)X2, Y = IY1 + (1 − I)Y2, Z = IZ1 + (1 − I)Z2, где
P(I = 1) = p,P(I = 0) = 1− p.

Теорема 1.6. Пусть ф.р. с.в. X, Y , Z заданы соотношениями (1.63) – (1.65),
соответственно, и выполняются следующие соотношения между их пара-
метрами:

λ1 ≥ λ ≥ α1

x0
, (1.66)

λ2 ≥
α

x0
≥ α2

x0
. (1.67)

Тогда смеси имеют стохастический порядок

X ≤
st
Y ≤

st
Z. (1.68)

Доказательство. Из соотношений

λ1 ≥ λ, λ2 ≥
α

x0
(1.69)

следует, что компоненты X и Y упорядочены по интенсивности отказов:

X1 ≤
r
Y1, X2 ≤

r
Y2. (1.70)

С другой стороны, из (1.70) вытекает стохастическая упорядоченность:

X1 ≤
st
Y1, X2 ≤

st
Y2. (1.71)

Следовательно, на основании Теоремы 1.2, смеси X и Y имеют стохастический
порядок, X ≤

st
Y. Если параметры распределений смесей Y и Z связаны соот-

ношениями
λ ≥ α1

x0
, α ≥ α2, (1.72)

то функции интенсивностей отказов компонент удовлетворяют неравенствам

rYi
(x) ≥ rZi

(x), x ≥ 0.

Следовательно, они упорядочены по интенсивности отказов, и, значит стоха-
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стически упорядочены:

Yi ≤
r
Zi, Yi ≤

st
Zi, i = 1, 2. (1.73)

Тогда, на основании Теоремы 1.2 (раздел 1.7.), смеси Y и Z также имеют сто-
хастический порядок:

Y ≤
st
Z.

Таким образом, при условиях (1.66), (1.67), смеси X, Y , Z стохастически упо-
рядочены в соответствии с (1.68).

В Теореме 1.7 получены соотношения между параметрами распределений
(1.63)-(1.65), гарантирующие их упорядоченность по интенсивности отказов.

Теорема 1.7. Если с.в. X, Y , Z заданы распределениями (1.63) –(1.65), со-
ответственно, и выполнены следующие соотношения:

α1

x0
≤ λ ≤ α2

x0
=

α

x0
≤ λ2 ≤ λ1, (1.74)

то смеси упорядочены по интенсивности отказов, а именно,

X ≤
r
Y ≤

r
Z. (1.75)

Доказательство. Во-первых, заметим, что (1.74) влечет условия (1.66) и (1.67)
на параметры. Это в свою очередь влечет стохастическую упорядоченность ком-
понент

Xi ≤
st
Yi, Yi ≤

st
Zi, i = 1, 2.

Поэтому из Теоремы 1.6 следует стохастическая упорядоченность смесей (1.68).
При λ1 ≥ λ, очевидно, что X1 ≤

r
Y1, а при λ2 ≥ α

x0 выполнено соотношение

X2 ≤
r
Y2. Следовательно, выполнено условие (1.48) Теоремы 1.3 для смесей X

и Y . Чтобы проверить условие

min(X1, Y2) ≤
st
min(X2, Y1),

заметим, что оно может быть переписано в виде(
x0

x0 + x

)α

≤ e−(λ+ λ2 − λ1)x, x ≥ 0. (1.76)
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Чтобы его проверить отметим, что условие λ ≤ α
x0 гарантирует Y1 ≥

r
Y2, а,

следовательно, Y1 ≥
st
Y2. Это можно записать в виде соотношения

FY2
(x) =

(
x0

x0 + x

)α

≤ FY1
(x) = e−λx, x ≥ 0. (1.77)

Тогда при λ1 ≥ λ2 верно соотношение

e−λx ≤ e−(λ+ λ2 − λ1)x,

а ввиду (1.77) также верно неравенство (1.76). Условие λ ≤ α
x0 гарантирует,

что Y1 ≥
r
Y2, и выполнено соотношение (1.46). Таким образом, при выполнении

неравенств
λ1 ≥ λ2 ≥

α

x0
≥ λ, (1.78)

на основании Теоремы 1.3 (раздел 1.7.) смеси X и Y упорядочены по интенсив-
ности отказов, т. е. X ≤

r
Y.

Теперь докажем, что смеси Y и Z упорядочены по интенсивности отказов.
Пусть α1 ≤ α2, тогда Z1 ≥

r
Z2. При λ ≥ α1

x0 с.в. Y1 и Z1 упорядочены по
интенсивности отказов, Y1 ≤

r
Z1, а при α = α2 функции интенсивности отказов

с.в. Y2 и Z2 совпадают, rY2
(x) = rZ2

(x). Таким образом, условия (1.46) и (1.48)
Теоремы 1.3 для смесей Y и Z выполнены.
Проверим выполнение условия

min(Y1, Z2) ≤
st
min(Y2, Z1), (1.79)

которое в данном случае эквивалентно условию

e−λx ≤
(

x0
x0 + x

)α1+α−α2

, x ≥ 0. (1.80)

При условии λ ≥ α1
x0 с.в. Y1 и Z1 упорядочены по интенсивности отказов,

Y1 ≤
r
Z1, а, следовательно, стохастически упорядочены, Y1 ≤

st
Z1. Поэтому для

хвостов ф.р. верно неравенство

FY1
(x) = e−λx ≤ FZ1

(x) =

(
x0

x0 + x

)α1

, x ≥ 0,
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и неравенство (1.79) выполняется при α = α2. Таким образом, при выполнении
соотношений между параметрами

α = α2 ≥ α1, λx0 ≥ α1, (1.81)

все условия Теоремы 1.3 для смесей Y и Z выполнены и, значит,

Y ≤
r
Z.

Соотношения (1.78) и (1.81) вместе дают условие (1.74).

1.10. Равномерная метрика для двухкомпонентных

смесей распределения

В этом разделе рассмотрена равномерная метрика между двумя распределени-
ями, которая широко используется в моделировании, в том числе и в данной
работе, при анализе чувствительности систем.

Определение 1.14. ([104]) Величина

∆(FX , FY ) = sup
x
|FX(x)− FY (x)| (1.82)

называется расстоянием Колмогорова-Смирнова (равномерным расстоянием)
между двумя распределениями FX и FY .

Пусть с.в. X – смесь с.в. X1 и X2. Равномерное расстояние ∆(FX , FX1
) меж-

ду распределением смеси FX(x) = pFX1
+(1−p)FX2

и распределением FX1
первой

компоненты смеси равно

∆(FX , FX1
) = sup

x≥0
|pFX1

(x) + (1− p)FX2
(x)− FX1

(x)|

= (1− p) sup
x≥0
|FX1

(x)− FX2
(x)|. (1.83)

Если существуют плотности fXi
и точка x∗, в которой достигается супремум

выражения (1.83),

∆(FX , FX1
) = (1− p)|FX1

(x∗)− FX2
(x∗)|,
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то x∗ удовлетворяет равенству

fX1
(x∗) = fX2

(x∗). (1.84)

Выразим плотности через функции интенсивности отказов rXi
, тогда равенство

(1.84) преобразуется в равенство

rX1
(x∗)FX1

(x∗) = rX2
(x∗)FX2

(x∗).

Таким образом, выражение (1.83) может быть записано в более удобной форме
как

∆(FX , FX1
) = (1− p) |r2(x

∗)− r1(x∗)|
r2(x∗)

FX1
(x∗)

= (1− p)|rX1
(x∗)− rX2

(x∗)|
rX1

(x∗)
FX2

(x∗). (1.85)

Заметим, что (1.85) позволяет получить верхнюю оценку для равномерного
расстояния ∆(FX , FX1

):

∆(FX , FX1
) ≤ (1− p)|rX2

(x∗)− rX1
(x∗)|

rX1
(x∗)

=: δ(x∗). (1.86)

Пример 1.15. Для гиперэкспоненциального распределения вида (1.63) смеси
двух с.в. Xi ∼ Exp(λi), i = 1, 2, точка супремума равна

x∗ =
log λ1 − log λ2

λ1 − λ2
,

и в этом случае оценка (1.85) принимает вид

∆(FX , FX1
) = (1− p)|λ2 − λ1|

λ2

(
λ1
λ2

)− λ1
λ1−λ2

≤ (1− p) |λ2 − λ1|
λ2

. (1.87)

Выражение (1.87) является частным случаем более общего результата, полу-
ченного в работе [154] для одномерных смесей XM вида

XM
st
=
X1

Y
, (1.88)
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где X ∼ Exp(λ1), а с.в. Y имеет распределение:

Y =


1, с вероятностью p;

λ1/λ2 с вероятностью 1− p.

(1.89)

В общем случае смеси вида (1.88) называются масштабными смесями [15], и они
имеют ф.р.

F̂XM
(x) =

∫ ∞
0

FX1
(θx)dFY (θ),

где FX1
– ф.р. смешиваемой с.в. X1, а FY – ф.р. смешивающей с.в. Y > 0. По

сути дела, (1.88) является преобразованием масштаба, и если Y ∈ {y1, . . . , ym}
– дискретная с.в., то (1.88) преобразуется в конечную смесь

XM =
m∑
i=1

1

yi
I(Y = yi)X1. (1.90)

Для случая X1 ∼ Exp(λ1) известна оценка равномерной метрики [154, 155]

∆(F̂XM
, FX1

) ≤ M|Y − 1|. (1.91)

Вычислив математическое ожидание с.в. Y из (1.89) и подставив его в неравен-
ство (1.91), получим правую часть выражения (1.87).

Пример 1.16. Рассмотрим двухкомпонентную смесь

Y = IY1 + (1− I)Y2,

где Yi ∼ Pareto(αi, x0), i = 1, 2. Из (1.85) следует, что в этом случае

∆(FY , FY1
) = (1− p) |α1 − α2|

α2

(
α2

α1

) α1
α1−α2

≤ (1− p)|α1 − α2|
α2

=: δ(α1, α2), (1.92)

а точка x∗, удовлетворяющая равенству (1.84), равна

x∗ = x0

((
α1

α2

) 1
α1−α2

− 1

)
.
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Заметим, что оценки равномерных расстояний для смеси двух распределений
Парето (1.92) и для гиперэкспоненциального распределения (1.87) совпадают
при равенстве параметров, αi = λi, i = 1, 2.

Рисунок 1.8 демонстрирует зависимость расстояния Колмогорова-
Смирнова ∆(FY , FY1

) и δ(α1, α2) от параметра α2 при фиксированных пара-
метрах α1 = 2 и p = 0.9, в то время как параметр α2 варьируется в интервале
(1, 5).

Рисунок 1.8. Зависимость равномерной метрики ∆(FY , FY1
) c параметром смеси

p = 0.9 и верхней границей δ(α1, α2) от параметра α2.

Пусть с.в. Z задана смесью

Z = IX + (1− I)Y

и пусть с.в. Xu, Yu – соответствующие величины превышения (фиксированно-
го) уровня u. Обозначим через Zu величину превышения уровня u, заданную
хвостом ф.р.

FZu
(x) =

FZ(x+ u)

FZ(u)
, x ≥ 0.

Равномерная метрика между FZu
и FXu

для фиксированного u ≥ 0 вычисляется
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по формуле

∆(FZu
,FXu

) := sup
x
|FZu

(x)− FXu
(x)|

= (1− p) sup
x

∣∣∣∣FY (x+ u)FX(u)− FY (u)FX(x+ u)

FX(u)(pFX(u) + (1− p)FY (u))

∣∣∣∣ . (1.93)

Следующая теорема является весьма полезной при анализе чувствительности
функции превышения уровня u смеси распределений.

Теорема 1.8. Если существуют плотности fX и fY и точка x∗, в которой
достигается супремум (1.93) для фиксированного u ≥ 0, то x∗ удовлетворя-
ет равенству

rY (x
∗ + u)

rX(x∗ + u)
=
FXu

(x∗)

F Yu
(x∗)

. (1.94)

Доказательство. Взяв производную выражения |FZu
(x)−FXu

(x)| по x, получим

fY (x+ u)

fX(x+ u)
=

FY (u)

FX(u)
.

Далее, умножив левую и правую части последнего соотношения на FX(x +

u)/FY (x+ u), получим (1.94).

Например, для гиперэкспоненциального распределения (1.63) решение
(1.94) имеет следующий вид:

x∗ =
log λ2 − log λ1

λ2 − λ1
,

и совпадает с выражением x∗ для равномерной метрики ∆(FX , FX1
) между ги-

перэкспоненциальным распределением FX с параметрами λ1 > λ2 и показа-
тельным распределением FX1

с параметром λ1. Выражение (1.93) в этом случае
принимает вид

∆(FZu
,FXu

) =
1− p

pe−(λ1−λ2)u + (1− p)
|λ2 − λ1|

λ2

(
λ1
λ2

)− λ1
λ1−λ2

=
1

pe−(λ1−λ2)u + (1− p)
∆(FZ ,FX), (1.95)
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и более того,

∆(FZu
,FXu

)→∆(FZ ,FX)

1− p
, u→∞. (1.96)

Для смеси распределений Парето (1.65) из равенства (1.94) для фиксированного
u находим

x∗ = (x0 + u)

(
α2

α1

)1/(α2−α1)

− x0 − u. (1.97)

Далее из (1.96) находим, что

∆(FZu
,FXu

) = sup
x

∣∣∣∣∣∣
p
(

x0
x0+x+u

)α1

+ (1− p)
(

x0
x0+x+u

)α2

p
(

x0
x0 + u

)α1

+ (1− p)
(

x0
x0 + u

)α2
−
(

x0 + u

x0 + x+ u

)α1

∣∣∣∣∣∣
= sup

x

∣∣∣∣∣∣∣
p+ (1− p)

(
1 + x+ u

x0

)α1−α2

p+ (1− p)
(
1 + u

x0

)α1−α2
− 1

(x0 + x+ u

x0 + u

)−α1

∣∣∣∣∣∣∣
=

(x0 + u)α1−α2

pxα1−α2
0 + (1− p)(x0 + u)α1−α2

∆(FZ ,FX)

→ 1

1− p
∆(FZ ,FX), u→∞, (1.98)

где, согласно (1.92), равномерная метрика между хвостами распределений с.в.
Z и X равна

∆(FZ ,FX) = (1− p)α1 − α2

α2

(
α2

α1

) α1
α1−α2

.

Следовательно, в пределе равномерная метрика принимает значение

lim
u→∞

∆(FZu
,FXu

) =
α1 − α2

α2

(
α2

α1

) α1
α1−α2

.

Пример 1.17. Пусть с.в. Z имеет показательное-Парето распределение вида
(1.50). Из неравенства Пинскера-Чизара [185] вытекает, что равномерная мет-
рика ограничена сверху следующим образом:

∆(FX , FY ) ≤
√
2DKL(X||Y ), (1.99)
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где

DKL(X||Y ) :=

∞∫
0

fX(x) log

(
fX(x)

fY (x)

)
dx (1.100)

— дивергенция Кульбака-Лейблера. В работе [185] показано, что минимальная
дивергенция между распределениями Exp(λ) и Pareto(α, x0) достигается при
условии λ = α−1

x0
и, более того,

minDKL(Y ||X) ≤ 1

α(α− 1).
(1.101)

Очевидно, что если дивергенция Кульбака-Лейблера близка к нулю, то равно-

Рисунок 1.9. Эмпирические ф.р. показательного, показательного-Парето и Па-
рето распределений при различных α, λ, и x0 = 1, p = 0.5
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мерная метрика ведет себя аналогично, что означает близость распределений
показательного и Парето.

Применим (1.99) для оценки равномерной метрики между распределениями
показательным-Парето и Парето (для случая α > 1). Получаем

∆(FZ , FY ) = sup
x
|pFX(x) + (1− p)FY (x)− FY (x)| = sup

x
|pFX(x)− pFY (x)|

= p∆(FX , FY ) ≤ p
√
2DKL(Y ||X) ≤

√
2p√

α(α− 1)
. (1.102)

Последнее неравенство демонстрирует скорость сходимости ∆(FZ , FY ) к нулю
при α→∞. Тот же эффект получается, если аппроксимировать распределение
Парето показательным распределением при α→∞ [185]. Именно, пусть

λ =
α + oα(1)

x0
, (1.103)

где oα(1)→ 0 при α→∞, тогда

FY (x) = lim
α→∞

(
1 +

λx

α(1 + oα(1))

)−α
= e−λx = FX(x), x ≥ 0. (1.104)

Рассуждения, приведенные выше, позволяют сформулировать следующую Лем-
му 1.4 об аппроксимации показательного-Парето распределения показательным
распределением при больших значениях параметра α.

Лемма 1.4. Пусть ф.р. FZ(x) имеет вид (1.51), тогда

FZ(x)→ 1− e−λx = FX(x) при α→∞, для всех x ≥ 0.

На Рисунке 1.9 представлены графики эмпирических ф.р. показательного,
показательного-Парето и Парето распределений при x0 = 1, p = 0.5, a) α =

1.5, λ = 2.5, b) α = 2.5, λ = 3.5, c) α = 10, λ = 11, d) α = 30, λ = 31 для объема
выборки n = 1000. Как и ожидалось, тест Колмогорова-Смирнова подтвержда-
ет, что наборы данных из показательного-Парето и Парето распределений близ-
ки только для случая d) α = 30. Равномерная метрика ∆(FZ , FY ) равна, соответ-
ственно, 0.79, 0.34, 0.074, 0.012, для случаев a)-d). Верхняя граница для равно-
мерной метрики

√
2p√

α(α−1)
(см. соотношение (1.102)) равна 0.81, 0.36, 0.074, 0.023,

соответственно.
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1.11. Стохастический порядок и упорядоченность по

интенсивности отказов многокомпонентных смесей

Проведенный анализ двухкомпонентных смесей позволяет в этом разделе
достаточно легко обобщить результаты на случай, когда число компонент m

произвольно и конечно.
Рассмотрим семейство неотрицательных независимых с.в. {Xi} с ф.р.

FXi
(x), i = 1, . . . ,m. С.в. X является m-компонентной смесью, если ее ф.р.

FX имеет следующий вид [117]:

FX(x) = p1FX1
(x) + · · ·+ pmFXm

(x), (1.105)

где
m∑
i=1

pi = 1, pi ≥ 0. Заметим, что m-компонентную смесь можно представить
в виде

X =
m∑
i=1

IiXi, (1.106)

где Xi заданы ф.р. FXi
, и с.в. Ii принимают значение 1 с вероятностью pi и

значение 0, с вероятностью 1−
m∑
j ̸=i

pj, i = 1, . . . ,m,
m∑
i=1

Ii = 1.

Функция интенсивности отказов m-компонентной смеси определяется по
формуле

rX(x) =
p1fX1

(x) + · · ·+ pmfXm
(x)

p1F̄X1
(x) + · · ·+ pmF̄Xm

(x)
,

для x, таких, что FX(x) := P(X > x) > 0, где fXi
есть плотность с.в. Xi, i =

1, . . . ,m.
Теорема 1.9 утверждает, что если компоненты смеси упорядочены (стоха-

стически или по интенсивности отказов), то смесь имеет соответствующие верх-
нюю и нижнюю границы.

Теорема 1.9. Если ф.р. FX с.в. X является смесью (1.105), то

X1 ≤
st
· · · ≤

st
Xm влечет X1 ≤

st
X ≤

st
Xm; (1.107)

X1 ≤
r
· · · ≤

r
Xm влечет X1 ≤

r
X ≤

r
Xm. (1.108)

Доказательство. Из стохастического порядка компонент X1 ≤
st
· · · ≤

st
Xm сле-
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дует, что FX1
(x) ≤ · · · ≤ FXm

(x), и тогда

FX1
(x) ≤ p1FX1

(x) + · · ·+ pmFXm
(x) ≤ FXm

(x).

С другой стороны, упорядоченность по интенсивности отказов X1 ≤
r
Xi, i =

1, . . . ,m означает, что

fXi
(x) ≤ fX1

(x)F̄Xi
(x)

F̄X1
(x)

, i = 1, . . . ,m,

и, следовательно,

rX(x) ≤
p1fX1

(x) + p2fX1
(x)

FX2
(x)

FX1
(x)

+ · · ·+ pmfX1
(x)

FXm
(x)

FX1
(x)

p1FX1
(x) + p2FX2

(x) + · · ·+ pmFXm
(x)

= rX1
(x),

откуда следует, что X1 ≤
r
X. Аналогично, неравенства

fXi
(x) ≥ fXm

(x)FXi
(x)

FXm
(x)

, i = 1, . . . ,m,

и

rX(x) ≥
p1fXm

(x)
FX1

(x)

FXm
(x)

+ · · ·+ pm−1fXm
(x)

FXm−1
(x)

FXm
(x)

+ pmfXm
(x)

p1FX1
(x) + · · ·+ pmFXm

(x)
= rXm

(x)

влекут X ≤
r
Xm, что завершает доказательство.

Рассмотрим распределение величины превышения уровня u для m-
компонентной смеси. На событии {Xi > u} определим с.в. Xu

i = Xi−u | Xi > u

с ф.р. величины превышения уровня u

P(Xu
i ≤ x) = P(Xi − u ≤ x|Xi > u), u ≥ 0, x ≥ 0.

Для m-компонентной смеси X с распределением (1.106) определим с.в. Xu, со-
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ответствующую ф.р., хвост которой задан формулой

F
u

X(x) := P(X − u > x|X > u) =
FX(x+ u)

FX(u)

=
p1FX1

(x+ u) + · · ·+ pmFXm
(x+ u)

p1FX1
(u) + · · ·+ pmFXm

(u)
, u ≥ 0, x ≥ 0.

Теорема 1.10. Если компоненты смеси (1.106) упорядочены по интенсивно-
сти отказов как

X1 ≤
r
· · · ≤

r
Xm, (1.109)

то для каждого u ≥ 0 верно следующее утверждение:

Xu
1 ≤

r
Xu ≤

r
Xu

m. (1.110)

Доказательство. Известно, что если с.в. упорядочены по интенсивности отка-
зов, то величины превышения уровня u также упорядочены по интенсивности
отказов [116, Proposition 2.A.18]. Отсюда следует, что

X1 ≤
r
· · · ≤

r
Xm

влечет
Xu

i ≤
r
· · · ≤

r
Xu

m.

Из соотношений (1.109), согласно утверждению (1.108), вытекают соотношения
(1.110).

Следующая теорема позволяет стохастически сравнивать m-компонентные
смеси с различными коэффициентами смесей.

Теорема 1.11. Рассмотрим m-компонентные смеси распределений

FX(x) = p1FX1
(x) + · · ·+ pmFXm

(x),

FY (x) = q1FY1
(x) + · · ·+ qmFYm

(x),

с независимыми компонентами Xi, Yi, i = 1, . . . ,m. Предположим, что вы-
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полнены следующие условия:

X1 ≥
st
· · · ≥

st
Xm или Y1 ≥

st
· · · ≥

st
Ym; (1.111)

Xi ≤
st

Yi, i = 1, . . . ,m; (1.112)
m∑
i=j

pi ≥
m∑
i=j

qi, j = 2, . . . ,m. (1.113)

Тогда смеси стохастически упорядочены, а именно

X ≤
st
Y. (1.114)

Доказательство. Предположим, что X1 ≥
st
· · · ≥

st
Xm. Тогда из условий (1.111),

(1.113) и Утверждения 2.1 в работе [130] следует, что

p1FX1
(x) + · · ·+ pmFXm

(x) ≤ q1FX1
(x) + · · ·+ qmFXm

(x).

Поскольку условие (1.112) влечет FXi
(x) ≤ FYi

(x), i = 1, . . . ,m, то

q1FX1
(x) + · · ·+ qmFXm

(x) ≤ q1FY1
(x) + · · ·+ qmFYm

(x),

откуда вытекает требуемое соотношение X ≤
st
Y . Для стохастического порядка

Y1 ≥
st
· · · ≥

st
Ym доказательство аналогично.

Для того, чтобы сравнивать m-компонентные смеси по интенсивности от-
казов, требуются более ограничительные условия [31], а именно соотношение

X ≤
r
Y

верно, если

X1 ≥
r
· · · ≥

r
Xm либо Y1 ≥

r
· · · ≥

r
Ym,
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а также

FYi+1
(x)

FXi+1
(x)
≤ FYi

(x)

FXi
(x)

, i = 1, . . . ,m− 1, x ≥ 0,

Xi ≤
r
Yi, i = 1, . . . ,m,

pi
pj
≤ qi
qj
, 1 ≤ i ≤ j ≤ m.

1.12. Многокомпонентное показательное-Парето

распределение

Рассмотрим семейство независимых с.в. X1, . . . , Xk+n c ф.р. Fi(x), i = 1, . . . , k+

n, k ≥ 1, n ≥ 1. Пусть ф.р. с.в. X имеет вид

FX(x) = p1FX1
(x) + · · ·+ pkFXk

(x) + pk+1FXk+1
(x) + · · ·+ pk+nFXk+n

(x), (1.115)

где
k+n∑
i=1

pi = 1, pi ≥ 0.

Выражение (1.115) назовем (k + n)-компонентной смесью распределений.

Определение 1.15. С.в. X имеет (k + n)-компонентное показательное-
Парето распределение, если k ее компонент X1, . . . , Xk имеют показательное
распределение

FXi
(x) = 1− e−λix, x ≥ 0, λi > 0, i = 1, . . . , k,

а компоненты Xk+1, . . . , Xk+n имеют распределение Парето

FXj
(x) = 1−

(
x0

x0 + x

)αj

, x ≥ 0, x0 > 0, αj > 0, j = k + 1, . . . , k + n.

Функция интенсивности отказов распределения (1.115) равна

rX(x) =

k∑
i=1

piλie
−λix +

k+n∑
j=k+1

pjαjx
αj

0 /(x0 + x)αj+1

k∑
i=1

pie−λix +
k+n∑

j=k+1

pjx
αj

0 /(x0 + x)αj

,
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убывает по x, и, более того,

sup
x≥0

rX(x) = lim
x→0

rX(x) =
k∑

i=1

piλi +
k+n∑

j=k+1

pjαj/x0.

В следующей Теореме 1.12 приведены условия, гарантирующие, что ф.р.
(1.115) ограничена сверху и снизу компонентами, имеющими минимальную и
максимальную функции интенсивности отказов, соответственно.

Рисунок 1.10. Функции интенсивности отказов Exp(5.5), Pareto(2, 0.5) и 2+2-
компонентного показательного-Парето распределения с параметрами x0 =
0.5, λ1 = 5.5, λ2 = 5.0, α3 = 2.5, α4 = 2.0 для различных значений пропорции
смеси (а): pi = 0.25, i = 1, . . . , 4; б): p1 = 0.10, p2 = 0.15, p3 = 0.15, p4 = 0.60,
в): p1 = 0.60, p2 = 0.15, p3 = 0.15, p4 = 0.10.

Теорема 1.12. Если параметры распределения (1.115) удовлетворяют усло-
виям

λ1 ≥ · · · ≥ λk ≥
αk+1

x0 + x
≥ · · · ≥ αk+n

x0 + x
, x > 0, (1.116)

то
X1 ≤

r
X ≤

r
Xk+n. (1.117)

Доказательство. Доказательство следует из соотношения (1.108), поскольку
неравенства (1.116) влекут требуемую упорядоченность функций интенсивно-
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сти отказов.

Рисунок 1.10 показывает упорядоченность функций интенсивности отказов
распределения Парето, показательного распределения и (2+2)-компонентного
показательного-Парето распределения с параметрами x0 = 0.5, λ1 = 5.5, λ2 =

5.0, α3 = 2.5, α4 = 2.0, и коэффициентами пропорции смеси при параметрах
а): pi = 0.25, i = 1, . . . , 4; б): p1 = 0.10, p2 = 0.15, p3 = 0.15, p4 = 0.60, в):
p1 = 0.60, p2 = 0.15, p3 = 0.15, p4 = 0.10, соответственно. При таком наборе
параметров соотношения (1.116) выполнены и распределения упорядочены по
интенсивности отказов в соответствии с (1.117).

1.13. Выводы по результатам главы 1

В Главе 1 получены следующие теоретические результаты.
Доказано достаточное условие упорядоченности по интенсивности отказов,

которое будет применяться в Главе 2 для получения свойств монотонности си-
стем с конечным буфером (Лемма 1.1, раздел 1.4.) В Лемме 1.2 для различных
классов распределений (различающимися типами функции интенсивности от-
казов) получены условия, при которых верна Лемма 1.1.

Доказано, что если компоненты конечной смеси распределений упорядо-
чены (стохастически или по интенсивности отказов), то компоненты и смесь
упорядочены соответствующим образом (Теорема 1.1, раздел 1.7.)

Методом каплинга доказано, что если соответствующие компоненты двух
смесей упорядочены, то две смеси имеют стохастический порядок (Теорема 1.2).
В Теореме 1.3 доказаны достаточные условия упорядоченности по интенсивно-
сти отказов смесей распределения. Теорема 1.4 утверждает, что если компонен-
ты смеси являются УФИ-распределениями, то хвост распределения величины
превышения порога u смеси возрастает с ростом u (раздел 1.7.)

Введено и исследовано новое показательное-Парето распределение.
В частности, в Теореме 1.5 получены соотношения между параметрами
показательного-Парето распределения, при которых компоненты смеси и са-
ма смесь упорядочены по интенсивности отказов. Такая же упорядоченность
сохраняется для распределений величины превышения уровня и их средних
(раздел 1.8.)
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Получены достаточные условия на параметры двухкомпонентных смесей
распределения: двухкомпонентного Парето, двухкомпонентного гиперэкспонен-
циального и двухкомпонентного показательного-Парето распределений, гаран-
тирующие их стохастический порядок (Теорема 1.6). В Теореме 1.7 получены
достаточные условия для упорядоченности по интенсивности отказов указан-
ных двухкомпонентных смесей (раздел 1.9.)

Доказаны Теоремы 1.9 и 1.10, в которых обобщены результаты для сто-
хастического порядка и упорядоченности по интенсивности отказов на случай
m-компонентных смесей распределений. В Теореме 1.11 получены достаточные
условия, при которых стохастически упорядочены две m-компонентные смеси
с различными коэффициентами пропорции смесей (раздел 1.11.)

Получены достаточные условия на параметры (k + n)-компонентного
показательного-Парето распределения, при которых гарантируется упорядо-
ченность по интенсивности отказов смеси и ее компонент (Теореме 1.12, раздел
1.12.)

Основные результаты главы 1 опубликованы в работах автора [195, 197,
200, 201, 207, 208, 209].
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Глава 2. Монотонность характеристик
качества обслуживания

В данной главе исследуются свойства монотонности систем обслуживания,
которые лежат в основе сравнения характеристик систем и позволяют вместо
исследования характеристик исходных сложных систем (например, со смешан-
ными распределениями) получать их оценки, используя аналитические резуль-
таты и методы моделирования более простых систем.

Исследуются свойства монотонности различных систем: с неограниченным
буфером, с конечным буфером, со смешанным входным процессом, со смешан-
ным обслуживанием, с повторными вызовами, а также с одновременным обслу-
живанием случайным числом серверов.

Свойства монотонности систем обслуживания, ввиду их важности, активно
изучались в литературе и ранее ([34, 47, 167, 168, 177]). В частности, в работе
[177] исследуются свойства монотонности многосерверных систем с ограничен-
ным и неограниченным буфером, а в работе [47] рассмотрена монотонность
систем с групповым входным потоком. Тем не менее, насколько нам известно,
свойства монотонности систем со смешанными потоками ранее систематически
не изучались, а также ранее не рассматривались системы, в которых входные
потоки или времена обслуживания представляют собой смесь различных рас-
пределений.

Модели систем с постоянной частотой повторных вызовов используются
в различных приложениях, например, для моделирования динамики систем
беспроводной связи, систем телефонной станции [69]. В работах [49, 61, 62]
аналогичная система используется для описания широкого класса протоколов
множественного доступа. Более того, системы с постоянной частотой повтор-
ных вызовов использовались для описания TCP-трафика с короткими HTTP-
соединениями [41, 42] и оптико-электрической гибридной схемой разрешения
конфликтов [178, 182]. Далее в диссертационной работе рассматриваются свой-
ства внешней монотонности таких систем.

Модель высокопроизводительного кластера, т. е. многосерверной системы
с одновременным обслуживанием несколькими серверами получила широкое
распространение в связи с развитием распределенных систем. Отличительной
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особенностью таких систем является то, что приходящему клиенту требует-
ся случайное число серверов (работающих параллельно) на случайное время
обслуживания. В частности, если клиенту требуется больше серверов, чем в
данный момент свободно, он ожидает в очереди. Таким образом, дисципли-
на обслуживания является неконсервативной, поскольку незанятые серверы и
непустая очередь могут сосуществовать. Отметим, что в статье [147] получен
критерий стационарности высокопроизводительного кластера с произвольным
числом серверов. Ниже используются свойства модифицированной рекурсии
Кифера-Вольфовица [99] для процесса незавершенной работы для установле-
ния ее верхней и нижней границ.

Вопросы аппроксимации и корреляционной структуры систем со смешан-
ным входным процессом (суперпозицией входных потоков) интенсивно изуча-
лись с 1970-х годов (см., например, [27, 37, 105, 110, 137, 179, 180]). Хорошо
известно, что, если компоненты такого входного процесса не являются пуассо-
новскими, то система не является регенерирующей. С другой стороны, свойство
регенерации позволяет точно оценивать стационарные характеристики систем
[38, 82, 83, 158]. В Главе 6 регенерация таких систем будет описана подробно, а
в данной Главе рассматривается свойство монотонности таких систем.

2.1. Понятие монотонности систем обслуживания

Пусть Σ – стохастическая модель системы обслуживания. В данном раз-
деле частично используется материал и обозначения из книги [24]. Обозначим
через cΣ некоторую системную характеристику данной модели, т. е. характери-
стику, описывающую поведение системы в целом, которая зависит от времени
и определена либо для всех t (например, средняя незавершенная нагрузка), ли-
бо лишь для некоторой последовательности (случайных) моментов tn, n ≥ 1

(например, время ожидания). Предположим, что характеристика системы cΣ в
момент времени t зависит от «управляющих» с.в. ξ1, ξ2, . . . и начального состо-
яния системы Σ0

cΣ(t) = cΣ(t,Σ0, ξ1, ξ2, . . . ).

Пусть ≺c – некоторое отношение порядка на множестве возможных значе-
ний системной характеристики cΣ. Отношением порядка может выступать сто-
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хастический порядок, упорядоченность по интенсивности отказов, упорядочен-
ность в среднем, рассмотренные в Главе 1, а также другие отношения порядка
[116].

Стохастические модели могут обладать свойствами как внутренней, так и
внешней монотонности.

Определение 2.1. ([24]) Две стохастические модели Σ1 и Σ2 с одинаковой
структурой и одинаковым начальным распределением обладают свойством
внешней монотонности, если из упорядоченности управляющих с.в. ξj,1 ≺j

ξj,2, j = 1, . . . ,m, следует, что для системных характеристик выполняется
соотношение cΣ1

≺c cΣ2
, где cΣi

= cΣ(ξ1,i, . . . , ξm,i, . . . ), i = 1, 2.

Свойство внешней монотонности позволяет сравнивать между собой систем-
ные характеристики стохастических моделей с одинаковой структурой, но раз-
личными распределениями управляющих с.в.

Свойство внутренней монотонности характеризует связь управляющих с.в.
и характеристик рассматриваемой системы. Так в односерверных системах об-
служивания с неограниченной очередью свойство внутренней монотонности ба-
зируется на рекуррентной формуле Линдли для времени ожидания [34]:

Wn+1 = max(0,Wn + Sn − τn) n ≥ 1. (2.1)

В частности, известно следующее свойство внутренней монотонности.

Утверждение 2.1. ([24, теорема 5.1.1]) Если ф.р. FW1
выбрана так, что W1 ≤

st
W2, то для всех n ≥ 2

Wn ≤
st
Wn+1,

и для стационарного времени ожидания W , если оно существует, выполнено
соотношение

Wn ≤
st
W, n ≥ 1.

Далее в качестве стохастических моделей будем рассматривать модели си-
стем обслуживания и перейдем к изложению их свойств внешней монотонности.
Обозначим через GI/G/N/K систему обслуживания, в которой в случайные
моменты времени t1 = 0 < t2 < · · · приходят заявки на N обслуживающих
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устройств. Пусть {τn = tn+1 − tn} – н.о.р. интервалы между приходами за-
явок с ф.р. A(x) = P(τ ≤ x), а {Sn} – н.о.р. времена обслуживания с.ф.р.
B(x) = P(S ≤ x). Также обозначим λ = 1/ Mτ, µ = 1/MS. Заявки поступа-
ют в систему в порядке первым пришел - первым обслужен (FIFS). Если все
обслуживающие устройства заняты, то заявка помещается в буфер размером
K. Если при этом все места в буфере заняты, то заявка покидает систему не
обслуженной. К характеристикам, описывающим поведение систем обслужива-
ния, относятся время ожидания Wn заявки с номером n, число заявок в очереди
Qn и число заявок в системе νn в момент времени t−n . В качестве управляющих
последовательностей рассматриваются последовательность интервалов между
приходами заявок {τn, n ≥ 1}, заданная ф.р. A(x), а также последовательность
времен обслуживания {Sn, n ≥ 1}, заданная ф.р. B(x).

2.2. Монотонность многосерверных систем обслуживания

GI/G/N/∞ c неограниченным буфером

Рассмотрим две системы обслуживания Σ(1) и Σ(2) вида GI/G/N/∞, в
каждой из которых N идентичных серверов обслуживания, работающих парал-
лельно, а дисциплина обслуживания – FIFS. Обозначим S

(i)
n – время обслужи-

вания заявки с номером n в i-й системе, и t(i)n – момент прихода в i-ю систему
заявки с номером n, i = 1, 2. Н.о.р. времена между приходами заявок обозна-
чим

τ (i)n = t
(i)
n+1 − t(i)n , n ≥ 1, i = 1, 2.

Времена обслуживания {S(i)
n , n ≥ 1} – н.о.р. с.в., и не зависят от {τ (i)n , n ≥ 1}.

Через Q(i)
n обозначим число заявок в i-й системе и пусть

W (i)
n = (W (i1)

n , . . . ,W (iN)
n ), n ≥ 1, i = 1, 2,

вектор незавершенной нагрузки в системе i в момент времени t(i)n − прихода n-й
заявки. Другими словами, W (ik)

n – это незавершенная работа, которую должен
выполнить сервер k в i-й системе в момент времени t

(i)−
n . Обозначим также

через ν(i)n число заявок, а через Q(i)
n – размер очереди в i-й системе в момент
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времени t(i)−n . Предположим, что существуют пределы:

Q(i)
n ⇒ Q(i), ν(i)n ⇒ ν(i), W (i)

n ⇒ W (i), n→∞, i = 1, 2.

Известно, что эти пределы существуют, если выполнено условие отрицательного
сноса [34, 127]

MS(i) < NMτ (i), (2.2)

и (при числе серверов N > 1) также условие регенерации

P(τ (i) > S(i)) > 0, i = 1, 2. (2.3)

(При N = 1 последнее условие следует из (2.2).) При условии (2.3) (дискретная)
длина цикла регенерации является непериодической с.в. [34, 127].

Следующая Теорема 2.1 является модификацией Теорем 4 и 5 из работы
[177], в которых вместо стохастической упорядоченности времен обслуживания
предполагается упорядоченность по интенсивности отказов.

Теорема 2.1. Пусть в системах Σ(1) и Σ(2) выполнены условия (2.2), (2.3).
Тогда:
1. Если выполнены соотношения

ν
(1)
1 = ν

(2)
1 = 0, τ (1) =

st
τ (2), S(1) ≤

r
S(2), (2.4)

то
ν(1) ≤

st
ν(2), Q(1) ≤

st
Q(2). (2.5)

2. Если выполнены соотношения

W
(1)
1 =

st
W

(2)
1 = 0, τ (1) ≥

r
τ (2), S(1) ≤

r
S(2), (2.6)

то
W (1) ≤

st
W (2). (2.7)

Доказательство Теоремы 2.1 очевидно, поскольку из упорядоченности по
интенсивности отказов времен обслуживания вытекает их стохастический по-
рядок [145]. Тогда соотношение (2.5) следует из Теоремы 5 [177], а неравенство
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(2.7) – из Теоремы 4 [177].
Упорядоченность по интенсивности отказов является более ограничитель-

ным условием по сравнению со стохастическим порядком, но часто оказывается
более удобным для практического применения, поскольку для многих распре-
делений позволяет найти явные соотношения между параметрами.

2.3. Монотонность многосерверных систем обслуживания

GI/G/N/K с конечным буфером

В этом разделе рассмотрим свойства монотонности многосерверных си-
стем с конечным буфером. Рассмотрим две системы Σ(1) и Σ(2), в которых N (i)

серверов работают параллельно, а размеры буферов равны K(i), i = 1, 2. Все
остальные обозначения сохраняются как в разделе 2.2.

Следующая Теорема 2.2 является модификацией Теоремы 6 из [177] и поз-
воляет сравнить длины очередей двух систем с конечным буфером с разными
распределениями входного потока и времени обслуживания.

Теорема 2.2. Предположим, что в системах Σ(1) и Σ(2) выполнены следую-
щие условия:

K(1) ≥ K(2), K(1) +N (1) ≤ K(2) +N (2), (2.8)

а также условие упорядоченности по интенсивности отказов для интерва-
лов между приходами заявок

τ (1) ≥
r
τ (2). (2.9)

Пусть также функции интенсивностей отказов времен обслуживания удо-
влетворяют неравенству

inf
x≥0

rS(1)(x) ≥ sup
x≥0

rS(2)(x). (2.10)

Тогда стационарные длины очередей стохастически упорядочены как

Q(1) ≤
st
Q(2). (2.11)
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Доказательство вытекает из Теоремы 6 [177], если заметить, что, согласно
Лемме 1.1, из неравенства (2.10) следует

S(1) ≤
r
S(2). (2.12)

Пример 2.1. Сравним ф.р. стационарных длин очередей систем M/M/N/K

(система Σ(1)) и M/G/N/K (система Σ(2) с произвольным распределением вре-
мени обслуживания). Для первой системы известно [13] выражение для стаци-
онарного распределения длины очереди Q(1):

P(Q(1) = i) =

 π0
ρi1
i!
, i = 0, . . . , N, N ≥ 1,

π0
ρi1

N i−NN ! , i = N + 1, . . . , N +K,
(2.13)

где ρ1 = MS(1)/Mτ (1) и

π0 =

[
N∑
k=0

ρk1
k!

+
ρN1
N !

N+K∑
k=N+1

(
ρ1
N
)k−N

]−1
.

Рисунок 2.1. Сравнение эмпирической ф.р. длины очереди Q(1) в системе
M/G/4/5 с распределением времени обслуживания Pareto(1, 2.5) с эмпириче-
ской ф.р. длины очереди Q(2) в системе M/M/4/5 с распределением времени
обслуживания Exp(2.5); входной поток - пуассоновский с параметром λτ = 2 в
обеих системах.
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В численном эксперименте сравниваются эмпирические ф.р. стационарной
длины очереди двух систем при N = 4, K = 5. В системе Σ(2) время обслужи-
вания имеет распределение Парето с параметрами αs = 2.5, x0 = 1, а в системе
Σ(1) – показательное с параметром λs = 2.5. Входной поток в обеих системах –
пуассоновский с параметром λτ = 2. Заметим, что infx≥0 rS(1)(x) = λs = 2.5 и,
поскольку распределение Парето относится к классу УФИ-распределений, то

sup
x≥0

rS(2)(x) = rS(2)(0) = αs/x0 = 2.5.

Следовательно, условие (2.10) Теоремы 2.2 выполнено.
Результаты численных экспериментов на Рисунке 2.1 подтверждают, что длина
очереди в системе Σ(1) стохастически меньше, чем в системе Σ(2), т. е. Q(1) ≤

st

Q(2).

Пример 2.2. Численное моделирование двух систем G/G/4/5. В первой си-
стеме Σ(1) с.в. τ (1) распределена по закону Бурра [187], τ (1) ∼ Burr(x1, α1, k), с
ф.р.

Fτ (1)(x) = 1−
(

x1
x1 + xk

)α1

, x ≥ 0, x1 > 0, α1 > 0, k > 0, (2.14)

для которого момент m-го порядка существует при kα1 > m. Время обслужи-
вания S(1) в системе Σ(1) имеет показательное распределение с параметром λ. В
системе Σ(2) интервалы между приходами заявок τ (2) имеют двухкомпонентное
гиперэкспоненциальное распределение с параметрами µ1, µ2 и p1, p2, а време-
на обслуживания S(2) – распределение Pareto(α2, x2). Заметим, что функция
интенсивности отказов с.в. τ (1) имеет вид

rτ (1)(x) =
α1kx

k−1

x1 + xk
, x ≥ 0. (2.15)

При k ≥ 2 функция rτ (1)(x) возрастает, достигая максимума

rτ (1)(x
∗) =

α1k(x1(k − 1))1−1/k

x1k
(2.16)

в точке
x∗ = (x1(k − 1))1/k,
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после которой убывает. При k < 1 функция интенсивности отказов монотон-
но убывает. В этом случае распределение Бурра относится к классу УФИ-
распределений.
Функция интенсивности отказов гиперэкспоненциальной с.в. τ (2) имеет вид

rτ (2)(x) =
p1µ1e

−µ1x + p2µ2e
−µ2x

p1e−µ1x + p2e−µ2x
(2.17)

и с ростом x монотонно сходится к наименьшему параметру, т. е.

lim
x→∞

rτ (2)(x) = min(µ1, µ2) =: µ∗. (2.18)

Чтобы получить стохастическую упорядоченность интервалов (2.9) заметим,
что поскольку

rτ (1)(x) ≤ rτ (1)(x
∗), x ≥ 0,

то из неравенства

rτ (1)(x
∗) =

α1k(x1(k − 1))1−1/k

x1k
≤ µ∗

следует rτ (1)(x) ≤ rτ (2)(x), x ≥ 0. Следовательно, условие

α1 ≤
x1k

k(x1(k − 1))1−1/k
µ∗ (2.19)

влечет упорядоченность по интенсивности отказов

τ (1) ≥
r
τ (2).

Теперь найдем соотношение между параметрами распределений времен обслу-
живания в двух системах так, чтобы выполнялось условие (2.10). Вычислим

sup
x
rS(2)(x) = rS(2)(0) =

α2

x2

и
inf
x
rS(1)(x) = λ.

Следовательно, неравенство
α2

x2
≤ λ (2.20)
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влечет условие (2.10).
Рассмотрим численный пример с параметрами

x1 = 1, k = 3, p1 = p2 = 0.5, µ1 = 3, µ2 = 30, λ = 2.5, x2 = 1, α2 = 2.5,

для которых соотношения (2.19) и (2.20) выполнены. Следовательно, все усло-
вия Теоремы 2.2 выполнены, что влечет стохастический порядок стационарных
длин очередей, Q(1) ≤

st
Q(2). В эксперименте параметр α2 ∈ {1.5, 2, 2.5} так, что

условие (2.20) выполнено. Результаты моделирования показывают, что равно-
мерная метрика (расстояние) между эмпирическими ф.р. растет с уменьшением
параметра α2, см. Рисунок 2.2.

Рисунок 2.2. Равномерная метрика между двумя эмпирическими ф.р. стацио-
нарной длины очереди в двух системах G/G/4/5: Burr(x1, α1, k)/Exp(λ)/4/5
и H2/Pareto(α2, x2)/4/5 (для различных α2), где x1 = 1, k = 3, p1 = p2 = 0.5,
µ1 = 3, µ2 = 30, α1 = 1.8, λ = 2.5 и x2 = 1, α2 ∈ {1.5, 2, 2.5}.

2.4. Монотонность в системах со смешанным

обслуживанием

В данном разделе обобщим утверждение Теоремы 2.1 на систему
GI/G/N/∞, в которой времена обслуживания заданы конечной смесью рас-
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пределений. Пусть в исходной системе, обозначенной через Σ, ф.р. времени
обслуживания является m-компонентной смесью

FS(x) = p1FS(1)(x) + · · ·+ pmFS(m)(x), x ≥ 0,
m∑
k=1

pk = 1, (2.21)

где независимые с.в. S(i) заданы ф.р. FS(i)(x). Пусть входной процесс задан по-
следовательностью {tn} моментов прихода заявок в систему и н.о.р интерва-
лами между приходами τn = tn+1 − tn, n ≥ 1. Наконец, предположим, что
выполнено условие стационарности

MS < NMτ . (2.22)

Построим две новые системы: Σ(1) со временем обслуживания S(1) и Σ(2) со
временем обслуживания S(m). Обозначим Qn, Q

(1)
n , Q(m)

n – размер очереди, νn,
ν
(1)
n , ν(m)

n – число заявок в системе, Wn, W
(1)
n , W

(m)
n – незавершенная работа в

момент времени t−n в системах Σ, Σ(1) и Σ(2), соответственно. Пусть существуют
стационарные пределы

Q(i)
n ⇒ Q(i), W (i)

n ⇒ W (i), n→∞, i = 1, m.

Теорема 2.3. Предположим, что для исходной системы Σ выполнены условия

ν
(1)
1 = ν

(m)
1 = ν1 = 0,

τ (1) =
st
τ (m) =

st
τ,

S(1) ≤
r
S(2) ≤

r
· · · ≤

r
S(m). (2.23)

тогда

Q(1) ≤
st

Q ≤
st
Q(m),

W (1) ≤
st

W ≤
st
W (m). (2.24)

Утверждение теоремы следует из Теоремы 1.9 (раздел 1.11.), согласно ко-
торой времена обслуживания упорядочены по интенсивности отказов как

S(1) ≤
r
S ≤

r
S(m),
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а, следовательно, из Теоремы 2.1 (раздел 2.2.) следует, что для стационарного
времени ожидания и стационарного размера очереди справедлив стохастиче-
ский порядок

Q(1) ≤
st
Q ≤

st
Q(m), W (1) ≤

st
W ≤

st
W (m).

Таким образом, система Σ(1) является минорантной, а система Σ(2) – мажорант-
ной для исходной системы Σ.

Пример 2.3. Пусть в исходной системе Σ время обслуживания имеет
показательное-Парето распределение с ф.р. (1.51). Построим минорантную
систему Σ(1), в которой время обслуживания S(1) – показательное с парамет-
ром λs, и мажорантную систему Σ(2), в которой время обслуживания S(2) имеет
распределение Pareto(αs, x0). Входной поток во все три системы одинаковый,
τ (1) = τ = τ (2), пуассоновский с параметром λ.
Предположим, что выполнено неравенство для параметров исходной системы:

λs ≥
αs

x0
. (2.25)

Тогда по Теореме 1.5 (раздел 1.8.), времена обслуживания упорядочены по ин-
тенсивности отказов

S(1) ≤
r
S ≤

r
S(2).

Более того, при условии (2.25) коэффициенты загрузки ρi = MS(i)/Mτ удовле-
творяют неравенствам

ρ1 =
1

λsMτ
≤ ρ ≤ ρ2 =

x0
Mτ(αs − 1)

, αs > 1, (2.26)

где

ρ = λτ

(
p

λs
+

(1− p)x0
αs − 1

)
.

Также дополнительно предположим, что ρ2 < N , тогда все три системы ста-
ционарны. Предположим, что начальные состояния систем совпадают, т. е.
ν
(1)
1 = ν

(2)
1 = ν1. Из Теоремы 2.3 вытекает стохастический порядок длин очереди

и незавершенной нагрузки,

Q(1) ≤
st
Q ≤

st
Q(2) и W (1) ≤

st
W ≤

st
W (3). (2.27)
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Рассмотрим численный пример для многосерверной системы M/G/4/∞ с па-
раметрами

αs = 2.5, λs = 5, x0 = 0.5, p = 0.5, λτ = 10.

Таким образом, время обслуживания в минорантной системе Σ(1) имеет рас-
пределение Exp(5), а в мажорантной системе – распределение Pareto(2.5, 0.5).
Заметим, что условие (2.25) выполнено, и что все три системы стационарны,
так как

ρ1 = 2 < ρ ≈ 2.7 < ρ2 ≈ 3.3 < 4.

Рисунок 2.3. Нижняя и верхняя границы доверительного интервала для средней
длины очереди в 4-х серверной системе с показательным-Парето распределени-
ем времени обслуживания.

На Рисунке 2.3 показаны границы доверительного интервала для средней дли-
ны стационарной очереди в исходной системе: верхняя линия соответствует
правой границе доверительного интервала для мажорантной системы, нижняя
граница соответствует левой границе доверительного интервала для минорат-
ной системы. Две пунктирные линии – доверительный интервал для средней
стационарной длины очереди в исходной системе. Доверительные интервалы
построены методом регенеративного моделирования. Рисунок 2.4 демонстриру-
ет нижнюю и верхнюю границы (построенные для миноратной и мажорантной
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Рисунок 2.4. Нижняя и верхняя границы доверительного интервала для сред-
него времени ожидания в 4-х серверной системе с показательным-Парето рас-
пределением времени обслуживания.

систем, соответственно) доверительного интервала для среднего стационарно-
го времени ожидания в исходной системе с показательным-Парето временем
обслуживания.
Таким образом, результаты численных экспериментов иллюстрируют утвер-
ждения Теоремы 2.3.

Пример 2.4. Пусть в исходной системе Σ время обслуживания S имеет (k+n)-
компонентное показательное-Парето распределение с параметрами λi, αj, x0, pi,
pj, i = 1, . . . , k, j = k + 1, . . . , k + n, и ф.р. (1.115). Пусть также выполнено
условие (1.116). Тогда из Теоремы 1.12 (раздел 1.12.) следует упорядоченность
по интенсивности отказов

S(1) ≤
r
S ≤

r
S(k+n).

Построим две новые системы Σ(1) и Σ(2) следующим образом. В системе Σ(1)

время обслуживания S(1) распределено по показательному закону с парамет-
ром λ1, а в системе Σ(2) время обслуживания S(k+n) имеет распределение
Pareto(αk+n, x0). Входной поток во всех трех системах – пуассоновский с пара-
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метром λτ .
Из Теорем 1.12 и 2.3 следует, что при условии (1.116), стационарные длины
очередей и времена ожидания упорядочены как

Q(1) ≤
st
Q ≤

st
Q(k+n), W (1) ≤

st
W ≤

st
W (k+n). (2.28)

На Рисунке 2.5 представлены границы доверительного интервала для среднего
размера очереди в исходной системе Σ с 2+2-компонентным показательным-
Парето временем обслуживания с параметрами

pi = 0.25, x0 = 0.5, λ1 = 5.5, λ2 = 5.0, α3 = 2.5, α4 = 2.0. (2.29)

Во всех трех системах интенсивность входного потока равна λτ = 10, число

Рисунок 2.5. Доверительные интервалы для средней длины очереди в системах
Σ, Σ(1), Σ(2); N = N1 = N2 = 4,

серверов N = 4. Из соотношений (2.28) следует, что система Σ(1)является ми-
норантной, а система Σ(2) – мажорантной для системы Σ. Проверим условия
стационарности систем. Обозначим через ρ, ρ1, ρ2 коэффициенты загрузки в си-
стемах Σ, Σ(1), Σ(2), соответственно. При заданных параметрах легко проверить,
что

ρ1/N ≈ 0.45 < ρ/N ≈ 0.75 < ρ2/N ≈ 0.83.

На Рисунке 2.6 приведены доверительный интервал для среднего времени ожи-
дания в системе Σ, а также верхняя и нижняя границы доверительных интер-
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валов для среднего времени ожидания в системах Σ(2) и Σ(1), соответственно.
Доверительные интервалы построены методом регенеративного моделирования
с доверительной вероятностью 0.95, а число заявок в эксперименте равнялось
104.

Рисунок 2.6. Доверительные интервалы для среднего времени ожидания в си-
стемах Σ, Σ(1), Σ(2); N = N1 = N2 = 4.

Рассмотрим две системы, Σ и Σ̃, в которых ф.р. времени обслуживания
являются смесями вида

FS(x) = p1FS(1)(x) + · · ·+ pmFS(m)(x), x ≥ 0,
m∑
k=1

pk = 1,

FS̃(x) = q1FS̃(1)(x) + · · ·+ qmFS̃(m)(x), x ≥ 0,
m∑
j=1

qj = 1,

где независимые с.в. S(i), S̃(i) заданы ф.р. FS(i)(x), FS̃(i)(x), соответственно. Сле-
дующая теорема устанавливает условия, при которых в таких системах стаци-
онарное время ожидания и стационарная длина очереди стохастически упоря-
дочены.

Теорема 2.4. Предположим, что для стационарных систем Σ и Σ̃ выполнены
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условия

ν1 = ν̃1 = 0,

τ =
st
τ̃ ,

S(1) ≥
st
· · · ≥

st
S(m) или S̃(1) ≥

st
· · · ≥

st
S̃(m); (2.30)

S(i) ≤
st

S̃(i), i = 1, . . . ,m; (2.31)
m∑
i=j

pi ≥
m∑
i=j

qi, j = 2, . . . ,m. (2.32)

Тогда

Q ≤
st

Q̃,

W ≤
st

W̃ . (2.33)

Для доказательства теоремы заметим, что согласно Теореме 1.11 (раздел
1.11.), при выполнении условий (2.30)-(2.32) времена обслуживания в этих си-
стемах имеют стохастический порядок, т.е.

S ≤
st
S̃.

Далее, применяя теоремы 4 и 5 [177], получаем (2.33).
Сформулируем свойства монотонности для системы с конечным буфером

GI/G/N/K, в которой времена обслуживания заданы m-компонентной смесью
распределений (2.21).

Построим две новые системы: минорантную систему Σ(1) со временем об-
служивания S(1) и мажорантную систему Σ(m) со временем обслуживания S(m).
Обозначим через Qn, Q

(1)
n , Q

(m)
n число заявок в очереди в системах Σ, Σ(1) и

Σ(m), соответственно. Пусть существуют стационарные пределы

Qn ⇒ Q, Q(i)
n ⇒ Q(i), i = 1,m,

а τ, τ (1), τ (m) – интервалы входных потоков в системах Σ,Σ(1),Σ(m), соответ-
ственно.

Теорема 2.5. Пусть в исходной системе Σ время обслуживания S задано
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m-компонентной смесью (2.21). Предположим, что входные потоки в мино-
рантную систему Σ(1), мажорантную систему Σ(m) и исходную систему Σ

удовлетворяют неравенствам:

τ (1) ≥
r
τ ≥

r
τ (m), (2.34)

а времена обслуживания S(1), S и S(m) удовлетворяют неравенствам

S(1) ≤
r
· · · ≤

r
S(m). (2.35)

Пусть выполнены соотношения

C(1) ≥ C ≥ C(m), C(1) +N (1) ≤ C +N ≤ C(m) +N (m). (2.36)

Тогда

1. Если inf
x≥0

rS(1)(x) ≥ sup
x≥0

rS(x), (2.37)

то Q(1) ≤
st
Q. (2.38)

2. Если inf
x≥0

rS(x) ≥ sup
x≥0

rS(m)(x), (2.39)

то Q ≤
st
Q(m). (2.40)

Доказательство следует из Теоремы 1.9 (раздел 1.11.), согласно которой
времена обслуживания упорядочены по интенсивности отказов как

S(1) ≤
r
S ≤

r
S(m),

и утверждение данной теоремы следует из Теоремы 2.2 (раздел 2.3.)

Пример 2.5. Пусть в исходной системе Σ время обслуживания имеет k + n-
компонентное показательное-Парето распределение (1.115) с упорядоченными
компонентами, т. е.

S(1) ≤
r
· · · ≤

r
S(k+n).
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Очевидно, при условии

inf
x
rS(1)(x) = λ1 ≥

k∑
i=1

piλi +
k+n∑

j=k+1

pjαj/x0 = sup
x
rS(x), (2.41)

выполнено соотношение (2.37). Следовательно, стационарные длины очередей
стохастически упорядочены и утверждение (2.38) вытекает из Теоремы 2.5.

Рисунок 2.7. Доверительный интервал для средней стационарной длины очере-
ди в системах Σ, Σ(1), в которых размеры буферов C = C1 = 1, число серверов
N = N1 = 4 и p1 = 0.1, p1 = 0.1, p2 = 0.15, p3 = 0.15, p4 = 0.6.

На Рисунке 2.7 представлены результаты моделирования: построены границы
доверительного интервала для средней длины очереди в зависимости от числа
заявок в системе Σ с размером буфера C = 1, в которой время обслуживания
имеет 2+2-компонентное показательное-Парето распределение с параметрами
p1 = 0.10, p2 = 0.15, p3 = 0.15, p4 = 0.60, остальные параметры заданы соот-
ношением (2.29), так, что условие (2.41) выполнено. Система Σ(1) с показатель-
ным обслуживанием с параметром λ1 является минорантной для системы Σ.
На рисунке 2.7 сплошной линией изображена нижняя граница доверительного
интервала для средней длины очереди системы Σ(1).

Пример 2.6. Пусть в исходной системе Σ время обслуживания имеет
показательное-Парето распределение с параметрами λs, αs, x0, p. Построим
две новые системы: минорантную Σ(1), в которой время обслуживания S(1)
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показательное с параметром λs, и мажорантную Σ(2), в которой время обслу-
живания S(2) имеет распределение Pareto(αs, x0). В разделе 1.8. было показано,
что функция интенсивности отказов для показательного-Парето распределения
имеет вид

rS(x) =
p rS(1)(x)a(x) + (1− p) rS(2)(x)

p a(x) + (1− p)
, x ≥ 0,

где

a(x) = e−λsx

(
1 +

x

x0

)αs

. (2.42)

Заметим, что
sup
x≥0

rS(x) = rS(0) = pλs + (1− p)αs

x0
.

Отсюда следует, что если λs ≥ αs/x0, то также λs ≥ pλs + (1− p)αs/x0. Следо-
вательно,

inf
x≥0

rS(1)(x) = λs ≥ sup
x≥0

rS(x) = rS(0),

и условие (2.37) также выполнено. Наконец, справедливость (2.39) следует из
соотношений

inf
x≥0

rS(x) = λs,

sup
x≥0

rS(2)(x) = rS(2)(0) =
αs

x0
. (2.43)

Из Теоремы 2.5 вытекают соотношения (2.38)–(2.40). Следовательно, в трех
рассмотренных системах стационарные длины очередей имеют следующий сто-
хастический порядок

Q(1) ≤
st
Q ≤

st
Q(2).

2.5. Монотонность в системах с повторными вызовами

2.5.1. Минорантная и мажорантная системы

Рассмотрим односерверную систему с повторными вызовами Σ, в кото-
рой обслуживаются m классов заявок. Заявки k-го класса поступают в соот-
ветствии с пуассоновским потоком с параметром λk, k = 1, . . . ,m. Если заявка
застает сервер пустым, то она немедленно начинает обслуживаться, в против-
ном случае, заявка уходит на k-ю (виртуальную) орбиту бесконечного объема,
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образуя очередь в порядке поступления на орбиту, k = 1, . . . ,m. Первая в оче-
реди на k-й орбите заявка производит независимые попытки присоединиться
к обслуживанию на сервере через некоторое случайное время. Интенсивность
обслуживания на орбите не зависит от размера орбиты (но может зависеть от
класса орбиты). Такие системы называют системами с постоянной скоростью
попыток.

Обозначим через tn момент прихода n-й заявки в общий пуассоновский
входной поток (образованный суперпозицией m входных потоков, и пусть t1 =
0), Sn(k) – время обслуживания n-й заявки k-го класса k = 1, . . . ,m, n ≥ 1.
Пусть последовательности н.о.р. интервалов между приходами заявок {τn :=

tn+1 − tn, n ≥ 1} и времен обслуживания {Sn(k), n ≥ 1} независимы. Пред-
положим, что интервалы между приходами заявок с (непустой) k-й орбиты
распределены показательно с параметром ηk и не зависят от размера орбиты
(числа заявок на k-й орбите). Время обслуживания заявок k-го класса S(k)

имеет произвольное распределение FS(k), k = 1, . . . ,m. Обозначим

λ =
m∑
k=1

λk, ρk = λkMS(k), ρ =
m∑
k=1

ρk. (2.44)

Пусть W (t) есть незавершенная работа в момент времени t−, и система в на-
чальный момент времени пуста, W (0) = 0. Обозначим Wn = W (tn), n ≥ 1.
Известно [125], что неравенство

ρ+ max
k=1,...,m

λ

λ+ ηk
< 1 (2.45)

является достаточным условием стационарности системы. При таком условии
существует предел

Wn ⇒ W при n→∞.

Явный вид ф.р. FW стационарной незавершенной работы W в общем случае
неизвестен. С другой стороны, W является важной характеристикой качества
обслуживания системы. Построим верхнюю и нижнюю границы FW , используя
классические системы M/G/1 с неограниченной очередью, в которых время
обслуживания является конечной смесью.

Рассмотрим две новые системы: Σ(1) и Σ(2). Входной поток во все три си-
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стемы – пуассоновский с параметром λ (это суперпозиция входных потоков,
образованных заявками разных классов).

Пусть в системе Σ(1) время обслуживания S(1) = S задано смесью распре-
делений вида

S =
m∑
k=1

I(k)S(k), n ≥ 1, (2.46)

где индикаторы I(k) таковы, что
∑
I(k) = 1, среднее MI(k) = pk = λk/λ,

а S(k) – время обслуживания заявки k-го класса. Заметим, что система Σ(1)

является классической односерверной системой вида M/G/1 (с дисциплиной
обслуживания FIFO), в которой время обслуживания (2.46) является смесью
времен обслуживания заявок всех классов исходной системы.

Пусть Σ(2) – это система вида M/G/1, в которой заявка обслуживается в
течение времени S, заданного соотношением (2.46), плюс время ξ0, имеющее
показательное распределение с параметром

µ0 = min
1≤k≤m

(λ+ ηk),

т. е.
S(2) = S + ξ0. (2.47)

Таким образом, с.в. ξ0 соответствует самой «медленной» орбите (с «наиболь-
шими» в среднем интервалами между попытками). Заметим, что система Σ(2)

имеет коэффициент загрузки

ρ(2) = λMS +
λ

µ0
= ρ+

λ

µ0
, (2.48)

и условие стационарности (2.45) для нее принимает вид

ρ(2) < 1.

В следующей Теореме 2.6 даны верхняя и нижняя границы стационарной неза-
вершенной работы W в исходной системе с повторными вызовами Σ.

Теорема 2.6. Пусть в системах Σ(1),Σ(2), Σ в начальный момент времени

W
(1)
1 = W1 = W

(2)
1 = 0. (2.49)
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Тогда при условии (2.45) стационарные времена незавершенной работы имеют
следующий стохастический порядок

W (1) ≤
st
W ≤

st
W (2). (2.50)

Доказательство. Как показано в работе [125], условие (2.45) является усло-
вием стационарности для системы Σ(2), из которого вытекает стационарность
исходной системы. Заметим также, что условие ρ < 1 – это хорошо известное
условие стационарности системы Σ(1). Так что эта система стационарна, если
выполнено (2.45). Более того, в работе [125, Теорема 3] доказано, что незавер-
шенная нагрузка W (2) стохастически больше незавершенной нагрузки W , что
доказывает верхнюю границу неравенства (2.50).

Доказательство нижней границы в неравенстве (2.50) базируется на рекур-
сии Линдли для процесса незавершенной нагрузки в исходной системе Σ в мо-
мент времени tn:

Wn+1 = max(0, Wn + Sn − Zn), n ≥ 1, (2.51)

где Sn – время обслуживания n-й заявки и Zn – время занятости сервера в ин-
тервале [tn, tn+1], которое равно проделанной системой работе за этот интервал
времени. Теперь применим каплинг для моментов {t(1)n } и н.о.р. времен обслу-
живания {S(1)

n } в системе Σ(1) так, что интервалы между приходами заявок и
времена обслуживания в системах Σ и Σ(1) совпадают с в. 1, т. е., τn = τ

(1)
n ,

Sn = S
(1)
n , n ≥ 1. Незавершенная нагрузка в системе Σ(1) удовлетворяет клас-

сической рекурсии Линдли [34]:

W
(1)
n+1 = max(0, W (1)

n + Sn − τn), n ≥ 1. (2.52)

Очевидно, что Zn ≤ τn с в. 1 для любого n ≥ 1. Следовательно,

W
(1)
2 = max(0, W

(1)
1 + S1 − τ1) ≤ max(0, W1 + S1 − Z1) =W2

c вероятностью 1, и методом математической индукции по n легко показать,
что

W (1)
n ≤ Wn, n ≥ 1. (2.53)
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Поскольку выполнено условие стационарности (2.45), то соотношение (2.53)
выполнено для стационарных версий незавершенной нагрузки, т. е. для W и
W (1).

2.5.2. Распределение стационарного времени ожидания в

минорантной и мажорантной системах

В этом разделе рассмотрим стационарное время ожидания во введенных выше
системах Σ(1) и Σ(2) с пуассоновским входным потоком с параметром λ, исполь-
зуя формулу Поллачека-Хинчина.

Рассмотрим вначале систему Σ(1) с н.о.р. временами обслуживания {Sn, n ≥
1} вида (2.46) с плотностью

fS(x) =
m∑
k=1

pkfS(k)(x), x ≥ 0, (2.54)

хвостом ф.р.

FS(x) =
m∑
k=1

pkFS(k)(x), x ≥ 0 (2.55)

и математическим ожиданием

MS =
m∑
k=1

pkMS(k).

Обозначая через µ = 1/MS интенсивность обслуживания, а через µk = 1/MS(k)

– интенсивность k-й компоненты, из (2.55) получим соотношение для интенсив-
ности, выраженное через величину

µ =

[
m∑
k=1

pk
µk

]−1
. (2.56)

Введем преобразование Лапласа-Стилтьеса (ПЛС)

ψSe
(z) =

∫ ∞
0

e−ztdFSe
(t), (2.57)

где FSe
есть равновесное распределение с.в. S с плотностью

fSe
(x) = µF S(x), x ≥ 0. (2.58)
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Распределение FSe
соответствует стационарному перескоку процесса восстанов-

ления, образованного последовательностью н.о.р. времен обслуживания {Sn} с
ф.р. (2.55), см., например, [34].

Выведем ПЛС ψSe
(z) через ПЛС ψSe(k)(z) равновесных распределений ком-

понент смеси. Из соотношений (2.55) – (2.58) следует, что

ψSe
(z) = µ

∫ ∞
0

e−ztFS(t)dt = µ
m∑
k=1

pk

∫ ∞
0

e−ztFS(k)(t)dt =
m∑
k=1

ρk
ρ
ψSe(k)(z).

(2.59)
Заметим, что ПЛС (2.59) есть линейная комбинация ПЛС компонент смеси с
коэффициентами, вообще говоря, не равными коэффициентам пропорции смеси
p1, . . . , pM .

Подставив (2.59) в известное для систем видаM/G/1 уравнение Поллачека-
Хинчина [13] для ПЛС стационарной нагрузки W (1)

ψW (1)(z) =
1− ρ

z(1− ρψSe
(z))

, (2.60)

получим ПЛС в терминах компонент смеси,

ψW (1)(z) =
1− ρ

z

(
1− ρ

m∑
k=1

ρk
ρ ψSe(k)(z)

) =
1− ρ

z

(
1−

m∑
k=1

ρkψSe(k)(z)

) . (2.61)

Сформулируем полученный результат в виде следующей леммы.

Лемма 2.1. В системе Σ(1) с распределением времени обслуживания вида
(2.46) ПЛС стационарной незавершенной работы W (1) удовлетворяет выра-
жению (2.61).

Для получения подобного результата в системе Σ(2), необходимо найти ПЛС
с.в. S(2), определяемой соотношением (2.47), и соответствующее ПЛС для рав-
новесного распределения с.в. S(2)

e . Из (2.47) и свойств ПЛС (см., например,
[151]), следует, что

ψS(2)(z) = ψS(z)
µ0

µ0 + z
. (2.62)
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Вычислим теперь ПЛС S
(2)
e , используя свойства ПЛС [108]:

ψ
S
(2)
e
(z) =

1− ψS(2)(z)

zM(S + ξ0)
=

1− ψS(z)
µ0

µ0+z

zM(S + ξ0)
=

=
µ0

µ0 + z

(
1− ψS(z)

zM(S + ξ0)
+

Mξ0
M(S + ξ0)

)
. (2.63)

Из соотношения (2.63), с учетом (2.59), следует

ψ
S
(2)
e
(z) =

MS

M(S + ξ0)

m∑
k=1

ρk
ρ
ψSe(k)(z)

µ0
µ0 + z

+
Mξ0

M(S + ξ0)

µ0
µ0 + z

. (2.64)

Из (2.64) следует, что S
(2)
e на самом деле есть смесь экспоненциальной ком-

поненты ξ0 и сумм вида S(k) + ξ0, k = 1, . . . ,m. Этот результат может быть
интерпретирован в терминах процесса восстановления, где S+ξ0 интервал про-
цесса восстановления, а S

(2)
e – стационарное остаточное (равновесное) время

восстановления. Подставив (2.64) в соотношение (2.60) (с заменой Se на S(2)
e и

ρ на ρ(2)), и обозначив

p0 =
MS

MS +Mξ0
, (2.65)

получим следующее выражение:

ψW (2)(z) =
1− ρ(2)

z
(
1− ρ(2)

(
p0
∑M

k=1
ρk
ρ ψSe(k)(z) + 1− p0

)
µ0

µ0+z

) .
Полученный результат сформулируем в виде Леммы 2.2, используя (2.48) и
(2.65).

Лемма 2.2. В системе Σ(2) с распределением времени обслуживания ви-
да (2.47), ПЛС стационарной незавершенной работы W (2) удовлетворяет вы-
ражению

ψW (2)(z) =
1− ρ− λ

µ0

z
(
1− µ0

µ0+z

(∑m
k=1 ρkψSe(k)(z) +

λ
µ0

)) . (2.66)
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2.5.3. Система с повторными вызовами и распределением Парето

времени обслуживания

Пусть время обслуживания k-го класса заявок в исходной системе с повторными
вызовами Σ задано распределением Pareto(αk, βk))

FS(k)(x) = 1−
(

βk
βk + x

)αk

, x ≥ 0, αk > 0, βk > 0, k = 1, . . . ,m. (2.67)

Предположим, что αk не являются целыми числами при k = 1, . . . ,m. Тогда
ПЛС для распределения (2.67) имеет вид

ψS(k)(z) = 1− (βkz)
αkeβkzΓ(1− αk, βkz), (2.68)

ψSe(k)(z) = (αk − 1)(βkz)
αk−1eβkzΓ(1− αk, βkz), (2.69)

где Γ(a, z) =
∫∞
z ta−1e−tdt – верхняя неполная Гамма-функция.

Для изучения стационарной незавершенной работы в исходной системе Σ,
выведем распределение незавершенной работы в явном виде для минорантной
системы Σ(1), и найдем ПЛС для этого процесса в мажорантной системе Σ(2),
которые описаны ниже.

Минорантная система Σ(1) построена таким образом, что времена обслужи-
вания в ней заданы смесью (2.55), и входной пуассоновский поток совпадает с
входным потоком исходной системы Σ.

Следующая теорема является обобщением для смеси распределений резуль-
татов, полученных в работе [141], в которой также использованы формулы из
работ [170] и [134] для явного представления ПЛС времен обслуживания, за-
данных распределением Парето.

Теорема 2.7. Стационарная незавершенная работа W (1) в системе M/G/1,
в которой время обслуживания задано смесью (2.55), где с.в. S(k) имеют
распределение Pareto(αk, βk), k = 1, . . . ,M , имеет ф.р.

FW (1)(x) = 1− ρ(1− ρ)
∫ ∞
0

e−xu

u

Ĩ(u)

(1− ρR̃(u))2 + (πρĨ(u))2
du, x ≥ 0, (2.70)
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где ρ определяется формулой (2.44),

R̃(u) =
m∑
k=1

ρk
ρ
R(βku, αk − 1) и Ĩ(u) =

m∑
k=1

ρk
ρ
I(βku, αk − 1),

коэффициенты ρk определяются формулой (2.44), k = 1, . . . ,m, и

I(x, a) =
xae−x

Γ(a)
, R(x, a) = 1F1(1, 1− a,−x)− πI(x, a) cot(πa), (2.71)

где 1F1(a, b, z) – конфлюэнтная гипергеометрическая функция первого рода
(функция Куммера M(a, b, z) [25])

1F1(a, b, z) =
∞∑
i=1

(a)i
(b)ii!

zi, (2.72)

и (a)i =
∏i−1

j=0(a+ j) – возрастающий факториал, (a)0 = 1 [25].

Доказательство. В работе [141] получено распределение стационарной неза-
вершенной работы F

W̃
в системе M/G/1 с пуассоновским входным потоком с

параметром λ и временем обслуживания с распределением Pareto(α, β) (для
нецелого α > 1) с коэффициентом загрузки

ρ̃ = λβ/(α− 1). (2.73)

Это распределение имеет следующий вид:

F
W̃
(x) = 1−

∫ ∞
0

ρ̃(1− ρ̃)uα−2

Γ(α− 1)H1(u, α, ρ̃)
e−(1+x/β)udu, (2.74)

где функция H1 определена формулой

H1(x, α, ρ) = [1− ρR(x, α− 1)]2 + [πρI(x, α− 1)]2 ,

функция I(x, a) определена в (2.71), а функция R(x, a) определена формулой

R(x, a) = 1 +
∞∑
r=1

xr

(a− 1) . . . (a− r)
− I(x, a) (πa). (2.75)

Заметим, что определение функции R(x, a) в формуле (2.75) совпадает с ее
представлением в (2.71) с учетом (2.72).
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Для обращения ПЛС будем использовать интеграл Бромвича [141]

FW (1)(x) =
1

2πi

∫ s+i∞

s−i∞
exzψW (1)(z)dz, (2.76)

где s > 0 достаточно большое. Тогда (2.76) принимает вид

FW (1)(x) = 1− 1

2πi

∫ ∞
0

e−xu
(
ψW (1)(ueiπ)− ψW (1)(ue−iπ)

)
du. (2.77)

Теперь применим распределение (2.77) к смеси (2.55). Ключевой аргумент
в [141] для получения (2.77) основан на том, что уравнение 1 − ρ̃ψS̃e

(z) = 0

не имеет нулей на комплексной плоскости; здесь с.в. S̃e имеет распределение
Pareto(α, β) с параметром α > 1, а ρ̃ ∈ [0, 1) – константа, определенная в
(2.73). Повторим этот аргумент для действительной аналитической функции
1 − ρ̃ψSe

(z), где ПЛС ψSe
(z) определено формулой (2.59). Пусть z1 = x1 + iy1

– корень уравнения 1− ρ̃ψSe
(z), тогда z1 = x1− iy1 также корень, при котором

верно тождество
ρ̃(ψSe

(z1)− ψSe
(z1)) = 0. (2.78)

Используя (2.59), перепишем уравнение (2.78) в виде

ρ̃

m∑
k=1

ρk
ρ
(ψSe(k)(z1)− ψSe(k)(z1)) = 0. (2.79)

В работе [141] показано, что для всех k = 1, . . . ,m, преобразование (2.69) на
множестве D = C\(−∞, 0] (комплексная плоскость на положительной полуоси)
эквивалентно преобразованию

ψSe(k)(z) =
αk − 1

Γ(αk)

∫ ∞
0

tαk−1e−t

(t+ βkz)
dt, z ∈ D. (2.80)

Используя (2.80), уравнение (2.79) перепишем в виде

2iy1
ρ̃

ρ

m∑
k=1

λkβ
2
k

Γ(αk)

∫ ∞
0

tαk−1e−t

(t+ βkx1)2 + (βky1)2
dt = 0. (2.81)

Если y1 = 0, то z1 является действительным корнем, однако, т.к. для любого
k = 1, . . . ,m выполнено неравенство ψSe(k)(x) ≤ 1 [141], то из (2.59) следует
ψSe

(x) ≤ 1 и, следовательно, 1− ρ̃ψSe
(z1) > 0 для ρ̃ ∈ [0, 1).
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В противном случае, т. е. если y1 ̸= 0 и zi ∈ D, то левая часть (2.81)
как линейная комбинация вещественных неотрицательных интегралов не равна
нулю. Наконец, на отрицательной полуоси z1 = xe±iπ (для x > 0), как следует
из работы [141], для каждого k = 1, . . . ,m выполнено соотношение

ψSe(k)(xe
±iπ) = R(βkx, αk − 1)∓ iπI(βkx, αk − 1), (2.82)

где функции I и R определены соотношением (2.71). Таким образом, для x > 0,
из соотношений (2.59) и (2.71) следует, что ψSe(k)(xe

±iπ) имеет ненулевую часть

∓iπ
m∑
k=1

ρk
ρ

(βkx)
αk−1e−βkx

Γ(αk − 1)
.

Из соотношения (2.77), подставляя (2.61) и (2.82), получаем (2.70).

Таким образом, выражение для W (1) получено в явном виде. Для вывода
распределения W (2) необходимо численно обратить ПЛС, используя (2.69) для
W (2) в форме (2.66), полученной в Лемме 2.2.

Пример 2.7. Для иллюстрации результатов, полученных в Теоремах 2.6 и 2.7
проведен численный эксперимент. Рассмотрим систему с двумя классами заявок
с параметрами:

α1 = 3.3, β1 = 10, α2 = 4.3, β2 = 2, p1 = 0.6, η1 = 1, η2 = 2, ρ = 0.7. (2.83)

В системе Σ(1) выберем коэффициент загрузки ρ так, чтобы λ ≈ 0.246. В си-
стеме Σ(2) вычислим коэффициент µ0 ≈ 1.246. Следовательно, коэффициент
загрузки системы Σ(2), ρ2 ≈ 0.897, и все три системы стационарны. Исполь-
зуем (2.74) для получения распределения незавершенной работы в системе
Σ(1). Для получения оценки стационарной незавершенной работы в системе
Σ(2) применена рекурсия (2.51) и использовано 106 событий. Результаты экс-
перимента показаны на Рисунке 2.8 и демонстрируют стохастический порядок
W (1) ≤

st
W ≤

st
W (2).
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Рисунок 2.8. Теоретическая ф.р. (2.74) для системы Σ(1) и эмпирические ф.р.
для систем Σ и Σ(2) стационарной незавершенной работы в системах вида
M/Pareto/1 с параметрами (2.83).

2.5.4. Границы незавершенной нагрузки W в системе с

показательными временами обслуживания

Пусть в исходной системе с повторными вызовами Σ время обслуживания k-го
класса S(k) имеет показательное распределение с ф.р.

FS(k)(x) = 1− e−µkx, x ≥ 0, µk > 0, k = 1, . . . ,m.

В качестве минорантной системы Σ(1) рассмотрим систему с неограниченной
очередью M/Hm/1, в которой время обслуживания S(1) = S имеет гиперэкспо-
ненциальное распределение (смесь m-показательно распределенных с.в. S(k))

FS(1)(x) = 1−
m∑
k=1

pke
−µkx, µk > 0, pk ≥ 0, k = 1, . . . ,m,

m∑
i=k

pk = 1. (2.84)
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Обозначим коэффициент загрузки ρ(1) =
m∑
k=1

λpk/µk в системе Σ(1). Поскольку

ρ(1) ≤ ρ+
λ

µ0
,

то условие (2.45) (предполагается выполненным) влечет стационарность систе-
мы Σ(1). Рассмотрим ПЛС

ψSe
(z) =

∫ ∞
0

e−ztdFSe
(t), (2.85)

где FSe
есть ф.р. с плотностью

fSe
(x) = µFS(x), x ≥ 0. (2.86)

В Лемме 2.1 доказано, что ПЛС стационарной незавершенной работы W (1)

выражается через ПЛС компонент смеси времен обслуживания. Подставляя
ПЛС для показательного распределения ψSe(k)(z) =

µk
µk + z в формулу (2.61),

получим

ψW (1)(z) =

1−
m∑
k=1

λk/µk

z

(
1−

m∑
k=1

λk
µk + z

) .
Применяя формулу Поллачика-Хинчина, получим среднюю стационарную
незавершенную работу в системе Σ(1) в виде

MW (1) =
λM(S(1))2

2(1− ρ(1))
=

m∑
k=1

ρ2k + ρ2

2λ(1− ρ)
. (2.87)

Рассмотрим теперь введенную ранее мажорантную систему Σ(2), время обслу-
живания в которой равно сумме с.в. S с гиперэкспоненциальным распределени-
ем (2.84) и с.в. ξ0, т. е. S(2) = S+ξ0. Обозначим µ0 = min

1≤k≤m
(λ+ηk) и пусть с.в. ξ0

имеет показательное распределение с параметром µ0. Условие стационарности
такой системы совпадает с (2.45).

По Лемме 2.2 в системе Σ(2) ПЛС стационарной незавершенной работыW (2)
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имеет следующий вид:

ψW (2)(z) =
1− ρ− λ

µ0

z

(
1− µ0

µ0 + z

(
m∑
k=1

ρkψSe(k)(z) +
λ
µ0

)) . (2.88)

Подставив ψSe(k)(z) =
µk

µk + z в (2.88), получим

ψW (2)(z) =

1−
m∑
k=1

λk
µk −

λ
µ0

z

(
1− µ0

µ0 + z

(
m∑
k=1

λk
µk + z + λ

µ0

)) .
Аналогично, можно получить выражение для средней стационарной незавер-
шенной работы

MW (2) =
λM(S(2))2

2(1− ρ(2))
=

µ20(ρ
2 +

m∑
k=1

ρ2k) + 2λ(λ+ ρµ0)

2λµ0(µ0 − ρµ0 − λ)
. (2.89)

Из Теоремы 2.6 (раздел 2.5.1.) следует, что стационарные времена незавер-
шенной работы стохастически упорядочены

W (1) ≤
st
W ≤

st
W (2),

и, поэтому
MW (1) ≤ MW ≤ MW (2).

Действительно, легко проверить, что

MW (2) =
λM(S(2))2

2(1− ρ(2))
=
µ20λM(S(1))2 + 2λ(λ+ ρµ0)

µ202(1− ρ(1))− 2λ2µ0
≥ MW (1).

Пример 2.8. Рассмотрим систему с повторными вызовами Σ с тремя классами
заявок (m = 3), в которую поступает пуассоновский поток с интенсивностью
λ = 10. Пусть время обслуживания k-го класса S(k), k = 1, 2, 3 имеет показа-
тельное распределение с параметром µ1 = 10, µ2 = 30, µ3 = 60, соответственно.
Пусть коэффициенты пропорции гиперэкспоненциального распределения (2.84)
принимают значения p1 = 1/2, p2 = 1/3, p3 = 1/6, соответственно. Будем пола-
гать, что интенсивности показательно распределенных попыток с орбиты при-
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нимают значения
η1 = 50, η2 = 100, η3 = 150.

В этом случае µ0 = 50, а коэффициенты загрузки равны

ρ(1) = ρ =
3∑

k=1

λpk/µk =
23

36
, ρ(2) = ρ+ λ/µ0 =

29

36
< 1

и условие стационарности (2.45) выполнено. Формулы (2.87)-(2.89) дают значе-
ния математических ожиданий MW (1) ≈ 0.093 и MW (2) ≈ 0.106, соответствен-
но.

Рассмотрим минорантную систему Σ(1), в которой время обслуживания
имеет гиперэкспоненциальное распределение

F S(x) =
3∑

k=1

pke
−µkx.

Для таких классических систем вида M/G/1 распределение числа клиентов
в системе в стационарном режиме, обозначаемое через N (1), получено в рабо-
те [142] в виде смеси

π∗n := P(N (1) = n) =
3∑

k=1

βk(rk)
n,

где параметры смеси βk и геометрические компоненты rk, k = 1, 2, 3 вычислены
и равны

β = (0.040, 0.075, 0.245), r = (0.146, 0.268, 0.711). (2.90)

Замечание. В работе [142] с помощью результата [92] было получено стацио-
нарное распределение времени пребывания клиента в системе, V (1), в виде

F V (1)(x) =
3∑

k=1

γke
−θkx, (2.91)

где коэффициенты γk и параметры θk, k = 1, 2, 3, для исходных параметров
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равны

γ1 = 0.047, γ2 = 0.103, γ3 = 0.850, θ1 = 58.633, θ2 = 27.307, θ3 = 4.059.

При этом в утверждении Теоремы 3 в работе [142] ошибочно указано, что
3∑

k=1

γk = 1−ρ(1). Это было бы верно, если бы распределение FV соответствовало

времени ожидания. Как видно, на самом деле,
3∑

k=1

γk = 1. Заметим, что πn+1

есть стационарная вероятность наблюдать n клиентов в очереди, т. е.

P(Q(1) = n) = π∗n+1,

где Q(1) есть число клиентов в очереди в стационарном режиме. Вычислив про-
изводящую функцию вероятностей π(z) для Q(1), получим

π(z) =
∞∑
n=0

znπ∗n+1 =
3∑

k=1

βk
z

∞∑
n=1

(rkz)
n =

3∑
k=1

βk
z

(
1

1− rkz
− 1

)
=

3∑
k=1

βkrk
1− rkz

.

(2.92)
C другой стороны, выполняя замену переменной s = λ − λz в нижеследую-
щем соотношении между производящей функцией стационарной очереди π(z)

и ПЛС для стационарного времени ожидания ψW (1)(z)

π(z) =
∞∑
n=0

∞∫
0

zne−λx
(λx)n

n!
dW (1)(x) =

∞∫
0

e−(λ−λz)xdW (1)(x) = ψW (1)(λ− λz),

получим

ψW (1)(s) =
3∑

k=1

βkrk
1− rk(1− s/λ)

=
3∑

k=1

βkrk
1− rk

θk
θk + s

,

где, как и в работе [142],

θk =
λ(1− rk)

rk
.

Таким образом, ψW (1) соответствует обобщенной смеси экспоненциальных рас-
пределений (сумма коэффициентов в смеси не равна 1, см. (2.94)). Отметим при
этом, что, в отличие от [142], коэффициенты смеси имеют вид

γ̂k =
βkrk
1− rk

.
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Таким образом, правильное выражение для ф.р. (2.91) имеет вид

FW (1)(x) =
3∑

k=1

γ̂ke
−θkx, (2.93)

где γ̂ = (0.007, 0.027, 0.604). Заметим, что

FW (1)(0) =
3∑

k=1

γ̂k = 1− ρ(1) ≈ 0.638 < 1. (2.94)

Используем выражение (2.93) для построения ф.р. в системе Σ(1), а для по-
строения оценок в исходной Σ и мажорантной Σ(2) системах – имитационное
моделирование. Построим графики ф.р. и эмпирических функций распределе-
ния для незавершенной работы в трех системах. Как и следовало ожидать,
из Рисунка 2.9 следует, что для стационарных времен ожидания имеет место
стохастический порядок (2.50).

Рисунок 2.9. Ф.р. в минорантной Σ(1), исходной Σ и мажорантной Σ(2) системах
при λ = 10, p1 = 1/2, p2 = 1/3, p3 = 1/6; µ1 = 10, µ2 = 30, µ3 = 60, η1 = 50, η2 =
100, η3 = 150.



109

2.6. Монотонность в системах со смешанным входным

процессом

Рассмотрим односерверную систему обслуживания, в которую поступает m

независимых входных потоков восстановления заявок разных классов. Распре-
деление времени до прибытия первой заявки является стационарным распреде-
лением перескока, т. е. удовлетворяет соотношению

P(τ
(i)
1 ≤ x) =

1

Mτ (i)

∫ x

0

(1− Ai(u))du, i = 1, . . . ,m.

Пусть i-й поток задан н.о.р. интервалами между приходами заявок {τ (i)k , k ≥ 2}
с ф.р. Ai и средним Mτ (i) := 1/λi. Времена обслуживания заявок i-го входного
потока есть н.о.р. с.в. {S(i)

k , k ≥ 1} с ф.р. Bi, независящие от с.в. {τ (i)k }, i =

1, . . . ,m. Такую систему будем обозначать
m∑
i=1

Gi/
m∑
i=1

Gi/1. Заметим, что хвост

ф.р. времени обслуживания может быть представлен в виде m-компонентной
смеси как

B(x) =
m∑
i=1

piBi(x), (2.95)

где pi = λi/λ, λ = λ1 + · · · + λm. Обозначим с.в. c ф.р. B через S. Пусть
{τk, k ≥ 1} – интервалы между приходами заявок в смешанном входном про-
цессе, образованном суперпозицией m входных потоков. Заметим, что в такой
системе условие стационарности имеет вид

ρ := λ
m∑
i=1

piMS
(i) =

m∑
i=1

λiMS
(i) < 1. (2.96)

В этом случае доказательство стационарности основано на так называемой кон-
струкции Лойнса, см., например, главу 2 в [44]. Для системы

m∑
i=1

Gi/
m∑
i=1

Gi/1

(обозначим ее Σ) построим минорантную систему Σ(1), в которой интервалы
между приходами заявок заданы с.в. {τ (1)k , k ≥ 1} из первого входного потока,
а обслуживание – с.в. {S(1)

k , k ≥ 1}. В мажорантной системе Σ(m) входной по-
ток совпадает с входным потоком исходной системы τ , а время обслуживания
задано с.в. {S(m)

k , k ≥ 1}.
Обозначим W (t), W (1)(t), W (m)(t); Wn, W

(1)
n , W

(m)
n – незавершенную ра-
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боту в моменты t и t−n в системах Σ, Σ(1) и Σ(m), соответственно. Рассмотрим
стационарные пределы

W (i)
n ⇒ W (i), Wn ⇒ W, W (i)(t)⇒ W (i)

∗ , W (t)⇒W∗, n, t→∞, i = 1,m.

Эти пределы существуют, если
ρ < 1. (2.97)

Теорема 2.8. Пусть выполнено условие стационарности (2.97), начальные
интервалы между приходами заявок совпадают, τ1 = τ

(1)
1 , и

S(1) ≤
r
· · · ≤

r
S(m).

Тогда
W (1) ≤

st
W ≤

st
W (m). (2.98)

Доказательство. При условии (2.97) все три системы Σ, Σ(1) и Σ(m) стацио-
нарны. Очевидно, что последовательность моментов {t(1)k , k ≥ 1} поступления
заявок в систему Σ(1) является подпоследовательностью моментов {tk, k ≥ 1}
поступления заявок в систему Σ, {t(1)k , k ≥ 1} ⊆ {tk, k ≥ 1}, откуда следует, что
[177, теорема 2]

τ (1) ≥
st
τ.

Из Теоремы 1.9 (раздел 1.11.) следует, что

S(1) ≤
r
S ≤

r
S(m),

тогда из Теоремы 4 [177] вытекает соотношение (2.98).

Теорема 2.9. Пусть в системе Σ входной поток задан суперпозицией m

входных потоков с моментами прихода в общем потоке {tk, k ≥ 1}. Вре-
мена обслуживания заданы распределением (2.95). В системе Σ(1) моменты
прихода {t(1)k , k ≥ 1} определяются первым входным потоком {τ (1)k , k ≥ 1},
а времена обслуживания {S(1)

k , k ≥ 1} представляют собой первую ком-
поненту смеси (2.95). Предположим, что система Σ стационарна. Пусть
τ1 = τ (1), W1 = W

(1)
1 . Тогда

W (1) ≤
st
W.
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Доказательство. Прежде всего заметим, что {t(1)k , k ≥ 1} ⊆ {tk, k ≥ 1}. По-
строим вспомогательную систему Σ̃, в которой входной поток такой же, как
в системе Σ, а времена обслуживания представляют собой с.в. S̃k = I

(1)
k S

(1)
k ,

где
m∑
i=1

I(i) = 1, а с.в. I(i) принимает значения 1 с вероятностью pi = λi/λ, i =

1, . . . ,m, и 0, иначе. Очевидно, S̃ ≤
st
S. Далее, поскольку

W̃2 = (W̃1 + S̃1 − τ1)+ ≤ (W1 + S1 − τ1)+ = W2,

то индукцией по k можно показать, что

W̃k+1 = (W̃k + S̃k − τk)+ ≤ (Wk + Sk − τk)+ = Wk+1, k ≥ 1.

Из последовательности {tk, k ≥ 1} выделим моменты времени когда приход в
систему Σ̃ совпадает с приходом в систему Σ(1). Пусть t∗k = min{tj ≥ t∗k−1 :

I
(1)
j = 1, j ≥ k − 1}. Остается заметить, что

W (1)(t
(1)
k ) =W

(1)
k = W̃ (t∗k) ≤ W (t∗k) = Wk, k ≥ 1.

Следовательно,
W

(1)
k ≤ Wk, k ≥ 1.

Следствие 2.1. Пусть в системе Σ входной поток задан суперпозицией
m входных потоков с моментами прихода {tk, k ≥ 1}. В системе Σ̃ мо-
менты прихода {t̃k, k ≥ 1} представляют собой подпоследовательность,
{t̃k, k ≥ 1} ⊆ {tk, k ≥ 1}. Предположим, что времена обслуживания в обеих
системах одинаковы и не зависят от класса, S st

= S̃. Тогда при условии (2.96)
стационарные времена ожидания в этих системах имеют стохастический
порядок:

W̃ ≤
st
W.

Пример 2.9. Рассмотрим систему обслуживания Σ, в которой входной поток
представляет собой суперпозицию двух независимых входных потоков. Пусть
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i-й поток задан с.в. {τ (i)k , k ≥ 1} с распределением Pareto(αi, x0)

Ai(x) = 1−
(

x0
x0 + x

)αi

, x ≥ 0, x0 > 0, αi > 0.

Пусть время обслуживания S ∼ Exp(µ) не зависит от класса обслуживания.
Для исходной системы построим минорантную систему Σ̃, в которой моменты
прихода определяются одним из входных потоков, обозначим его i0. Построен-
ная система является системой вида GI/M/1 и для нее известен вид распреде-
ления стационарного времени ожидания [63]:

FWi0
(x) = P(Wi0 ≤ x) = 1− σe−µ(1−σ)x, x ≥ 0, (2.99)

где σ есть корень уравнения

z − ψAi0
(µ(1− z)) = 0 (2.100)

внутри единичного круга и ψAi0
(z) – ПЛС распределения входного потока Ai0,

которое имеет вид

ψAi0
(z) = −

∞∫
0

e−zxdAi0(x) = 1− z
∞∫
0

e−zxAi0(x)dx

= 1− z
∞∫
0

e−zx
(

x0
x0 + x

)αi0

dx = 1− z
∞∫

x0z

e−u+x0zx
αi0
0 (u/z)−αi0du/z

= 1− ex0z(x0z)
αi0Γ(−αi0 + 1, x0z),

где Γ(s, x) – верхняя неполная Гамма-функция.
На Рисунке 2.10 приведены графики эмпирической ф.р. стационарного вре-

мени ожидания для исходной системы Σ = G1+G2/M/1 при µ = 4, α1 = 2, α2 =

3 (коэффициент загрузки ρ = 0.75), а также теоретические ф.р. FWi
(x) для си-

стем Gi/M/1, i = 1, 2. В этом случае σ1 = 0.409, σ2 = 0.64 – корни уравнения
(2.100) для систем G1/M/1 и G2/M/1, соответственно.

На Рисунке 2.11 приведены аналогичные графики для µ = 5 (коэффициент
загрузки ρ = 0.6). В этом случае σ1 = 0.39, σ2 = 0.506 для систем G1/M/1 и
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Рисунок 2.10. Эмпирическая ф.р. стационарного времени ожидания в исходной

системе Σ =
2∑

i=1

Gi/M/1, теоретические ф.р. FWi
, i = 1, 2 в системах G1/M/1 и

G2/M/1 при µ = 4, α1 = 2, α2 = 3.

Рисунок 2.11. Эмпирическая ф.р. стационарного времени ожидания в исходной

системе Σ =
2∑

i=1

Gi/M/1, теоретические ф.р. FWi
, i = 1, 2 в системах G1/M/1 и

G2/M/1 при µ = 5, α1 = 2, α2 = 3.

G2/M/1, соответственно.

Пример 2.10. Рассмотрим систему Σ обслуживания, в которой входной поток
представляет собой суперпозицию двух независимых входных потоков. Пусть
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i-й поток задан с.в. {τ (i)k , k ≥ 1} с распределением We(αi, βi)

Ai(x) = 1− e−(x/αi)
βi
, x ≥ 0, βi > 0, αi > 0.

Пусть в исходной системе время обслуживания S ∼ Exp(µ) не зависит от клас-
са обслуживания. В минорантной системе Σ̃ моменты прихода определяются
одним из входных потоков, обозначим его i0. Найдем ПЛС распределения Вей-
булла для того, чтобы найти корень уравнения (2.100) и ф.р. (2.99).

ψAi0
(z) = −

∞∫
0

e−zxdAi0(x) = 1− z
∞∫
0

e−zxAi0(x)dx

= 1− z
∞∫
0

e−zxe−(x/αi0
)
βi0dx = 1− z

∞∑
k=0

∞∫
0

(−1)k (zx)
k

k!
e−(x/αi0

)
βi0dx =

= 1− zαi0

βi0

∞∑
k=0

(−1)k (zαi0)
k

k!

∞∫
0

u(k+1)/βi0e−udu

= 1− zαi0

βi0

∞∑
k=0

(−1)k(zαi0)
k

k!
Γ

(
k + 1

βi0

)
.

2.7. Монотонность модели высокопроизводительного

кластера

Рассмотрим многосерверную систему с N работающими параллельно сервера-
ми и неограниченным буфером, в которую поступает m независимых входных
потоков восстановления. Пусть i-й поток задан н.о.р. интервалами между при-
ходами заявок {τ (i)k , k ≥ 2} с ф.р. Ai и средним Mτ (i) = 1/λi. Распределение
времени до прибытия первой заявки является стационарным распределением
перескока, т. е. удовлетворяет соотношению

P(τ
(i)
1 ≤ x) =

1

Mτ (i)

∫ x

0

(1− Ai(u))du, i = 1, . . . ,m.

Моменты прихода заявок в смешанный входной процесс {tk, k ≥ 1} форми-
руют последовательность н.о.р. интервалов между приходами заявок τk :=
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tk+1 − tk, i ⩾ 1, t1 := 0. Времена обслуживания заявок i-го входного потока
есть н.о.р с.в. {S(i)

k , k ≥ 1} с ф.р. Bi, независящие от с.в. {τ (i)k }, i = 1, . . . ,m.
Время обслуживания может быть представлено в виде m-компонентной смеси
распределений Bi, а именно:

B(x) =
m∑
i=1

piBi(x), (2.101)

где pi = λi/λ, λ = λ1 + · · ·+ λm. Обозначим через S с.в. c ф.р. B.
В отличие от модели, представленной в разделе 2.6., каждой заявке с номе-

ром k требуется для обслуживания Ck серверов одновременно. С.в. {Ck} н.о.р.
с общим элементов C и ф.р. C. Обозначим Wk, j – j-ю наименьшую незавер-
шенную работу (среди всех занятых серверов) в момент времени t−k прихода
k-й заявки, и пусть Wk := (Wk, 1, · · · ,Wk,N), таким образом, Wk, j ≤ Wk, j+1. Ес-
ли каждой заявке требуется только один сервер, Ck = 1, то система становится
классической N -серверной системой вида GI/G/N/∞, в которой векторы {Wk}
удовлетворяют рекурсии Кифера-Вольфовица

Wk+1 = R(Wk + eSk − eτk)
+, (2.102)

где оператор R упорядочивает компоненты вектора по возрастанию, e =

(1, 0, . . . , 0) и e – единичный вектор. Для описанной кластерной модели спра-
ведлива следующая модификация вектора Кифера-Вольфовица

Wk+1 = R
( Ck компонент︷ ︸︸ ︷
Wk,Ck

+ Sk − τk, . . . ,Wk,Ck
+ Sk − τk,

Wk,Ck+1 − τk, . . . ,Wk,N − τk
)+
. (2.103)

Заметим, что последовательность {Wk, k ⩾ 1} принимает значения на множе-
стве

E = {x ∈ RN : 0 ⩽ x1 ⩽ · · · ⩽ xN}.

Ключевое отличие рекурсии (2.103) от классической рекурсии (2.102) состоит
в том, что в кластерной модели время обслуживания Sk k-й заявки добавля-
ется после момента прихода tk к оставшейся работе на первых Ck серверах (с
наименьшей оставшейся работой). Поскольку все сервера стохастически экви-



116

валентны, то в моменты прихода стохастическая эквивалентность сохраняется
после перенумерации серверов (внутри рекурсии). Заметим, что вектор неза-
вершенной нагрузки в кластерной модели включает в себя времена простоя,
поскольку после прихода заявка, вообще говоря, должна ждать пока не освобо-
дится нужное число серверов. Условие стационарности таких систем получено
в работе [147].

Для исходного N -серверного кластера (обозначим его Σ) построим мино-
рантную и мажорантную системы (кластеры), которые будем обозначать Σ(1)

и Σ(m), соответственно. В минорантной системе моменты прихода {t(1)k , k ≥ 1}
определяются первым входным потоком и являются подпоследовательностью
моментов прихода {tk, k ≥ 1} в систему Σ, а время обслуживания – первая
компонента смеси S, т. е. S(1). В мажорантной системе входной поток совпа-
дает с потоком исходной системы, а время обслуживания – m-я компонента
времени обслуживания, т. е. S(m). (ниже все неравенства между векторами по-
нимаются покомпонентно). Напомним, что все соотношения между исходными
с.в. понимаются в стохастическом смысле, однако они могут пониматься как
соотношения с вероятностью 1 между с.в., стохастически эквивалентными ис-
ходным с.в., и определенными на одном и том же вероятностном пространстве
[177]. При таком переопределении за новыми с.в. будем для удобства сохранять
исходные обозначения.

Теорема 2.10. Предположим, что в системах Σ(1), Σ и Σ(m) начальные мо-
менты прихода совпадают, t1 = t

(1)
1 = t

(m)
1 , выполнены условия стационарно-

сти и соотношения

S(1) ⩽
st
S(2) ⩽

st
. . . ⩽

st
S(m), C(1) ⩽

st
C ⩽

st
C(m). (2.104)

Тогда
W (1) ⩽

st
W ⩽

st
W (m). (2.105)

Доказательство. Построим вспомогательную систему Σ̃(1), в которой вход-
ной поток такой же, как в системе Σ, C̃ =

st
C(1), а времена обслуживания

S̃k = I
(1)
k S

(1)
k , где

∑m
i=1 I

(i) = 1, где с.в. I(i) принимает значения 1 с вероят-
ностью pi = λi/λ, i = 1, . . . ,m, и 0, иначе. Очевидно, W̃1 = W1 и S̃ ≤

st
S. По
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индукции предположим, что W̃k ⩽ Wk для некоторого k ⩾ 1 и рассмотрим
компоненты вектора незавершенной работы W̃k+1,j,Wk+1,j до применения опе-
ратора упорядочивания R(·)+. При 1 ⩽ j ⩽ C̃k для всех компонент выполнено
неравенство

W̃k,C̃k
+ S̃k − τk ⩽ Wk,Ck

+ Sk − τk.

Если C̃k < j ⩽ Ck, то

W̃k,j − τk ⩽ Wk,j − τk ⩽ Wk,Ck
+ Sk − τk.

В противном случае, если Ck < j ⩽ N , то

W̃k,j − τk ⩽ Wk,j − τk.

Известно [212] и легко проверить, что оператор R(·)+ сохраняет порядок ком-
понент, поэтому W̃k+1 ⩽ Wk+1, k ≥ 1. Далее, из последовательности {tk, k ≥ 1}
выделим моменты времени, когда моменты прихода в систему Σ̃(1) совпадают с
моментами прихода в систему Σ(1), т. е. t̃k = min{tj ≥ t̃k−1 : I

(1)
j = 1, j ≥ k− 1}.

Остается заметить, что

W (1)(t
(1)
k ) =W

(1)
k = W̃ (t̃k) ≤ W (t̃k) = Wk, k ≥ 1.

Для доказательства того, что Σ(m) является мажорантной системой для
исходной системы Σ построим вспомогательную систему Σ̂(m), в которой вход-
ной поток такой же, как в системе Σ и Ĉ =

st
C(m), а времена обслуживания

представляют собой смесь

Ŝk = I
(m)
k S

(m)
k ,

m∑
i=1

I(i) = 1.

Очевидно, Ŵ1 = W1 и S ≤
st
Ŝ. Предположим, что Wk ⩽ Ŵk для некоторого

k ⩾ 1 и рассмотрим компоненты вектора незавершенной работы Ŵk+1,j,Wk+1,j

до применения оператора упорядочивания R(·)+. При 1 ⩽ j ⩽ Ck для всех
компонент выполнено неравенство

Wk,Ck
+ Sk − τk ⩽ Ŵk,Ĉk

+ Ŝk − τk.
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Если Ck < j ⩽ Ĉk, то

Wk,j − τk ⩽ Ŵk,j − τk ⩽ Ŵk,Ĉk
+ Ŝk − τk.

В противном случае, если Ĉk < j ⩽ N , то

Wk,j − τk ⩽ Ŵk,j − τk.

Таким образом, Wk+1 ⩽ Ŵk+1, k ≥ 1.

В следующей Лемме 2.3 получены верхняя и нижняя границы для вектора
незавершенной работы в исходной системе Σ через вектор незавершенной ра-
боты системы Σ̃, в которой время обслуживания меньше, а интервалы между
приходами больше на случайное время исходных в системе Σ.

Лемма 2.3. Предположим, что в системах Σ, Σ̃ начальная работа упорядо-
чена W̃1 ⩽ W1 c в. 1, C̃i = Ci, i ⩾ 1, и выполнены неравенства

τ̃i = τi + ξi, S̃i = Si − ηi > 0, i ≥ 1, (2.106)

где с.в. ξi, ηi неотрицательны. Тогда с в. 1

W̃i ⩽ Wi ⩽ W̃i +
i−1∑
j=1

(ξj + ηj)e, i ⩾ 1. (2.107)

Доказательство. По индукции предположим, что (2.107) выполнено для неко-
торого i ⩾ 1. Заметим, что для любого a ∈ R и b ⩾ 0,

(a)+ ⩽ (a− b)+ + b.

Для любого j,

(Wi,j − τi)+ ⩽ (Wi,j − τi − ξi)+ + ξi = (Wi,j − τ̂i)+ + ξi,

и, аналогично

(Wi,j + Si − τi)+ ⩽ (Wi,j + Ŝi − τ̂i)+ + ξi + ηi, , i ≥ 1.
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Теперь из (2.103) следует

W̃i+1 ⩽ Wi+1 ⩽ W̃i+1 +
i∑

j=1

(ξj + ηj)e, i ⩾ 1. (2.108)

Границы (2.107) важны для оценки близости между системами когда эле-
менты управляющей последовательности (время обслуживания или интервалы
между приходами заявок) отличаются на случайную величину.

2.8. Выводы по результатам главы 2

В Главе 2 получены следующие результаты.
Представлены новые модели систем обслуживания со смешанными распре-

делениями, в которых времена обслуживания задаются конечной смесью рас-
пределений (раздел 2.4.), и модели систем обслуживания со смешанным вход-
ным процессом, заданным суперпозицией независимых стационарных входных
потоков (раздел 2.6.)

Получены достаточные условия монотонности стационарного времени ожи-
дания, стационарной длины очереди и стационарного числа заявок в многосер-
верных системах вида GI/G/N/∞ с неограниченным буфером (Теорема 2.1,
раздел 2.2.)

Получены достаточные условия монотонности стационарной длины оче-
реди многосерверных систем обслуживания GI/G/N/K с конечным буфером
(Теорема 2.2, раздел 2.3.)

Получены достаточные условия монотонности стационарной длины очере-
ди и стационарного времени ожидания в многосерверных системах со смешан-
ными распределениями и неограниченной очередью (Теорема 2.3, раздел 2.4.)

Получены достаточные условия монотонности систем со смешанным обслу-
живанием (Теорема 2.4, раздел 2.4.)

Доказаны условия, при которых выполняется свойство монотонности для
стационарной длины очереди в многосерверной системе с конечным буфером и
смешанным обслуживанием (Теорема 2.5, раздел 2.4.)
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Для односерверной системы с повторными вызовами m классов получены
верхняя и нижняя границы незавершенной работы (Теорема 2.6). Также получе-
ны выражения для ПЛС стационарной незавершенной нагрузки в минорантной
и мажорантной системах (Леммы 2.1 и 2.2). Получено в явном виде распреде-
ление стационарной незавершенной работы в минорантной системе для случая
распределения Парето времени обслуживания (Теорема 2.7, раздел 2.5.)

Получены достаточные условия монотонности систем со смешанным вход-
ным процессом, заданным суперпозицией независимых стационарных входных
потоков (Теоремы 2.8 и 2.9, раздел 2.6.)

Получены достаточные условия монотонности стационарной незавершен-
ной работы высокопроизводительного кластера (Теорема 2.10, раздел 2.7.)

Основные результаты главы 2 диссертационной работы опубликованы в ра-
ботах автора [194, 196, 197, 200, 201, 206, 207, 208, 209, 214, 220].
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Глава 3. Системы обслуживания со
смешанным входным процессом

В данной главе рассматриваются односерверные системы обслуживания со
смешанным входным процессом, т. е. с суперпозицией m независимых входных
потоков

m∑
i

Gi/
m∑
i

Gi/1, свойства монотонности которых были исследованы в

разделе 2.6. В таких системах распределение времени обслуживания зависит
от класса обслуживания, определяемого входным потоком. В силу зависимости
интервалов между приходами заявок (в случае непуассоновских потоков) такие
системы обладают сложной корреляционной структурой и не регенерируют в
классическом смысле.

Суперпозиции процессов изучались в работах [27, 37, 105, 137, 110, 180, 179].
Аппроксимация некоторых систем с суперпозицией входных процессов с помо-
щью другой классической регенеративной системы видаGI/G/1 с единым вход-
ным процессом была реализована в ряде работ, например, [27, 179, 180, 181]. В
этих работах, в частности, был использован так называемый метод стационар-
ных интервалов (основанный на применении функций Пальма) для аппрокси-
мации распределения времени между приходами заявок с помощью распреде-
ления стационарных н.о.р. интервалов. Такая замена является аппроксимацией,
поскольку последовательные интервалы в суперпозиции, вообще говоря, зави-
симы. Проблема зависимости была проанализирована в статье [110], в которой
подробно рассматривалась корреляционная структура последовательных пери-
одов между событиями.

3.1. Аппроксимация суперпозиции процессов

восстановления

Приведем вкратце теоретические результаты, касающиеся процессов восстанов-
ления и точечных процессов, представленные в работах [34, 44].

Рассмотрим н.о.р. неотрицательные с.в. {Xk, k ≥ 2} и не зависящую от них
с.в. X1 ≥ 0. Пусть с.в. X – стохастическая копия с.в. Xk, k ≥ 2. Предположим,
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что интенсивность процесса восстановления λ = 1/MX <∞, а

GX(x) = λ

∫ x

0

(1− FX(u))du, x ≥ 0, (3.1)

ф.р. с.в. X1. Известно, что (3.1) представляет собой распределение стационар-
ного остаточного времени восстановления (равновесное распределение [161]).
Обозначим через Tk =

∑
1≤i≤kXi моменты восстановления, k ≥ 1. Процесс

Ns(t) := max{k > 0 : Tk ≤ t}

представляет число моментов восстановления в интервале [0, t], где Ns(0) = 0.
Процесс {Ns(t), t ≥ 0} является процессом восстановления со стационарными
приращениями [34, 127], т. е. удовлетворяет соотношению MNs(t) = λt, t ≥ 0,

и распределение приращений Ns(t+u)−Ns(u) не зависит от u ≥ 0 для каждого
фиксированного t.

Рассмотрим m независимых стационарных процессов восстановления.
Пусть {T (i)

k , k ≥ 1} – моменты восстановления для i-го процесса. Через X(i)

обозначим обобщенную с.в. (интервалы между восстановлениями с интенсив-
ностью λi = 1/MX(i)) для i-го процесса, где i = 1, . . . ,m. Эти процессы фор-
мируют смешанный процесс восстановления T = {T (i)

k , k ≥ 1; i = 1, . . . ,m}.
Обозначим через {Tk} упорядоченную последовательность моментов из мно-
жества T , т. е.

0 =: T0 < T1 < T2 < · · · . (3.2)

В отличие от обычного процесса восстановления, интервалы между моментами
восстановления в смешанном процессе, образованном суперпозицией процессов
восстановления, вообще говоря, зависимы.

Поскольку стационарные компоненты смешанного процесса имеют незави-
симые приращения, то процесс

Ns(t) := N (1)
s (t) + · · ·+N (m)

s (t), t ≥ 0, (3.3)

является (считающим) процессом с независимыми стационарными приращени-
ями (но не является процессом восстановления) [44].
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Последовательность {Tk} формирует считающий процесс со стационарны-
ми интервалами, являющийся стационарным процессом Пальма [44]. Рассмот-
рим считающий процесс {N(t), t ≥ 0}, задающий число интервалов между
событиями в интервале [0, t],

N(t) = max{k ≥ 0 : Tk ≤ t}, t ≥ 0, (3.4)

где N(0) = 1. Обозначим через Xk := Tk−Tk−1 интервалы между k-м и (k−1)-
м моментами, k ≥ 1. Такие интервалы одинаково распределены с некоторой
ф.р. FX [34, 44, 180]. Далее приведем соотношения, связывающие распределе-
ния Пальмовского процесса (3.4) и стационарного во времени (также считаю-
щего) процесса {Ns(t), t ≥ 0}. Заметим, что последовательность интервалов
{Xi} (формирующая Пальмовский процесс) стационарна, если совместное рас-
пределение k-мерного вектора (Xi1+h, . . . , Xik+h) не зависит от целого h для
всех целых k > 0 и неотрицательных (i1, . . . , ik). Пальмовский процесс {N(t)}
и ассоциированная с ним последовательность интервалов {Xk} не всегда одно-
временно стационарны [180]. Тем не менее существует взаимно-однозначное со-
ответствие между считающим стационарным процессом {N(t)} и стационарной
последовательностью {Xk} [44]. Обозначим через φk(t) = P(N(t) = k) функ-
цию Пальма – вероятность появления k моментов (k ≥ 0) в интервале [0, t] при
условии, что при t = 0 произошло событие. Функции Пальма описывают ди-
намику Пальмовского процесса (3.4). Связь между распределениями процесса
{Ns(t)} и ассоциированного с ним процесса Пальма (3.4) имеет вид [98, 180]:

P(Ns(t) = k) = λ

t∫
0

(φk−1(u)− φk(u))du, k ≥ 1,

P(Ns(t) = 0) = 1− λ
t∫

0

φ0(u)du =: 1−GX(t), (3.5)

GX(t) = λ

t∫
0

(1− FX(x))dx, t ≥ 0, (3.6)
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откуда, в частности, следует

φ0(t) = 1− FX(t) =: FX(t), t ≥ 0, (3.7)

где FX упомянутая выше ф.р. интервалов стационарного процесса Пальма. Про-
цесс {Ns(t)} по построению удовлетворяет условиям [180]:

MNs(t) <∞, lim
t→∞

Ns(t)/t =: λ <∞.

Процесс {N (i)
s (t)} представляет собой i-ю компоненту (стационарного процесса

восстановления) {Ns(t)}. Из соотношения (3.1) следует, что первый интервал
i-го процесса задан ф.р.

Gi(t) = λi

∫ t

0

(1− Fi(u))du, (3.8)

где λi = 1/MX(i), i = 1, . . . ,m. Пусть λ = λ1 + · · ·+ λm. Известно [98, 180, 44],
что функции Пальма φk(t) стационарного процесса Пальма {N(t)} могут быть
выражены через распределение исходных стационарных во времени процессов
{N (i)

s (t)} и их стационарных Пальмовских копий {N (i)(t)} следующим образом:

φk(t) =
∑
∑

ki=k

m∑
i=1

λi
λ

P

(
i−1∑
j=1

N (j)
s (t) +N (i)(t) +

m∑
j=i+1

N (j)
s (t) = k

)

=
∑
∑

ki=k

m∑
i=1

λi
λ
P(N (i)(t) = ki)

m∏
j,j ̸=i

P(N (j)
s (t) = kj). (3.9)

Подчеркнем, что суммирование берется по всем различным разбиениям числа
k ≥ 0, таким что k = k1 + · · ·+ km.

Из (3.8) следует, что хвост ф.р. FX удовлетворяет [180]:

FX(t) = φ0(t) = P(N(t) = 0) =
m∑
i=1

λi
λ
(1− Fi(t))

∏
j,j ̸=i

Gj(t)

=
m∑
i=1

λi
λ
(1− Fi(t))

∏
j,j ̸=i

λj

∞∫
t

(1− Fj(u))du, t ≥ 0. (3.10)

Легко проверить, что FX(0) = φ(0) = 1. Заметим, что процесс Пальма {N(t)}
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со стационарными интервалами, а процесс {Ns(t)} имеет независимые прираще-
ния. Кроме того, поскольку для однокомпонентного процесса с распределением
времени между событиями F и средним λ верно

λ

∫ ∞
0

FX(t)dt = 1,

то уравнение (3.5) влечет, P(Ns(t) = 0) = GX(t), удовлетворяющее соотноше-
нию (3.6).

Поскольку процесс восстановления является частным случаем точечного
процесса, стоит отметить, что FX представляет собой точное предельное (одно-
мерное) распределение времени между приходами в смешанном процессе Паль-
ма {N(t)}. Однако это распределение не отражает зависимость между сосед-
ними интервалами и поэтому (3.10) дает лишь аппроксимацию для исходного
процесса.

3.2. Аппроксимация входного процесса, заданного

суперпозицией показательного и Парето

распределений

Обозначим исходную систему
m∑
i=1

Gi/
m∑
i=1

Gi/1 через Σ. Пусть i-я компонен-
та входного процесса задана н.о.р. интервалами между приходами заявок
{τ (i)k , k ≥ 2} с ф.р. Ai, а ф.р. времени до момента первого прихода удовле-
творяет (3.1) и (3.8)

P(τ
(i)
1 ≤ x) =

1

Mτ
(i)
2

∫ x

0

(1− Ai(u))du, i = 1, . . . ,m.

Времена обслуживания i-го класса {S(i)
k , k ≥ 1} являются н.о.р. и зада-

ются ф.р. Bi, i = 1, . . . ,m. Предположим, что первые n1 потоков являются
пуассоновскими с ф.р. интервалов τ (i)k между заявками

Ai(x) = 1− e−λix, x ≥ 0, λi > 0, i = 1, . . . , n1, (3.11)
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интервалы в остальных n2 компонентах заданы распределениями Парето

P(τ
(j)
k ≤ x) =: Aj(x) = 1−

(
x0

x0 + x

)αj

, x ≥ 0, k ≥ 2, x0 > 0, αj > 1, (3.12)

j = 1, . . . , n2.

Пусть µi = 1/MS
(i)
k , i = 1, . . . ,m. Далее индексом i будем обозначать ком-

поненты, имеющие распределение (3.11), а индексом j – компоненты с распре-
делением (3.12). Подставив эти распределения в формулу для аппроксимации
входного потока (3.10), получим ф.р.

A(x) = 1− pe−λx
(

x0
x0 + x

)α−n2

− (1− p)e−λx
(

x0
x0 + x

)α−n2+1

, (3.13)

где
λ = λ1 + · · ·+ λn1

, α = α1 + · · ·+ αn2
,

и
p =

λx0
λx0 + α− n2

. (3.14)

Заметим, что хвост ф.р. (3.13) представляет собой смесь вида

A(x) = pF1(x) + (1− p)F2(x), (3.15)

где

F1(x) = e−λx
(

x0
x0 + x

)α−n2

,

F2(x) = e−λx
(

x0
x0 + x

)α−n2+1

, (3.16)

с коэффициентом смешивания p, определенным в (3.14). Обозначим через τA
с.в. с ф.р. (3.15). Обозначим через Y с.в. с ф.р. F1, а через Z с.в. с ф.р. F2.
Тогда согласно (3.16)

Y = min(Y1, Y2), где Y1 ∼ Exp(λ), Y2 ∼ Pareto(α− n2, x0),

Z = min(Y1, Z1), где Z1 ∼ Pareto(α− n2 + 1, x0),
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и с.в. τA может быть представлена в виде

τA = IY + (1− I)Z, (3.17)

где I – индикатор, P(I = 1) = p. Если класс обслуживания определяется но-
мером входного потока, k, то хвост ф.р. времени обслуживания в системе Σ

может быть также представлен в виде смеси ф.р. {Bk} времен обслуживания
разных классов, а именно

B(x) =

n1∑
i=1

piBi(x) +

n2∑
j=1

pjBj(x), (3.18)

где

pi =
λix0

λx0 + α− n2
, i = 1, . . . , n1; pj =

αj − 1

λx0 + α− n2
, j = 1, . . . , n2.

Таким образом, вместо исходной системы Σ рассмотрим классическую систему
Σ̂, в которой интервалы между приходами заявок имеют ф.р. (3.13), а времена
обслуживания заданы смесью (3.18), т. е. систему вида GI/G/1.

Для конечности средней длины цикла регенерации необходимо выполнение
условия стационарности системы Σ̂. Обозначим через S с.в., соответствующую
ф.р. (3.18). Условие стационарности системы Σ̂ имеет вид [127]:

ρ :=
MS

Mτ
< 1, (3.19)

где

MS =

n1∑
i=1

piMS
(i) +

n2∑
j=1

pjMS
(j) =

n1∑
i=1

pi
µi

+

n2∑
j=1

pj
µj
. (3.20)

Вычислим MY :

MY = Mmin(Y1, Y2) =

∞∫
0

xfY1
(x)

 ∞∫
x

fY2
(y)dy

 dx+

∞∫
0

yfY2
(y)

 ∞∫
y

fY1
(y)dx

 dy

=

∞∫
0

xλe−λxxα−n2
0 (x0 + x)−α+n2dx+

∞∫
0

xe−λx(α− n2)xα−n2
0 (x0 + x)−α+n2−1dx



128

=
1

λ

(
1− (α− n2)eλx0(λx0)

α−n2Γ(−α + n2, λx0)
)
.

Далее находим
MZ = x0e

λx0(λx0)
α−n2Γ(−α + n2, λx0),

что дает
MτA = pMY + (1− p)MZ =

p

λ
=

x0
λx0 + α− n2

. (3.21)

Пусть

ρi :=
MS(i)

Mτ (i)
=
λi
µi
, i = 1, . . . , n1, ρj :=

MS(j)

Mτ (j)
=
αj − 1

x0µj
, j = 1, . . . , n2.

Тогда легко проверить, используя (3.20) и (3.21), что

ρ =

n1∑
i=1

ρi +

n2∑
j=1

ρj. (3.22)

Будем обозначать через Wn время ожидания n-й заявки в исходной системе Σ

со смешанным входным процессом, а через WA
n – время ожидания n-й заявки

в аппроксимирующей системе Σ̂. Рассмотрим стационарные пределы

Wn ⇒ W, WA
n ⇒ WA, n→∞.

Эти пределы существуют, если выполнено условие стационарности ρ < 1.

3.2.1. Два класса обслуживания

Предположим, что λ1 = · · · = λn1
=: λ и α1 = · · · = αn2

=: α. В этом слу-
чае в системе только два класса обслуживания, а ф.р. времени обслуживания
принимает вид

B(x) = pB1(x) + (1− p)B2(x), x ≥ 0. (3.23)

Тогда хвост ф.р. входного потока в системе Σ̃ принимает вид

A(x) = pe−λn1x

(
x0

x0 + x

)n2(α−1)
+ (1− p)e−λn1x

(
x0

x0 + x

)n2(α−1)+1

, (3.24)

где
p =

n1x0λ

n1x0λ+ n2(α− 1)
.
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3.2.2. Суперпозиция двух распределений Парето

Пусть входной поток задан двумя потоками (n1 = 0, n2 = 2), τ (i) ∼
Pareto(αi, x0), αi > 1, i = 1, 2. Используя (3.10), найдем, что хвост распре-
деления входного потока в системе Σ̂ имеет вид

A(x) =

(
x0

x0 + x

)α1+α2−1
, x ≥ 0. (3.25)

Таким образом, входной поток имеет также распределение Парето с парамет-
рами α1 + α2 − 1, x0. Время обслуживания можно представить в виде смеси
распределений с коэффициентом пропорции смеси

p =
α1 − 1

α1 + α2 − 2
,

а условие стационарности (3.22) преобразуется в выражение

ρ =
α1 − 1

x0µ1
+
α2 − 1

x0µ2
< 1. (3.26)

Рисунок 3.1. Расстояние Колмогорова между эмпирическими ф.р. в системах
Σ и Σ̃ в зависимости от ρ и α2.

Рассмотрим систему, в которой входной процесс является суперпозицией
двух потоков c распределением Парето с параметрами α1 = 2, α2 ∈ [2, . . . , 20]

и x0 = 1. Время обслуживания показательное с параметром µ и не зависит от
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класса. На Рисунке 3.1 представлены результаты экспериментов по вычисле-
нию расстояния Колмогорова между эмпирической ф.р. времени ожидания W
в исходной системе Σ и эмпирической ф.р. в аппроксимирующей системе Σ̃ в
зависимости от коэффициента загрузки ρ и параметра α2. Как видно аппрок-
симация точнее для больших значений α2 и малых значениях коэффициента
загрузки.

3.2.3. Один класс обслуживания

Рассмотрим систему
m∑
i=1

Gi/M/1, в которой все заявки имеют один класс обслу-
живания с показательным распределением с параметром µ := µ1 = · · · = µn,

S ∼ Exp(µ). В этом случае аппроксимирующая система – это классическая
система GI/M/1, для которой известны некоторые аналитические результаты,
см., например, [63]. Вначале найдем ПЛС ф.р. (3.13)

ψA(z) = −
∞∫
0

e−zxdA(x) = 1− z
∞∫
0

e−zxA(x)dx

= 1− pz
∞∫
0

e−zxe−λx
(

x0
x0 + x

)α−n2

dx− (1− p)z
∞∫
0

e−zxe−λx
(

x0
x0 + x

)α−n2+1

dx

= 1− pzex0(z+λ)xα−n2
0 (z + λ)α−n2−1Γ(−α + n2 + 1, x0(z + λ))

− (1− p)zex0(z+λ)xα−n2+1
0 (z + λ)α−n2Γ(−α + n2, x0(z + λ)),

где Γ(ξ, x) – неполная верхняя Гамма-функция. Далее, применяя свойство
Гамма-функции

Γ(ξ + 1, x) = ξΓ(ξ, x) + xξe−x,

получим

ψA(z) = 1− pz

z + λ
+

z

z + λ
ex0(z+λ)xα−n2

0 (z + λ)α−n2

× Γ(−α + n2, x0(z + λ)) (p(α− n2)− (1− p)x0(z + λ)) . (3.27)

Это ПЛС используется затем для нахождения корня уравнения

z − ψA(µ(1− z)) = 0, (3.28)
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который входит в известную формулу ф.р. стационарного времени ожидания
[34]

FW (x) = 1− σe−µ(1−σ)x, x > 0. (3.29)

Таблица 3.1. Расстояние Колмогорова между эмпирической ф.р. времени ожи-
дания W в исходной системе Σ и эмпирической ф.р. WA в аппроксимирующей
системе Σ̃, теоретической ф.р. с.в. WT . при α1 = 2 и x0 = 1.

α2 ρ µ σ d(W,WA) d(W,WT ) d(WT ,WA)

8 0.8 10 0.8196 0.02369 0.02368 1.307×10−5

3 0.75 4 0.8078 0.07127 0.07126 1.306×10−5

2 0.67 3 0.7641 0.08289 0.08288 1.030×10−5

3 0.5 6 0.5766 0.02633 0.02632 6.125×10−6

4 0.5 8 0.5587 0.01757 0.01756 5.919×10−6

5 0.5 10 0.5475 0.01253 0.01252 6.097×10−6

10 0.5 20 0.5244 0.00401 0.00400 5.044×10−6

3 0.3 10 0.3655 0.00949 0.00949 2.680×10−6

Рассмотрим пример из раздела 3.2.2., сравнивая полученные в результа-
те имитационного моделирования эмпирическую ф.р. стационарного времени
ожидания W в исходной системе Σ, эмпирическую ф.р. стационарного времени
ожидания WA в аппроксимирующей системе Σ̃ с теоретической ф.р. WT (фор-
мула (3.29)). Результаты обобщены в Таблице 3.1, где также приведены значе-
ния σ при различных значениях µ. Результаты моделирования подтверждают
хорошую точность аппроксимации при ρ < 0.6.

Графики ф.р. для «наихудшего» и «наилучшего» случаев приведены на
рисунках 3.2 и 3.3, соответственно. В обоих случаях, теоретическая ф.р. с.в.
WT близка к эмпирической ф.р. WA в аппроксимирующей системе с точностью
до 10−5 (см. соответствующие значения d(WT ,WA) в Таблице 3.1).
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Рисунок 3.2. Графики эмпирических ф.р. с.в. W и WA при α1 = 2, α2 = 2,
x0 = 1, и µ = 3.

Рисунок 3.3. Графики эмпирических ф.р. с.в. W и WA при α1 = 2, α2 = 10,
x0 = 1, и µ = 20.

3.2.4. Два входных потока: пуассоновский и Парето

Рассмотрим суперпозицию двух входных потоков (n1 = 1, n2 = 1), заданных
ф.р.

A1(x) = 1− e−λx и A2(x) = 1−
(

x0
x0 + x

)α

. (3.30)
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Подставим ф.р. (3.30) в (3.10), получим хвост ф.р. с.в. τA

A(x) = pe−λx
(

x0
x0 + x

)α−1
+ (1− p)e−λx

(
x0

x0 + x

)α

, (3.31)

где

p =
λx0

α− 1 + λx0
. (3.32)

Определим ф.р. F1(x) и F2(x) как

F1(x) = e−λx
(

x0
x0 + x

)α−1
и F2(x) = e−λx

(
x0

x0 + x

)α

.

Тогда с.в. τA с ф.р. (3.31) может быть представлена в виде двухкомпонентной
смеси (3.17) с.в. Y , имеющей ф.р. F1, и с.в. Z, имеющей ф.р. F2 (с коэффици-
ентом пропорции смеси (3.32)), причем

Y = min(Y1, Y2) где Y1 ∼ Exp(λ), Y2 ∼ Pareto(x0, α− 1)

и
Z = min(Y1, Z1) где Z1 ∼ Pareto(x0, α).

Отметим, что в этом случае условие стационарности принимает вид

ρ =
λ

µ1
+
α− 1

x0µ2
< 1.

Пример 3.1. Пусть в исходной системе входной поток есть суперпозиция по-
тока с показательным распределением с параметром λ = 1 и потока с рас-
пределением Парето с параметрами α = 2 и x0 = 1. Время обслуживания не
зависит от класса и является показательным с параметром µ = 3. Результаты
моделирования представлены на Рисунке 3.4 и в Таблице 3.2.

Пример 3.2. Пусть в системе два класса обслуживания с распределения-
ми Exp(µ1) и Exp(µ2). В Таблице 3.3 представлено расстояние Колмогорова
d(W,WA) при различных значениях параметров µ1 и µ2. В этом случае ф.р.
времени обслуживания (3.23) представляет собой гипергеометрическое распре-
деление с параметрами µ1, µ2 и p. Пусть параметры входного потока α1 = 2,
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Рисунок 3.4. Графики эмпирических ф.р. стационарного времени ожидания W
в исходной системе Σ и стационарного времени ожидания WA в аппроксимиру-
ющей системе Σ̃ при α = 2, x0 = 1, λ = 1, и µ = 3.

Таблица 3.2. Расстояние Колмогорова между эмпирической ф.р. времени ожи-
дания W в исходной системе Σ и эмпирической ф.р. WA в аппроксимирующей
системе Σ̃, теоретической ф.р. с.в. WT .

α x0 λ µ σ d(W,WA) d(W,WT ) d(WT ,WA)

2 1 1 3 0.707 0.064 0.064 9.84×10−6

2 1 1 4 0.548 0.032 0.032 5.97×10−6

3 1 0.5 4 0.688 0.023 0.023 7.56×10−6

2 4 1 3 0.425 0.001 0.006 2.73×10−6

α2 = 3 и x0 = 1. Как показывает таблица значения расстояния Колмогорова
d(W,WA) < 5% при ρ < 0.6.

3.3. Аппроксимация входного процесса, заданного

суперпозицией распределений Вейбулла

Пусть интервалы между приходами заявок {τ (i)k , k ≥ 1} имеют распределение
We(αi, βi)

Ai(x) = 1− e−(x/αi)
βi
, x ≥ 0, αi > 0, 0 < βi < 1, i = 1, . . . ,m. (3.33)
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Таблица 3.3. Расстояние Колмогорова между эмпирической ф.р. стационарного
времени ожидания W в исходной системе Σ, стационарного времени ожидания
WA в аппроксимирующей системе Σ̃ с двумя классами обслуживания.

µ1 3 4 4 4 4 6 6 6

µ2 4 5 6 7 8 7 8 9

ρ 0.833 0.650 0.583 0.536 0.472 0.452 0.417 0.389

d(W,WA) 0.118 0.054 0.045 0.040 0.037 0.023 0.020 0.018

Подставляя (3.33) в формулу (3.10), получим хвост распределения смеси

A(x) =
m∑
i=1

piFi(x), (3.34)

где

Fi(x) = e−(x/αi)
βi

m∏
j=1,j ̸=i

1

Γ(1/βj)
Γ(1/βj, (x/αj)

βj), (3.35)

с коэффициентами пропорции

pi =

βi
n∏

j=1, j ̸=i

αjΓ(1/βj)

m∑
i=1

βi
m∏

j=1, j ̸=i

αjΓ(1/βj)
, i = 1, . . . ,m. (3.36)

Используя представление для Гамма-функции

Γ(ξ, x) = Γ(ξ)− γ(ξ, x),

получим выражение (3.35) в виде

Fi(x) = e−(x/αi)
βi

m∏
j=1,j ̸=i

(
1− 1

Γ(1/βj)
γ(1/βj, (x/αj)

βj)

)
. (3.37)

Обозначим через τA интервал между приходами заявок, соответствующий ф.р.
(3.34). Тогда распределение с.в. τA можно записать в виде смеси

τA = I1X1 + · · ·+ InXm, (3.38)
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где индикатор Ii = 1 с вероятностью pi,
∑m

i=1 Ii = 1 и

Xi = min(Zi, Yj, j ̸= i, j = 1, . . . ,m), (3.39)

где с.в.
Zi ∼ We(αi, βi), Yj ∼ SGGa(αj, 1/βj, βj),

а через SGGa(αj, aj, cj) обозначено обобщенное распределение Стэйси-Гамма с
ф.р.

FYj
(x) =

1

Γ(aj)
γ(aj, (x/αj)

cj), x ≥ 0, (3.40)

плотностью
fYj

(x) =
cj

αjΓ(aj)
(x/αj)

cjaj−1e−(x/αj)
cj
, x ≥ 0

и первыми двумя моментами:

MYj =
αjΓ(aj + 1/cj)

Γ(aj)
, MY 2

j =
α2
jΓ(aj + 2/cj)

Γ(aj)
,

где параметры aj = 1/βj, cj = βj, j = 1, . . . ,m.

Пример 3.3. Рассмотрим систему, в которой входной поток представляет собой
суперпозицию двух входных потоков с распределением Вейбулла (3.33) i = 1, 2.
Время обслуживания не зависит от класса и имеет показательное распределение
с параметром µ. Условие стационарности такой системы имеет вид

ρ =
β1

α1µ1Γ(1/β1)
+

β2
α2µ2Γ(1/β2)

< 1.

Далее приведены результаты численных экспериментов по оценке расстояния
Колмогорова между эмпирической ф.р. времени ожидания W в исходной систе-
ме Σ и эмпирической ф.р. времени ожидания WA в аппроксимирующей системе
Σ̃.

Первый эксперимент проведен при параметрах входного потока β1 = β2 =

1, α1 = 1, α2 = 4 (суперпозиция двух пуассоновских входных потоков). В этом
случае аппроксимирующая система это система M/M/1, в которой входной по-
ток – пуассоновский с параметром 1/α1 + 1/α2, что позволило сравнить тра-
ектории времени ожидания W в исходной системе и WA в аппроксимирующей
системе. Отметим, что абсолютная ошибка не превышает 8 × 10−5 для любых
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Таблица 3.4. Расстояние Колмогорова d(W,WA), оценки м.о.
Mean(W ),Mean(WA) и дисперсий V ar(W ), V ar(WA) при различных ρ.

β1 = 5, β2 = 10, α1 = 1, α2 = 1

ρ d(W,WA) Mean(W ) Mean(WA) V ar(W ) V ar(WA)

0.1 0.00277 0.00234 0.00260 0.00021 0.00025

0.2 0.01181 0.00948 0.01189 0.00169 0.00237

0.3 0.02499 0.02295 0.03152 0.006107 0.00983

0.4 0.03849 0.04763 0.06805 0.01745 0.03007

0.5 0.05085 0.09289 0.13311 0.04568 0.07991

0.6 0.06189 0.17661 0.24946 0.11651 0.20209

0.7 0.07168 0.33954 0.46978 0.30896 0.52809

0.8 0.08027 0.70258 0.95107 0.95681 1.61544

0.9 0.08808 1.87013 2.47942 4.89730 8.23029

ρ < 0.9.

В Таблице 3.4 приведены результаты численных экспериментов при пара-
метрах β1 = 5, β2 = 10, α1 = 1, α2 = 1, а в Таблице 3.5 при параметрах входного
потока β1 = 0.1, β2 = 0, 2, α1 = 1, α2 = 1.

По результатам численных экспериментов можно сделать вывод о том, что
расстояние Колмогорова d(W,WA) меньше 5% при любом коэффициенте за-
грузки ρ для случая распределений Вейбулла с тяжелым хвостом (Таблица
3.5). В случае βi > 1 (Таблица 3.4) расстояние Колмогорова не превосходит 5%
только при ρ ≤ 0.5, т. е. при ρ > 0.5 аппроксимацию следует использовать с
осторожностью.

3.4. Выводы по результатам главы 3

Получено аппрокcимирующее распределение входного потока, заданного супер-
позицией показательного и Парето распределений (раздел 3.2.) Это распределе-
ние имеет вид конечной смеси. Для случая одного класса заявок (когда время
обслуживания задано одним и тем же показательным распределением) полу-
чено ПЛС стационарного времени ожидания, что позволяет получить теоре-
тическую ф.р. для стационарного времени ожидания в явном виде для аппро-



138

Таблица 3.5. Расстояние Колмогорова d(W,WA), оценки м.о.
Mean(W ),Mean(WA) и дисперсий V ar(W ), V ar(WA) при различных ρ.

β1 = 0.1, β2 = 0, 2, α1 = 1, α2 = 1

ρ d(W,WA) Mean(W ) Mean(WA) V ar(W ) V ar(WA)

0.1 1.909×10−5 95.0969 95.0917 11325.2 11322.9

0.2 8.228×10−5 355.945 355.87 143765 143709

0.3 9.561×10−5 874.066 873.498 827005 825552

0.4 2.952×10−5 1827.71 1827.88 3.52×10+6 3.52×10+6

0.5 11.72×10−5 3572.09 3571.48 1.32×10+7 1.32×10+7

0.6 20.18×10−5 6869.13 6865.69 4.82×10+7 4.81×10+7

0.7 13.88×10−5 13652.6 13652.4 1.89×10+8 1.89×10+8

0.8 69.37×10−5 30214.2 30144.3 9.19×10+8 9.13×10+8

0.9 14.63 ×10−4 90455.3 90122.8 8.19×10+9 8.11×10+9

кcимирующей системы. Результаты численных экспериментов подтверждают,
что аппроксимация является достаточно точной, когда коэффициент загрузки
системы не больше 0.6.

Получено аппроксимирующее распределение входного потока, заданного
суперпозицией входных потоков с распределением Вейбулла. Такое распреде-
ление имеет вид конечной смеси распределений Вейбулла и обобщенных рас-
пределений Стейси-Гамма (раздел 3.3.) Результаты численных экспериментов
подтверждают, что аппроксимация является достаточно точной при βi ≤ 1 (т.
е. в случае, когда распределение Вейбулла относится к классу распределений с
тяжелым хвостом), а в случае βi > 1 это верно, когда коэффициент загрузки
системы не больше 0.5.

Основные результаты Главы 3 опубликованы в работах автора [191, 193].
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Глава 4. Экстремумы стационарных
последовательностей и их применение к

системам обслуживания

В данной главе введены понятия и представлены некоторые сведения из
теории экстремальных значений, на основе которых получены результаты об
упорядоченности экстремальных индексов стационарного времени ожидания в
системах M/G/1 и GI/M/1 для случая, когда уравнение Meγ(S−τ) = 1 имеет
действительный положительный корень γ (такое решение существует для с.в.
S − τ , имеющих распределение с легким хвостом). Материал данной главы
также использован в Главе 5 при исследовании монотонности экстремального
индекса в системах с субъкспоненциальным обслуживанием.

Моделирование и прогнозирование экстремальных значений при анализе
производительности систем массового обслуживания является важной задачей,
которую обычно решают с помощью теории экстремальных значений [68, 91,
107]. Классические предельные теоремы об экстремальных значениях для н.о.р.
с.в. в таких сложных системах не работают, поскольку исследуемые процессы
сильно коррелированы [48].

Предельное распределение максимумов строго стационарных последова-
тельностей с.в. выражается через так называемый экстремальный индекс θ, ко-
торый отражает кластерную структуру последовательности или ее локальную
структуру зависимости [107, 143, 166, 164, 175]. Например, для последователь-
ности независимых с.в. экстремальный индекс θ = 1, а превышения высокого
порогового значения un происходят по одиночке. При θ < 1 превышения проис-
ходят группами (образуют кластеры), и величина 1/θ аппроксимирует средний
размер кластера превышения уровня. Существуют и другие интерпретации экс-
тремального индекса [51, 113]. Например, θ представляет собой долю непустых
промежутков между превышениями порогового значения [72]. Таким образом, с
практической точки зрения экстремальный индекс полезен для оценки размера
кластеров или средней длины промежутков между превышениями. Методы вы-
числения оценок экстремального индекса обсуждаются в работах [144, 166, 186].
Метод вычисления экстремального индекса положительно возвратной по Хар-
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рису цепи Маркова, у которой маргинальное распределение принадлежит обла-
сти притяжения распределения Гумбеля, приведен в [94]. Метод адаптирован
для вычисления экстремального индекса стационарного времени ожидания в
системах GI/G/1 и GI/M/c. Для систем, для которых нельзя найти численно
или в явном виде экстремальный индекс в работе строится его регенеративная
оценка. В связи с этим в Главе 6 приведен алгоритм регенеративной оценки
экстремального индекса стационарного времени ожидания заявки в очереди
системы обслуживания.

Проблема исследования экстремальных значений характеристик произво-
дительности систем массового обслуживания изучалась в работах [34, 35, 95,
140, 146]. В статье [112] получены распределения кластерных и межкластерных
размеров стационарных времен ожидания в системе GI/G/1.

4.1. Асимптотическое распределение экстремальных

значений

Рассмотрим последовательность н.о.р. с.в. {Xn, n ≥ 1}, заданных общей
ф.р. F, и обозначим через Mn максимум первых n величин

M1 = X1, Mn = max(X1, . . . , Xn), n ≥ 2. (4.1)

Ф.р. максимума Mn вычисляется по формуле:

P(Mn ≤ x) = P

(
n⋂

i=1

{Xi ≤ x}

)
=

n∏
i=1

P{Xi ≤ x} = Fn(x), x ∈ R, n ≥ 1.

Экстремумы случаются «около» правой концевой точки (определение см.
в разделе 1.1.) носителя распределения, поэтому, интуитивно, асимптотическое
поведение Mn должно быть связано с правым хвостом ф.р. F вблизи ее правой
концевой точки xR [143].
Действительно, для любого x < xR

P(Mn ≤ x) = Fn(x)→ 0 при n→∞.
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В случае, когда xR <∞, получим, что для x ≥ xR

P(Mn ≤ x) = Fn(x) = 1, при любом n ≥ 1.

Следовательно,
Mn

P→ xR при n→∞, (4.2)

где xR ≤ ∞. Поскольку последовательность {Mn, n ≥ 1} является неубываю-
щей, то сходимость по вероятности (4.2) влечет сходимость с в.1 [5], а именно

lim
n→∞

Mn = xR с в. 1. (4.3)

Определение 4.1. ([107]) Распределения F1 и F2 относятся к одному типу,
если они переводятся друг в друга линейным преобразованием аргумента, т. е.
существуют такие константы a > 0 и b, что

F1(x) = F2(ax+ b)

и, соответственно,

F2(x) = F1

(
x− b
a

)
.

Пусть с.в. ξi заданы ф.р. Fi, i = 1, 2. Тогда с.в.

ξ1
st
=
ξ2 − b
a

и ξ2
st
= aξ1 + b

имеют ф.р. F1 и F2, соответственно.
Одним из наиболее важных результатов теории экстремальных значений

является теорема Фишера-Типпета-Гнеденко или «Теорема о типах экстремаль-
ных распределений», которая указывает возможные типы предельного распре-
деления с.в. Mn.

Утверждение 4.1 (О типах экстремальных распределений). ([68]) Пусть
{Xn, n ≥ 1} – последовательность н.о.р. с.в., Mn = max(X1, ..., Xn), n ≥ 1.
Если для некоторых последовательностей констант an > 0, bn выполняется

lim
n→∞

P((Mn − bn)/an ≤ x) = G(x), (4.4)

и G является невырожденной ф.р., то G принадлежит одному из трёх сле-
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дующих классов ф.р. экстремальных значений:

Φη(x) =

0, x < 0;

exp(−x−η), x ≥ 0,
η > 0, (4.5)

Ψη(x) =

exp(−(−x)η), x < 0;

1, x ≥ 0,
η > 0, (4.6)

Λ(x) = exp(−e−x), x ∈ R. (4.7)

Верно и обратное утверждение: каждая ф.р. G, класс которой является од-
ним из классов ф.р. экстремальных значений, может быть пределом для (4.4)
и в действительности является таковым, когда G является ф.р. с.в. X.

Распределение Φη называется распределением Фреше, распределение Ψη назы-
вается инверсным распределением Вейбулла, распределение Λ называется рас-
пределением Гумбеля.

Распределения (4.5)-(4.7) можно записать в более общем виде так называ-
емого обобщенного распределения экстремальных значений [129]:

P(X ≤ x) =

exp
(
−(1 + x− µ

ησ )−η
)
, η ̸= 0;

exp
(
− exp(− x− µ

σ )
)
, η = 0,

(4.8)

где 1 +
x− µ
ησ > 0, параметры µ и σ являются параметрами центрирования

и масштаба, соответственно. Параметр формы η называется индексом экстре-
мальных значений и играет ключевую роль в поведении правого хвоста. При
η > 0 получим распределение Фреше, при η < 0 – инверсное распределение
Вейбулла, при η = 0 – распределение Гумбеля. Математическое ожидание и
дисперсия обобщенного распределения экстремальных значений равны, соот-
ветственно,

MX = µ+ (Γ(1− 1/η)− 1)ση, η > 1,

DX = (Γ(1− 2/η)− Γ2(1− 1/η))σ2η2, η > 2.

При η = 0

MX = µ+ λEσ, DX = σ2π2/6,
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где λE ≈ 0.5772.. – константа Эйлера.

4.2. Области притяжения распределений экстремальных

значений

При исследовании асимптотического поведения экстремумов важно знать ка-
кой именно из трех типов предельных законов возникает. Далее пойдет речь
об условиях, при которых максимум последовательности н.о.р. с.в. c той или
иной ф.р. относится, соответственно, к распределениям Гумбеля, Фреше или
инверсного Вейбулла.

Определение 4.2. ([68]) Если существуют последовательности констант
{an > 0, n ≥ 1}, {bn, n ≥ 1} таких, что для невырожденного распределения
G верно соотношение

lim
n→∞

P((Mn − bn)/an ≤ x) = G(x), (4.9)

то говорят, что ф.р. F принадлежит области притяжения максимума ф.р.
G, что обозначается F ∈MDA(G).

Далее приведены известные результаты о принадлежности к области при-
тяжения максимум-устойчивых распределений для всех трех типов.

Утверждение 4.2 (Область притяжения распределения Гумбеля). ([79])
Пусть F абсолютно непрерывная ф.р., для которой существует такое z0, что
F дважды дифференцируема по x ∈ (z0, xR) и F′′(x) < 0 для всех z0 < x < xR·
Тогда, если

lim
x↑xR

F′′(x)(1− F(x))

(F′(x))2
= −1, (4.10)

то F ∈ MDA(Λ). Нормализующие константы могут быть выбраны, исходя
из условий

F(bn) = (1/n), an = f#(bn),

где f#(x) = (1− F(x))/F′(x).

Пример 4.1. Пусть с.в. X имеет распределение Вейбулла с ф.р.

F(x) = 1− e−(x/α)β , α > 0, β > 0, x ≥ 0. (4.11)
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Вычислим первую и вторую производные ф.р. F(x)

F′(x) =
β

α

(x
α

)β−1
e−(x/α)

β

,

F′′(x) =
β(β − 1)

α2

(x
α

)β−2
e−(x/α)

β − β2

α2

(x
α

)2β−2
e−(x/α)

β

= F′(x)
β − β(x/α)β − 1

x
.

Заметим, что F′′(x) < 0 для x > α
(
β−1
β

)1/β
при β > 1 и F′′(x) < 0 для x ≥ 0

при 0 < β ≤ 1. Поскольку

lim
x→∞

F′′(x)(1− F(x))

(F′(x))2
= lim

x→∞

β − β(x/α)β − 1

x(β/α)(x/α)β−1
= −1,

то условие (4.10) выполнено. Следовательно, условия Утверждения 4.2 также
выполнены, и распределение Вейбулла относится к области притяжения рас-
пределения Гумбеля. Поскольку в данном случае

f#(x) =
α(x/α)1−β

β
,

то получим нормализующие константы в виде

bn = α(lnn)1/β,

an = f#(bn) =
α(lnn)1/β−1

β
, n ≥ 1.

Утверждение 4.3. ([79, 86])(Область притяжения распределения Фреше).
Пусть правая концевая точка ф.р. F бесконечна, xR =∞, и существует кон-
станта η > 0 такая, что для каждого x > 0 выполнено предельное соотно-
шение

lim
t→∞

1− F(tx)

1− F(t)
= x−η. (4.12)

Тогда существует последовательность нормализующих констант {an > 0}
такая, что

lim
n→∞

P(Mn ≤ anx) = Φη(x).
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При этом {an} могут быть выбраны, исходя из условия

an = inf{x : 1− F (x) ≤ 1/n}, n ≥ 1.

Пример 4.2. Пусть X ∼ Pareto(α, x0). Очевидно, соотношение (4.12) выпол-
нено, т.к.

lim
t→∞

F(tx)

F(t)
=

(
x0

x0 + tx

)α(
x0 + t

x0

)α

=

(
1

x

)α

= x−α,

и нормализующие константы могут быть выбраны в виде

an = F
−1
(1/n) =

x0
(1/n)1/α

− x0 = x0n
1/α − x0, n ≥ 1.

Утверждение 4.4 (Область притяжения инверсного распределения Вейбул-
ла). ([79]) Пусть правая концевая точка ф.р. F конечна, xR <∞ и для функ-
ции F∗(x) = F(xR − 1/x), x > 0 и некоторой константы η > 0 выполнено
условие

lim
n→∞

1− F∗(tx)

1− F∗(t)
= x−η.

Тогда существуют константы {an > 0} и {bn} такие, что

lim
n→∞

P(Mn ≤ anx+ bn) = Ψη(x).

При этом нормализующие константы могут быть выбраны в виде

bn = xR, an = xR − inf{x : 1− F(x) ≤ 1/n}, n ≥ 1.

Определение 4.3. ([68]) Две ф.р. FX и FY имеют эквивалентные хвосты,
если они имеют одинаковую правую концевую точку, xRX

= xRY
= xR, и

выполнено соотношение

lim
x↑xR

FX(x)

FY (x)
= c, (4.13)

где c ∈ (0,∞) – некоторая константа.

Согласно следующим трем утверждениям области притяжения максимума
замкнуты для ф.р., имеющих эквивалентные хвосты распределений. Иными
словами, если для FX и FX выполнено соотношение (4.13), то FX ∈ MDA(G)

тогда и только тогда, когда FY ∈MDA(G).
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Утверждение 4.5. ([68]) Пусть FX и FY – ф.р. с одинаковыми правыми кон-
цевыми точками, xRX

= xRY
= xR, и FX ∈MDA(Λ) с последовательностями

нормализующих констант {an > 0} и {bn ∈ R}, т. е.

lim
n→∞

FnX(anx+ bn) = Λ(x), x ∈ R.

Тогда
lim
n→∞

FnY (anx+ bn) = Λ(x+ c), x ∈ R,

для некоторой константы c > 0 тогда и только тогда, когда

lim
x↑xR

FX(x)

FY (x)
= ec. (4.14)

Утверждение 4.6. ([68]) Пусть FX и FY – ф.р., и FX ∈ MDA(Φη) с норма-
лизующими константами {an}, т. е.

lim
n→∞

FnX(anx) = Φη(x), x > 0.

Тогда
lim
n→∞

FnY (anx) = Φη(cx), x > 0,

для некоторой константы c > 0 тогда и только тогда, когда

lim
x→∞

FX(x)

FY (x)
= cη. (4.15)

Утверждение 4.7. ([68]) Пусть FX и FY – ф.р. с одинаковыми конечными
правыми концевыми точками, xRX

= xRY
= xR < ∞, и FX ∈ MDA(Ψη) с

нормирующими константами an, т. е.

lim
n→∞

FnX(anx+ xR) = Ψη(x), x < 0.

Тогда
lim
n→∞

FnY (anx+ xR) = Ψη(cx), x < 0,

для некоторой константы c > 0 тогда и только тогда, когда

lim
x↑xR

FX(x)

FY (x)
= c−η. (4.16)



147

Утверждения 4.5, 4.6, 4.7 использованы в Главе 5 для вывода предельного
распределения максимума стационарного времени ожидания c учетом эквива-
лентности хвоста его ф.р. и хвоста ф.р. равновесного времени обслуживания
для субэкспоненциальных распределений.

4.3. Линейные преобразования над максимумами

Пусть υ ∈ (0,∞) и предположим, что существует такая последовательность
вещественных чисел {un, n ≥ 1}, что

nF(un)→ υ при n→∞. (4.17)

Тогда [107]
P(Mn ≤ un)→ e−υ при n→∞ (4.18)

и, обратно, условие (4.18) (для некоторого 0 ≤ υ ≤ ∞) влечет выполнение
(4.17).

В случае выполнения соотношения (4.17), сходимость (4.18) сохраняется
для членов семейства линейных нормализующих последовательностей

un(x) = anx+ bn, n ≥ 1, x ∈ R,

и (4.18) преобразуется в сходимость

P(Mn ≤ un(x))→ υ(x),

где вид функции υ(x) зависит от типа предельного распределения, а именно:
для распределения Гумбеля υ(x) = e−x, для распределения Фреше υ(x) = x−η

и для инверсного распределения Вейбулла υ(x) = (−x)η.
Приведем примеры линейных нормализующих последовательностей

{un(x)} для некоторых распределений.

Пример 4.3. Показательное распределение Exp(λ) с нормализующей после-
довательностью

un(x) =
1

λ
(x+ lnn), n ≥ 1, (4.19)
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относится к области притяжения распределения Гумбеля. Действительно,

nF(un(x)) = ne
−λx+ lnn

λ = n
e−x

n
= e−x.

Пример 4.4. Распределение Парето вида

F(x) = 1−
(

x0
x0 + x

)α

, α > 0, x0 > 0, x ≥ 0, (4.20)

относится к области притяжения распределения Фреше, при этом в качестве
нормализующей последовательности можно выбрать

un(x) = x0n
1/αx− x0, n ≥ 1. (4.21)

Действительно,

nF (un(x)) = n
xα0

(x0 + (x0n1/α − x0)x)α

=
n

n
(

1
n1/α + x− x

n1/α

)α → x−α при n→∞.

Пример 4.5. Как показано ранее, распределение Вейбулла (4.11) c нормали-
зующей последовательностью

un(x) =
x α(lnn)1/β−1

β
+ α(lnn)1/β, n ≥ 1, (4.22)

принадлежит области притяжения распределения Гумбеля. Условие (4.17) при
выборе (4.22) выполнено, так как

nF (un) = ne
−
(α(lnn)1/β−1

β
x+ α(lnn)1/β

)β
/αβ

= ne
−lnn

(
1 +

x

lnn
+ o(

1

lnn
)
)
→ e−x при n→∞. (4.23)

Пример 4.6. Пусть X ∼ Exp− Pareto(λ, α, x0, p) с хвостом ф.р.

FX(x) = pe−λx + (1− p)
(

x0
x0 + x

)α

, x ≥ 0. (4.24)

Чтобы проверить, что (4.24) принадлежит области притяжения распределения
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Фреше достаточно показать, что для функции интенсивности отказов rX вы-
полнено условие x · rX(x)→ const > 0 при x→∞ [68]. Действительно,

x rX(x) =
p x λ a(x) + (1− p)xα/(x0 + x)

p a(x) + (1− p)
→ α при x→∞, (4.25)

где

a(x) = e−λx
(
1 +

x

x0

)α

. (4.26)

Проверим условие (4.17) для нормализующей последовательности

un(x) = anx+ bn = x0 xn
1/α − x0, n ≥ 1. (4.27)

Подставив (4.27) в (4.17), получим

nF(un(x)) = n

[
pe−λun(x) +

(1− p)xα0
(x0 + un(x))α

]
= n

[
pe−λun(x) +

(1− p)xα0
(x0 n1/α x))α

]
=

n(1− p)x−α

n

[
p n e−λun(x)xα

1− p
+ 1

]
−→ (1− p)x−α,

при n→∞, поскольку

un(x)→∞, n e−λun(x) → 0.

Следовательно, показательное-Парето распределение принадлежит области
притяжения максимума распределения Фреше.

В следующей Теореме 4.1 пример 4.6 обобщен на случай многомерной смеси.

Теорема 4.1. Пусть последовательность н.о.р. с.в. X1, . . . , Xn имеет (k+m)-
показательное-Парето распределение (m > 1)

FX(x) = 1−
k∑

i=1

pi e
−λix −

k+m∑
j=k+1

pj

(
x0

x0 + x

)αj

, x ≥ 0, x0 > 0, αj > 2, λi > 0,
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где
k+m∑
i=1

pi = 1. Обозначим Mn = max(X1, . . . , Xn) и выберем

an = x0n
1/α∗

, bn = −x0, α∗ = min(αk+1, . . . , αk+m), n ≥ 2.

Тогда
FX ∈MDA(Φα∗).

Доказательство. Подставим un(x) = x0n
1/α∗

x − x0 в соотношение (4.17) (x >
0), получим

nF(un(x)) = n

 k∑
i=1

pi e
−λiun(x) +

k+m∑
j=k+1

pj

(
x0

x0 + un(x)

)αj


= n(x0 + un(x))

−α∗
p∗ xα

∗

0

×

 k∑
i=1

pi e
−λiun(x)(x0 xn

1/α∗
)α

∗

p∗xα
∗

0

+
k+m∑

j=k+1,j ̸=j∗

pj x
αj

0 (x0 + un(x))
α∗

p∗ xα
∗

0 (x0 + un(x))αj
+ 1


=

nx−α
∗
p∗

n

 k∑
i=1

pi e
−λiun(x)xα

∗
n

p∗
+

k+m∑
j=k+1,j ̸=j∗

pjx
α∗−αj

p∗ nαj/α∗−1 + 1

 .
Тогда

nF(un(x))→ p∗x−α
∗

при n→∞,

поскольку
nαj/α

∗−1 →∞ и n e−λiun(x) → 0.

Далее, ввиду (4.18), получаем следующее асимптотическое распределение мак-
симума для k +m-показательного-Парето распределения:

P(Mn ≤ un(x))→ e−p
∗x−α∗

при n→∞, (4.28)

т. е. (Mn − bn)/an сходится к распределению Фреше.

4.4. Асимптотическое поведение функции распределения

величины превышения уровня t

Пусть с.в. X задана ф.р. FX , а FXt
– ф.р. величины превышения уровня

t с.в. Xt = X − t|X > t (см. определение 1.2, раздел 1.1.) Между областями



151

притяжения нормализованного максимума (Mn−bn)/an и нормализованной ве-
личины (Xt− b(t))/a(t) превышения уровня t существует взаимосвязь [45]. Для
начала приведем возможные предельные распределения величины Xt превы-
шения уровня t.

Утверждение 4.8. ([45]) Пусть F – ф.р. с.в. X и F(x) < 1 для всех x. Пред-
положим, что для каждого t > 0 существуют такие функции a(t) > 0 и b(t),
что при каждом x

lim
t→∞

Ft(a(t)x+ b(t)) = G(x), (4.29)

где G – невырожденная ф.р. Тогда G относится к одному из следующих че-
тырех типов распределений:

Γη(x) = 1− (1 + x)−η, x ≥ 0, (4.30)

Π(x) = 1− e−x, x ≥ 0, (4.31)

Γγ,η(x) = exp(−γ[1 + η ln(1 + x)]), x ≥ 0, (4.32)

Πγ(x) = 1− exp(−γ[1 + x]), x ≥ 0, (4.33)

где η > 0, γ > 0 и [a] – целая часть a.

Будем говорить, что распределение Ft величины превышения уровня t при-
надлежит области притяжения распределения G, т. е. Ft ∈ DA(G), если выпол-
нено (4.29). Обозначим также через D0 множество таких ф.р., что F(x) < 1 для
всех x.

Утверждение 4.9. ([45])

DA(Π) =MDA(Λ) ∩D0,

DA(Γη) =MDA(Φη) для всех η > 0.

Таким образом, нормализованный максимум (Mn− bn)/an имеет в пределе
распределение Фреше Φη тогда и только тогда, когда нормализованная величи-
на превышения уровня t имеет предельное распределение (4.30). Аналогично,
нормализованный максимум (Mn− bn)/an имеет в пределе распределение Гум-
беля Λ тогда и только тогда, когда нормализованная величина превышения
уровня t имеет предельное распределение (4.31).
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Пример 4.7. В примере 4.4 показано, что распределение нормализованного
максимума распределения Парето (4.20) сходится к распределению Фреше, Φα.
Покажем, что нормализованная величина превышения уровня t для этого рас-
пределения сходится к Γα (т. е. η = α в (4.30)). Действительно,

Ft(x) = 1− (x0 + t)α

(x0 + t+ x)α
, x ≥ 0, t > 0.

Пусть a(t) = t, b(t) = −x0. Тогда

lim
t→∞

Ft(a(t)x+ b(t)) = lim
t→∞

(
1− (x0 + t)α

(x0 + t+ tx− x0)α

)
= 1− (1 + x)−α = Γα(x),

что и требовалось.

4.5. Экстремальное поведение строго стационарных

последовательностей

Теорема об экстремальных типах распределений применима к строго
стационарной последовательности зависимых с.в. при определенных условиях
на перемешивание [107].

Предположим, что члены последовательности {Xn, n ≥ 1} зависимы, оди-
наково распределены и образуют стационарную в узком смысле последователь-
ность, т. е. удовлетворяют тождеству [8]:

(Xk+1, . . . Xk+n)
st
= (X1, . . . , Xn) для всех k, n ≥ 1.

Зависимость членов последовательности определяется следующим условием пе-
ремешивания [107]. Будем говорить, что для заданной последовательности ве-
щественных чисел {un = anx+ bn, an > 0}, выполнено условие перемешивания
D(un), если для любых целых чисел

1 ≤ i1 < · · · < ik < j1 < · · · < jm ≤ n,

таких, что j1 − ik ≥ l, выполняется неравенство

|Fi1,...,ik,ji,...,jm(un)− Fi1,...,ik(un)Fji,...,jm(un)| ≤ vn,l, (4.34)
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где vn,l → 0 при n→∞ , l→∞ и для совместной ф.р.

Fi1,...,ik(x1, . . . , xk) = P(X1 ≤ x1, . . . , Xk ≤ xk)

использовано обозначение Fi1,...,ik(un) := Fi1,...,ik(un, . . . , un) для каждого n (т. е.
все xi = un). Заметим, что расстояние l между компонентами зависит от об-
щего числа компонент n, и что скорость убывания vn,l в (4.34), вообще говоря,
зависит как от длины серии n так и от расстояния l. В этой связи приведем
условие ϕ-перемешивания последовательности {Xn, n ≥ 1} (условие сильного
перемешивания, см. [53]), которое формулируется следующим образом.

Определение 4.4. Пусть Fn
1 – σ-поле, порожденное с.в. X1, . . . , Xn, а F∞n+l –

σ-поле, порожденное с.в. Xn+l, Xn+l+1, . . .. Последовательность с.в. {Xn, n ≥
1} обладает условием ϕ-перемешивания, если при l→∞

ϕ(l) := sup
n

sup
A∈Fn

1

sup
B∈F∞

n+l

|P(A ∩B)− P(A)P(B)| → 0.

Поскольку в последнем условии сходимость равномерна по n, то оно, вообще
говоря, сильнее (более ограничительно), чем условие D(un). Отметим также, что
условия перемешивания интерпретируются как сходимость к нулю ковариаций,
поскольку P(A ∩B)− P(A)P(B) = cov(IA, IB).

Утверждение 4.10. ([107]) Предположим, что для некоторого υ > 0 опреде-
лена такая последовательность {un(υ)}, что nF(un(υ)) → υ при n → ∞, и
условие D(un(υ)) выполнено для каждого такого υ. Тогда

P(Mn ≤ un(υ))→ e−θυ при n→∞, (4.35)

где параметр θ ∈ [0, 1].

Заметим, что если P(Mn ≤ un(υ)) сходится хотя бы для одного значения
υ > 0, то (4.35) выполнено при всех υ > 0 для некоторого фиксированного
θ, 0 ≤ θ ≤ 1 [107].

Определение 4.5. ([107]) Строго стационарная последовательность
{Xn, n ≥ 1} с общей ф.р. F имеет экстремальный индекс θ (θ ∈ [0, 1]),
если для каждого υ > 0 существует такая последовательность веществен-
ных чисел {un = un(υ)}, что выполнены соотношения (4.17) и (4.35).
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Из определения 4.5 и утверждения 4.10 следует, что параметр θ для стаци-
онарной последовательности {Xn, n ≥ 1} можно вычислить по формуле [68]:

θ = lim
n→∞

lnP(Mn ≤ un)

n lnF(un)
. (4.36)

Экстремальный индекс является важной характеристикой стационарных
последовательностей, поскольку выступает мерой кластеризации больших зна-
чений элементов последовательности [111]. В частности, чем меньше θ, тем
больше размер кластера.

Легко увидеть, что для независимых с.в. экстремальный индекс равен еди-
нице.

Известно, что стационарная последовательность и ассоциированная с ней
последовательность независимых с.в. имеют предельные распределения макси-
мумов одного и того же типа [107]. А именно, пусть {X̂n, n ≥ 1} — последова-
тельность независимых с.в., заданных такой же ф.р. F, что и исходная стаци-
онарная последовательность {Xn, n ≥ 1}. Обозначим M̂n = max(X̂1, . . . , X̂n).
Если P(M̂n ≤ un(x))→ H(x) и H(x) — невырожденная ф.р., то

P(Mn ≤ un(x))→ H(ax+ b) при n→∞, (4.37)

где un(x) = anx+ bn и
H(ax+ b) = [H(x)]θ

для некоторых a > 0 и b, θ – экстремальный индекс. Более того,

P(Mn ≤ ûn(x))→ H(x) при n→∞,

где ûn(x) = an/ax+ bn − ab/an. Следовательно, зная lim
n→∞

P(M̂n ≤ un(x)) и экс-
тремальный индекс θ, можно получить предельное распределение нормирован-
ного максимума Mn исходной стационарной последовательности, lim

n→∞
P(Mn ≤

ûn(x)). Таким образом, экстремальный индекс θ является ключевым парамет-
ром для нахождения асимптотических распределений максимумов стационар-
ных последовательностей.
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4.6. Экстремальное поведение в системах GI/G/1/∞

Рассмотрим систему GI/G/1/∞. Обозначим {Si, i ≥ 1}, {τi, i ≥ 1}
– н.о.р. времена обслуживания и н.о.р. интервалы между приходами заявок,
соответственно. Рассмотрим рекурсию Линдли

Wi+1 = (Wi +Xi)
+, i ≥ 1,

где (x)+ = max(x, 0) и Xi = Si − τi – н.о.р. нерешетчатые с.в. (то
есть не существует такого числа d > 0, что выполняется равенство

P

(
∞∑
j=1

{X = a+ j · d}

)
= 1, где a – любое число) с невырожденной ф.р. F и

MX < 0. Также предположим, что существует число γ такое, что M[XeγX ] <∞
и

MeγX = 1. (4.38)

Пусть Yn = X1+ · · ·+Xn, n ≥ 1 (Y0 = 0). Обозначим через Wn время ожидания
начала обслуживания n-й заявки, пришедшей в систему в момент времени tn.
Процесс {Wn, n ≥ 1} это процесс Линдли, порождаемый случайным блуждани-
ем {Yn, n ≥ 0} [34]. В частности, Wn = max

0≤k≤n
Yk и, если система стационарна, т.

е. ρ = MS/Mτ < 1, то существует предел для последовательности {Wn, n ≥ 1}

Wn ⇒ W, n→∞.

Известно [34, 95], что если система стационарна и уравнение (4.38) имеет дей-
ствительное положительное решение γ ̸= 0 [174], то

1) если M[XeγX ] < ∞, то хвост распределения sup
n≥0

Yn асимптотически (с

точностью до некоторой константы K > 0) эквивалентен экспоненциальной
функции, а именно

lim
x→∞

P(max
n≥0

Yn > x)

e−γx
= K.

2) если M[XeγX ] =∞, то lim
x→∞

P(max
n≥0

Yn > x) = o(e−γx), при x→∞.

Обозначим через MW
n = max(W1, . . . ,Wn) максимальное время ожидания

среди 1, . . . , n-й заявок. Если ρ ≤ 1 и существует действительное положитель-



156

ное решение уравнения (4.38), то [63, 95]

lim
n→∞

P(γMW
n − ln(bθWn) ≤ x) = Λ(x), (4.39)

где Λ(x) = exp(−e−x) – распределение Гумбеля и b – константа. Более того,
MW

n / lnn сходится по вероятности к 1/γ [63]:

MW
n

lnn

p→ 1/γ при n→∞.

Для системы GI/M/1 при условии стационарности ρ < 1, уравнение (4.38)
можно переписать в виде

Me−γτ =
µ− γ
µ

, (4.40)

и оно имеет единственное положительное решение γ [34]. Ф.р. стационарного
времени ожидания является смесью атома в нуле и показательного распреде-
ления с параметром γ и коэффициентами пропорции смеси γ/µ и 1 − γ/µ,
соответственно, [34][Теорема 5.1]:

FW (x) = 1− (1− γ/µ)e−γx, x > 0. (4.41)

Более того, из Теоремы 7.5 [63] следует, что экстремальный индекс стационар-
ного времени ожидания для системы GI/M/1 вычисляется по формуле

θW = γ

(
d

dγ
ψτ(γ) +

1

µ

)
, (4.42)

где ψτ(γ) = Me−γτ – ПЛС интервалов между приходами заявок, τ , и, кроме
того, b = 1− γ/µ в (4.39). Найдем по ф.р. (4.41) ПЛС для W

ψW (z) =
γ

µ
+

∫ ∞
0+

e−zxdFW (x) =
γ

µ
+
γ(1− γ/µ)
γ + z

.

Поскольку

MW = −ψ′W (0) =
1− γ/µ

γ
,

то легко получить выражение для корня γ через MW :

γ =
µ

µMW + 1
. (4.43)
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Для стационарной системы M/G/1 уравнение (4.38) имеет следующий вид [34]:

MeγS = 1 +
γ

λ
. (4.44)

Более того, если уравнение (4.44) имеет решение γ, то экстремальный индекс
θW вычисляется по формуле [94]:

θW =
γ(1− ρ)
γ + λ

. (4.45)

Пример 4.8. Можно проверить, что в системе M/M/1 соотношение (4.39) вы-
полняется при b = ρ = λ/µ, γ = µ− λ, и что

θW = (1− ρ)2. (4.46)

Пример 4.9. В системе M/Hm/1 с гиперэкспоненциальным распределением
времени обслуживания с параметрами pi, µi, i = 1, . . . ,m и показательным рас-
пределением входного потока Exp(λ) уравнение (4.44) для нахождения корней
принимает вид

m∑
i=1

piµi
µi − γ

=
λ+ γ

λ
. (4.47)

Уравнение (4.47) может быть решено численно. Например, при λ = 1, µ1 =

4, µ2 = 2, p = 0.5,m = 2, численное решение дает два положительных корня

γ1 = 1.38, γ2 = 3.62,

которым соответствуют два значения экстремального индекса

θW1
= 0.36, θW2

= 0.49.

Согласно [63] нужно выбрать наименьший корень γ1 = 1.38, что дает θW1
=

0.36. Результаты регенеративного оценивания экстремального индекса также
подтверждают, что θW = 0.36 (см. раздел 4.9.1.)

Пример 4.10. Экспоненциальные моменты MeγS для распределения Вейбулла
We(α, β) существуют только при β ≥ 1, поэтому для системы M/We/1 значе-
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ния γ найдем из уравнения

∞∑
k=0

(αγ)k

k!
Γ

(
k

β
+ 1

)
= 1 +

γ

λ
, при β ≥ 1. (4.48)

Например, при λ = 2, α = 0.25, β = 1.5, численно получаем единственный
корень γ = 3.7, следовательно, θW = 0.35. При параметрах λ = 2, α = 0.5, β =

1.5, получаем γ = 0.29, θW = 0.012, а при λ = 2, α = 0.4, β = 1.2 получаем
γ = 0.79 и θW = 0.07.

При β < 1 оценку экстремального индекса возможно получить с помощью
регенеративного моделирования, что будет показано в Главе 5.

Пример 4.11. Для системы Hm/M/1 с гиперэкспоненциальным распределени-
ем входного потока с параметрами pi, µi, i = 1, . . . ,m и показательным распре-
делением времени обслуживания Exp(µ) при подстановке параметров в урав-
нение MeγX = 1 получаем следующее уравнение для нахождения корней:

m∑
i=1

piλi
λi + γ

=
µ− γ
µ

. (4.49)

Подставив величину

d

dγ
ψτ(γ) = −

∞∫
0

xe−γxdA(x) = −
m∑
i=1

piλi
(λi + γ)2

в (4.42), получим выражение для экстремального индекса

θW = γ

(
1

µ
−

m∑
i=1

piλi
(λi + γ)2

)
.

Например, единственное численное положительное решение при p =

0.5, λ1 = 1, λ2 = 3, µ = 4,m = 2 получим при γ = 2.24, при котором
b = 1 − γ/µ = 0.44, θ = 0.33. Более того, нормализующая последовательность
для предельного распределения максимума стационарного времени ожидания
в данном примере имеет вид

un(x) = (x+ ln(bθWn))/γ = (x+ ln(0.145n))/2.24, n ≥ 1.
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4.7. Монотонность систем GI/G/1/∞ по экстремальному

индексу

Рассмотрим две системы обслуживания Σ(1) и Σ(2) вида GI/G/1. (Будем
снабжать индексом i величины, относящиеся к i-й системе.) В обеих системах
дисциплина обслуживания FIFS. Обозначим S

(i)
n – время обслуживания n-й за-

явки и τ
(i)
n – интервал между приходами n-й и n + 1-й заявок в i-ю систему,

Mτ (i) = 1/λ, i = 1, 2. Пусть ν
(i)
n – число заявок в системе, Q(i)

n – размер
очереди и W

(i)
n – время ожидания в очереди в момент прихода в систему Σ(i)

заявки с номером n, i = 1, 2. Обозначим (в случае их существования) пределы
по распределению

Q(i)
n ⇒ Q(i), ν(i)n ⇒ ν(i), W (i)

n ⇒ W (i), n→∞, i = 1, 2.

Как уже не раз отмечалось, эти пределы существуют, в частности, если времена
между приходами заявок τ (i) являются нерешетчатыми и ρi = λiMS

(i) < 1, i =

1, 2 [34].
Сравним в системах Σ(1) и Σ(2) экстремальные индексы стационарных длин
очередей и времен ожидания. Обозначим максимумы

MQ(1)

n = max(Q
(1)
1 , . . . , Q(1)

n ), MQ
(2)
n

n = max(Q
(2)
1 , . . . , Q(2)

n ), n ≥ 1,

MW (1)

n = max(W
(1)
1 , . . . ,W (1)

n ), MW (2)

n = max(W
(2)
1 , . . . ,W (2)

n ), n ≥ 1.

Предположение 4.1. Предположим, что в системах Σ(1) и Σ(2) коэффици-
енты загрузки ρi < 1, i = 1, 2, и существуют предельные распределения для
максимумов стационарных времен ожидания MW (1)

n , MW (2)

n и стационарных
длин очередей MQ(1)

n , MQ(2)

n при n → ∞. Пусть θQ(i), θW (i) – экстремальные
индексы Q(i), W (i), i = 1, 2, соответственно. Тогда

1) Если выполнены соотношения

ν
(1)
1 = ν

(2)
1 = 0, τ (1) =

st
τ (2), S(1) ≤

r
S(2), (4.50)

то
θQ(1) ≥ θQ(2). (4.51)
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2) Если выполнены соотношения:

W
(1)
1 = W

(2)
1 = 0, τ (1) ≥

r
τ (2), S(1) ≤

r
S(2), (4.52)

то
θW (1) ≥ θW (2). (4.53)

Следующая теорема утверждает, что Предположение 4.1 выполнено для си-
стем M/G/1 при условии существования действительных положительных кор-
ней уравнения (4.38).

Теорема 4.2. Пусть для систем Σ(1) и Σ(2) вида M/G/1 выполнены условия
стационарности, ρi < 1, i = 1, 2, M[S(i)eγS

(i)

] < ∞, i = 1, 2, а также вы-
полнены соотношения (4.52). Пусть существуют действительные положи-
тельные корни уравнения (4.38). Тогда экстремальные индексы стационарных
времен ожидания упорядочены как

θW (1) ≥ θW (2).

Доказательство. Прежде всего заметим, что из упорядоченности с.в. по интен-
сивности отказов следует упорядоченность экспоненциальных моментов [116].
Следовательно, из соотношений (4.52) вытекает, что

MeγS
(1) ≤ MeγS

(2)

, Me−γτ
(1) ≤ Me−γτ

(2)

, для любого γ > 0.

Обозначим через γi положительный действительный корень уравнения (4.38)
для системы Σ(i), i = 1, 2. Если таких корней несколько, то согласно Теореме
7.2 из [63], выбирается наименьший из них. Тогда равенства

Meγ1(S
(1)−τ (1)) = Meγ2(S

(2)−τ (2)) = 1

выполнены, если
γ1 ≥ γ2.

Поскольку интервалы между приходами заявок упорядочены по интенсивности
отказов, τ (1) ≥

r
τ (2), то λ1 ≤ λ2. Следовательно, λ1/γ1 ≤ λ2/γ2. Более того, в

силу S(1) ≤
r
S(2), имеем также MS(1)≤MS(2) и 1−ρ1 ≥ 1−ρ2. Подставив эти нера-
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венства в выражение для экстремального индекса (4.45), получим утверждение
теоремы, а именно,

θW (1) =
1− ρ1

1 + λ1/γ1
≥ 1− ρ2

1 + λ2/γ2
= θW (2).

Пример 4.12. Для системы M/M/1, как уже было сказано выше, экстремаль-
ный индекс стационарного времени ожидания имеет вид (4.46). Рассмотрим две
системы вида M/M/1, в которых времена обслуживания показательные с па-
раметрами µ1 и µ2, соответственно, и µ1 > µ2 > 0. Предположим, что λ1 < λ2

и ρi = λi/µi < 1, i = 1, 2. В этом случае условия (4.52) выполнены и

γ1 = µ1 − λ1 > γ2 = µ2 − λ1, θW (1) = (1− ρ1)2 > (1− ρ2)2 = θW (2),

т. е. выполнено неравенство (4.53).

Этот пример иллюстрирует утверждение Теоремы 4.2. Следующий пример
также иллюстрирует этот вывод.

Пример 4.13. Сравним две системы Σ(1) и Σ(2) вида M/H2/1. Пусть в системе
Σ(1) обслуживание имеет гиперэкспоненциальное распределение с параметрами
µ
(1)
1 = 2, µ

(1)
2 = 4, p(1) = 0.5, а в системе Σ(2) : µ(2)1 = 1.5, µ

(2)
2 = 2, p(2) = 0.5. Вход-

ной поток в обеих системах одинаковый, τ (1) st
= τ (2) ∼ Exp(1.5). Отметим, что

функции интенсивности отказов времен обслуживания связаны неравенством
rS(1) = µ

(1)
1 = 2 > rS(1) = µ

(2)
1 = 1.5, поэтому времена обслуживания упорядоче-

ны по интенсивности отказов, S(1) ≤
r
S(2). Численное решение уравнения (4.47)

дает по два ненулевых действительных корня для каждой системы,

γ
(1)
1 = 1, γ

(1)
2 = 3.5; γ

(2)
1 = 0.21, γ

(2)
2 = 1.8.

Подставив наименьшие, т. е. γ(1)1 и γ(2)1 , в (4.45), получим упорядоченность экс-
тремальных индексов стационарного времени ожидания

θW (1) = 0.175 > θW (2) = 0.015.

Таким образом, условия (4.52) выполнены, γ1 > γ2 и θW (1) > θW (2).
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Пример 4.14. Рассмотрим M/We/1 систему. Экспоненциальные моменты
MeγS для распределения Вейбулла существуют для β ⩾ 1 так, что в этом слу-
чае (4.44) принимает вид 4.48. Пусть λ1 = 2, α1 = 0.25, β1 = 1.5 в системе Σ(1)

и λ2 = 2, α2 = 0.4, β2 = 1.2 в системе Σ(2). Численное решение уравнения (4.48)
дает единственные корни γ1 = 3.7 и γ2 = 0.79, соответственно, следовательно,
θW (1) = 0.35 > θW (2) = 0.07.

Следующая теорема утверждает, что Предположение 4.1 выполнено для
систем GI/M/1 при условии существования действительных положительных
корней уравнения (4.38).

Теорема 4.3. Пусть для двух систем Σ(1) и Σ(2) вида GI/M/1 выполнены
условия стационарности, ρi < 1, i = 1, 2, а также соотношение (4.52).
Пусть существуют действительные положительные корни уравнения (4.38)
для этих систем и

M[τ (1)e−γ1τ
(1)

] ≤ M[τ (2)e−γ2τ
(2)

]. (4.54)

Тогда экстремальные индексы стационарных времен ожидания упорядочены
как

θW (1) ≥ θW (2).

Доказательство. В доказательстве Теоремы 4.2 показано, что корни γi урав-
нения (4.38) для систем Σ(i) связаны неравенством

γ1 ≥ γ2,

а в силу (4.52) экспоненциальные моменты также упорядочены. Следовательно,

ψτ (1)(γ1) := Me−γ1τ
(1) ≤ Me−γ2τ

(2)

=: ψτ (2)(γ2).

Заметим, что Mτe−γτ <∞ для любой с.в. τ ≥ 0 и любого γ ≥ 0 и

d

dγi
ψτ (i)(γi) = −M(τ (i)e−γiτ

(i)

), i = 1, 2.

Таким образом, из условия (4.54) следует, что

d

dγ1
ψτ (1)(γ1) ⩾

d

dγ2
ψτ (2)(γ2).
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Уравнение (4.38) для рассматриваемой системы эквивалентно выражению

ψτ (i)(γi) + γi/µi = 1, i = 1, 2.

Следовательно, выражение (4.42) может быть переписано в виде

θW (i) = γi(
d

dγi
ψτ (i)(γi) + 1/µi) = (1− ψτ (i)(γi))(µi

d

dγi
ψτ (i)(γi) + 1), i = 1, 2.

Из упорядоченности по интенсивности отказов времен обслуживания следует,
что µ1 ⩾ µ2. Подставляя полученные неравенства в выражение для экстремаль-
ного индекса (4.42), получим требуемое неравенство

θW (1) = (1−ψτ (1)(γ1))(µ1
d

dγ1
ψτ (1)(γ1)+1) ⩾ (1−ψτ (2)(γ2))(µ2

d

dγ2
ψτ (2)(γ2)+1) = θW (2).

Заметим, что условие (4.54) выполняется например, дляM/M/1, поскольку

d

dγi
ψτ (i)(γi) = −

λi
(λi + γi)2

= −λi
µ2i
,

и если λ1 ⩽ λ2, µ1 ⩾ µ2, то условие (4.54) выполняется.

Пример 4.15. Рассмотрим две системы Σ(1) и Σ(2) вида H2/M/1. Пусть в
системе Σ(1) интервалы между приходами заявок τ (1) заданы гиперэкпонен-
циальным распределением с параметрами p = 0.5, λ1 = 1, λ2 = 3, а вре-
мя обслуживания S(1) ∼ Exp(4). Единственное положительное решение урав-
нения (4.38) есть γ1 = 2.24, при котором θW (1) = 0.33. Пусть в системе
Σ(2) с.в. τ (2) заданы гиперэкспоненциальным распределением с параметрами
p = 0.5, λ1 = 2, λ2 = 3, а S(2) ∼ Exp(3). Тогда единственное положительное ре-
шение (4.38) есть γ2 = 0.58, при котором θW (2) = 0.0385. При таких параметрах
условие (4.54), а также выполнены условия (4.52), поскольку

rτ (1)(x) = 1 < rτ (2)(x) = 2; rS(1)(x) = 4 > rS(2)(x) = 3,

и
γ1 > γ2, θW (1) > θW (2).
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Пример 4.16. Рассмотрим систему Pareto/M/1. Вычислим ПЛС

ψτ(γ) = 1− eγx0(γx0)
αΓ(−α + 1, γx0)

и его производную

d

dγ
ψτ(γ) = −eγx0(γx0)

αΓ(−α + 1, γx0)(x0 + α/γ) + x0.

В силу (4.40) производную ПЛС можно переписать в виде

d

dγ
ψτ(γ) = −γ/µ(x0 + α/γ) + x0.

Тогда формула (4.42) для расчета экстремального индекса примет вид

θW = γ

(
x0 +

1− α
µ
− x0γ

µ

)
.

Сравним экстремальные индексы в двух системах. Пусть x0 = 1, µ1 = 2.2., µ2 =

1.375, α1 = α2 = 2.1. В этом случае γ1 = 0.704 > γ2 = 0.12375, θW (1) = 0.126 >

θW (2) = 0.0136.

4.8. Монотонность систем GI/M/N по экстремальному

индексу

Экстремальное поведение многосерверной системы GI/M/N с интенсивностью
обслуживания µ соответствует экстремальному поведению системы GI/M/1 с
интенсивностью обслуживания µN с идентичным входным потоком [94]. Бо-
лее того, если многосерверная система стационарна, ρ = (µMτ)−1 < N, то
время ожидания имеет предельное распределение смеси с атомом в нуле и по-
казательным распределением с параметром γ, где γ есть единственное решение
уравнения (см. Теорему 3.2 в [34])

∞∫
0

e−γxFτ(dx) = 1− γ

µN
.

Подставляя µN вместо µ в соотношение (4.42) можно легко получить соотно-
шение для экстремального индекса стационарного времени ожидания в системе
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GI/M/N , а именно,

θW = γ

(
d

dγ
ψτ(γ) +

1

µN

)
. (4.55)

Последнее соотношение позволяет сравнивать экстремальные индексы в двух
системах GI/M/Ni, добавляя условие N1 ⩾ N2 на число серверов в Теореме
4.3. Сформулируем полученный результат в виде теоремы.

Теорема 4.4. Пусть выполнены условия стационарности, ρi = λ1MS
(i) <

Ni, i = 1, 2, и соотношения (4.52) в двух системах Σ(1) и Σ(2) вида GI/M/Ni.
Предположим, что существуют положительные корни уравнения (4.38) для
этих систем и

N1 ⩾ N2.

Тогда для экстремальных индексов времен ожидания верно неравенство

θW (1) ⩾ θW (2).

В частности, для M/M/N легко проверить, что

γ = µN − λ, θw =

(
1− λ

µN

)2

.

Следовательно, если λ1 ⩽ λ2, µ1 ⩾ µ2, N1 ⩾ N2, то

θW (1) ⩾ θW (2).

4.9. Монотонность систем GI/G/1 со смешанным

обслуживанием по экстремальному индексу

Рассмотрим односерверную систему Σ вида GI/G/1 с дисциплиной об-
служивания FIFS. Пусть τn – интервалы между приходами n-й и n+1-й заявок,
Sn – время обслуживания n-й заявки. Пусть {τn, n ≥ 1}, {Sn, n ≥ 1} после-
довательности н.о.р. с.в. Обозначим Mτ = 1/λ, MS = 1/µ. Предположим, что
время обслуживания S задано m-компонентной смесью вида

B(x) =
m∑
i=1

piBi(x),
m∑
i=1

pi = 1, pi ≥ 0, i = 1, . . . ,m. (4.56)
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Предположим, что независимые с.в. S(1), . . . , S(m) имеют ф.р. Bi(x), i =

1, . . . ,m. Пусть индикаторы Ii = 0 с вероятностью pi и Ii = 1 с вероятностью
1− pi – и не зависят от {S(i)}, i = 1, . . . ,m. Тогда с.в.

S = I1 S
(1) + · · ·+ ImS

(m), I1 + · · ·+ Im = 1 (4.57)

является m-компонентной смесью с ф.р. (4.56) и

MS = 1/µ =
m∑
i=1

pi/µi,

где MS(i) = 1/µi. Обозначим через

ρ = λMS =
m∑
i=1

λpi
µi

=
m∑
i=1

piρi

коэффициент загрузки, где ρi = λ/µi.
Предположим, что компоненты S(i) времени обслуживания S стохастически

упорядочены
S(1) ≤

st
· · · ≤

st
S(m).

Рассмотрим две системы обслуживания Σ(1) и Σ(m) с таким же входным пото-
ком, как в исходной системе Σ, Mτ (i) = 1/λi = 1/λ, i = 1,m. Как обычно
будем снабжать индексом i величины, относящиеся к i-й системе. Время обслу-
живания S(1) в системе Σ(1) задано ф.р. B1. Время обслуживания S(m) в системе
Σ(m) задано ф.р. Bm.

Теперь сравним в системах Σ, Σ(1) и Σ(m) экстремальные индексы стацио-
нарных времен ожидания. Пусть νn, ν

(1)
n , , ν

(m)
n – число заявок в момент времени

t−n , Qn, Q
(1)
n , Q

(m)
n – размер очереди в момент t−n , а Wn, W

(1)
n ,W

(m)
n – время ожи-

дания в очереди в момент прихода заявки с номером n в системах Σ, Σ(1),Σ(m),
соответственно. Обозначим (когда существуют) пределы по распределению

Q(i)
n ⇒ Q(i), ν(i)n ⇒ ν(i), W (i)

n ⇒ W (i), n→∞, i = 1,m. (4.58)

Пусть ρ < 1 для исходной системы Σ и существуют пределы

Qn ⇒ Q, νn ⇒ ν, Wn ⇒ W, n→∞.
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Пусть

MW
n = max(W1, . . . ,Wn),

MW (1)

n = max(W
(1)
1 , . . . ,W (1)

n ),

MW (m)

n = max(W
(m)
1 , . . . ,W (m)

n ), n ≥ 1. (4.59)

Предположение 4.2. Предположим, что в системах Σ(1) и Σ(m) коэффици-
енты загрузки ρi < 1, i = 1,m, ρ < 1, и

W
(1)
1 = W

(m)
1 = W1 = 0. (4.60)

Пусть также выполнены следующие стохастические соотношения:

τ (1) ≥
r
τ ≥

r
τ (m) (4.61)

и компоненты смеси времени обслуживания упорядочены как

S(1) ≤
r
S(2) ≤

r
. . . ≤

r
S(m). (4.62)

Предположим, что существуют предельные распределения максимумов ста-
ционарных времен ожидания MW

n ,MW (1)

n и MW (m)

n при n→∞. Тогда

θW (1) ≥ θW ≥ θW (m), (4.63)

где θW , θW (i) – экстремальные индексы последовательностей {Wn},
{W (i)

n }, i = 1,m, соответственно.

Построенные системы Σ(1) и Σ(m) будем называть минорантной и мажо-
рантной системами для исходной системы Σ.

Следующая теорема утверждает, что Предположение 4.2 верно для системы
со смешанным обслуживанием вида M/G/1, для которой существует действи-
тельный положительный корень уравнения (4.38).

Теорема 4.5. Пусть для систем Σ, Σ(1) и Σ(2) вида M/G/1 выполнены условия
стационарности, ρi < 1, i = 1,m, ρ < 1, а также верны соотношения (4.60)-
(4.62). Пусть существуют действительные положительные корни уравнения
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(4.38) для всех трех систем и M[S(i)eγS
(i)

] <∞, i = 1,m, M[SeγS] <∞. Тогда

θW (1) ≥ θW ≥ θW (m).

Доказательство теоремы следует из Теорем 1.1 и 4.2.

4.9.1. Экстремальный индекс времени ожидания в системе M/Hm/1

В качестве исходной системы Σ рассмотрим систему M/Hm/1 с гиперэкспонен-
циальным (m-компонентным) распределением времени обслуживания

BS(x) =
m∑
i=1

pie
−µix, µi > 0, pi ≥ 0, i = 1, . . . ,m,

m∑
i=1

pi = 1.

В качестве минорантной и мажорантной систем рассмотрим две системы Σ(1) и
Σ(m) (видаM/M/1), в которых времена обслуживания S(i) имеют показательное
распределение, BS(i)(x) = e−µix, i = 1,m. Интервалы между приходами заявок
во все три системы имеют показательное распределение с параметром λ.

Пусть во всех системах выполнены условия стационарности:

ρi = λ/µi < 1, i = 1,m, ρ = λ

m∑
i=1

pi/µi < 1.

Функция интенсивности отказов времени обслуживания S в исходной системе
Σ равна

rS(x) :=

m∑
i=1

piµie
−µix

m∑
i=1

pie−µix

, x ≥ 0.

Функции интенсивности отказов времен обслуживания S(1) и S(m) в системах
Σ(1) и Σ(m), соответственно, равны rS(1)(x) = µ1, rS(m)(x) = µm. Нетрудно про-
верить, что при условии

µ1 ≥ µ2 ≥ · · · ≥ µm (4.64)

функции интенсивности отказов упорядочены следующим образом:

rS(1)(x) ≥ rS(x) ≥ rS(m)(x), x ≥ 0,
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а, следовательно, времена обслуживания в этих системах упорядочены по ин-
тенсивности отказов как

S(1) ≤
r
S ≤

r
S(m).

Отсюда, в свою очередь, следует стохастический порядок [145]:

S(1) ≤
st
S ≤

st
S(m).

Поскольку системы Σ(1) и Σ(m) являются системами вида M/M/1, то ф.р.
стационарного времени ожидания равна

FW (i)(x) = 1− ρie−(µi−λ)x, i = 1,m. (4.65)

Выбирая нормализующие последовательности для максимума стационарного
времени ожидания в виде

uin(x) =
x+ ln(ρin)

µi − λ
, i = 1,m,

получим предельное распределение Гумбеля [95]:

lim
n→∞

P(MW (i)

n ≤ uin(x)) = Λ(x), i = 1,m. (4.66)

Кроме того, для систем M/M/1 известны выражения для экстремальных ин-
дексов стационарных времен ожидания в явном виде [94]:

θW (1) = (1− ρ1)2, θW (m) = (1− ρm)2. (4.67)

Вернемся к исходной системе M/Hm/1. Для систем M/G/1 экстремаль-
ный индекс можно вычислить по формуле (4.45). Более того, из условия для
параметров (4.64) и уравнения (4.47) следует, что

λ+ γ

λ
=

m∑
i=1

piµi
µi − γ

≥
m∑
i=1

pi
1− γ/µ1

=
µ1

µ1 − γ
,

а, следовательно,
γ(µ1 − λ− γ) ≥ 0
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и γ ≤ µ1 − λ = γ1. Далее, поскольку, ρ1 ≤ ρ, то

θW =
1− ρ

1 + λ/γ
≤ 1− ρ1

1 + λ/γ1
= (1− ρ1)2 = θW (1).

Аналогично, можно показать, что

λ+ γ

λ
=

m∑
i=1

piµi
µi − γ

≤ µm
µm − γ

,

и γ ≤ µm − λ = γm, а, следовательно,

θW =
1− ρ

1 + λ/γ
≥ 1− ρm

1 + λ/γm
= (1− ρm)2 = θW (m).

Полученный результат сформулируем в виде леммы.

Лемма 4.1. Предположим, что в системах Σ = M/Hm/1, Σ(1) и Σ(m) коэф-
фициенты загрузки ρi < 1, i = 1,m, ρ < 1, и выполнены соотношения (4.60)
и (4.64). Тогда

θW (1) ≥ θW ≥ θW (m).

Рассмотрим систему M/H2/1 c параметрами λ = 1, µ1 = 4, µ2 = 2, p =

0.5. В примере 4.9 были численно найдены два положительных корня, среди
которых был выбран наименьший γ = 1.38. Подставив его в (4.45), получим
значение экстремального индекса θ = 0.36.

В минорантной и мажорантной системах экстремальные индексы стацио-
нарного времени ожидания, соответственно, равны θW (1) = (1− ρ1)2 = 0.5625 и
θW (2) = (1− ρ2)2 = 0.25.

Полученные значения экстремальных индексов для стационарного времени
ожидания согласуются с Предположением 4.2 о том, что если выполнены со-
отношения (4.61) и (4.62), то экстремальные индексы в этих системах связаны
неравенством (4.63), поскольку

θW (1) = 0.5625 > θW = 0.36 > θW (m) = 0.25. (4.68)

Кроме того,

γ1 = µ1 − λ = 3 > γ = 1.38 > γ2 = µ2 − λ = 1.
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Рисунок 4.1. Экстремальные индексы стационарного времени ожидания в си-
стемах M/M/1(µ1 = 4), M/H2/1(µ1 = 4, µ2 = 2, p = 0.5) и M/M/1(µ2 = 2),
λ = λ1 = λ2 = 1 в зависимости от перцентиля времени ожидания.

На Рисунке 4.1 приведены результаты эксперимента по регенеративной
оценке экстремального индекса стационарного времени ожидания системы
M/H2/1. Экстремальный индекс в исходной системе сравнивался с экстремаль-
ными индексами двух систем M/M/1 с таким же входным потоком и временем
обслуживания, распределенным по показательному закону с параметром µ1 = 4

(в минорантной системе) и µ2 = 2 (в мажорантной системе). Результаты моде-
лирования подтверждают справедливость неравенства (4.63).

4.9.2. Экстремальный индекс времени ожидания в системе Hm/G/1

Пусть в исходной системе Σ интервалы между приходами заявок заданы гипе-
рэкспоненциальным (m-компонентным) распределением

A(x) = 1−
m∑
i=1

pie
−λix, λi > 0, pi ≥ 0, i = 1, . . . ,m,

m∑
i=1

pi = 1.

В качестве минорантной и мажорантной систем рассмотрим две системы Σ(1) и
Σ(m) (вида M/M/1), в которых интервалы между приходами заявок τ (i) имеют
показательный закон распределения с ф.р. Ai(x) = 1 − e−λix, i = 1,m. Н.о.р.
времена обслуживания во всех трех системах имеют показательное распреде-
ление с параметром µ.
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Пусть выполнены условия стационарности во всех системах

ρi = λi/µ < 1, i = 1, . . . ,m, ρ = 1/(
m∑
i=1

pi/ρi) < 1

и
λ1 ≤ · · · ≤ λm. (4.69)

Тогда функции интенсивности отказов упорядочены следующим образом:

rτ (1)(x) ≤ rτ(x) ≤ rτ (m)(x), x ≥ 0,

а, следовательно, интервалы между приходами заявок в этих системах упоря-
дочены по интенсивности отказов как

τ (1) ≥
r
τ ≥

r
τ (m).

Согласно Предположению 4.2 экстремальные индексы в трех системах удовле-
творяют неравенству (4.63). Более того, в силу (4.39) предельное распределение
максимума стационарного времени ожидания в исходной системе Hm/M/1 есть
распределение Гумбеля при нормализующей последовательности

un(x) =
x+ ln((1− γ/µ)n)

γ
,

где γ есть единственное положительное решение уравнения (4.49), а экстремаль-
ный индекс рассчитывается по формуле (4.42). Более того, из условий (4.69)
следует, что

µ− γ
µ

=
m∑
i=1

piλi
λi + γ

≥
m∑
i=1

pi
1 + γ/λ1

=
λ1

λ1 + γ
.

Из последнего соотношения следует, что

γ(µ− λ1 − γ) ≥ 0,

а, следовательно, γ ≤ µ− λ1 = γ1. Подставив выражение

d

dγ
ψτ(γ) = −

m∑
i=1

piλi
(λi + γ)2



173

в (4.42), получим

θW =
γ

µ

(
1− µ

m∑
i=1

piλi
(λi + γ)2

)
≤ µ− λ1

µ

(
1− µλ1

(λ1 + γ)2

)
≤ (1− ρ1)2 = θW (1).

Аналогично, можно показать, что

µ− γ
µ
≤

m∑
i=1

pi
1 + γ/λm

=
λm

λm + γ
,

и
γ ≥ µ− λm = γm,

а, следовательно,

θW ≥
µ− λm
µ

(
1− µλm

(λm + γ)2

)
≤ (1− ρm)2 = θW (m).

Полученный результат сформулируем в виде леммы.

Лемма 4.2. Предположим, что в системах Σ = Hm/M/1, Σ(1) и Σ(m) коэф-
фициенты загрузки ρi < 1, i = 1,m, ρ < 1, и выполнены соотношения (4.60)
и (4.69). Тогда

θW (1) ≥ θW ≥ θW (m).

Пусть, например, λ1 = 2, λ2 = 10, p = 0, 25, µ = 12. В этом случае
ρ1 = 1/6, ρ2 = 5/6, ρ = 0.417. Экстремальный индекс в минорантной систе-
ме θW (1) = (1 − ρ1)2 = 0.694, в мажорантной системе θW (2) = (1 − ρ2)2 = 0.028.

Решение (4.49) дает единственный положительный корень γ = 5.29, следова-
тельно, экстремальный индекс в исходной системе θW = 0.33. Как видим,

γ1 = µ− λ2 = 10 > γ = 5.29 > γ2 = µ− λ2 = 2

и
θW (1) > θW > θW (2).
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4.10. Экстремальное поведение в системах со смешанным

входным процессом

Рассмотрим систему
m∑
i

Gi/
m∑
i

Gi/1, в которую поступает m независимых вход-

ных потоков {τ (i)k , k ≥ 1} с распределением Ai и средним Mτ (i) := 1/λi. Эта
система была подробно рассмотрена в разделе 2.6. Время обслуживания S яв-
ляется m-компонентной смесью распределений времен обслуживания разных
классов

B(x) =
m∑
i=1

piBi(x), (4.70)

где pi = λi/λ i = 1, . . . ,m, λ = λ1 + · · · + λm. Пусть {τk, k ≥ 1} – интер-
валы между приходами заявок в смешанном входном процессе, образованном
суперпозицией m входных потоков и выполнено условие стационарности (2.96).

Для исходной системы
m∑
i=1

Gi/
m∑
i=1

Gi/1 (обозначим ее Σ) построим минорантную

систему Σ(1), в которой интервалы между приходами заявок заданы с.в. τ (1)k из
первого входного потока, а время обслуживания есть с.в. S(1). В мажорантной
системе Σ(m) входной поток совпадает с входным потоком исходной системы τ ,
а обслуживание задано с.в. S(m).
Обозначим через Wn, W

(1)
n , W

(m)
n – незавершенную работу в момент времени

t−n в системах Σ, Σ(1) и Σ(m), соответственно. Введем максимумы стационарных
последовательностей незавершенной работы

MW
n = max(W1, . . . ,Wn),

MW (i)

n = max(W
(i)
1 , . . . ,W (i)

n ), i = 1,m.

Предположение 4.2 можно применить и для систем со смешанным входным
процессом. А именно, пусть выполнено условие стационарности (2.97), началь-
ные интервалы между приходами заявок совпадают, τ1 = τ

(1)
1 = τ

(m)
1 и

S(1) ≤
r
· · · ≤

r
S(m).
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Тогда согласно Предположению 4.2

θW (1) ≥ θW ≥ θW (m), (4.71)

где θW , θW (i) – экстремальные индексы W,W (i), i = 1,m, соответственно.
Пусть в системе Σ входной поток задан суперпозицией m входных потоков

с моментами прихода {tk, k ≥ 1}. В системе Σ̃ моменты прихода {t̃k, k ≥ 1}
представляют собой подпоследовательность моментов прихода в систему Σ, т.
е. {t̃k, k ≥ 1} ⊆ {tk, k ≥ 1}. Пусть времена обслуживания в обеих системах
одинаковые и не зависят от класса, S st

= S̃. Тогда при выполнении условия
стационарности (2.96) Теорема 2.8 (раздел 2.6.) верна, и в Предположении 4.2
экстремальные индексы стационарного времени ожидания в этих системах удо-
влетворяют неравенству

θW̃ ≥ θW .

Пример 4.17. Для примера 2.9 (раздел 2.6.) построим оценки экстремальных
индексов стационарного времени ожидания в исходной системе, которую обо-

значим
2∑

i=1

Gi/M/1, и системах G1/M/1, G2/M/1. На Рисунке 4.2 приведены

оценки экстремального индекса стационарного времени ожидания в исходной
системе Σ при µ = 4, α1 = 2, α2 = 3 (коэффициент загрузки ρ = 0.75), а также
в системах Gi/M/1, i = 1, 2.

На Рисунке 4.3 приведены аналогичные графики, но µ = 5 (коэффициент
загрузки ρ = 0.6).

В обоих случаях (при µ = 4 и µ = 5) экстремальный индекс в системе
G2/M/1 является наиболее близкой оценкой для экстремального индекса ис-
ходной системы. Заметим также, что на Рисунке 4.2 экстремальный индекс
меньше во всех трех системах, чем экстремальный индекс в соответствующих
системах на Рисунке 4.3. Это можно объяснить тем, что коэффициенты загруз-
ки в них больше, чем в соответствующих системах, приведенных на Рисунке
4.3.
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Рисунок 4.2. Оценки экстремальных индексов стационарного времени ожи-

дания в исходной системе
2∑

i=1

Gi/M/1 и системах G1/M/1 и G2/M/1, при

µ = 4, α1 = 2, α2 = 3.

Рисунок 4.3. Оценки экстремального индекса стационарного времени ожидания

в исходной системе
2∑

i=1

Gi/M/1 и системах G1/M/1 и G2/M/1, при µ = 5, α1 =

2, α2 = 3.

4.11. Сравнение экстремальных индексов стохастически

упорядоченных строго стационарных

последовательностей

В данном разделе обсуждается более широкий контекст Предположений
4.1 и 4.2 на произвольные строго стационарные стохастически упорядоченные
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последовательности {Xn, n ≥ 1} и {Yn, n ≥ 1}, заданные (маргинальными) ф.р.
FX и FY , соответственно. Обозначим максимумы

MX
n = max(X1, . . . , Xn), M

Y
n = max(Y1, . . . , Yn), n ≥ 1.

Пусть M̂X
n , M̂

Y
n , n ≥ 1, – максимумы последовательностей независимых с.в.,

ассоциированных с исходными последовательностями, т. е. заданными (марги-
нальными) ф.р. FX и FY .

Пусть последовательности {Xn, n ≥ 1} и {Yn, n ≥ 1} взаимно независимы.
Предположим, что существуют такие нормализующие последовательности

{un(x) = anx+ bn} и {u′n(x) = a′nx+ b′n},

что an, a′n > 0, n ≥ 1, un(x), u
′
n(x) → ∞ для каждого x при n → ∞. Пусть

также существуют такие невырожденные распределения HX(x) и HY (x), что
при n→∞,

P((M̂X
n ≤ un(x)) → HX(x),

P((M̂Y
n ≤ u′n(x)) → HY (x), (4.72)

nFX(un(x)) → τ(x),

nFY (u
′
n(x)) → τ ′(x), (4.73)

и, кроме того,
un(x) ≥ u′n(x) для всех x, n ≥ 1. (4.74)

Пусть также выполнены условия перемешивания D(un) (см. раздел 4.5.), а по-
следовательности имеют стохастический порядок, т. е.

FX(x) ≤ FY (x) для всех x ∈ R. (4.75)

Тогда предположим, что экстремальные индексы θX и θY последовательностей
{Xn, n ≥ 1} и {Yn, n ≥ 1} упорядочены следующим образом:

θX ≥ θY . (4.76)
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Пример 4.18. Пусть заданы две последовательности с.в.

{Xn = c1Zn−1 ∨ c2Zn, n ≥ 1} и {Yn = d1Zn−1 ∨ d2Zn, n ≥ 1},

где X ∨ Y := max(X, Y ), константы c1, c2, d1, d2 > 0, ф.р. с.в. Zn имеет вид

FZ(x) = e−1/x, x > 0.

Вычислим ф.р. X и Y :

FX(x) = e−
c1 + c2
x , FY (x) = e−

d1 + d2
x , x > 0.

Известно, что максимум последовательности {Xn, n ≥ 1} равен [16]:

MX
n = c1Z0 ∨

(
(c1 ∨ c2)

n−1∨
i=1

Zi

)
∨ c2Zn, n > 1

Тогда [16] ф.р. MX
n :

P(MX
n ≤ x) = FZ(x/c2)FZ(x/c1)F

n−1
Z (x/(c1 ∨ c2)).

Экстремальный индекс равен

θX =
c1 ∨ c2
c1 + c2

.

Аналогично,

θY =
d1 ∨ d2
d1 + d2

.

Очевидно, если c1 + c2 ≤ d1 + d2, то FX(x) ≥ FY (x) для всех x > 0. Следова-
тельно, X ≤

st
Y . Поскольку

θX =
c1 ∨ c2
c1 + c2

≥ θY =
d1 ∨ d2
d1 + d2

,

то вывод об упорядоченности экстремальных индексов для заданных последо-
вательностей верен.

Пример 4.19. Пусть в примере 4.18 ф.р. последовательности {Zn, n ≥ 0} имеет
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распределение Парето:

FZ(x) = 1−
(

x0
x0 + x

)α

, α > 2, x ≥ 0, x0 > 0.

Вычислим ф.р. с.в. X

FX(x) =

(
1−

(
x0c1

x0c1 + x

)α)(
1−

(
x0c2

x0c2 + x

)α)
и ф.р. с.в. Y

FY (x) =

(
1−

(
x0d1

x0d1 + x

)α)(
1−

(
x0d2

x0d2 + x

)α)
.

Легко проверить, что если c1 + c2 ≤ d1 + d2, то X ≤
st
Y . Получаем неравенство

для экстремальных индексов

θX =
(c1 ∨ c2)α

cα1 + cα2
≥ (d1 ∨ d2)α

dα1 + dα2
= θY .

Таким образом, экстремальные индексы для заданных последовательностей
также упорядочены в соответствии с (4.76).

4.12. Выводы по результатам главы 4

Построена нормализующая последовательность для максимума последо-
вательности с.в., имеющих k+m-показательное-Парето распределение, а также
доказано, что распределение максимума сходится к распределению Фреше (раз-
дел 4.3, Теорема 4.1).

Доказаны Теоремы 4.2, 4.3 и 4.4 о монотонности по экстремальному индексу
стационарного времени ожидания систем вида M/G/1, GI/M/1 и GI/M/N ,
соответственно.

Получены достаточные условия монотонности систем со смешанным обслу-
живанием по экстремальному индексу (Теорема 4.5).

Для системM/Hm/1 иHm/M/1 получены соотношения для расчета экстре-
мального индекса стационарного времени ожидания, а также доказаны Леммы
4.1 и 4.2 о монотонности системы по экстремальному индексу.

Основные результаты Главы 4 изложены в работах автора [189, 198, 199].
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Глава 5. Экстремальное поведение систем c
субъэкспоненциальным обслуживанием

В данной главе использованы теоретические результаты, полученные в
предыдущих главах и позволяющие получить предельные распределения мак-
симума стационарного времени ожидания (стационарной задержки) в системах
с временем обслуживания, имеющим субъэкспоненциальное распределение, в
том числе системах со смешанным обслуживанием.

5.1. Экстремальное поведение в системах GI/G/1/∞

Рассмотрим систему GI/G/1/∞. Обозначим через Si – время обслужи-
вания i-й заявки, τi – интервал между приходами i-й и i + 1-й заявок, i ≥ 1.
Пусть последовательности {Si, i ≥ 1}, {τi, i ≥ 1} состоят из н.о.р. с.в. Рас-
смотрим случайное блуждание Yn = X1 + · · · + Xn, n ≥ 1 (Y0 = 0) с н.о.р.
нерешетчатыми с.в. Xi = Si − τi и ф.р. FX .

Обозначим через BS(x) = P(S ≤ x) ф.р. времени обслуживания S.

Определение 5.1. ([100]) Ф.р. BS называется субъэкспоненциальной, если

lim
x→∞

B∗nS (x)

nBS(x)
= 1 для всех n ≥ 2,

где B∗nS (x) – хвост n-кратной свертки распределения BS(x) с собой, т. е.
B∗nS (x) = P(S1 + ·+ Sn > x), где Si – стохастическая копия S, i = 1, . . . , n.

Известно, что если времена обслуживания имеют субъэкспоненциальное
распределение, то MeγX =∞ для всех γ > 0 [34].

Обозначим класс субэкспоненциальных распределений через S. Также обо-
значим через Se стационарное остаточное время обслуживания, заданное плот-
ностью распределения BS(x)/MS, и пусть BSe

(x) есть ф.р. с.в. Se.
Ниже приведено Утверждение 5.1, на которое будут опираться дальнейшие

рассуждения относительно экстремального поведения стационарного времени
ожидания в системах GI/G/1, где время обслуживания имеет субъэкспоненци-
альное распределение.
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Утверждение 5.1. ([174]) Если система GI/G/1 стационарна, т. е. ρ < 1, и
ф.р. Se относится к классу субэкспоненциальных распределений (Se ∈ S), то
ф.р. стационарного времени ожидания W также относится к классу субъэкс-
поненциальных распределений и хвосты этих распределений асимптотически
эквивалентны:

lim
x→∞

P(W > x)

P(Se > x)
=

ρ

1− ρ
. (5.1)

Более того, в силу дистрибутивного закона Литтла [36] для систем вида
M/G/1, Утверждение 5.1 можно сформулировать для стационарной длины оче-
реди, а именно

lim
k→∞

P(Q > k)

P(λSe > k)
=

ρ

1− ρ
. (5.2)

В отличие от случая, когда X имеет распределение с легким хвостом, в
рассматриваемых системах с субъэкспоненциальным обслуживанием предель-
ное распределение максимума стационарного времени ожидания близко к рас-
пределению с.в. X = S − τ , т. е. к ф.р. FX . Пусть FW (x) – ф.р. стационарного
времени ожидания W . Обозначим через MW

n = max(W1, . . . ,Wn). Тогда имеет
место

Утверждение 5.2. ([36])

P(M ∆̂
W > x) ∼ M∆̂FX(x) при x→∞, (5.3)

где M ∆̂
W = max(Wn, n = 0, . . . , ∆̂ − 1) – максимум значений стационарно-

го регенерирующего процесса {Wn, n ≥ 0} на цикле регенерации (∆̂ – число
приходов заявок на цикле регенерации, или, иначе, дискретная длина цикла
регенерации).

Известно, что M ∆̂
W

st
=M ∆̂

X [36]. Поскольку экстремальный индекс определя-
ется на цикле регенерации как [146]

θW = lim
x→∞

P(M ∆̂
W > x)

M∆̂P(W > x)
,

то из Утверждений 5.1 и 5.2 и известного соотношения для субъэкспоненциаль-
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ных распределений (см. [78]),

lim
x→∞

FX(x)

FXe
(x)

= 0,

вытекает, что экстремальный индекс стационарного времени ожидания для си-
стем с субъэкспоненциальным обслуживанием равен нулю [36], т. е.

θW = 0. (5.4)

5.1.1. Распределение Парето времени обслуживания

Пусть время обслуживания в системе GI/G/1 задано распределением Парето

BS(x) = 1−
(

x0
x0 + x

)α

, α > 1, x0 > 0, x ≥ 0,

которое относится к классу распределений с тяжелыми хвостами. Производя-
щая функция моментов равна

MS(γ) :=

∞∫
0

eγxdBS(x) = α(−x0γ)αe−γxΓ(−α,−γx0),

где Γ(t, x) =
∞∫
x

e−yyt−1dy – неполная верхняя Гамма-функция. В этом случае

уравнение (4.38) не имеет решения γ ̸= 0, поэтому Теоремы 4.1 и 4.3 не приме-
нимы.

В следующей теореме доказано, что нормализованный максимум стацио-
нарного времени ожидания MW

n имеет предельное распределение Фреше с па-
раметром α− 1 при n→∞.

Теорема 5.1. Если система GI/G/1 стационарна и время обслуживания S

задано распределением Pareto(α, x0), α > 1, то при любом x > 0

lim
n→∞

P(MW
n ≤ un(x)) = e

− λx0
α− 1− λx0

x−α+1

, (5.5)

где un(x) = x0n
1/(α−1)x− x0, n ≥ 1.

Доказательство. В стационарной системе коэффициент загрузки ρ = λx0/(α−
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1) < 1, α > 1. Вычислим ф.р. с.в. Se:

BSe
(x) = P(Se ≤ x) =

α− 1

x0

x∫
0

(
x0

x0 + y

)α

dy = 1−
(

x0
x0 + x

)α−1
.

Очевидно, Se имеет распределение Pareto(α−1, x0) и, следовательно, относится
к классу субъэкспоненциальных распределений [100]. Согласно Утверждению
5.1, стационарное время ожидания W и Se имеют асимптотически эквивалент-
ные хвосты, и выполнено соотношение (5.1). Пусть un(x) = x0n

1/(α−1)x − x0.
Тогда при n→∞,

nBSe
(un(x)) =

(
x0

x0 + x0n1/(α−1)x− x0

)α−1
→ x−α+1, (5.6)

что влечет BSe
∈ MDA(Φα−1) [107] и гарантирует выполнение условия (4.15)

Утверждения 4.6 при η = α− 1 и

c =

(
1− ρ
ρ

)1/(α−1)
=

(
α− 1− λx0

λx0

)1/(α−1)
.

Следовательно,

P(MWn
≤ un(x))→ Φη(cx) при n→∞.

На Рисунке 5.1 представлены результаты численного моделирования экс-
тремального индекса для системы, в которой время обслуживания имеет рас-
пределение Pareto(α = 2.1, x0 = 0.5), а входной поток пуассоновский с пара-
метром λτ = 1.87.

Несложно проверить, что

lim
x→∞

P(S − τ > x)

P(W > x)
= 0.

Рисунок 5.1 также демонстрирует, что значения экстремального индекса при
любых значениях перцентиля действительно близки к нулю.
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Рисунок 5.1. Зависимость экстремального индекса стационарного времени ожи-
дания от перцентиля порогового значения в системе M/Pareto/1 при λτ =
1.87, α2 = 2.1, x0 = 0.5.

5.1.2. Распределение Вейбулла времени обслуживания

Предположим, что S имеет распределение Вейбулла

BS(x) = 1− e−(x/α)β , α > 0, β < 1, x ≥ 0, (5.7)

с плотностью
fS(x) = (β/α)(x/α)β−1e−(x/α)

β

.

Вычислим ф.р. с.в. Se

BSe
(x) =

1

MS

x∫
0

BS(t)dt =
1

Γ(1/β)

(x/α)β∫
0

e−yy1/β−1dy =
γ(1/β, (x/α)β)

Γ(1/β)
, (5.8)
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где Γ(t) есть Гамма-функция и

γ(t, x) =

x∫
0

e−yyt−1dy

– неполная нижняя Гамма-функция. Хвост ф.р. BSe
удовлетворяет асимптоти-

ческому выражению

BSe
(x) =

Γ(1/β, (x/α)β)

Γ(1/β)
∼ (x/α)1−βe−(x/α)

β

Γ(1/β)
, при x→∞, (5.9)

где

Γ(t, x) =

∞∫
x

e−yyt−1dy,

неполная верхняя Гамма-функция.
Чтобы проверить, что распределения BS и BSe

(с параметром β ∈ (0, 1)) от-
носятся к классу субъэкспоненциальных распределений, достаточно показать,
что BS относится к специальному подклассу субъэкспоненциальных распреде-
лений S∗. А именно, распределение BS ∈ S∗, если с.в. S имеет конечное среднее
1/µ <∞ и выполнено предельное соотношение [87]

lim
x→∞

x∫
0

BS(x− y)
BS(x)

BS(y)dy =
2

µ
.

Рассмотрим функцию интенсивности отказов

rS(x) =
fS(x)

BS(x)
, x ≥ 0,

и пусть RS(x) = − lnBS(x).

Определение 5.2. ([159]) Ф.р. BS имеет правильно меняющийся хвост с па-
раметром δ > 0, если BS(x) > 0 для всех x, и для любого фиксированного t > 0

выполнено соотношение

lim
x→∞

BS(tx)

BS(x)
= t−δ.

Будем обозначать через R(δ) класс правильно меняющихся функций [87].
Далее используем следующий критерий принадлежности распределения классу
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S∗.

Утверждение 5.3. ([87]) Предположим, что

lim
x→∞

rS(x) = 0, lim
x→∞

xrS(x) =∞,

и выполнено одно из следующих условий:

a) lim sup
x→∞

xrS(x)

RS(x)
< 1; (5.10)

b) rS(x) ∈ R(−δ) для δ ∈ (0, 1]; (5.11)

c) RS(x) ∈ R(δ) для δ ∈ (0, 1). (5.12)

Тогда BS ∈ S∗.

Лемма 5.1. Если BS является распределением Вейбулла вида (5.7) с пара-
метром β ∈ (0, 1), то BS ∈ S∗.

Доказательство. Проверим условия Леммы 5.3 для распределения Вейбулла.
Действительно,

rS(x) = (β/α)(x/α)β−1 → 0 при x→∞;

xrS(x) = β(x/α)β →∞ при x→∞;

xrS(x)

RS(x)
= β < 1 для всех x.

Следовательно, условие (5.10) выполнено.

Известно, что если BS ∈ S∗, то оба распределения BS и BSe
относятся к

классу субъэкспоненциальных, BS, BSe
∈ S∗ (см. [100]). Субъэкспоненциаль-

ность BSe
следует из соотношений:

rSe
(x) =

fSe
(x)

BSe
(x)

=
(β/α)e−(x/α)

β

Γ(1/β, xβ)
∼ (β/α)(x/α)β−1 → 0 при x→∞;

xrSe
(x) ∼ (β/α)(x/α)β →∞ при x→∞;

rSe
(tx)

rSe
(x)

→ tβ−1 = t−δ при x→∞, δ = 1− β < 1.

Напомним, что λ = 1/Mτ – интенсивность входного потока. Для существо-
вания стационарного режима коэффициент загрузки для случая, когда время
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обслуживания имеет распределение (5.7), должен удовлетворять неравенству

ρ =
λαΓ(1/β)

β
< 1. (5.13)

Из соотношений (5.1) и (5.8) следует, что хвост распределения стационарного
времени ожидания

P(W > x) ∼ λα

β − λαΓ(1/β)
(x/α)1−βe−(x/α)

β
при x→∞. (5.14)

Теорема 5.2. Если время обслуживания в стационарной системе GI/We/1

имеет распределение Вейбулла вида (5.7) с параметром β ∈ (0, 1), то предель-
ное распределение нормализованного максимума последовательности n ста-
ционарных времен ожидания MW

n при n→∞ является распределением типа
Гумбеля,

P (MW
n ≤ un(x))→ e

− λα

(β − λαΓ(1/β))β
e−x

, (5.15)

где нормализующая последовательность имеет вид

un(x) =
xα(lnn)1/β−1

β
+ α(lnn)1/β +

α(1− β)
β2

(lnn)1/β−1 ln(lnn). (5.16)

Доказательство. Подставим хвост ф.р. (5.9) и последовательность (5.16) в вы-
ражение (4.17). Получим

nBe(un(x)) =
n

Γ(1/β)

(
un(x)

α

)1−β
e−(un(x)/α)

β
=

=
n(lnn)1/β−1

Γ(1/β)

(
1 +

x

β lnn
+

1− β
β2

ln(lnn)

lnn

)
×

×
(
1 +

x

lnn
+

(1− β) ln(lnn)
β lnn

+ o(1/ lnn)

)−1
×

× e
− lnn

(
1 +

x

lnn
+

(1− β) ln(lnn)
β lnn

+ o(1/ lnn)

)
.

Поскольку

e
− lnn

(
1 +

x

lnn
+

(1− β) ln(lnn)
β lnn

+ o(1/ lnn)

)
→
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→ 1

n
(lnn)1−1/βe−x при n→∞,

то
nBe(un(x))→

e−x

Γ(1/β)β
.

Подставив последнее соотношение и (5.1) в Утверждение 4.5 при

c = ln

(
β − λαΓ(1/β)
λαΓ(1/β)

)
,

получим, что максимум стационарной последовательности независимых с.в., за-
данных ф.р. BSe

(x), имеет действительно предельное распределение типа Гум-
беля.

На Рисунке 5.2 показаны результаты регенеративного оценивания экстре-
мальных индексов стационарных времен ожидания двух систем. В системе
M/M/1 интенсивность входного потока λ1 = 0.4, интенсивность времени об-
служивания µ = 0.5. В системе M/We/1 входной поток также пуассоновский с
параметром λ2 = 0.4, а времена обслуживания имеют распределениеWe(1, 0.5).
В обеих системах коэффициенты загрузки ρ1 = ρ2 = 0.8.

Рисунок 5.2. Экстремальные индексы стационарного времени ожидания в си-
стемах: M/M/1 с интенсивностью входного потока λ = 0.4, интенсивностью
обслуживания µ = 0.5, в системе M/We/1 с интенсивностью входного пото-
ка λ = 0.4 и распределением Вейбулла времени обслуживания с параметрами
α = 1, β = 0.5
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Результаты оценки экстремального индекса в системе M/M/1 дают значе-
ния близкие к точному решению, которое задано формулой (4.46) и равно в
этом случае θW = 0.04. Напомним, что чем меньше экстремальный индекс, тем
чаще встречаются большие значения процесса загрузки. Экстремальный индекс
во второй системе близок к 0, что соответствует (5.4)(коэффициенты загрузки
одинаковые).

5.2. Система GI/G/1 со смешанным обслуживанием с

субъэкспоненциальными компонентами

Рассмотрим систему Σ вида GI/G/1 с дисциплиной обслуживания FIFS.
Пусть Mτ = 1/λ, MS = 1/µ и время обслуживания S задано m-компонентной
смесью распределений c ф.р.

BS(x) =
m∑
i=1

piBS(i)(x),
m∑
i=1

pi = 1, pi ≥ 0, i = 1, . . . ,m. (5.17)

Предположим, что с.в. S(1), . . . , S(m) независимы c ф.р. BS(i)(x), i = 1, . . . ,m.
Пусть индикаторы Ii = 1 с вероятностью pi и Ii = 0 с вероятностью 1− pi и не
зависят от {S(i)}, i = 1, . . . ,m. Тогда с.в.

S = I1 S
(1) + · · ·+ ImS

(m), I1 + · · ·+ Im = 1 (5.18)

является m-компонентной смесью с ф.р. (5.17) и

MS = 1/µ =
m∑
i=1

pi/µi,

где MS(i) = 1/µi. Обозначим через

ρ = λMS =
m∑
i=1

λpi
µi

=
m∑
i=1

piρi

коэффициент загрузки системы Σ, где ρi = λ/µi.
Пусть Qn – размер очереди, а Wn – время ожидания в момент прихода в

t−n заявки с номером n в систему Σ, n ≥ 1. Предположим, что существуют
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пределы
Qn ⇒ Q, Wn ⇒ W, n→∞. (5.19)

Пусть FW (x) – ф.р. стационарного времени ожидания в исходной системе Σ.
Обозначим через MW

n = max(W1, . . . ,Wn) максимум стационарной последова-

тельности времен ожидания {Wn, n ≥ 1} и через B
S
(i)
e
(x) = 1

MS(i)

∞∫
x

BS(i)(y)dy

– функцию равновесного распределения с.в. S(i)
e , i = 1, . . . ,m.

Определение 5.3. ([103]) Компонента F(j), j ∈ {1, . . . ,m} является асимп-
тотически r-доминирующей для m-компонентной смеси распределений F(x) =

p1F
(1)(x) + · · ·+ pmF

(m)(x),
m∑
i=1

pi = 1, если

lim
x→xR

F
(i)
(x)

F
(j)
(x)

= ri, i ∈ {1, . . . ,m}, i ̸= j, (5.20)

где r = (r1, . . . , rm), rj = 1, и 0 ≤ ri < 1, для i ̸= j, xR – правая концевая точка
F(x).

Следующая теорема утверждает, что если в системе GI/G/1 время об-
служивания задано конечной смесью (5.17), r-доминирующая компонента рав-
новесного распределения которой относится к классу субъэкспоненциальных
распределений, BSe

(j) ∈ S, то хвост предельного распределения стационарного
времени ожидания эквивалентен хвосту этого распределения с точностью до
константы,

lim
x→∞

(P(W > x)/BSe
(j)(x)) = γ.

Более того, предельное распределение максимума стационарного времени ожи-
дания относится к области притяжения распределения экстремальных значе-
ний того же типа, что и максимум с.в. c ф.р. BSe

(j), а экстремальный индекс
стационарного времени ожидания равен 0.

Теорема 5.3. Пусть исходная система Σ стационарна, ρ < 1. Пусть время
обслуживания задано m-компонентной смесью распределений (5.17) и суще-
ствует набор чисел r = (r1, . . . , rm), 0 ≤ ri < 1, i ̸= j, rj = 1, таких, что рав-
новесное распределение j-й компоненты является r-доминирующим в смеси и
относится к классу субъэкспоненциальных распределений, B

S
(j)
e
∈ S. Тогда
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1) Равновесное распределение времени обслуживания принадлежит классу
субъэкспоненциальных распределений, BSe

∈ S.
2) Хвосты равновесных распределений BSe

и B
S
(j)
e

эквивалентны с точно-
стью до константы,

lim
x→xR

BSe
(x)

B
(j)
e (x)

=
m∑
i=1

qiri, (5.21)

где

ri := lim
x→xR

B
S
(i)
e
(x)

B
S
(j)
e
(x)

, 0 ≤ ri < 1, i = 1, . . . ,m, i ̸= j, rj = 1;

xR – правая концевая точка ф.р. BSe
и qi =

piMS
(i)

MS .
3) Хвосты распределения стационарного времени ожидания, P(W > x),

и равновесного распределения B
S
(j)
e

эквивалентны с точностью до константы
γ,

lim
x→∞

P(W > x)

B
S
(j)
e
(x)

=

λ
m∑
i=1

piriMS
(i)

1− λ
m∑
i=1

piMS(i)

:= γ. (5.22)

4) Если B
S
(j)
e
∈ MDA(G), то ф.р. стационарного времени ожидания в

исходной системе FW ∈MDA(Gγ).
5) Экстремальный индекс стационарного времени ожидания в исходной

системе θW = 0.

Доказательство. 1). Найдем равновесное распределение времени обслужива-
ния в исходной системе

BSe
(x) =

1

MS

∞∫
x

(p1BS(1)(y) + . . . pmBS(m)(y))dy =
m∑
i=1

pi
MS

∞∫
x

BS(i)(y)dy

=
m∑
i=1

piMS
(i)

MS
B

S
(i)
e
(x) =

m∑
i=1

qiBS
(i)
e
(x).

Очевидно,
m∑
i=1

qi = 1. Таким образом, равновесное распределение времени об-

служивания в исходной системе представляет собой смесь равновесных распре-
делений компонент с коэффициентами пропорции qi,

Se = J1S
(1)
e + · · ·+ JmS

(m)
e , J1 + · · ·+ Jm = 1
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где индикатор Ji принимает значение 1 с вероятностью qi, иначе 0, i = 1, . . . ,m.
Известно, что если хотя бы одна из компонент конечной смеси имеет субъэкс-
поненциальное распределение, то смесь относится к классу субъэкспоненциаль-
ных распределений [78]. Следовательно, п. 1) доказан.

2). Поскольку BSe
– это m-компонентная смесь с коэффициентами пропор-

ции qi, где j-я компонента является r-доминирующей, то BSe
и B

S
(j)
e

имеют

эквивалентные хвосты с точностью до константы
m∑
i=1

qiri [103].

3). В силу Утверждения 5.1 и п. 2) настоящей теоремы

P(W > x) ∼ ρ

1− ρ
BSe

(x) ∼ ρ

1− ρ

m∑
i=1

qiriBS
(j)
e
(x) = γB

S
(j)
e
(x), при x→∞,

где γ =
ρ

1− ρ
m∑
i=1

qiri =

λ

m∑
i=1

piriMS
(i)

1− λ
m∑
i=1

piMS
(i)

.

Утверждение п. 4) следует из доказанного п. 3) настоящей теоремы и [103,
теорема 8].

5). Поскольку BSe
∈ S, то для систем вида GI/G/1 с субъэкспоненциаль-

ным обслуживанием экстремальный индекс стационарного времени ожидания
равен нулю [36].

Следствие 5.1. Предположим, что система Σ стационарна, ρ < 1. Пусть
время обслуживания задано m-компонентной смесью распределений (5.17) с
упорядоченными по интенсивности отказов компонентами

S(1) ≤
r
S(2) ≤

r
· · · ≤

r
S(m). (5.23)

Пусть S(m)
e ∈ S. Тогда все утверждения Теоремы 5.3 верны.

Доказательство. Для доказательства достаточно показать, что распределение
B

(m)
e является r-доминирующим для BSe

. Так как из упорядоченности по ин-
тенсивности отказов (5.23) следует стохастический порядок с.в. S(i)

e ,

S(1)
e ≤

st
S(2)
e ≤

st
· · · ≤

st
S(m)
e ,
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то
B

S
(i)
e
(x)

B
S
(m)
e

(x)
≤ 1 для всех x.

Очевидно, что существуют такие ri, что lim
x→xR

B
S
(i)
e
(x)

B
S
(m)
e

(x)
= ri, 0 ≤ ri ≤ 1, i =

1, . . . ,m− 1, rm = 1. В этом случае распределение B(m)
e является асимптотиче-

ски r-доминирующим для распределения смеси BSe
, r = (r1, . . . , rm), rm = 1, и

условия Теоремы 5.3 выполнены при j = m.

.

5.3. Система M/G/1 с показательным-Парето временем

обслуживания

Пусть входной поток в систему - пуассоновский с параметром λτ , а времена
обслуживания S заданы показательным-Парето распределением с ф.р.

BS(x) = 1− pe−λx − (1− p)
(

x0
x0 + x

)α

, λ > 0, α > 0, x0 > 0, x ≥ 0. (5.24)

Функция равновесного распределения имеет вид

BSe
(x) = µ

x∫
0

B(t)dt = 1− µ
(
pe−λx

λ
+

(1− p)xα0
(α− 1)(x0 + x)α−1

)
, (5.25)

где µ = 1/MS. Заметим, что

BSe
(x) = q1B

(1)
e (x) + q2B

(2)
e (x)

и
q1 = µp/λ, q2 = µ(1− p)x0/(α− 1).

Напомним, что функция интенсивности отказов имеет вид

rS(x) =
p λa(x) + (1− p)α/(x0 + x)

p a(x) + (1− p)
, (5.26)
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где

a(x) = e−λx
(
1 +

x

x0

)α

.

Следующая лемма показывает, что показательное-Парето распределения и его
равновесное распределение (1.56) относятся к классу субъэкспоненциальных
распределений.

Лемма 5.2. Показательное-Парето распределение (с параметром α > 1) при-
надлежит классу S∗ субъэкспоненциальных распределений.

Доказательство. Применим следующий критерий принадлежности ф.р. FZ

некоторой с.в. Z классу S∗ [87]:

1. Если
lim sup

x→∞
xrZ(x) <∞, (5.27)

то FZ ∈ S∗.

2. Пусть
lim
x→∞

rZ(x) = 0. (5.28)

Тогда

FZ ∈ S∗ тогда и только тогда, когда lim
x→∞

x∫
0

eyrZ(x)FZ(y)dy = MZ.

(5.29)

Легко проверить, что для показательного-Парето распределения

rS(x) −→ 0 и xrS(x) −→ α при x→∞.

Более того,

x∫
0

eyrS(x)BS(y)dy = −pe
−y(λ−rS(x))

λ− rS(x)

∣∣∣∣x
0

+ (1− p)(x0rS(x))
α

rS(x)
e−x0rS(x)

× [γ(−α + 1, x0rS(x) + xrS(x))− γ(−α+ 1, x0rS(x))] −→

−→ p

λ
+

(1− p)x0
α− 1

= MZ при x→∞,

поскольку
γ(−α + 1, x0rS(x) + xrS(x))→ γ(−α, α),
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и
γ(−α + 1, x0rS(x)) ∼

(xrS(x))
−α+1

−α + 1
при x→∞,

где γ(α, x) – нижняя неполная Гамма-функция. Следовательно, условия (5.27)-
(5.29) выполнены и показательное-Парето распределение принадлежит классу
S∗.

Для рассматриваемой системы коэффициент загрузки имеет вид

ρ = λτ

[
p

λ
+

(1− p)x0
α− 1

]
. (5.30)

Поскольку, согласно Лемме 5.2, показательное-Парето распределение относится
к классу S∗, то для исходной системы верно асимптотическое выражение (5.1).
Подставив выражение (5.25) в (5.1), получим, что хвост ф.р. стационарного
времени ожидания удовлетворяет асимптотическому соотношению

P(W > x) ∼ µλτ
µ− λτ

(
pe−λx

λ
+

(1− p)xα0
(α− 1)(x0 + x)α−1

)
при x→∞. (5.31)

Теорема 5.4. Если время обслуживания в стационарной системе GI/G/1

(т. е. при условии ρ < 1) имеет показательное-Парето распределение (5.24)
с параметром α > 1, то предельное распределение максимума стационарного
времени ожидания MW

n при n→∞ является распределением Фреше вида

lim
n→∞

P(MW
n ≤ un(x)) = e

−
(1− p)µλτx0

(α− 1)(µ− λτ)
x1−α

(5.32)

с нормализующей последовательностью (для x > 0)

un(x) = anx+ bn = x0xn
1/(α−1) − x0, n ≥ 1. (5.33)

Доказательство. 1-й способ. Для доказательства достаточно подставить в вы-
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ражение (4.17) хвост ф.р. (5.31) и нормализующую последовательность (5.33)

nF (un(x)) = n
µλτ
µ− λτ

[
p

λ
e−λun(x) +

(1− p)x0
α− 1

xα−10

(x0 + un(x))α−1

]
= n

µλτ
µ− λτ

(1− p)x0
α− 1

xα−10 (x0 + x0xn
1/(α−1) − x0)−α+1

×
[
1 +

p(α− 1)(x0 + un(x))
α−1e−λun(x)

λ(1− p)xα0

]
=

µλτ
µ− λτ

(1− p)x0
α− 1

x−α+1

[
1 +

p(α− 1)(x0 + un(x))
α−1e−λun(x)

λ(1− p)xα0

]
−→ µλτ

µ− λτ
(1− p)x0
α− 1

x−α+1 при n→∞,

поскольку un(x)→∞ при n→∞.
2-й способ. Для доказательства воспользуемся Теоремой 5.3. В случае

показательного-Парето распределения вторая компонента распределения явля-
ется r-доминирующей при r1 = 0, r2 = 1. Действительно,

lim
x→∞

B
S
(1)
e
(x)

B
S
(2)
e
(x)

= lim
x→∞

e−λx

xα−10 /(x0 + x)α−1
= 0 = r1.

Поскольку B
S
(2)
e
∈MDA(Φα−1), то в силу п. 4 Теоремы 5.3, FW ∈MDA(Φγ

α−1).
Вычислив

γ =
λτ(pr1MS

(1) + (1− p)r2MS(2))

1− λτ(pMS(i) + (1− p)MS(2))
=

µλτ
µ− λτ

(1− p)x0
α− 1

,

получим утверждение теоремы.

Таким образом, асимптотическое поведение максимума стационарного вре-
мени ожидания определяется второй компонентой распределения (распределе-
нием Парето).

Пример 5.1. Рассмотрим три системы вида M/G/1: систему Σ(1) с показа-
тельным временем обслуживания с интенсивностью λ = 4.3, систему Σ(2) с рас-
пределением Парето времени обслуживания с параметрами α = 2.1, x0 = 0.5 и
систему Σ(3) с показательным-Парето обслуживанием с параметрами x0 = 0.5,
λ = 4.3, α = 2.1 и коэффициентом пропорции смеси p = 0.5. Интенсивность
входного потока во всех системах λτ = 1.87. Как видно по результатам числен-
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Рисунок 5.3. Экстремальный индекс стационарного времени ожидания при λτ =
1.87, p = 0.5, x0 = 0.5, λ = 4.3, α = 2.1.

ного моделирования на Рисунке 5.3 оценки экстремального индекса упорядоче-
ны следующим образом:

θW (1) > θW = θW (2) = 0. (5.34)

Соотношение (5.34) соответствует Предположению 4.2 поскольку времена об-

Рисунок 5.4. Экстремальный индекс стационарной длины очереди при λτ =
1.87, p = 0.5, x0 = 0.5, λ = 4.3, α = 2.1.
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служивания упорядочены по интенсивности отказов

S(1) ≤
r
S(3) ≤

r
S(2).

Рисунок 5.4 демонстрирует результаты моделирования экстремального ин-
декса для стационарного времени ожидания в описанных выше системах.

5.4. Система с m классами повторных вызовов и

временем обслуживания, заданным смесью

субъэкспоненциальных распределений

Рассмотрим систему с повторными вызовами Σ, а также минорантную
Σ(1) и мажорантную Σ(2) системы, описанные в разделе 2.5.. Пусть выполнено
условие стационарности (2.45) и существуют пределы

Wn ⇒ W, ,W (i)
n ⇒ W (i), i = 1, 2, n→∞.

В случае субэкспоненциальных распределений времен обслуживания для
изучения предельного распределения максимума незавершенной нагрузки
{Wn, n ≥ 1} в исходной системе можно применить асимптотику (5.1) для ф.р.
незавершенной нагрузки FW . Напомним, что ф.р. FW (1) стационарной незавер-
шенной нагрузки в минорантной системе Σ(1) (которая является классической
системой M/G/1) получена в явном виде в (2.70), в то время как для незавер-
шенной нагрузки в системе Σ(2) известно только ПЛС (2.66).

Применим асимптотику (5.1) для нахождения распределения стационарной
незавершенной нагрузки в минорантной системе Σ(1), в которой ф.р. времени
обслуживания S является смесью вида (2.55). Из (2.59) следует, что ф.р.
Se также есть m-компонентная смесь распределений с коэффициентами про-
порции ρ1/ρ, . . . , ρm/ρ, где Se(k) относятся к классу субъэкспонециальных с.в.
Подставив (2.55) в (5.1), получим

P(W (1) > x) ∼ ρ

1− ρ

m∑
k=1

ρk
ρ
F Se(k)(x) =

m∑
k=1

ρk
1− ρ

F Se(k)(x), x→∞. (5.35)

Сформулируем полученный результат в виде леммы.
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Лемма 5.3. Если ρ < 1, время обслуживания S задано ф.р. (2.55) с конеч-
ным математическим ожиданием, а ф.р. с.в. S(k) и Se(k) относятся к клас-
су субэкспоненциальных распределений, k = 1, . . . ,m, то ф.р. стационарной
незавершенной нагрузки W (1) в системе Σ(1) удовлетворяет соотношению

P(W (1) > x) ∼
m∑
k=1

ρk
1− ρ

FSe(k)(x), x→∞. (5.36)

Из (2.64) следует, что с.в. S(2)
e в системе Σ(2) является смесью с.в. ξ0 ∼

Exp(µ0) и суммы с.в. вида Se(k) + ξ0. Известно, что свертка субъэкпоненци-
альных распределений относится к классу субъэспоненциальных распределе-
ний [87, Теорема 5.1]. С.в. Se(k) + ξ0 и с.в. Se(k) имеют асимптотически экви-
валентные хвосты распределений. Компоненту ξ0 в смеси (2.64) можно не рас-
сматривать в данном асимптотическом приближении, поскольку хвост субъэк-
поненциального распределения «тяжелее», чем экспоненциальный. Это следует
из свойства (1.4) в [87]. Более того, из формулы (2.66) следует, что поскольку в
мажорантной системе Σ(2) коэффициент загрузки ρ(2) определяется формулой
(2.48), то в качестве коэффициентов пропорции выступает величина ρ(2) (вме-
сто ρ) в формуле (5.36). Полученный результат сформулируем в виде леммы
для стационарной незавершенной нагрузки в системе Σ(2).

Лемма 5.4. Если ρ(2) < 1, время обслуживания S задано ф.р. (2.55) с ко-
нечным математическим ожиданием и с.в. S(k) и Se(k) относятся к клас-
су субъэкспоненциальных распределений, k = 1, . . . ,m, то ф.р. стационарной
незавершенной нагрузки W (2) в системе Σ(2) удовлетворяет соотношению

P(W (2) > x) ∼
m∑
k=1

ρk
1− ρ(2)

FSe(k)(x), x→∞. (5.37)

Заметим, что поскольку ρ(2) > ρ, то коэффициенты пропорции в (5.36) и
(5.37) удовлетворяют неравенству

ρk
1− ρ(2)

>
ρk

1− ρ
, k = 1, . . . ,m.
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5.4.1. Экстремальное поведение в системе с M орбитами и

распределениями Парето времен обслуживания

В данном разделе продолжим исследование предельного распределения ста-
ционарной незавершенной работы в исходной системе Σ, в которой имеется
m орбит и время обслуживания заявок k-го класса S(k) имеет распределение
Pareto(αk, βk) вида (2.67), при условии

α1 ≥ · · · ≥ αm ≥ 1.

Легко проверить, что Se(k) имеет ф.р.

FSe(k)(x) =
αk − 1

βk

x∫
0

(
βk

βk + y

)αk

dy = 1−
(

βk
βk + x

)αk−1
, x ≥ 0. (5.38)

Подставив (5.38) в асимптотическое выражение (5.36), получим

FW (1)(x) ∼
m∑
k=1

ρk
1− ρ

(
βk

βk + x

)αk−1
∼ ρm

1− ρ

(
βm

βm + x

)αm−1
, x→∞. (5.39)

Аналогично, из (5.37) следует, что, при x→∞,

FW (2)(x) ∼
m∑
k=1

ρk
1− ρ(2)

(
βk

βk + x

)αk−1
∼ ρm

1− ρ(2)

(
βm

βm + x

)αm−1
. (5.40)

Обозначим через MW
n = max(W1, . . . ,Wn) максимум из n значений последо-

вательности {Wn, n ≥ 1} в исходной системе Σ с орбитами, через MW (i)

n =

max(W
(i)
1 , . . . ,W

(i)
n ) максимум из n членов последовательности незавершенной

работы {W (i)
n , n ≥ 1} в системе Σ(i), i = 1, 2.

Теорема 5.5. Предположим, что выполнено условие стационарности (2.45),
времена обслуживания имеют распределение (2.67) и

α1 ≥ · · · ≥ αm ≥ 1. (5.41)

Тогда предельные распределения стационарной незавершенной работы в ис-
ходной системе Σ, минорантной и мажорантной системах Σ(i), i = 1, 2, при-
надлежат классу распределений Фреше, FMW

n
, F

MW (i)
n
∈ MDA(Φαm−1), i = 1, 2,
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соответственно.

Доказательство. Из (5.39) следует, что хвост F
W

(1)
n

асимптотически эквивален-
тен хвосту FSe(m). Подставим нормализующую последовательность

un(x) = βm x n1/(αm−1) − βm, n ≥ 1 (5.42)

и FSe(m) ( (5.38) при k = m) в (4.17), получим

nFSe(m)(un(x)) = n

(
βm

βm + un(x)

)αm−1
=

= n

(
βm

βmxn1/(αm−1)

)αm−1
→

→ x−αm+1, при n→∞, x > 0. (5.43)

Таким образом, FSe(m) ∈ MDA(Φαm−1). Далее, используя свойство сохранения
областей притяжения для ф.р. с асимптотически эквивалентными хвостами рас-
пределений (Утверждение 4.6, раздел 4.2.), получим, что F

W
(1)
n
∈MDA(Φαm−1)

при

c =

(
1− ρ
ρm

)1/(αm−1)
,

и, наконец,

P(MW (1)

n ≤ un(x))→ e
−
ρm

1− ρ
x−αm+1

при n→∞.

Аналогично, используя асимптотическое выражение (5.40), можно показать,
что F

W
(2)
n
∈MDA(Φαm−1) и, используя (5.42), получаем

P(MW (2)

n ≤ un(x))→ e
−

ρm
1− ρ(2)

x−αm+1

при n→∞.

Согласно Теореме 2.6 (раздел 2.5.1.), стационарная незавершенная работа в трех
системах имеет следующий стохастический порядок, W (1) ≤ W ≤ W (2), что
означает, что F

W
(1)
n
(x) ≥ FWn

(x) ≥ F
W

(2)
n
(x) для каждого x. Следовательно,

P(M
W

(1)
n
≤ un(x)) = Fn

W
(1)
n
(un(x)) ≥ FnWn

(un(x)) ≥
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≥ Fn
W

(2)
n
(un(x)) = P(M

W
(2)
n
≤ un(x)), x ≥ 0.

Поскольку существование пределов левой и правой частей неравенство до-
казано выше, то lim

n→∞
P(MW

n ≤ un(x)) существует и более того, FW ∈
MDA(Φαm−1).

5.5. Экстремальное поведение в системе M/G/2

Рассмотрим систему M/G/2 с двумя идентичными серверами обслужи-
вания и дисциплиной обслуживания FIFS. Заявки поступают в систему в мо-
менты времени tn, в соответствии с пуассоновским потоком с параметром λ.
Н.о.р. времена обслуживания {Sn} имеют произвольное распределение с ф.р.
B(x). Обозначим через ρ = λMS коэффициент загрузки системы.

Пусть Wn,i — незавершенная работа на i-м сервере в момент t−n прихода n-й
заявки, i = 1, 2. Рассмотрим вектор Кифера–ВольфовицаWn = (Wn,1,Wn,2), со-
держащий упорядоченную по возрастанию незавершенную работу на серверах,
включая работу, требуемую для ожидающих в очереди заявок, т. е.

Wn+1 = R((Wn,1 + Sn − τn)+, (Wn,2 − τn)+), n ≥ 1, (5.44)

где оператор R(x) = (R1(x), R2(x)) упорядочивает компоненты вектора по воз-
растанию, R1(x) ≤ R2(x). Значение Wn,1 представляет собой задержку n-й за-
явки в системе, которая вызвана ее ожиданием в очереди перед обслуживанием.
Предположим, что выполнено условие стационарности системы

ρ = λMS < 2, (5.45)

и заметим, что существует предел

Wn,1 ⇒ W при n→∞.

Функция распределения FW стационарной задержки W для исходной системы
неизвестна. С другой стороны, W служит важной характеристикой качества
обслуживания системы.

Обозначим через MW
n = max(W1, . . . ,Wn) максимум из n с.в. стационарной

последовательности времен ожидания, n ≥ 1. Через M̂W
n обозначим ассоцииро-



203

ванную с исходной последовательность независимых с.в. с ф.р. FW . Рассмотрим
асимптотическое поведение вероятности P(MW

n > x) при x→∞, когда времена
обслуживания заданы распределением Парето

BS(x) =

(
x0

x0 + x

)α

, x0 ≥ 0, α > 1, x > 0. (5.46)

Определение 5.4. ([77]) Распределение BS относится к классу распределений
с периодически правильно меняющимся хвостом, BS ∈ IR, если BS(x) > 0

для всех x и

lim
ϵ↓0

lim inf
x→∞

BS(x(1 + ϵ))

BS(x)
= 1.

Напомним, что ранее были рассмотрены классы субъэкпоненциальных рас-
пределений S и распределений с правильно меняющимися хвостами R(δ). Эти
классы распределений имеют следующую взаимосвязь [77]:

R(δ) ⊂ IR ⊂ S. (5.47)

Ф.р. BS(x) вида (5.46) относится к распределениям с правильно меняющимся
хвостом, BS ∈ R(α). Известно, что если BS ∈ R(α), то BSe

∈ R(α − 1) [188].
Например, для распределения Парето вида (5.46) выражение

BSe
(x) =

α− 1

x0

∞∫
x

(
x0

x0 + y

)α

dy =

(
x0

x0 + x

)α−1
(5.48)

представляет собой хвост распределения Парето с параметром α− 1.

5.5.1. Случай максимальной стабильности

Пусть выполнено условие максимальной стабильности в исходной двухсервер-
ной системе, т. е. ρ < 1. Предположим, что BS ∈ R(α), BSe

∈ S, α > 1.
Известно [77], что в этом случае

FW (x) = P(W > x) ∼ c1(BSe(x))
2, x→∞, (5.49)
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где константа

c1 =
ρ2

2− ρ

1 +
ρ

α− 1

∞∫
0

dz

(1 + z)α−1(1 + z(1− ρ))α

 .

Лемма 5.5. Пусть в системе M/G/2 время обслуживания S имеет рас-
пределение Парето (5.46) и ρ < 1. Тогда распределение стационарного вре-
мени ожидания принадлежит области притяжения распределения Фреше,
FW ∈MDA(Φ2α−2), и более того,

lim
n→∞

P(M̂W
n ≤ un(x)) = e−c1x

−2α+2
, (5.50)

где
un(x) = x0x n

1/(2α−2) − x0, n ≥ 1.

Доказательство. Известно [68], что если G ∈MDA(Φ2α−2) и lim
n→∞

Gn(un(x)) =

Φ2α−2(x), x > 0, то

lim
n→∞

Fn(un(x)) = Φ2α−2(b̂x), x > 0, (5.51)

для некоторой константы b̂ > 0 тогда и только тогда, когда ф.р. F и G имеют
асимптотически эквивалентные хвосты с точностью до константы,

lim
x→∞

G(x)

F(x)
= b̂2α−2. (5.52)

Пусть

G(x) := (BSe
(x))2 =

(
x0

x0 + x

)2α−2
.

Из асимптотики (5.49) следует, что

lim
x→∞

G(x)

FW (x)
= 1/c1,

следовательно, FW и G имеют эквивалентные хвосты с точностью до констан-
ты 1/c1. Найдем предельное распределение максимума последовательности с.в.,
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заданных распределением G. Подставив G в (4.17), получим

nG(un(x)) = n

(
x0

x0 + un(x)

)2α−2
=
nx−2α+2

n
→

n→∞
x−2α+2 =: υ(x).

Подставляя υ(x) и b̂ = c
1/(−2α+2)
1 в (5.51), получим требуемый результат (5.50).

Заметим, что предельное распределение максимума, вообще говоря за-
висимых, стационарных времен ожидания MW

n получим, подставляя a =

θ−1/(2α−2), b = 0 в соотношение (4.37), т. е.

lim
n→∞

P(MW
n ≤ un(x)) = e−θc1x

−2α+2
.

5.5.2. Случай минимальной стабильности

Пусть выполнено условие минимальной в стабильности, т. е. 1 < ρ < 2. Пред-
положим, что BS ∈ S, BSe

∈ IR. Известно, что в этом случае [77]

FW (x) = P(W > x) ∼ ρ

2− ρ
Be

(
ρ

ρ− 1
x

)
, x→∞. (5.53)

Лемма 5.6. Пусть в системе M/G/2 времена обслуживания S заданы рас-
пределением Парето вида (5.46) и 1 < ρ < 2. Тогда распределение стацио-
нарного времени ожидания принадлежит области притяжения максимума
распределения Фреше, FW ∈MDA(Φα−1), и более того,

lim
n→∞

P(M̂W
n ≤ un(x)) = e−c2x

−α+1
, (5.54)

где
c2 =

λx0
2α− 2− λx0

,

а нормализующая последовательность имеет вид

un(x) = (x n1/(α−1) − 1)
x0(ρ− 1)

ρ
, n ≥ 1.

Доказательство. Поскольку для распределения Парето ф.р. BS ∈ S и BSe
∈

IR, то можно использовать асимптотическую эквивалентность BSe
и Fw и при-

менить асимптотику (5.53) для вывода предельного распределения M̂n. Подста-
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вив un(x) и равновесное распределение (5.48) в (5.53), получим (для каждого
x)

nρ

2− ρ
BSe

(
ρ

ρ− 1
un(x)

)
=

nλx0
2α− 2− λx0

(
x0(ρ− 1)/ρ

x0(ρ− 1)/ρ+ un(x)

)α−1
=

=
nλx0

2α− 2− λx0
x−α+1

n
→

→ λx0
2α− 2− λx0

x−α+1 = υ(x) при n→∞.

Подставляя υ(x) в (4.17), получим (5.54).

Как и в случае максимальной стабильности предельное распределение мак-
симума зависимых стационарных времен ожидания MW

n следует из соотноше-
ния (4.37), но при других значениях параметров распределения, а именно при
a = θ−1/(α−1) и b = 0.

Рисунок 5.5. Зависимость экстремального индекса стационарного времени ожи-
дания от перцентиля в системах M/G/2 на рисунке 5.5а: x0 = 1, α = 2, λ = 0.8;
на рисунке 5.5б: x0 = 1, α = 3, λ = 1.6.

Пример 5.2. Пусть входной поток в систему с двумя идентичными сервера-
ми – пуассоновский с параметром λ. Время обслуживания имеет распределение
Парето (5.46). Коэффициент загрузки системы равен ρ = λx0/(α − 1). Ниже
приведены результаты численных экспериментов по оценке экстремального ин-
декса методом регенеративного моделирования.

Рисунок 5.5 демонстрирует результаты численного эксперимента при α =

2, x0 = 1, λ = 0, 8 и α = 3, x0 = 1, λ = 1, 6. В обоих случаях коэффициент
загрузки ρ = 0, 8 и, следовательно, асимптотическое поведение стационарной
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задержки описывается распределением, заданным соотношением (5.49). Распре-
деление максимума стационарной задержки определяется выражением (5.50),
где

c1 =


ρ ln(1− ρ)
ρ− 2 , α = 2,

3(2ρ(1− ρ) + ρ(ρ2 − ρ+ 2))
4ρ(2− ρ) , α = 3.

Рисунок 5.6. Зависимость экстремального индекса стационарного времени ожи-
дания от квантиля порогового значения в системах M/G/2 на рисунке 5.6а:
x0 = 1, α = 2, λ = 1, 5; на рисунке 5.6б: x0 = 1, α = 3, λ = 3.

Рисунок 5.7. Зависимость экстремального индекса стационарного времени ожи-
дания от перцентиля в системах M/G/2 на рисунке 5.7а: x0 = 1, α = 6, λ = 7, 5;
на рисунке 5.7б: x0 = 1, α = 11, λ = 15

На Рисунке 5.6 отображены результаты численного эксперимента для си-
стем с параметрами α = 2, x0 = 1, λ = 1, 5 и α = 3, x0 = 1, λ = 3. В обоих
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случаях коэффициент загрузки ρ = 1, 5 и, следовательно, асимптотическое по-
ведение стационарной задержки описывается распределением (5.53), а макси-
мум стационарной задержки — соотношением (5.54), где c2 = λx0 − α + 1

λx0
. На

Рисунке 5.7 коэффициент загрузки по-прежнему ρ = 1, 5, но α = 6 и α = 11.
Заметим, что при одних и тех же значениях коэффициента загрузки ρ, чем

меньше α (т. е. чем тяжелее хвост распределения времени обслуживания), тем
меньше экстремальный индекс θW . При одном и том же α, чем меньше ρ (т. е.
чем менее нагружена система), тем больше экстремальный индекс θW .

5.6. Выводы по результатам главы 5

Получены нормализующая последовательность и предельное распределение
максимума стационарного времени ожидания в системах GI/G/1 с распреде-
лением Парето времени обслуживания (Теорема 5.1, раздел 5.1.) и с распреде-
лением Вейбулла времени обслуживания, β ∈ (0, 1) (Теорема 5.2, раздел 5.1.)

Доказана Теорема 5.3 о том, что если в системе GI/G/1 время обслужива-
ния задано конечной смесью (5.17), r-доминирующая компонента равновесного
распределения которой относится к классу субъэкспоненциальных распределе-
ний, то хвост предельного распределения стационарного времени ожидания эк-
вивалентен хвосту этого распределения с точностью до константы. Более того,
предельное распределение максимума стационарного времени ожидания отно-
сится к области притяжения распределения экстремальных значений того же
типа, что и максимум с.в., заданных ф.р. доминирующей компоненты.

Доказано Следствие 5.1 о том, что если компоненты времени обслуживания
упорядочены по интенсивности отказов и самая «тяжелая» компонента отно-
сится к классу субъэкспоненциальных, то верна Теорема 5.3 (раздел 5.2.)

Получены нормализующая последовательность и предельное распределе-
ние максимума стационарного времени ожидания в системах GI/G/1 с распре-
делением показательным-Парето временем обслуживания, (Теорема 5.4, раздел
5.3.)

Для систем с повторными вызовами с орбитами получены асимптотические
распределения незавершенной работы в минорантной и мажорантной системах
при условии, что время обслуживания относится к классу субъэкспоненциаль-
ных распределений (Леммы 5.3 и 5.4, раздел 5.4.)
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Для систем с повторными вызовами с орбитами и распределением Парето
времени обслуживания найдены предельные распределения максимумов неза-
вершенной работы в минорантной, исходной и мажорантной системах (Теорема
5.5, раздел 5.4.)

Для систем M/G/2, в которых времена обслуживания имеют распределе-
ние Парето, получены предельные распределения стационарного времени ожи-
дания (Леммы 5.5 и 5.6 при условии максимальной, ρ < 1, и минимальной,
1 < ρ < 2, стабильности, соответственно, раздел 5.5.)

Основные результаты главы представлены в работах автора [189, 192, 196,
198, 199, 202, 203, 205, 216].
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Глава 6. Методы и алгоритмы регенеративного
моделирования систем обслуживания

Поскольку поведение многих реальных коммуникационных систем сложно
описать марковскими процессами, то для их анализа широко используется ре-
генеративный метод [164]. Траектория регенерирующего процесса делится на
н.о.р. части (случайные элементы), называемые циклами регенерации. Момен-
ты начала цикла называются моментами регенерации, и они образуют вложен-
ный процесс восстановления. Такая регенерация (когда циклы независимы) на-
зывается классической [12, 67]. При не ограничительных (приводимых ниже)
условиях существует предельное распределение регенерирующего процесса.

Все численные результаты диссертационной работы опираются на тот или
иной вариант регенеративного метода имитационного моделирования и оцени-
вания характеристик систем. По этой причине в данной главе представлены
основные варианты регенеративного метода, использованные для решения раз-
личных задач, рассмотренных в предыдущих главах диссертации.

Чем сложнее система, тем менее вероятно появление моментов классиче-
ской регенерации, поскольку она, как правило, связана с попаданием основного
процесса в определенное состояние, как правило, нулевое (опустошение систе-
мы). Вероятность таких событий может быть мала, а следовательно, моменты
регенерации редки. Однако частота моментов регенерации является критически
важной для надежного оценивания в условиях ограниченного времени.

Для оценки характеристик систем, в которых число моментов классиче-
ской регенерации недостаточно или они очень редки, что может драматически
сказываться на скорости получения оценки с заданной точностью, может быть
применен метод рандомизации переходного ядра, предложенный в [29]. Метод
позволяет ускорить получение моментов искусственной регенерации, и значит,
получать регенеративные оценки быстрее (в смысле затрат времени модели-
рования), чем на основе классической регенерации. Важно подчеркнуть, что
искусственная (рандомизированная) регенерация на самом деле также явля-
ется классической в смысле независимости получаемых в результате циклов, и
различная терминология используется для возможности сравнения частоты ре-
генераций системы, полученных либо как число ее опустошений (классическая
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регенерация), либо путем расщепления переходного ядра основного марковско-
го процесса (искусственная регенерация).

В случае, если исследуемая система не регенерирует, может быть использо-
ван, например, метод регенеративных огибающих. Суть метода состоит в том,
что для исходной системы строятся регенерирующие минорантная и мажорант-
ная системы, а регенеративные оценки характеристик этих систем являются
границами для исследуемых характеристик исходной системы.

В системах обслуживания, в которых входной поток или время обслужива-
ния заданы распределением с тяжелым хвостом, для увеличения частоты мо-
ментов регенерации вполне естественно использовать метод экспоненциального
расщепления, предложенный в работе [28]. Суть метода заключается в том, что
вместо исходной с.в. моделируется стохастически эквивалентная с.в., плотность
распределения которой задается как смесь плотностей показательного распре-
деления и некоторого другого распределения. Вид последнего распределения
определяется условием расщепления.

В системах со смешанным входным процессом проблема частоты регенера-
ций тем более актуальна, когда несколько входных потоков имеют распределе-
ния с тяжелым хвостом. Более того, в таких системах интервалы между прихо-
дами заявок, вообще говоря, зависимы. В этой связи возникает необходимость
адаптации метода искусственной регенерации, основанного на экспоненциаль-
ном расщеплении, для систем, в которых входные потоки имеют распределения
с тяжелыми хвостами.

Все перечисленные выше методы развиваются в данной главе. Надо отме-
тить, что моменты регенерации строятся искусственным образом так, что систе-
ма обслуживания в эти моменты оказывается пустой, т. е., как было отмечено
выше, вообще говоря, регенерирует в классическом смысле. Также в разделе
6.7. приведен метод регенеративного оценивания, применяемый в Главе 2 для
оценки характеристик качества систем обслуживания. В разделе 6.8. приведе-
на регенеративная оценка экстремального индекса, которая использована при
оценивании экстремального индекса в Главах 4 и 5.
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6.1. Классическая регенерация

Этот раздел опирается в основном на работы [14, 34, 96, 163]. Рассмотрим слу-
чайный процесс Z = {Z(t)}t∈T , где T = [0,∞) или T = {0, 1, . . . }. В случае
дискретного времени процесс будем обозначать Z = {Zn}n≥0. Предположим,
что процесс Z имеет непрерывные справа траектории (при T = [0,∞)).

Рассмотрим пару (Z, β), образованную случайным процессом Z и неубы-
вающей последовательностью с.в. β = (β0, β1, . . . ), β0 < β1 < · · · . Обозначим
((Z(βk + t))t≥0, (βk − βi)i≥k) = Θβk

(Z, β), k ≥ 0. Θ – оператор сдвига.

Определение 6.1. ([96]). Случайный процесс Z называется регенерирующим
в классическом смысле, если для него выполнены следующие условия:

(1) Распределение случайной пары Θβk
(Z, β) не зависит от k ≥ 0;

(2) Распределение случайной пары Θβk
(Z, β) не зависит от

предыстории {(Z(t))t<βk
, β0, . . . , βk}, k ≥ 0.

Процесс β называется процессом восстановления, вложенным в процесс
Z, а моменты βk называются моментами классической регенерации. Заметим,
что последовательность моментов регенераций не обязательно единственная.
Значения процесса между соседними моментами регенерации (м. р.) называют
циклами регенерации, т. е. k-й цикл определяется как

Gk = {Z(t+ βk)}0≤t<∆̂k
, k ≥ 0,

а элемент {Z(t)}t<∆̂0
называют задержкой (если ∆̂0 = β0 = 0, то говорят о

процессе без задержки). Будем считать, что задержка конечна с в. 1, ∆̂0 <∞.
Длины циклов регенерации {∆̂k = βk+1 − βk, k ≥ 0} классически регенерирую-
щих процессов являются н.о.р. с.в., а сами циклы являются н.о.р. случайными
элементами. Регенерирующие процессы с конечной средней длиной цикла реге-
нерации M∆̂1 <∞ называются положительно возвратными.

Одно из важных свойств регенерирующих процессов состоит в том, что
предельное распределение процесса существует при достаточно слабых усло-
виях. Например, для процессов с непрерывным временем достаточно, чтобы
M∆̂1 < ∞, с.в. ∆̂1 была нерешетчатой (то есть не существует такого чис-
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ла d > 0, что выполняется равенство P

(
∞∑
j=1

{∆̂1 = a+ j · d}

)
= 1, где число

a > 0), а выборочные траектории процесса должны быть непрерывны справа
[34].

Рассмотрим процесс с нулевой задержкой (т. е. циклы G0 и G1 имеют оди-
наковое распределение). В этом случае будем математическое ожидание обозна-
чать M0. Любую измеримую функцию f(Z) : E → R+ назовем характеристикой
процесса Z.

Утверждение 6.1. [34] Пусть длина первого цикла ∆̂1 положительно воз-
вратного регенерирующего процесса Z – нерешетчатая. Тогда существует
предельное распределение Pe процесса Z при t → ∞, и для характеристики
f(Z) : E → R+ выполнено соотношение

Mef(Z) =
1

M∆̂1

M0

∫ ∆̂1

0

f(Z(s))ds. (6.1)

Заметим, что если функция f(Z(s)) = IZ(s)≤x (x – произвольное фиксиро-
ванное), то соотношение (6.1) дает предельное распределение процесса Z.

Классическая регенерация процесса Z = {Zn, n ≥ 1} с дискретным време-
нем определяется аналогично, а процесс восстановления β определен на мно-
жестве натуральных чисел N. Для регенерирующего в классическом смысле
процесса с дискретным временем циклы Gk = {Zi}βk≤i<βk+1

независимы и оди-
наково распределены для всех k ≥ 1. Соотношение (6.1) для процесса с дис-
кретным временем принимает вид

Me(f(Z)) =
M0

(∑β1−1
i=0 f(Zi)

)
M∆̂1

. (6.2)

В качестве моментов классической регенерации при исследовании систем часто
используются моменты прихода заявки в пустую систему. Примером системы,
в которой критерий стационарности гарантирует наступление такого опустоше-
ния, является односерверная система GI/G/1. Напомним, в такой системе в
моменты времени 0 = t0 < t1 < . . . (образующие процесс восстановления) по-
ступают клиенты. При этом клиенту i требуется Si единиц времени для обслу-
живания на единственном сервере. Клиент i ожидает в общей неограниченной
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очереди время Wi ≥ 0, и по окончании обслуживания покидает систему. Време-
на между приходами {τi := ti− ti−1} и времена обслуживания {Si}, i ≥ 1 явля-
ются независимыми последовательностями н.о.р. с.в. Время ожидания каждого
клиента определяется с помощью рекурсии Линдли:

Wi+1 = (Wi + Si − τi)+, i ≥ 1. (6.3)

Стационарное время ожидания существует тогда и только тогда, когда

M(τ − S) > 0 или ρ =
λ

µ
< 1, (6.4)

где Mτ = 1/λ.MS = 1/µ. Как отмечено выше, всюду при использовании регене-
ративного метода в качестве моментов регенерации рассматриваются моменты
прихода клиентов в пустую систему, именно:

βk = min{i > βk−1 : Wi = 0}, k ≥ 1 (β0 := 0).

Поскольку (6.4) влечет

P(∆̂1 = 1) = P(τ − S > 0) > 0,

то с.в. ∆̂1 – нерешетчатая. Отметим, что цикл регенерации в такой системе
состоит из периода занятости сервера (в течение которого каждый приходя-
щий клиент вынужден ожидать) и последующего интервала простоя сервера.
Подчеркнем, что процесс {Wi}i≥0 с моментами регенерации β = {βk} явля-
ется положительно возвратным тогда и только тогда, когда выполнен крите-
рий (6.4) [34, 124].

6.2. Метод регенеративных огибающих

Для исходной системы Σ вида GI/G/N/∞ построим мажорантную систему
Σ и минорантную систему Σ. Входной поток во все три системы один и тот
же (будем снабжать соответствующие величины в системах Σ и Σ верхним
и нижним подчеркиванием, соответственно). Пусть tn – момент прихода n-й
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заявки в систему. Пусть

Wn = (W (1)
n , . . . ,W (N)

n ), n ≥ 1

вектор незавершенной нагрузки в системе Σ в момент времени t−n прихода n-
й заявки. Обозначим через νn число заявок в системе в момент t−n , а Qn –
число заявок, ожидающих в очереди в момент времени t−n . Предположим, что
существуют следующие пределы

Qn ⇒ Q, νn ⇒ ν, Wn ⇒ W, n→∞.

Сначала построим систему Σ, и обозначим через zn момент ухода n-й заявки.
Заметим, что в общем случае для многосерверных систем порядок приходов и
уходов заявок не совпадают. ПустьMn = {i : ti ≤ tn < zi} – множество номеров
заявок, которые обслуживаются в системе Σ в момент времени tn и обозначим
через Si(n) остаточное время обслуживания i-й заявки в момент времени t−n .
Зафиксируем произвольное целое число ν0 ≥ 0, константы 0 ≤ a ≤ b < ∞ и
определим момент

β1 = inf
{
k : νk = ν0, Si(k) ∈ (a, b), i ∈Mk

}
, (6.5)

предполагая, что последовательности времен обслуживания во всех трех систе-
мах идентичны до момента β1. Тогда в момент k = β1, заменим все ненулевые
остаточные времена обслуживания Si(k), i ∈Mk, на верхнюю границу b. Таким
образом, в момент tβ1

времена обслуживания заявок, находящихся на обслужи-
вании, {Sn}, увеличиваются, в то время как в исходной системе Σ они остают-
ся неизменными. Рассмотрим процесс Xn := {νn, Si(n), i ∈ Mn}, n ≥ 1. Этот
процесс является регенерирующим. Для n ≥ 1 определим моменты регенерации
системы Σ следующим образом:

βn+1 = inf
{
k > βn : νk = ν0, Si(k) ∈ (a, b),Mβn

⋂
Mk = ∅, i ∈Mk

}
. (6.6)

В каждый такой момент заменим остаточное время обслуживания на b. Таким
образом, в моменты βn, исходный процесс переходит в фиксированное состо-
яние (ν0, b), где N -мерный вектор b содержит точно min(ν0, N) компонент b
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и (N − ν0)
+ нулей. Условие Mβn

⋂
Mk = ∅ означает, что все заявки, обслу-

живаемые в момент βn покидают систему до момента βn+1. Таким образом, на
событии {βn = k}, распределение Xk = (ν0, b) (в силу свойства регенерации) не
зависит от k и предыстории {Xl, l < k}. Кроме того, пост-процесс {Xl, l ≥ k}
имеет одинаковое распределение для всех k. Другими словами, процесс {Xn}
регенерирует в классическом смысле в моменты времени {βk} и имеет н.о.р.
циклы регенерации {Xk, βn ≤ k < βn+1} с н.о.р. длинами βn+1 − βn, n ≥ 1.
Таким образом, системы Σ, Σ имеют одинаковое начальное состояние и, кроме
того, τn = τn, n ≥ 1, S ≥

st
S. Тогда из теорем 4 и 5 [177] следует, что

W ≥
st
W, ν ≥

st
ν, Q ≥

st
Q. (6.7)

Это позволяет использовать классическую регенерацию для построения верх-
ней границы характеристик качества обслуживания системы Σ.

Аналогично можно построить минорантную систему Σ, где в каждый мо-
мент {β

n
}, остаточные времена обслуживания заменяются на нижнюю границу

a. Полученный результат сформулирован в следующей теореме.

Теорема 6.1. Минорантная и мажорантная системы регенерируют в клас-
сическом смысле, а стационарное время ожидания W,W,W и стационарная
длина очереди Q,Q,Q в системах Σ,Σ,Σ, соответственно, удовлетворяют
неравенствам

W ≤
st
W ≤

st
W, Q ≤

st
Q ≤

st
Q. (6.8)

Для доказательства отметим, что по построению системы Σ, Σ, Σ имеют
одинаковое начальное состояние, τn = τ = τn, n ≥ 1, а времена обслужива-
ния имеют стохастический порядок S ≥

st
S ≥

st
S. Поэтому из теорем 4 и 5 [177]

следует (6.8). Доказательство того, что построенные минорантная и мажорант-
ная системы обладают свойством регенерации приведено перед формулировкой
теоремы.

Сформулируем суть метода регенеративных огибающих.
1. Для исходной системы Σ построить минорантную Σ и мажорантную Σ

системы, регенерирующие в классическом смысле.
2. Для систем Σ и Σ методом регенеративного оценивания вычислить до-

верительные оценки искомых характеристик. Полученные оценки являются со-
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ответствующими нижней и верхней границами для искомой характеристики в
исходной системе.

Пример 6.1. Рассмотрим систему M/G/10, в которой Mτ = 1, а времена об-
служивания заданы распределением Парето I типа с плотностью

fS(x) =
αkα

xα+1
, x ≥ k, (6.9)

где α > 1, k > 0 и MS = kα/(α − 1). Пусть коэффициент загрузки ρ = 9 и
α = 2.5. Тогда

k = ρ(α− 1)/α = 5.4. (6.10)

Применим метод регенеративных огибающих для построения оценки средней
длины стационарной очереди MQ. В качестве постоянных a, b (см. (6.6)) возь-
мем эмпирические квантили для остаточного времени обслуживания. Пусть a –
0.2-квантиль, так что 80% остаточных времен обслуживания будет не больше,
чем a, и в качестве b – 0.8-квантиль. Выберем также ν0 = 10. Рисунок 6.1 по-
казывает, что процессы длины очереди во всех трех системах (Σ, Σ, Σ) очень
близки. Отметим, что в эксперименте с 104 заявок, ни одна заявка не встречает
пустую систему, т. е. классические регенерации отсутствуют.

Пример 6.2. Рассмотрим систему GI/G/10, в которой времена обслуживания
заданы распределением Парето I типа, где α = 2.5 и k определяется форму-
лой (6.10). Пусть τ имеет равномерное распределение на отрезке [0.3, 0.9], что
влечет P(τ > S) = 0 и исключает классическую регенерацию. Выберем в ка-
честве a и b 0.2- и 0.8-квантили остаточного времени обслуживания, соответ-
ственно. На Рисунке 6.2 приведен 95%-доверительный интервал для средней
стационарной длины очереди в исходной системе, полученный как верхняя и
нижняя граница в системах Σ, и Σ, соответственно.
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Рисунок 6.1. Система M/G/10 (ρ = 9) Оценки средних длин очередей и 95%
доверительный интервал, построенный на основе доверительных интервалов
для средней длины очереди в мажорантной и минорантной системах.

Рисунок 6.2. Система GI/G/10 (ρ = 9): 95% доверительный интервал для сред-
ней стационарной длины очереди.
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6.3. Метод построения регенеративных огибающих для

систем обслуживания со смешанными

распределениями

Рассмотрим систему Σ (типа GI/G/N/∞), в которой время обслуживания за-
дано смесью распределений вида (1.31)

FS(x) = p1FS(1)(x) + · · ·+ pmFS(m)(x), x ≥ 0,
m∑
k=1

pk = 1, (6.11)

где независимые с.в. S(i) заданы ф.р. FS(i)(x). Входной процесс задан после-
довательностью н.о.р. интервалами между приходами τn = tn+1 − tn, n ≥ 1.
Наконец, предположим, что выполнено условие стационарности

MS < NMτ . (6.12)

Построим две новые системы: минорантную систему Σ со временем обслужива-
ния S(1) и мажорантную систему Σ со временем обслуживания S(m). Обозначим
через Qn, Q

(1)
n , Q(m)

n – размер очереди, νn, ν
(1)
n , ν(m)

n – число заявок, Wn, W
(1)
n ,

W
(m)
n – незавершенную работу в момент времени t−n в системах Σ, Σ и Σ, соот-

ветственно. Пусть существуют стационарные пределы

Q(i)
n ⇒ Q(i), W (i)

n ⇒ W (i), n→∞, i = 1, m.

Из Теоремы 2.3 следует, что, если для исходной системы Σ выполнены условия
(2.23), то

Q(1) ≤
st

Q ≤
st
Q(m), (6.13)

W (1) ≤
st

W ≤
st
W (m). (6.14)

Следовательно, если системы Σ и Σ регенерируют в классическом смысле, то
для исходной системы Σ, используя метод регенеративных огибающих, можно
построить регенеративные оценки стационарного времени ожидания и стацио-
нарной длины очереди на основе оценок для систем Σ и Σ.
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6.4. Искусственная регенерация на основе метода

расщепления

Как известно, метод вложенных цепей Маркова можно применить для постро-
ения различных типов регенераций в системах M/G/1 и GI/M/1 [34]. Так,
фиксируя попадание процесса очереди в различные (фиксированные) состоя-
ния в моменты ухода (прихода) заявок в системах M/G/1 и GI/M/1 (т. е. в
соответствующих вложенных цепях Маркова), можно получить несколько раз-
личных последовательностей точек регенерации, а следовательно, и построить
несколько доверительных интервалов для оценки характеристики системы.

В данном разделе рассматривается более общая теоретическая конструк-
ция, основанная на методе расщепления, который применяется для ускорения
моделирования. Идея метода состоит в фиксации момента перехода процесса
времени ожидания из состояния x в состояние y (не зависящее от x) с вероят-
ностью δ(x) [29].

Рассмотрим обобщенную однородную цепь Маркова Z = (Zn, n ≥ 0), за-
данную на измеримом пространстве (E ,B) с начальным состоянием Z1 = x ∈ E .
Предположим, что σ-алгебра B порождается счётным семейством подмножеств
E , а переходное одношаговое ядро определяется как

P(x, ·) = P(Zk+1 ∈ ·|Zk = x) =: Px(Zk ∈ ·), k ≥ 0.

Предположим, что для некоторого множества A ∈ B, и каждого x ∈ A и
B ∈ B, существуют δ(x) ∈ (0, 1) и вероятностная мера φ на (E ,B) такие, что
выполнено следующее условие миноризации:

P(x,B) ⩾ δ(x)φ(B). (6.15)

Множество A и величина δ(x) называются множеством регенерации и мерой
регенерации, соответственно [163].

Ключевое следствие условия (6.15) состоит в том, что после посещения мно-
жества A цепь с вероятностью δ(x) имеет (на следующем шаге) распределение
φ, не зависящее от состояния x на предыдущем шаге. Это событие соответствует
рандомизированной (или искусственной) регенерации цепи [29, 28].
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Более того, условие (6.15) допускает следующее разложение переходного
ядра:

P(x,B) = δ(x)φ(B) + (1− δ(x))q(x,B), (6.16)

где

q(x,B) =
P(x,B)− δ(x)φ(B)

1− δ(x)
. (6.17)

Согласно (6.16) состояние цепи Маркова на следующем шаге можно получить с
помощью следующей процедуры расщепления ядра. Пусть Ix – с.в., принимаю-
щая значение 1 с вероятностью δ(x), и значение 0, иначе. Если цепь находится в
состоянии x ∈ E и Ix = 1, то следующее состояние выбирается из распределения
φ; в противном случае — из распределения q(x, ·).

Предположим, что цепь Маркова имеет стационарное распределение π, и
обозначим через Kφ(n) число моментов искусственной регенерации в интервале
[0, n]. Известно [29], что при n→∞,

Kφ(n)

n
→
∫
E
δ(x)π(dx) := pφ с в. 1, (6.18)

где π(B) =
∫
E π(dx)P(x,B) стационарное распределение цепи Z. Таким обра-

зом, pφ – асимптотическая частота моментов (рандомизированной) искусствен-
ной регенерации, полученных расщеплением переходного ядра.

6.4.1. Система M/M/1

Пусть интервалы между приходами заявок {τk, k ≥ 1} заданы показательным
распределением с параметром λ, а времена обслуживания {Sk, k ≥ 1} – показа-
тельным распределением с параметром µ. В [29] показано, что для последова-
тельности времён ожидания {Wn} в системеM/M/1 частота классических реге-
нераций по мере увеличения времени моделирования/наблюдения приближает-
ся к 1−ρ. С другой стороны, в [29] также показано, что частота искусственных
регенераций в системе M/M/1 (при λ = 1), полученная методом расщепления
переходного ядра, приближается к 1− ρ2. Таким образом, соотношение между
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этими двумя частотами регенерации равно

1− ρ2

1− ρ
= 1 + ρ.

Это равенство указывает на то, что число рандомизированных регенераций мо-
жет превышать число классических регенераций максимум в 2 раза при ρ ↑ 1.

Далее докажем, что K(n)/n→ 1− ρ2 при произвольном λ < µ. Используя
рекурсию Линдли

Wn+1 = (Wn + Sn − τn)+, n ≥ 0,

можем легко вывести, что

P(Wn+1 = 0|Wn = x) =
µ

µ+ λ
e−λx, x ≥ 0

и

P(Wn+1 ≤ y|Wn = x) =


µ

µ+ λ
e−λ(x− y), y < x;

1− λ
µ+ λ

e−µ(y − x), y ≥ x.

Дифференцируя по y условную ф.р. P(Wn+1 ≤ y|Wn = x), получим

f(x, y) =
µλ

µ+ λ
e−λ(x− y)

+
e−µ(y − x)

+
.

Пусть

ϕ(y) := P(Wn+1 ≤ y|Wn = 0) = 1− λ

µ+ λ
e−µy, y ≥ 0.

Известно, что для каждого x, оптимальное значение δ∗(x) величины δ(x), при
котором частота моментов регенерации максимальна, определяется как [29]

δ∗(x) := min

{
P(Wn+1 = 0|Wn = x)

φ(0)
, inf

y>0

f(x, y)

f(0, y)

}
. (6.19)

Найдем оптимальную вероятность регенерации (6.19) для M/M/1. Для этого
вычислим

P(Wn+1 = 0|Wn = x)

ϕ(0)
= e−λx, x ≥ 0.
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Далее заметим, что

inf
y>0

f(x, y)

f(0, y)
=

e−λxeλy ≥ e−λx, y < x;

eµx ≥ e−λx, y ≥ x.

Следовательно,
δ∗(x) = e−λx, x ≥ 0. (6.20)

Заметим, что δ∗(0) = 1. Далее, используя стационарное распределение времени
ожидания

π(x) = P(W ≤ x) = 1− ρe−µ(1−ρ)x, x ≥ 0,

найдем
π(0) = 1− ρ, π′(x) = ρµ(1− ρ)e−µ(1−ρ)x, x > 0.

Тогда получаем требуемое

pϕ =

∞∫
0

π(dx)δ∗(x) = 1− ρ+
∞∫
0

ρµ(1− ρ)e−µ(1−ρ)xe−λxdx = 1− ρ2.

Таким образом, при значениях коэффициента загрузки близких к 1, частота
моментов искусственной регенерации практически в 2 раза больше, чем клас-
сических 0-регенераций. Также легко найти распределение

q(x, y) = 1−
λ

µ+ λ
e−µy(eµx − e−λx)

1− e−λx
, y ≥ x,

q(x, y) = 0 для y < x.

6.4.2. Система Pareto/M/1

Рассмотрим односерверную систему Pareto/M/1 с дисциплиной обслуживания
FIFS. Пусть интервалы между приходами заявок {τk, k ≥ 1} заданы распреде-
лением Парето

A(x) = 1−
(

x0
x0 + x

)α

, x ≥ 0, x0 > 0, α > 1,
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а времена обслуживания {Sk, k ≥ 1} ∼ Exp(µ),

B(x) = 1− e−µx, x ≥ 0, µ > 0.

Пусть выполнено условие стационарности, а именно

ρ =
α− 1

x0µ
< 1.

Для такой системы найдем оптимальную вероятность регенерации δ∗(x) и ча-
стоту моментов искусственной регенерации, получаемых методом расщепления.

Рассмотрим последовательность времен ожидания {Wk, k ≥ 0}. Вычислим
вероятность перехода последовательности из состояния x в состояние 0 для
x ≥ 0:

P(Wn+1 = 0|Wn = x) = P(x+ Sn − τn < 0) =

=

∞∫
0

P(τ > z + x)µe−µzdz =

=

∞∫
0

µe−µz
xα0

(x0 + x+ z)α
dz.

Выполнив замену переменной u = µ(x0 + x + z); du = µdz, и подставив в
последний интеграл, получим

P(Wn+1 = 0|Wn = x) = xα0µ

∞∫
µ(x0+x)

e−u+µ(x0+x)u−αµαdu/µ =

= (x0µ)
αeµ(x0+x)Γ(−α + 1, µ(x0 + x)),

где Γ(s, x) – неполная верхняя Гамма-функция. Пусть y ≥ x, тогда

P(Wn+1 > y|Wn = x) = P(τn < Sn + x− y) =

=

∞∫
y−x

P(τ < z + x− y)µe−µzdz =
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=

∞∫
y−x

(
1−

(
x0

x0 + z + x− y

)α)
µe−µzdz =

= e−µ(y−x) −
∞∫

y−x

(
x0

x0 + z + x− y

)α

µe−µzdz. (6.21)

Сделав замену переменной: u = µ(x0 + z + x − y); dz = du/µ, подставив в
последний интеграл, можем записать (6.21) как

e−µ(y−x) − xα0eµ(x0+x−y)
∞∫

µx0

e−u(u/µ)−αdu/µ =

= e−µ(y−x) − (µx0)
αe−µ(y−x−x0)Γ(−α + 1, µx0).

Следовательно, для y ≥ x, получаем

P(Wn+1 ≤ y|Wn = x) = 1− e−µ(y−x) + (µx0)
αe−µ(y−x−x0)Γ(−α + 1, µx0).

Аналогично для x > y,

P(Wn+1 > y|Wn = x) = P(τn < Sn + x− y) =

=

∞∫
0

P(τ < z + x− y)µe−µzdz =

=

∞∫
0

(
1−

(
x0

x0 + z + x− y

)α)
µe−µzdz.

Сделаем замену переменной u = µ(x0 + z + x − y); dz = du/µ и, подставив в
последний интеграл, получим

P(Wn+1 > y|Wn = x) = 1− xα0µ
∞∫

µ(x+x0−y)

e−ueµ(x+x0−y)(u/µ)−αdu/µ =

= 1− (µx0)
αeµ(x0+x−y)Γ(−α + 1, µ(x0 + x− y)).

Следовательно, для x > y,

P(Wn+1 ≤ y|Wn = x) = (µx0)
αeµ(x0+x−y)Γ(−α + 1, µ(x0 + x− y)).
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Таким образом, для всех x, y ≥ 0

P(Wn+1 ≤ y|Wn = x) = 1− e−µ(y−x)+ +

+ (µx0)
αeµ(x+x0−y)Γ(−α + 1, µ(x0 + (x− y)+)).

(6.22)

Дифференцируя условную ф.р. (6.22) по y, получим

f(x, y) =


µ
(

x0

x0+x−y

)α
− µ(x0µ)αeµ(x0+x−y) ×

× Γ(−α + 1, µ(x0 + x− y)), y < x;

µe−µ(y−x) − µ(x0µ)αeµ(x0+x−y)Γ(−α + 1, µx0), y ≥ x.

Пусть Wn ⇒ W , где W – стационарное время ожидания в системе GI/M/1. Из-
вестно [63, 153], что распределение стационарного времени ожидания в системе
GI/M/1 имеет вид

π(x) = P(W ≤ x) = 1− σe−µ(1−σ)x, x ≥ 0, (6.23)

где σ – корень уравнения

z − ψA(µ(1− z)) = 0

и ψA(z) есть ПЛС ф.р. A. Поэтому

π(dx) = σµ(1− σ)e−µ(1−σ)xdx, π(0) = 1− σ.

Теперь найдем оптимальную вероятность регенерации (6.19). Пусть

ϕ(y) = P(Wn+1 ≤ y|Wn = 0) = 1− e−µy + (µx0)
αeµ(x0−y)Γ(−α + 1, µx0).

Тогда

P(Wn+1 = 0|Wn = x)

ϕ(0)
= eµx

Γ(−α + 1, µ(x0 + x))

Γ(−α + 1, µx0)
≤ eµx, x ≥ 0.
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Далее, для всех y ≥ x легко вычислить, что

f(x, y)

f(0, y)
= eµx.

Аналогично, для y < x находим

f(x, y)

f(0, y)
=

(x0 + x− y)−α − µαeµ(x0+x−y)Γ(−α + 1, µ(x0 + x− y))
(x0 − y)−α − µαeµ(x0−y)Γ(−α + 1, µ(x0 − y))

.

Следовательно,

δ∗(x) = min

{
P(Wn+1 = 0|Wn = x)

φ(0)
, inf
y>0

f(x, y)

f(0, y)

}

=
P(Wn+1 = 0|Wn = x)

φ(0)
= eµx

Γ(−α + 1, µ(x0 + x))

Γ(−α + 1, µx0)
.

Далее, подставив δ∗(x) и (6.23) в интеграл (6.18), получим

∞∫
0

π(dx)δ∗(x) = 1− σ +

∞∫
0

σµ(1− σ)e−µ(1−σ)x ×

× eµx
Γ(−α + 1, µ(x0 + x))

Γ(−α + 1, µx0)
dx. (6.24)

Сделаем замены переменных в (6.24):

u = Γ(−α + 1, µ(x0 + x)), du = −(µ(x0 + x))−αe−µ(x0+x)µdx,

и
dv = eµσxdx, v = eµσx/(µσ).

Теперь (6.24) преобразуется к виду

∞∫
0

π(dx)δ∗(x) =
(1− σ)e−µσx0

Γ(−α + 1, µx0)

∞∫
(1−σ)µx0

e−u
(

u

1− σ

)−α
du/(1− σ)

= (1− σ)αe−µσx0
Γ(−α + 1, µx0 − σµx0)

Γ(−α + 1, µx0)
. (6.25)

Таким образом, частота моментов искусственной регенерации удовлетворяет
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соотношению

Kφ(n)

n
→ pφ = (1− σ)αe−µσx0

Γ(−α + 1, µx0 − σµx0)
Γ(−α + 1, µx0)

при n→∞ с в. 1.

Рисунок 6.3. Сравнение частоты классической регенерации и частоты искус-
ственной регенерации в системе Pareto/M/1 в зависимости от α.

Рисунок 6.4. Отношение частоты искусственной регенерации к частоте класси-
ческой регенерации в зависимости от α в системе Pareto/M/1.

На рисунке 6.3 сравниваются частота искусственной регенерации с часто-
той классической регенерации в зависимости от α для системы Pareto/M/1 с
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параметрами λ = 1, x0 = 1, ρ = 0.9.
Рисунок 6.4 иллюстрирует отношение частоты искусственной регенерации

к частоте классической регенерации как функцию от параметра α для системы
Pareto/M/1 при λ = 1, x0 = 1 и ρ = 0.9. При всех значениях α, частота
искусственной регенерации по крайней мере в два раза больше, чем частота
классической регенерации, и отношение растет с уменьшением значения α.

6.4.3. Система H2/M/1

Построим искусственную регенерацию для системы H2/M/1, где входной поток
задан гиперэкспоненциальным распределением

A(x) = 1− pe−λ1x − (1− p)e−λ2x, λ1, λ2 > 0, x ≥ 0,

и выполнено условие стационарности

ρ =
λ1λ2

µ(pλ2 + (1− p)λ1)
< 1.

Как в предыдущем разделе вычислим вероятности

P(Wn+1 = 0|Wn = x) =
µp

λ1 + µ
e−λ1x +

µ(1− p)
λ2 + µ

e−λ2x, x ≥ 0

и

P(Wn+1 ≤ y|Wn = x) =


pµ

λ1+µe
−λ1(x−y) + (1−p)µ

λ2+µ e
−λ2(x−y), y < x;

1−
(

λ1p
µ+λ1

+ λ2(1−p)
µ+λ2

)
e−µ(y−x), y ≥ x.

Дифференцируя последнее соотношение по y, получим для x, y ≥ 0

f(x, y) =

(
pµλ1
λ1 + µ

e−λ1(x−y)+ +
(1− p)µλ2
λ2 + µ

e−λ2(x−y)+
)
e−µ(y−x)

+

.

Аналогично, подставляя

ϕ(y) = P(Wn+1 ≤ y|Wn = 0) = 1−
(

λ1p

µ+ λ1
+
λ2(1− p)
µ+ λ2

)
e−µy,

получим

P(Wn+1 = 0|Wn = x)

ϕ(0)
=
p(λ2 + µ)e−λ1x + (1− p)(λ1 + µ)e−λ2x

pλ2 + (1− p)λ1 + µ
, x ≥ 0.
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При y ≥ x
f(x, y)

f(0, y)
= eµx.

При y < x

g(x, y) :=
f(x, y)

f(0, y)
=
pλ1(λ2 + µ)e−λ1x + (1− p)λ2(λ1 + µ)e−λ2xe(λ2−λ1)y

pλ1(λ2 + µ) + (1− p)λ2(λ1 + µ)e(λ2−λ1)y
.

Вычислим производную функции g(x, y) по y, для x, y > 0

g′y(x, y) =
p(1− p)λ1λ2(λ1 + µ)(λ2 + µ)(λ2 − λ1)(e−λ2x − e−λ1x)

(pλ1(λ2 + µ) + (1− p)λ2(λ1 + µ)e(λ2−λ1)y)2
e(λ2−λ1)y < 0.

Следовательно, функция убывает по y и inf
y
g(x, y) = lim

y→∞
g(x, y) = 1. Вычислим

оптимальную вероятность регенерации

δ∗(x) = min

{
P(Wn+1 = 0|Wn = x)

ϕ(0)
, inf
y>0

f(x, y)

f(0, y)

}
=

p(λ2 + µ)e−λ1x + (1− p)(λ1 + µ)e−λ2x

pλ2 + (1− p)λ1 + µ
, x ≥ 0 (6.26)

и

q(x, y) = 1− e−µy
(

pλ1
µ+ λ1

+
(1− p)λ2
µ+ λ2

)
×

× eµx(pλ2 + (1− p)λ1 + µ)− (p(λ2 + µ)e−λ1x + (1− p)(λ1 + µ)e−λ2x)

pλ2 + (1− p)λ1 + µ− p(λ2 + µ)e−λ1x − (1− p)(λ1 + µ)e−λ2x
.

Далее находим частоту моментов искусственной регенерации

pϕ =

∞∫
0

π(dx)δ∗(x) = 1− σ +

∞∫
0

σµ(1− σ)e−µ(1−σ)x ×

× p(λ2 + µ)e−λ1x + (1− p)(λ1 + µ)e−λ2x

pλ2 + (1− p)λ1 + µ
dx =

= (1− σ) + µσ(1− σ)
pλ2 + (1− p)λ1 + µ

(
p(λ2 + µ)

µ(1− σ) + λ1
+

(1− p)(λ1 + µ)

µ(1− σ) + λ2

)
.

Лемма 6.1. Частота моментов классической регенерации в системе H2/M/1

меньше, чем частота моментов искусственной регенерации, т. е.

pϕ ≥ 1− σ.
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Доказательство. Пусть λ1 ≤ λ2. Доказательство очевидно, поскольку

pϕ ≥ (1− σ)
(
1 +

(λ1 + µ)µσ

(λ2 + µ)(λ2 + µ(1− σ))

)
≥ 1− σ.

Заметим, что отношение частот искусственных и классических регенераций
определяется как

pφ
1− σ

= 1+
µσ

pλ2 + (1− p)λ1 + µ

(
p(λ2 + µ)

µ(1− σ) + λ1
+

(1− p)(λ1 + µ)

µ(1− σ) + λ2

)
≥ 1+

µ

µ+ λ2
.

Пример 6.3. Пусть p = 0.25, λ1 = 2, λ2 = 10, µ = 12. При таких параметрах
ρ = 0.417, σ = 0.559. Следовательно, частота моментов классической регенера-
ции в пределе равнаK(n)/n→ 1−σ = 0.441, а частота моментов искусственной
регенерации равна Kϕ(n)/n→ 0.7. Построим для исходной системы две систе-
мы вида M/M/1. Пусть в минорантной системе входной поток пуассоновский
с параметром λ1, а в мажорантной системе – пуассоновский с параметром λ2.
В этом случае в минорантной системе

ρ1 = 0.167, 1− ρ1 = 0.833, 1− ρ21 = 0.972.

В мажорантной системе

ρ2 = 0.833, 1− ρ2 = 0.167, 1− ρ22 = 0.305.

Соответственно, частота моментов искусственной регенерации в минорантной
системе больше, чем в исходной, а частота моментов искусственной регенерации
в исходной системе больше, чем в мажорантной. Для всех систем частота мо-
ментов искусственной регенерации больше, чем частота моментов классической
регенерации.

6.4.4. Сравнение частоты классических и искусственных

регенераций

В этом разделе мы сравниваем число классических регенераций NClass и число
искусственных регенераций NArtif в зависимости от коэффициента загрузки.
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Обозначим через βi i-й момент регенерации, тогда ∆̂i = βi+1 − βi длина i-го
цикла регенерации, i = 1, . . . , NArtif.

В основе имитационного моделирования методом искусственной регенера-
ции (для n заявок) лежит алгоритм, предложенный в работе [85]:

Шаг 1. Вычислим Wj+1, используя рекурсию Линдли:

Wj+1 = (Wj + Sj − τj)+, W0 = 0.

Шаг 2. Выберем x := Wj, y := Wj+1 и вычислим δ(x), φ(y), и P(x, y).

Шаг 3. Сгенерируем с.в. Ix, которая принимает значение 1 с вероятностью

δ(x)φ(y)

P(x, y)
.

Если Ix = 1, то момент прихода j + 1-й заявки это момент регенерации,
βk = tj+1, и β0 = 0 и увеличиваем счетчик k ← k + 1.

Шаг 4. Повторяем шаги 1–3 для j ← j + 1 до тех пор, пока j + 1 = n.

В Таблице 6.1 представлены результаты моделирования системы M/M/1

при λ = 1, n = 105 и различных значениях µ, которые показывают хорошую
согласованность с теоретическими значениями. Так, частота классических ре-
генераций, NClass/n, хорошо согласуется с вероятностью классической регенера-
ции, 1−ρ, в то время, как частота искусственных регенераций, NArtif/n, близка
к теоретическому значению 1−ρ2. Например, при ρ = 0.5, частота классической
регенерации NClass/n = 49.8× 103/105 = 0.498 ≈ 1− ρ = 0.5, а частота момен-
тов искусственной регенерации NArtif/n = 75.6× 103/105 = 0.756, что близко к
теоретическому значению 1− ρ2 = 0.75.

В Таблице 6.2 приведены результаты моделирования системы H2/M/1 при
λ1 = 1, λ2 = 3, p = 0.5, n = 105 и различных значениях µ. Для этой системы так-
же наблюдается хорошая согласованность эмпирической частоты классической
регенерации, NClass/n, с вероятностью 1−σ, и частоты искусственной регенера-
ции, NArtif/n, с вероятностью pφ. Более того, при ρ > 0.7, число искусственных
регенераций, NArtif, приблизительно в 2 раза больше числа классических, NClass.

В Таблице 6.3 представлены результаты моделирования для системы
Pareto/M/1 при x0 = 1, µ = 1, n = 104 и различных значениях α.
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Таблица 6.1. Число регенераций в системе M/M/1 (λ = 1).

ρ NClass NArtif 1− ρ 1− ρ2

0.1 89.0×103 99.0×103 0.90 0.99

0.2 80.1×103 96.1×103 0.80 0.96

0.3 70.0×103 91.4×103 0.70 0.91

0.4 60.0×103 84.5×103 0.60 0.84

0.5 49.8×103 75.6×103 0.50 0.75

0.6 39.9×103 65.1×103 0.40 0.64

0.7 30.2×103 52.4×103 0.30 0.51

0.8 19.6×103 36.6×103 0.20 0.36

0.9 10.0×103 19.9×103 0.10 0.19

0.98 1.8×103 3.7×103 0.02 0.04

Таблица 6.2. Число регенераций в системе H2/M/1.

ρ NClass NArtif 1− σ pφ

0.1 87.1×103 98.4×103 0.871 0.984

0.2 75.0×103 94.2×103 0.751 0.940

0.3 64.0×103 88.1×103 0.638 0.875

0.4 53.3×103 80.0×103 0.533 0.793

0.5 43.5×103 70.1×103 0.434 0.695

0.6 34.0×103 59.8×103 0.340 0.582

0.7 24.6×103 46.3×103 0.251 0.456

0.8 16.9×103 33.1×103 0.164 0.317

0.9 7.9×103 17.0×103 0.081 0.165

0.98 1.6×103 3.6×103 0.016 0.034
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Таблица 6.3. Число регенераций в системе Pareto/M/1 (µ = 1, x0 = 1).

ρ NClass NArtif 1− σ pφ

0.1 8.2×103 9.7×103 0.82 0.97

0.2 7.3×103 9.3×103 0.73 0.93

0.3 6.4×103 8.8×103 0.64 0.87

0.4 5.6×103 8.2×103 0.55 0.80

0.5 4.6×103 7.2×103 0.45 0.71

0.6 3.5×103 6.1×103 0.36 0.60

0.7 2.6×103 4.6×103 0.27 0.48

0.8 1.8×103 3.5×103 0.18 0.34

0.9 1.0×103 2.0×103 0.09 0.18

0.98 1.9×102 3.8×102 0.02 0.04

В Таблице 6.4 α = 2.1, а µ меняется так, чтобы получать различные зна-
чения коэффициента загрузки ρ. Для больших значений ρ число регенераций
(классических и искусственных) небольшое, поскольку α = 2.1 мало, но доста-
точно для регенеративного моделирования.

Таблица 6.4. Число регенераций в Pareto/M/1 (α = 2.1, x0 = 1).

ρ NClass NArtif 1− σ pφ

0.1 8.2×103 9.7×103 0.82 0.97

0.2 6.9×103 9.1×103 0.67 0.90

0.3 5.3×103 8.1×103 0.54 0.80

0.4 4.2×103 7.0×103 0.42 0.69

0.5 3.2×103 5.8×103 0.32 0.56

0.6 2.3×103 4.5×103 0.22 0.44

0.7 1.4×103 3.1×103 0.15 0.31

0.8 9.3×102 2.0×103 0.09 0.18

0.9 350 860 0.034 0.080

0.98 44 106 0.005 0.012
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Таблица 6.5. Длины циклов регенераций в Pareto/M/1 (ρ = 0.9, x0 = 1).

α 3.0 2.5 2.1 1.9 1.7 1.5 1.4 1.3

∆̂Class 15 21 29 38 61 155 364 1714

∆̂Artif 7 10 12 16 24 56 123 520

Таблица 6.6. Оценки дисперсии в системе Pareto/M/1 при ρ = 0.9 и x0 = 1.

α ∆Class ∆Artif s2Class s2Artif
η̂2Class

4s2Class

η̂2Artif
4s2Artif

3 15 7 0.7 ×104 0.7 ×104 6.2 ×106 5.9 ×106

2.5 21 10 3.0 ×104 2.7 ×104 5.9 ×106 4.2 ×106

2.1 29 12 2.0 ×105 1.9 ×105 2.3 ×107 2.1 ×107

1.9 38 16 1.9 ×105 1.8 ×105 7.6 ×107 2.3 ×107

1.7 61 24 2.1 ×106 2.0 ×106 7.8 ×108 3.8 ×108

1.5 155 56 2.3 ×107 2.2 ×107 2.9 ×109 2.2 ×109

1.4 364 123 1.2 ×108 1.1 ×108 5.6 ×1010 2.8 ×1010

1.3 1714 520 1.5 ×108 1.3 ×108 6.0 ×1010 4.3 ×1010

Таблица 6.5 показывает, что при малых α длина цикла искусственной реге-
нерации существенно короче, а частота моментов больше, что важно при имита-
ционном моделировании процессов при ограничении времени. Так, при α = 1.4,
средняя длина цикла классической регенерации 364, т.е. 29 циклов (в то время
как циклов искусственной регенерации около 80) для n = 104 заявок.

Длина циклов регенерации для обоих типов регенерации, а также соответ-
ствующие оценки s2 и η2 (описание см. раздел 6.7.) представлены в Таблице 6.6
для системы Pareto/M/1 с ρ = 0, 9 и различными значениями α, используя
n = 104 значений. Мы обозначаем через ∆̂Class (∆̂Artif) среднюю длительность
цикла при классической (искусственной) регенерации. Аналогично, s2Class и η̂2Class

(s2Artif, η̂
2
Artif) обозначают оценки σ2 и η2, полученные с помощью классической

(искусственной) регенерации.
Результаты моделирования в Таблице 6.6 показывают, что s2 не зависит от

типа регенерации, тогда как дисперсия η2 меньше при использовании искус-
ственной регенерации, что подтверждает теоретический тезис о том, что чем
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Таблица 6.7. Оценка P(W > uw, Q > uq) для Pareto/M/1 при uw = 5, uq = 10.

α Puw

W P̂
uq

Class P̂
uq

Artif P̂
uw,uq

Class P̂
uw,uq

Artif

3.5 0.372 0.481 0.481 0.359 0.360

3.0 0.489 0.510 0.511 0.445 0.446

2.5 0.638 0.585 0.585 0.574 0.575

2.1 0.780 0.637 0.638 0.637 0.638

1.5 0.988 0.970 0.971 0.970 0.970

чаще моменты регенерации, тем меньше дисперсия η2 [29].
Через Qn обозначим число заявок в очереди в момент t−n . Используя тех-

нику регенеративного моделирования, найдем оценку совместной вероятности
того, что произойдут одновременно два события: время ожидания W превысит
заданный порог uw, а очередь Q превысит порог uq.

В Таблице 6.7 представлены результаты оценки вероятности P(W >

uw, Q > uq) для Pareto/M/1 при ρ = 0.9, x0 = 1, n = 103, uw = 5, и uq = 10.
Аналитических формул для вычисления подобных вероятностей не существует,
а регенеративный метод позволяет построить соответствующую оценку с за-
данной точностью. Обозначим через P uw

W теоретическое значение P(W > uw) и
через Puw,uq

Class и P
uw,uq

Artif – соответствующие оценки вероятности P(W > uw, Q > uq),
полученные на основе классической и искусственной регенерации, соответствен-
но. Аналогично, пусть P̂

uq

Class и P̂
uq

Artif – оценки P(Q > uq).
Заметим, что оценки вероятностей P(W > uw, Q > uq) и P(Q > uq) близки

и не зависят от выбора типа регенерации, поскольку число регенераций доста-
точно для получения оценки на основе регенеративного метода..

6.5. Метод экспоненциального расщепления

В данном разделе рассмотрена другая конструкция искусственной регенерации,
в которой вместо представления переходного ядра на основе (6.16) расщепляет-
ся плотность распределения интервалов между приходами заявок. Этот метод,
насколько нам известно, был впервые для моделирования систем обслужива-
ния представлен в работе [28] и основан на замене исходной с.в. стохастически
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эквивалентной, представляющей собой смесь показательно распределенной с.в.
и некоторой другой, имеющей специальный вид. Свойство потери памяти по-
казательного распределения позволяет построить регенеративную структуру и
применить регенеративное моделирование для доверительного оценивания ха-
рактеристик систем обслуживания.

Предположим, что абсолютно непрерывная с.в. T задана плотностью рас-
пределения gT , которая удовлетворяет неравенству (аналог условия минориза-
ции (6.15) для цепей Маркова)

gT ≥ δg0, (6.27)

где δ ∈ (0, 1) – некоторая константа, g0 – некоторая плотность распределения.
Определим с.в. IT так, что P(IT = 1) = δ и будем называть ее индикатором
расщепления. Построим новую с.в. T ′ в виде смеси двух с.в. T0 и T1, а именно:

T ′ = ITT0 + (1− IT )T1, (6.28)

где с.в. T0 задана плотностью g0, а с.в. T1 задана плотностью

g1 =
f − δg0
1− δ

. (6.29)

С.в. T ′ является стохастической копией с.в. T , и в результате представления
(6.28) ее плотность удовлетворяет свойству (6.27) с вероятностью не меньше,
чем δ.

Будем говорить, что с.в. T экспоненциально расщеплена, если существуют
константы η > 0 и δ ∈ (0, 1) такие, что выполнено неравенство

g(x) ≥ δηe−ηx, x ≥ 0. (6.30)

Таким образом, новая с.в. T ′ представляет собой смесь с.в. T0 ∼ Exp(η) (с
плотностью распределения g0(x) = ηe−ηx, x ≥ 0), и с.в. T1 с плотностью рас-
пределения

g1(x) =
g(x)− δηe−ηx

1− δ
, x ≥ 0. (6.31)
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6.5.1. Экспоненциальное расщепление распределения Парето

Лемма 6.2. Предположим, что с.в. T задана распределением Pareto(α, x0) с
плотностью

g(x) = αxα0 (x0 + x)−(α+1), α > 0, x0 > 0, x ≥ 0. (6.32)

Тогда если выполнено условие

α + 1 ≤ ηx0 ≤ α/δ, (6.33)

где η и δ определены формулами (6.30), то с.в. T ′ имеет распределение (6.28),
с.в. T0 имеет показательное распределение с параметром η, и выполнено нера-
венство (6.30). Кроме того, ф.р. с.в. T1 имеет вид

G1(x) = 1− 1

1− δ

(
x0

x0 + x

)α

+
δ

1− δ
e−ηx, x ≥ 0, (6.34)

с плотностью g1, удовлетворяющей соотношению (6.31).

Доказательство. Рассмотрим с.в. X ∼ Exp(η) и с.в. Y ∼ Pareto(α + 1, x0).
Из условия (6.33) следует, что

η ≥ α + 1

x0
,

а, следовательно, с.в. X и Y упорядочены по интенсивности отказов, X ≤r Y

(см. пример 1.7), что влечет выполнение следующих неравенств для всех x ≥ 0:

rX(x) = η ≥ α + 1

x0
≥ α + 1

x0 + x
= rY (x), x ≥ 0,

которые, в свою очередь, приводят к стохастическому порядку, X ≤ Y [145].
Это означает, что хвосты ф.р. удовлетворяют неравенству

e−ηx ≤
(

x0
x0 + x

)α+1

, x ≥ 0.

Если x0δη ≤ α, то выполнено неравенство

x0δη

α
e−ηx ≤

(
x0

x0 + x

)α+1

.
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Следовательно,

δηe−ηx ≤ α

x0

(
x0

x0 + x

)α+1

= g(x),

и неравенство (6.30) выполнено.

На Рисунке 6.5, демонстрирующем роль условий (6.33), показаны графики
плотности распределения Парето (с параметрами x0 = 1 и α = 3) и показатель-
ного распределения δηe−ηx при различных значениях η и δ. Видно, что плот-

Рисунок 6.5. Графическая интерпретация неравенств (6.33).

ность показательного распределения сверху ограничена плотностью распреде-
ления Парето только при выполнении неравенств (6.33) (при δ = 0.75, η = 4).
Две кривые (при δ = 0.75, η = 1 и δ = 0.95, η = 4) не удовлетворяют нера-
венствам (6.33) и, соответственно, для них не выполнено условие расщепления
(6.30).

6.6. Метод искусственной регенерации в системах

обслуживания с суперпозицией входных потоков

Рассмотрим односерверную систему обслуживания
m∑
i=1

GIi/G/1, в которой вход-

ной поток представляет собой суперпозицию m независимых стационарных
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входных процессов восстановления. Пусть i-й поток задан н.о.р. интервалами
между приходами заявок {τ (i)k = t

(i)
k+1 − t

(i)
k , k ≥ 0} и пусть {tk, k ≥ 1} – мо-

менты прихода в общий входной поток. Для построения моментов регенерации
входного процесса {γk}, выберем и зафиксируем входной поток с номером i0

(с моментами прихода {t(i0)k ≡ t
(0)
k , k ≥ 1}). Будем говорить, что j-й входной

поток имеет экспоненциальную фазу расщепления, если с.в. τ (j)k представима
в виде (6.28) с параметрами расщепления ηj, δj, для ее плотности выполнено
неравенство (6.30) и δj = 1. Рассмотрим последовательность событий:

E (0)k = { j-й входной поток имеет экспоненциальную фазу расщепления

в моменты времени t
(0)
k , ∀j ̸= i0}, k ≥ 1. (6.35)

Это событие означает, что в момент поступления k-й заявки из входного
потока с номером i0, времена между приходами заявок всех остальных потоков
находятся в экспоненциальной фазе (т. е. индикаторы расщепления для них
равны 1).

Для каждого целого k ≥ 1 введем индекс n0(k) такой, что tk = t
(0)
n0(k)

. Мо-
менты регенерации {γk} входного потока, образованного суперпозицией вход-
ных потоков, определим следующим образом: γ0 = 0,

γk+1 = min{i : I(t(0)n0(i)
> γk) · I(E (0)n0(i)

= 1)}, k ≥ 0. (6.36)

Легко проверить, что разность ∆k := γk+1 − γk – число приходов из общего
входного процесса (образованного суперпозицией) между событиями E (0)k и E (0)k+1.
Моменты времени {γk} являются моментами классической регенерации, а {∆k}
– н.о.р. (дискретными) длинами циклов регенерации. Обозначим Wn – время
ожидания n-й заявки в очереди.

Теорема 6.2. Случайный процесс W = {Wn, n ≥ 1} регенерирует в классиче-
ском смысле, если выполнены два условия:
1) множество моментов регенерации входного потока вида (6.36) не пусто,
{γk, k ≥ 1} ̸= ∅;
2) в моменты регенерации входного потока система свободна, т.е.

β0 = 0, βk+1 = min
i
{γi > βk : Wγi = 0}, k ≥ 0, (6.37)
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С.в. ∆̂k := βk+1 − βk, k ≥ 1 являются н.о.р. длинами циклов с моментами
регенерации вида (6.37).

Для доказательства теоремы отметим, что по построению в момен-
ты (6.37) система пуста, следовательно, распределение случайной пары
((Wβk+t)t≥0, (βk − βi)i≥k) не зависит от k ≥ 0 и не зависит от предыстории
{(Zt)t<βk

, β0, . . . , βk}, k ≥ 0.
Пусть входной поток состоит из суперпозиции m ≥ 2 потоков τ (j), j =

1, . . . ,m, заданных распределениями Pareto(αj, x0), j = 1, . . . ,m.
Приведем алгоритм, реализующий описанный выше метод расщепления.
Алгоритм построения моментов регенерации методом экспонен-

циального расщепления в системах обслуживания с суперпозицией

входных потоков, имеющих распределения Парето.
Шаг 1. Ввод данных. Ввод числа входных потоков m ≥ 2, параметров рас-

пределений входных потоков αj > 2, x0, параметров распределения времени
обслуживания c ф.р. Bj, числа заявок K.

Шаг 2. Генерация суперпозиции m ≥ 2 входных потоков.
Генерируем с.в. τ (j)n , j = 1, . . . ,m, n ≥ 1, в соответствии с распределением

Pareto(x0, αj), j = 1, . . . ,m.
Вычисляем моменты прихода заявок из каждого входного потока . t(j)n , j =

1, . . . ,m, n ≥ 1.
Сортируем моменты прихода в общий входной поток по возрастанию

{tk, k ≥ 1} = sort(t(j)n )}, j = 1, . . . ,m, n ≥ 1 и формируем общий входной поток.
Вычисляем интервалы между приходами заявок в общем входном потоке

τk = tk+1 − tk, k ≥ 1.
Шаг 3. Генерация времени обслуживания. Генерируем с.в. s

(j)
n , j =

1, . . . ,M, n ≥ 1, в соответствии с ф.р. Bj.
Шаг 4. Выбираем входной поток 1 ≥ i0 ≥ m.
Шаг 5. Выбираем константы δj ∈ (0, 1), ηj > 0 так, чтобы были выполнены

для всех входных потоков j ̸= i0 условия

ηjx0 ≥ αj + 1, δjηjx0 ≤ αj, j ̸= i0.

Шаг 6. Генерируем с.в. I(j)n , j ̸= i0, которые принимают значение 1 с веро-
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ятностями δj и 0, иначе.
Шаг 7. Если I

(j)
n = 1, то генерируем τ

(j)
n в соответствии с распределением

Exp(ηj), иначе τ (j)n генерируем, используя ф.р.

G
(j)
1 (x) = 1− 1

1− δj

(
x0

x0 + x

)αj

+
δj

1− δj
e−ηjx, x ≥ 0.

Шаг 8. Для каждого целого k ≥ 1 запоминаем моменты прихода из потока
i0 в общий входной поток τ , т.е. фиксируем номера заявок n0(k) такие, что
tk = t

(0)
n0(k)

.
Шаг 9. Вычисляем моменты регенерации входного потока {γl} рекурсивно

: γ0 = 0,

γl+1 = min{i : I(t(i0)n0(i)
> γl) · I(E (i0)n0(i)

= 1)}, l ≥ 1. (6.38)

Шаг 10. Вычисляем времена ожидания по формуле:

W0 = 0, Wk+1 = max(Wk + sk − τk+1; 0).

Шаг 11. Вычисляем моменты регенерации процесса времени ожидания по
формуле:

β0 = 0, βh+1 = min{γl > βh : Wγl = 0}, h ≥ 0,

Шаг 12. Вычисляем длины циклов регенерации ∆̂h := βh+1 − βh, h ≥ 1.

Пример 6.4. Чтобы оценить влияние процесса i0, параметров распределения
расщепления δj и ηj и интенсивности трафика ρ был проведен ряд численных
экспериментов по моделированию системы с суперпозицией двух входных про-
цессов, заданных распределением Парето. Пусть

τ (1) ∼ Pareto(α1 = 2, x0 = 1), τ (2) ∼ Pareto(α1 = 2, x0 = 1),

а время обслуживания S ∼ Exp(µ).
Выберем первую компоненту суперпозиции входного процесса (с парамет-

ром α1 = 2) в качестве фиксированного потока i0-процесса и применим метод
экспоненциального расщепления ко второму потоку (с параметром α2 = 3).

В следующих таблицах приведены результаты численных экспериментов,
где через RegIn обозначено число регенераций входного потока, т. е. число со-
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бытий (6.36), а через RegW – число регенераций вида (6.37) процесса W .

Таблица 6.8. Число регенераций RegIn и RegW и полуширина доверительного
интервала 99%CI при различных δ и η.

i0 = 1 и µ = 4 (ρ = 0.75).

δ η RegIn RegW 99%CI

.10 4 166.65×106 13.5×106 4.59×10−4

0.33 4 555.61×106 45.1×106 4.55×10−4

0.50 4 833.40×106 67.5×106 4.58×10−4

0.75 4 1250.05×106 101.3×106 4.58×10−4

0.10 5 133.29×106 9.1×106 4.34×10−4

0.33 5 444.41×106 30.4×106 4.56×10−4

0.50 5 666.67×106 45.6×106 4.55×10−4

0.10 6 111.11×106 6.5×106 4.46×10−4

В Таблице 6.8 интенсивность обслуживания µ = 4 (т. е. ρ = 0, 75), а в
Таблице 6.9 µ = 6 (т. е. ρ = 0, 5). В обеих таблицах оценки среднего времени
ожидания одинаковы для всех вариантов выбора параметров распределения и
совпадают с результатами, полученными с помощью традиционного моделиро-
вания (1, 358 и 0, 2597 для µ = 4 и µ = 6, соответственно). Чтобы оценить
качество оценок, в последнем столбце приведены значения половины ширины
99% доверительного интервала для среднего времени ожидания, с использова-
нием моментов регенерации RegW (число наблюдений равно 1010).

Сравнивая Таблицы 6.8 и 6.9, заметим, что при фиксированных значениях
δ и η число точек регенерации входного процесса RegIn примерно одинаково.
Этот факт объясняется тем, что входной процесс не зависит от скорости обслу-
живания µ. С другой стороны, число моментов регенерации процесса времени
ожидания RegW увеличивается с ростом µ, так как, чем меньше коэффициент
загрузки ρ, тем больше вероятность простоя сервера. Это увеличение, вместе с
уменьшением среднего времени ожидания, приводит к разнице в ширине дове-
рительного интервала примерно в 10 раз.

Наконец, результаты моделирования в случае фиксации первой компоненты
(при α1 = 2) представлены в Таблицах 6.10 и 6.11, которые подтверждают
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Таблица 6.9. Число регенераций RegIn и RegW и полуширина доверительного
интервала 99%CI при различных δ и η.

i0 = 1 и µ = 6 (ρ = 0.5).

δ η RegIn RegW 99%CI

0.10 4 166.67×106 42.7×106 4.29×10−5

0.33 4 555.61×106 142. 4×106 4.59×10−5

0.50 4 833.32×106 213. 6×106 4.20×10−5

0.75 4 1250.06×106 320.5×106 4.57×10−5

0.10 5 133.34×106 29.8×106 4.47×10−5

0.33 5 444.41×106 99.5×106 4.27×10−5

0.50 5 666.60×106 149.3×106 4.55×10−5

0.10 6 111.10×106 22.1×106 4.58×10−5

предыдущие наблюдения относительно RegIn, RegW и ширины доверительного
интервала.

По результатам моделирования можно сделать следующие замечания от-
носительно выбора параметров расщепления. С одной стороны, чем больше
параметр δ (для фиксированного значения η), тем чаще встречается экспонен-
циальная фаза. В результате RegIn также увеличивается. С другой стороны,
чем больше параметр η (для фиксированного δ), тем меньше число регенера-
ций RegIn. Более того, результаты моделирования показывают, что наибольшее
число регенераций RegW системы обслуживания достигается при выполнении
равенства в обоих неравенствах (6.33) для всех входных потоков i ̸= i0.

В [38] упоминается, что более частые регенерации обычно сокращают тре-
буемое время моделирования. Это замечание может оказаться полезным, когда
время моделирования ограничено, и тогда число полученных регенераций ста-
новится критически важным для построения требуемого доверительного интер-
вала.
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Таблица 6.10. Число регенераций RegIn и RegW и полуширина доверительного
интервала 99%CI при различных δ и η.

i0 = 2 и µ = 4 (ρ = 0.75).

δ η RegIn RegW 99%CI

0.50 3 1111.11×106 88.7×106 4.56×10−4

0.10 4 166.65×106 11.1×106 4.51×10−4

0.33 4 555.57×106 37.1×106 4.61×10−4

0.50 4 833.35×106 55.6×106 4.55×10−4

0.10 6 111.11×106 5.6×106 4.54×10−4

0.20 6 222.18×106 11.3×106 4.60×10−4

0.33 6 370.41×106 18.8×106 4.56×10−4

Таблица 6.11. Частота регенераций RegIn и RegW и полуширина доверительно-
го интервала 99%CI при различных δ и η.

i0 = 2 и µ = 6 (ρ = 0.5).

δ η RegIn RegW 99%CI

0.50 3 1111.14×106 282.5×106 4.52×10−5

0.10 4 166.65×106 36.7×106 4.41×10−5

0.33 4 555.53×106 122.4×106 4.23×10−5

0.50 4 833.36×106 183.6×106 4.18×10−5

0.10 6 111.09×106 19.5×106 3.84×10−5

0.20 6 222.21×106 39.0×106 4.41×10−5

0.33 6 370.35×106 65.0×106 4.43×10−5

6.6.1. Суперпозиция входных потоков, заданных распределением

Вейбулла

Пусть входной процесс представляет собой суперпозицию независимых входных
потоков, заданных н.о.р. интервалами между приходами заявок {τ (i)k , k ≥ 1} с
ф.р.

Ai(x) = 1− e−(x/αi)
βi
, x ≥ 0, αi > 0, βi > 0, i = 1, . . . ,m.
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Подставим плотность распределения Вейбулла в неравенство (6.30), полу-
чим

βj
αj

(x/αj)
βj−1e−(x/αj)

βj ≥ δjηje
−ηjx, (6.39)

которое выполняется при условиях:

0 < δj ≤ βj/αj, ηj = α
−βj

j , 0.5 ≤ βj < 1, αj ≥ 1. (6.40)

Найдем распределение с.в. T j
1 , участвующей в расщеплении (6.27) как

Gj
1(x) = 1− 1

1− δj
e−(x/αj)

βj
+

δj
1− δj

e−ηjx, x ≥ 0.

Пример 6.5. Для оценки влияния выбора процесса i0, параметра расщепле-
ния δ, параметра η и интенсивности трафика ρ был проведен ряд численных
экспериментов для α1 = 1.5, β1 = 0.5, α2 = 2 и β2 = 2/3 и для 109 заявок.

Таблица 6.12. Число регенераций RegW, Среднее время ожидания Mean(W) и
полуширина доверительного интервала 99%CI при i0 = 2, η = 0.8164, β1 = 0.5,
β2 = 0.67, α1 = 1.5, α2 = 2.

ρ
δ = 0.33 δ = 0.1

RegW Mean(W) 99%CI RegW Mean(W) 99%CI

0.1 5.2× 107 0.048 1.8× 10−5 1.5× 107 0.048 1.8× 10−5

0.2 3.8× 107 0.184 7.1× 10−5 1.1× 107 0.184 7.1× 10−5

0.3 2.7× 107 0.439 18.5× 10−5 8.3× 106 0.439 18.5× 10−5

0.4 1.9× 107 0.875 41.7× 10−5 5.8× 106 0.875 41.6× 10−5

0.5 1.3× 107 1.604 89.3× 10−5 4.0× 106 1.604 89.2× 10−5

0.6 8.9× 106 2.852 19.4× 10−4 2.7× 106 2.854 19.4×10−4

0.7 5.6× 106 5.162 45.6× 10−4 1.7× 106 5.162 4.6× 10−3

0.8 3.2× 106 10.139 13.1× 10−3 9.6× 105 10.142 13.2× 10−3

0.9 1.4× 107 25.905 65.6× 10−3 4.1× 105 25.885 64.7× 10−3

0.92 1.0× 106 33.977 10.7× 10−2 3.1× 105 33.927 10.6× 10−2

0.95 6.2× 105 58.202 28.9× 10−2 1.8× 105 58.190 25.3× 10−2

Поскольку регенеративное моделирование позволяет вычислять довери-
тельные интервалы, в следующих таблицах приведено (для различных значе-
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ний ρ) не только среднее значение процесса времени ожидания W , Mean(W),
но также полуширина 99% доверительного интервала, 99%CI, и число циклов
регенерации, RegW. Отметим, что число регенераций входного процесса RegIn

не зависит от ρ, но пропорционально δ.
Выберем i0 = 2, т. е. экспоненциальное расщепление применяется к первому

потоку. Из неравенств (6.40) легко видеть, что, выбрав η = 1/
√
1.5, экспонен-

циальное расщепление возможно при 0 < δ ≤ 1/3. Результаты моделирования
приведены только для двух значений δ.

Как отмечено в Таблице 6.12, когда интенсивность трафика ρ увеличива-
ется, RegW уменьшается, в то время как Mean(W) и 99%CI увеличиваются.
Значение δ не оказывает существенного влияния на параметры, за исключением
RegW. В частности, для δ = 0.33 RegIn ≈ 7.2×107, тогда как для δ = 0.1 значе-
ние RegIn ≈ 2.16×107 примерно в ≈ 3.3 раза меньше. Аналогичное наблюдение
верно для значений RegW.

Таблица 6.13. Число регенераций RegW, Среднее время ожидания Mean(W) и
полуширина доверительного интервала 99%CI при i0 = 1, η = 0.63, β1 = 0.5,
β2 = 0.67, α1 = 1.5, α2 = 2.

ρ
δ = 0.33 δ = 0.1

RegW Mean(W) 99%CI RegW Mean(W) 99%CI

0.1 6.2× 107 0.048 1.8× 10−5 1.85× 107 0.048 1.8× 10−5

0.2 4.6× 107 0.184 7.1× 10−5 1.38× 107 0.184 7.1× 10−5

0.3 3.4× 107 0.439 18.5× 10−5 1.03× 107 0.439 18.5× 10−5

0.4 2.5× 107 0.875 41.7× 10−5 7.63× 106 0.875 41.7× 10−5

0.5 1.8× 107 1.604 89.2× 10−5 5.50× 106 1.604 89.3× 10−5

0.6 1.3× 107 2.853 19.3× 10−4 3.818× 106 2.855 19.4× 10−4

0.7 8.3× 106 5.161 4.5× 10−3 2.49× 106 5.162 45.6× 10−4

0.8 4.8× 106 10.147 1.3× 10−2 1.45× 106 10.148 13.1× 10−3

0.9 2.1× 106 25.855 6.5× 10−2 6.33× 105 25.904 65.5× 10−2

0.92 1.6× 106 33.956 0.107 4.93× 105 33.903 10.7× 10−2

0.95 9.8× 105 58.278 0.291 2.96× 105 58.275 29.4× 10−2

Аналогичные выводы можно привести, когда экспоненциальное расщепле-
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ние применяется ко второму потоку (см. Таблицу 6.13). В этом случае, согласно
неравенствам (6.40), параметр η = 2−2/3, и экспоненциальное расщепление воз-
можно применить при 0 < δ ≤ 1/3. В этом случае входной процесс регенерирует
чаще, но связь между числом регенераций и значением δ остается почти такой
же (а именно, RegIn ≈ 9.3 × 107 и RegIn ≈ 2.8 × 107 для δ = 0.33 и δ = 0.1,
соответственно, что примерно в ≈ 3.3 раза меньше).

6.7. Регенеративное оценивание

Предположим, что необходимо оценить математическое ожидание некоторой
функции от исследуемого процесса (в дискретном времени) Mf(Z) = r. Напри-
мер, Zn – число заявок в системе в момент времени tn, Z – стационарное число
заявок, а f(Z) – задержка заявки в системе или ее энергопотребление. Пред-
положим, что {Zn, n ≥ 1} регенерирует в классическом смысле с моментами
регенерации {βj, j ≥ 0} и н.о.р. длинами циклов регенерации {∆̂j, j ≥ 0}.

Пусть Yj =
∑βj+1−1

i=βj
f(Zi) – сумма значений характеристики процесса на

j-м цикле регенерации. Для классически регенерирующего процесса {Yj} и
{Vj = Yj − r∆̂j} образуют последовательности н.о.р. с.в. и MVj = 0. В си-
лу (6.2), статистическое оценивание характеристики процесса сводится к сле-
дующему: при наличии н.о.р. наблюдений (Yj, ∆̂j), j = 1, . . . , n, необходимо
оценить величину

r =
MY1

M∆̂1

.

Пусть {yi}ni=1, {vi}ni=1, {ai}ni=1 – реализации с.в. Y1, V1, ∆̂1, соответственно.
Обозначим ȳn, ān, v̄n – средние выборочные для с.в. Yi, ∆̂i, Vj соответственно,
т.е. ȳn = 1

n
∑n

j=1 yj;, ān = 1
n
∑n

j=1 aj; v̄n = 1
n
∑n

j=1 vj.

Очевидно, что v̄n = ȳn − r̂ān, r̂ = ȳn/ān.
Пусть σ2 = DV1 = D(Y1 − r∆̂1). Из ЦПТ следует, что

lim
n→∞

P

(√
n · v̄n
σ

≤ x

)
= Φ∗(x)

или
lim
n→∞

P

(√
n(r̂ − r)
σ/ān

≤ x

)
= Φ∗(x),

где Φ∗(x) – ф.р. стандартного нормального закона.
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Заметим, что дисперсия σ2 может быть записана как σ2 = DY1 −
2rcov(Y1, ∆̂1) + r2D∆̂1.

Пусть s211, s
2
22 – выборочные дисперсии с.в. Yj и αj соответственно; s212 –

выборочный второй смешанный момент с. в. Yj и ∆̂j, т. е.

s211 =
1

n− 1

n∑
j=1

(yj − ȳn)2 =
1

n− 1

n∑
j=1

y2j −
1

n(n− 1)

(
n∑

j=1

yj

)2

;

s222 =
1

n− 1

n∑
j=1

(aj − ān)2 =
1

n− 1

n∑
j=1

a2j −
1

n(n− 1)

(
n∑

j=1

aj

)2

;

s212 =
1

n− 1

n∑
j=1

(yj − ȳn)(aj − āj) =
1

n− 1

n∑
j=1

yjaj −
1

n(n− 1)

n∑
j=1

yj

n∑
j=1

aj.

Обозначим s2 = s211 − 2r̂s212 + r̂2s222. Из усиленного закона больших чисел
следует, что s2 → σ2 при n→∞ с в. 1. Тогда

lim
n→∞

P

(√
n(r̂ − r)
s/ān

≤ x

)
= Φ∗(x).

Пусть

zγ = Φ−1((1− γ)/2), где Φ(x) = 1√
2π

x∫
0

e−x
2/2dx.

Таким образом, асимптотический 100(1−γ)% доверительный интервал для
оценки неизвестного r = M(f(Z)) имеет следующий вид:[

r̂ − zγs√
nān

; r̂ +
zγs√
nān

]
, (6.41)

где n – число циклов регенерации, полученных в процессе моделирования.
Заметим, что σ2 < ∞, если время обслуживания и интервалы между при-

ходами с.в. имеют конечные вторые моменты [172]. Конечность cov(Y1, ∆̂1) сле-
дует из конечности M(Y 2

1 ), M(∆̂2
1) и неравенства Гельдера.

Из конструкции доверительного интервала, построенного по моментам ре-
генерации (6.41), следует, что именно от числа моментов регенерации N , а не
числа наблюдений зависит ширина доверительного интервала, а, следователь-
но, и точность оценивания. Поэтому частота моментов регенерации играет кри-
тическую роль при регенеративном оценивании в условиях ограниченного вре-
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мени моделирования. Известно, что качество регенеративной оценки связано с
оценкой дисперсии σ2, а именно, согласно ЦПТ для σ (см. [84]):

n1/2(s− σ)⇒ N(0,
η2

4σ2
), при n→∞,

где

η2 =
M(U1 − cV1)2

M∆̂1

,

и
Ui = V 2

i − σ2∆̂i, i = 1, . . . , n, и c = 2M(V1 ∆̂1)/M∆̂1.

При этом асимптотическая дисперсия η2 зависит от выбора последовательности
моментов регенерации. В Теореме 1 [29] доказано, что чем больше больше число
регенераций, тем меньше асимптотическая дисперсия η2.

6.8. Регенеративная оценка экстремального индекса

Рассмотрим пару (Z, β), образованную регенерирующей случайной последова-
тельностью {Zn, n ≥ 1} и последовательностью моментов регенерации β =

(β0, β1, . . . ), β0 < β1 < . . . .
Обозначим через Mk максимум последовательности на k-м цикле регенера-

ции:
Mk = sup

i
{Zi, βk ≤ i < βk+1}.

Пусть ∆̂k = βk+1 − βk, k ≥ 0, и M∆̂ — математическое ожидание длины цикла
регенерации. Стационарная регенерирующая последовательность {Zn, n ≥ 0}
имеет экстремальный индекс θ тогда и только тогда, когда существует предел
[146]

θ∆ := lim
n→∞

P(M1 > un)/M∆̂

P(Z1 > un)
, (6.42)

для нормализующей последовательности {un}, удовлетворяющей соотношению
nF (un) → υ при n → ∞. Из соотношения (6.42) вытекает, что оценка экстре-
мального индекса на основе регенеративного метода (для большого n) имеет
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вид

θ̃∆(n) =
1

∆̃

ln

(
1− m∆(un)

k∆

)
ln

(
1− N(un)

n

) , (6.43)

где m∆(un) = #(i ≤ k∆ : Mi > un) — число циклов регенерации, на которых
превышено пороговое значение un, N(un) = #(i ≤ n : Zi > un) – число пре-
вышений случайной последовательностью {Zn, n ≥ 0} порогового значения un,
k∆ — число циклов регенерации и ∆̃ — оценка M∆̂.

Заметим, что условие перемешивания D(un) (необходимое для существова-
ния экстремального индекса) для стационарных регенерирующих процессов с
конечной средней длиной цикла выполняется для любых {un} [146]. Если мно-
жества значений Ẑ = (Zi1, · · · , Zik) и Z̃ = (Zj1, · · · , Zjm) принадлежат разным
циклам регенерации, Ẑ ∈ Ci, Z̃ ∈ Cj, i ̸= j, то в силу независимости Ci, Cj

разность в левой части соотношения (4.34) равна нулю. В противном случае,
если часть значений Ẑ или Z̃ попадают в один и тот же цикл регенерации,
то условие положительной возвратности, M∆̂ < ∞, и l ≥ M∆̂ гарантируют
выполнение соотношения (4.34).

6.9. Описание комплекса программ

Комплекс программ для ЭВМ написан на языке программирования Python и
предназначен для регенеративного моделирования систем обслуживания и рас-
чета регенеративных характеристик качества обслуживания.

Каждая программа для ЭВМ включает в себя следующие блоки:
Блок 1. Генерация входных данных : время обслуживания, входной поток,

число серверов, число входных потоков, число мест обслуживания.
Блок 2. Построение моментов регенерации : методом классической реге-

нерации, методом экспоненциального расщепления или методом расщепления
переходного ядра.

Алгоритм построения моментов искусственной регенерации методом экспо-
ненциального расщепления представлен в разделе 6.6.

Алгоритм построения моментов искусственной регенерации методом рас-
щепления переходного ядра представлен в разделе 6.4.4.
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Блок 3. Расчет регенеративной оценки характеристик качества обслужи-
вания (экстремального индекса, среднего времени ожидания, средней длины
очереди).

Формула расчета доверительного интервала характеристики на основе ре-
генеративного метода представлена в разделе 6.7.

Формула расчета оценки экстремального индекса на основе регенеративно-
го метода представлена в разделе 6.8.

Расчет экстремального индекса производится по формулам (4.42) и (4.45),
если существует положительное решение уравнения (4.38) и его можно найти в
явном виде или численно (см. раздел 4.6.)

Блок 4. Вывод результатов (графики, расчетные значения характеристик).

6.10. Выводы по результатам главы 6

Разработан новый метод регенеративных огибающих для многосерверных
систем GI/G/N/∞ и систем обслуживания со смешанными распределениями
(разделы 6.2. и 6.3.)

Получены соотношения для частоты (интенсивности) моментов искусствен-
ной регенерации в системах Pareto/M/1 и H2/M/1 (раздел 6.4). Численные
эксперименты подтверждают, что полученные теоретические величины согла-
суются с эмпирическими оценками, полученными регенеративным методом.

Получены достаточные условия экспоненциального расщепления распреде-
ления Парето (Лемма 6.2, раздел 6.4.)

Разработан метод искусственной регенерации на основе экспоненциального
расщепления для построения регенераций в системах обслуживания с супер-
позицией входных потоков с тяжелым хвостом, доказана теорема о том, что
система регенерирует в классическом смысле (Теорема 6.2)

Для системы обслуживания со смешанным входным процессом, включаю-
щим распределения Парето, получены условия применимости метода экспонен-
циального расщепления. Разработан алгоритм построения моментов регенера-
ции для процесса стационарного времени ожидания (раздел 6.5.)

Основные результаты главы опубликованы в работах автора [190, 191, 193,
204, 210, 211, 212, 213, 215].
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Заключение
Диссертационная работа посвящена исследованию нового класса систем об-

служивания со смешанными распределениями времени обслуживания и сме-
шанным входным процессом. Такие системы адекватно описывают динамику
многих современных телекоммуникационных систем и сетей, обрабатывающих
большие наборы неоднородных данных. Свойства монотонности систем позво-
ляют строить верхнюю и нижнюю границы исследуемых характеристик.

Впервые исследованы свойства монотонности по экстремальному индексу
различных систем обслуживания, в том числе систем со смешанным обслужи-
ванием. Теоретические выводы подтверждены рядом примеров и численных
экспериментов, в которых для оценки экстремального индекса использовалось
регенеративное моделирование. Для исследования предельного распределения
максимума стационарного времени ожидания рассматриваемых систем постро-
ены нормализующие последовательности для каждой из исследованных систем.

В системах со смешанным входным процессом интервалы между приходами
заявок зависимы, поэтому классическая регенерация для оценивания характе-
ристик не применима. В этой связи разработан метод искусственной регенера-
ции, основанный на экспоненциальном расщеплении, для моделирования систем
обслуживания со смешанным входным процессом, содержащим распределения
с тяжелым хвостом.

Основными научными достижениями данного диссертационного исследова-
ния являются:

1. Для систем со смешанными распределениями доказаны свойства внеш-
ней монотонности стационарной длины очереди и стационарного времени ожи-
дания. Полученные результаты позволяют строить верхние и нижние границы
основных стационарных характеристик систем. Кроме того, полученные теоре-
тические результаты позволяют сравнивать соответствующие характеристики
двух стационарных систем с различными смешанными распределениями.

2. Получена нижняя граница стационарной незавершенной работы в мо-
дели высокопроизводительного кластера со смешанным входным процессом, в
котором каждая заявка занимает случайное число обслуживающих устройств,
работающих параллельно.
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3. Для системы с входным потоком, заданным суперпозицией показательно-
го и Парето распределений построено аппроксимирующее распределение вход-
ного потока, которое является смесью распределений. Для системы с входным
потоком, заданным суперпозицией входных потоков с распределением Вейбулла
показано, что аппроксимирующее распределение имеет вид конечной смеси рас-
пределений Вейбулла и обобщенных Стейси-Гамма распределений. Результаты
численных экспериментов подтверждают, что аппроксимация является доста-
точно точной, когда коэффициент загрузки системы не больше 0.6.

4. Доказаны теоремы о монотонности по экстремальному индексу стацио-
нарного времени ожидания в системах GI/M/N и M/G/1. Найдено предель-
ное распределение максимума стационарного времени ожидания для систем со
смешанным обслуживанием с доминирующей компонентой, имеющей субъэкс-
поненциальное распределение.

5. Разработан метод искусственной регенерации, основанный на экспонен-
циальном расщеплении плотности, для моделирования систем обслуживания
со смешанным входным процессом, содержащим распределения с тяжелым хво-
стом. Этот метод позволяет увеличить частоту регенераций и тем самым сокра-
щать время моделирования. Для системы обслуживания, в которой смешанный
входной процесс включает потоки, заданные распределением Парето, получены
достаточные условия применимости экспоненциального расщепления.

Полученные в диссертации теоретические результаты для моделей со сме-
шанными распределениями существенным образом расширяют класс систем
обслуживания, для которых исследованы свойства монотонности и их экстре-
мальное поведение, и, тем самым, возможности анализа стационарных харак-
теристик соответствующих систем с неоднородными данными.

Практическая значимость работы определяется применимостью получен-
ных свойств монотонности и регенеративного метода оценивания для получе-
ния надежных оценок стационарных характеристик систем обслуживания со
смешанными распределениями. Перспективы развития тематики работы свя-
заны с обобщением полученных теоретических результатов, а также методов
регенеративного моделирования на сети обслуживания.
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Список сокращений и условных обозначений

с.в. случайная величина

ф.р. функция распределения

х.ф. характеристическая функция

н.о.р. независимые, одинаково распределенные

FX(x) = P(X ≤ x) ф.р. с.в. X

FX(x) хвост ф.р. FX(x) с.в. X

Fe(x) функция равновесного распределения с.в. X с
ф.р. F

fX(x) плотность распределения с.в. X

MX математическое ожидание с.в. X

DX дисперсия с.в. X

rX(x) функция интенсивности отказов с.в. X

∆(FX , FY ) равномерная метрика между ф.р. FX и FY

DKL(X||Y ) дивергенция Кульбака-Лейблера с.в. X и Y

Xu величина превышения уровня u

X
st
= Y эквивалентность с.в. X и Y по распределению

X ≤
r
Y с.в. X меньше по интенсивности отказов, чем с.в.

Y

X ≤
st
Y с.в. X стохастически меньше, чем с.в. Y

X≤Y с в. 1 с.в. X c вероятностью 1 меньше, чем с.в. Y

Xn ⇒ X при n→∞ последовательность с.в. {Xn, n ≥ 1} сходится по
распределению к с.в. X
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Xn
P→ X при n→∞ последовательность с.в. {Xn, n ≥ 1} схо-

дится по вероятности к с.в. X

X ∼ Exp(λ) с.в. X c показательным распределением
с параметром λ

X ∼ Pareto(α, x0) с.в. X с распределением Парето с пара-
метрами α, x0

X ∼ We(α, β) с.в. X имеет распределение Вейбулла с
параметрами α, β

X ∼ Burr(x0, α, k) с.в. X имеет распределение Бурра XII с
параметрами x0, α, k

X ∼ Exp− Pareto(λ, α, x0, p) с.в. X имеет показательное-Парето рас-
пределение с параметрами λ, α, x0, p

X ∼ Hm с.в. X имеет m-мерное гипергеометриче-
ское распределение

Γ(t, z) =
∫∞
z yt−1e−ydy неполная верхняя Гамма-функция

γ(t, z) =
∫ z
0 y

t−1e−ydy неполная нижняя Гамма-функция

Γ(z) =
∫∞
0 yt−1e−ydy Гамма-функция

F ∈MDA(G) ф.р. F принадлежит области притяже-
ния максимума G

ВФИ-распределение распределение с возрастающей функци-
ей интенсивности отказов

УФИ-распределение распределение с убывающей функцией
интенсивности отказов

ВВФИ-распределение распределение с выпуклой вверх функ-
цией интенсивности отказов

ВНФИ-распределение распределение с выпуклой вниз функци-
ей интенсивности отказов

FIFS дисциплина первым пришел – первым
обслужен
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ПЛС преобразование Лапласа-
Стилтьеса

R(δ) класс регулярно меняющихся
функций

S класс субъэкспоненциальных
функций

IR(δ) класс частично регулярно меняю-
щихся функций

HT класс функций распределения с
тяжелым хвостом

xR правая концевая точка распределе-
ния

xL левая концевая точка распределе-
ния

z+ max(0, z)

IA индикатор случайного события A

R (−∞,∞)

:= равно по определению

⌊a⌋ целая часть, не превосходящая a

термины «ф.р.» и «распределение» используются в работе как синони-
мы
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