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Актуальность темы. Поскольку аналитические модели сетей об­
служивания недостаточно разработаны и, кроме того, корреляцион­
ная структура значений процессов, протекающих в коммуникаци­
онных сетях является очень сложной, то возникает необходимость в 
разработке новых методов анализа поведения сетей обслуживания. 
В этой связи основным методом в диссертации был выбран метод 
имитационного моделирования, ориентированный на определенную 
структуру зависимости значений процесса, а именно, на свойства 
регенерации. Регенерация означает, что в определенный момент вре­
мени траектория процесса перестает зависеть от предыстории про­
цесса, и процесса стартует заново в вероятностном смысле. 

Актуальность тематики обусловлена интенсивным развитием 
коммуникационных сетей. Несмотря на быстрое развитие теории 
массового обслуживания, хорошо изучены только марковские сети, 
обладающие свойством мультипликативности. Это свойство заклю­
чено в теореме Джексона и ее обобщениях, которые содержат до­
статочные условия мультипликативности предельного распределе­
ния векторного процесса очереди в узлах сети. Другими словами, 
при этих условиях существует предельное распределение процесса, 
равное произведению маргинальных распределений, относящихся к 
отдельным узлам. К таким сетям, допускающим мультипликатив­
ность, относятся, в частности, сети Джексона (в них распределение 
входного потока - Пуассоновское, распределение времени обслужи­
вания - показательное). 

Однако, поведение многих реальных систем достаточно трудно 
описать марковским процессом (как правило, процесс очень слож­
ный), что приводит к невозможности использования хорошо раз­
работанных методов классической статистики. Для анализа поведе­
ния таких сетей можно использовать регенеративный подход. При 
определенных (весьма слабых) условиях существует предельное рас­
пределение регенерирующего процесса, при этом значения процесса 
делятся на циклы регенерации, которые между собой независимы. 
Моменты начала нового цикла, называются моментами регенерации. 
Эти моменты образуют вложенный процесс восстановления. Такая 
регенерация называется сильной или регенерацией по Смиту. Класс 
таких процессов достаточно хорошо изучен в сетях обслуживания. 



Однако, чем сложнее сеть (чем больше у нее узлов или переходов 
между узлами), тем, вообще говоря, менее вероятным становится 
появление моментов сильной регенерации, и частота появления этих 
моментов падает. Это очень существенно для доверительного оцени­
вания, т.к. время доверительного оценивания сокращается с ростом 
частоты моментов регенерации. 

Существует более общая конструкция - слабая регенерация. А 
именно, допускается зависимость значений процесса на циклах ре­
генерации. При этом длины циклов по-прежнему остаются незави­
симыми. Такая регенерация возможна в общих цепях Маркова^ воз­
вратных по Харрису. Это цепи с общим пространством состояний, 
для которых существует некоторое подмножество состояний, в ко­
торое сеть попадает бесконечное число раз с вероятностью единица 
и при выходе из этого подмножества цепь имеет одно и тоже рас­
пределение, не зависящее от конкретной точки подмножества. 

Метод слабой регенерации базируется на методе обновляющих 
событий Боровкова. Кроме того, он использует метод расщепления 
(при анализе цепей Маркова, возвратных по Харрису). Класс слабо 
регенерирующих процессов гораздо шире, чем класс сильно регене­
рирующих процессов, и до настоящего времени исследован недоста­
точно подробно. В применении к процессам обслуживания известны 
результаты только для многоканальных систем 01/01/т и танде­
мов. Вышеуказанные системы и сети являются частными случаями 
ациклических сетей типа Джексона. Сеть типа Джексона содержит 
несколько узлов обслуживания с входным потоком восстановления, 
каждый узел имеет несколько каналов обслуживания, заявки в узел 
поступают из других узлов и внешнего входного потока. В диссерта­
ции выявлен класс событий, которые являются обновляющими для 
тандемной сети СИ/а/тг -+ . ..—к -/СТ/шм и ациклической сети 
типа Джексона, что позволяет строить моменты слабой регенерации. 

Важнейшей характеристикой любой сети обслуживания в стаци­
онарном режиме являются время, проведенное заявкой в очередях 
узлов при прохождении сети (время ожидания) и время пребывания 
заявки в сети, которое включает времена обслуживания в узлах. 
Поэтому важно уметь надежно оценить среднее время ожидания 
и среднее время пребывания в сети. С этой целью в диссертации 
уделено большое внимание доверительному оцениванию. Известно, 
что для построения доверительных интервалов по моментам сильной 
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регенерации можно использовать центральную предельную теорему 
(ЦПТ) для независимых случайных величин, а для построения по мо­
ментам слабой регенерации можно применять ЦПТ для к-зависимых 
случайных величин. 

В доверительном интервале, построенном по моментам слабой ре­
генерации, присутствуют оценки ковариаций. С целью уменьшения 
длины доверительных интервалов в диссертации предлагается ис­
пользовать методы уменьшения дисперсии оценок, которые позволя­
ют изменить знак оценки ковариаций. К ним относится, например, 
метод одинаковых случайных чисел, который при условии монотон­
ности рассматриваемых функций (обе функции возрастают или обе 
функции убывают) приводит к положительной ковариаций между 
ними. В диссертации доказана теорема о положительной ковариа­
ций функций неодинакового числа аргументов, полученных методом 
одинаковых случайных чисел. Время ожидания заявки в сети явля­
ется функцией, зависящей от интервалов между приходами заявок 
в сеть и времен их обслуживания, где число аргументов зависит от 
числа циклов регенерации. Поэтому данная теорема обосновывает 
применимость метода одинаковых случайных чисел для уменьше­
ния дисперсии оценки времени ожидания заявки в сети (и других 
подобных характеристик). Заметим, что в той же ситуации метод 
противоположных случайных чисел дает отрицательную ковариа-
цию, что также может быть использовано для уменьшения диспе­
рсии оценки. 

В диссертации доказана теорема о том, что доверительные ин­
тервалы, построенные по моментам сильной и слабой регенерации 
асимптотически эквивалентны. При имитационном моделировании, 
если число моментов сильной и слабой регенерации достаточно боль­
шое, то лучше использовать сильную регенерацию, вследствие про­
стоты ее идентификации. Однако в сетях большой размерности (при 
большом числе узлов), как правило, моменты сильной регенерации 
отсутствуют или очень редки, что значительно увеличивает время, 
затрачиваемое на построение доверительного интервала с заданной 
точностью. 

В диссертации найдено условие для сети типа Джексона, при ко­
тором моменты сильной регенерации могут отсутствовать. Кроме 
того, при некотором дополнительном условии с увеличением размер­
ности сети частота моментов сильной регенерации падает, а, следо-



вательно, доверительное оценивание с заданной точностью на осно­
ве слабой регенерации более эффективно по затратам процессорного 
времени. Мы будем называть это условие условием эффективности 
слабой регенерации. 

Для того, чтобы выяснить как влияют изменения вероятности 
сильной регенерации и числа узлов сети при выполнении условия 
эффективности слабой регнерации на время доверительного оцени­
вания с заданной точностью были проведены имитационные экспе­
рименты по моделированию тандемных сетей С1/С1/гп1 -> ;..->• 

^/^I/тN^ Кроме того, для того, чтобы оценить как изменяется дли­
на доверительного интервала в результате применения методов оди­
наковых и противоположных случайных чисел на основе слабой реге­
нерации были проведены имитационные эксперименты и получены 
доверительные интервалы для оценки среднего времени ожидания. 

Таким образом, развитие методов моделирования сетей обслужи­
вания, основанных на слабой регенерации, должно позволить исполь­
зовать преимущества слабой регенерации в более широких условиях. 

Цель работы - разработка методов моделирования сетей обслужи­
вания на основе слабой регенерации. 

На защиту выносятся следующие основные результаты: 

1. Для сетей типа Джексона выявлен класс событий, являющихся 
обновляющими для процесса времени ожидания; 

2. Доказано, что доверительные интервалы, построенные по мо­
ментам сильной и слабой регенерации асимптотически эквива­
лентны; 

3. Показано, что с увеличением числа узлов в сети типа Джексона 
вероятность сильной регенерации уменьшается; 

4. Доказана теорема о знаке ковариаций для монотонных случай­
ных функций с разным числом аргументов; 

5. Установлена линейная зависимость между временем довери­
тельного оценивания с заданной точностью по моментам силь­
ной регенерации и числом узлов сети при имитационном мо­
делировании тандемных сетей; 

6 

Личное участие автора. Все основные результаты работы получе­
ны лично автором. 

Методика исследований. В диссертационной работе использованы 
методы сильной и слабой регенерации, метод обновляющих событий 
Боровкова, методы доверительного оценивания, линейный регресси­
онный анализ, методы одинаковых и противоположных случайных 
чисел, метод имитационного моделирования. 

Практическая ценность. Работа дает обоснование применения ре­
генеративного метода для статистического исследования сетей об­
служивания общего вида, в частности, широкого класса коммуника­
ционных сетей. 

Апробация работы. Основные результаты диссертации докладыва­
лись на международных конференциях и семинарах: Беуе1ор-
тепйз т ОгайгШгйей Зуз^етз апй Ба1;а Соттшисайопз, Петроза­
водск, май 1998г.; ТЬе ЗЙ1 ЗйРейегзЪигЕ \УогкзЬор оп 8шш1айоп, 
июнь-июль 1998г.; БеуеЬртепЪз т Б1з1;пЪи1;е(1 8уз1етз апс! Ба1;а 
Соттшисайопз, Петрозаводск, май 1999г.; РгоЪаЪШзйс Апа1уз18 оГ 
Каге Еуеп1з: ТЬеогу аш! РгоЫетз оГ ЗаГеЪу, 1пзигапсе аш1 Кит , Рига, 
июль 1999г.; Зесопс! 1п1;егпайопа1 СопГегепсе оп ЗЪосЬазйс Апа1уз13, 
Осло, август 1999г.; ПшлзЬ зсЬоо1 оп ТЬеогу оГ РгоЪаЫШу, Лахти, 
июнь 2000г.; ТЬе 4Й1 ЗйРеЪегзЪигб \УогкзЬор оп 81ти1айоп, ИЮНЬ-

ИЮЛЬ 2001г.; БеуеЬртепЪз т Б1з1;пЪи1;ес1 Зузйетз аш! БаЪа С о т т и ш -
саЫопз, Петрозаводск, май 2002г.;ГттзЬ зсЬоо1 оп ТЬеогу оГРгоЬаЫ-
Ыу, Лахти, июнь 2002г.; АррИес! зЪосЬазйс тос!е1з ап<1 тГогтайоп 
ргосеззез, Петрозаводск, сентябрь 2002г. 

Работа частично поддержана грантом РФФИ № 01-07-90259. 

Публикация работ. По теме диссертации опубликовано 6 работ. 

Структура и объем диссертации. Диссертация содержит введение, 
4 главы, заключение и приложение. Объем диссертационной работы 
составляет 115 страниц/Список литературы содержит 71 наимено­
вание. 
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Содержан ие работы. 

Во введении диссертационной работы обоснована актуальность 
темы исследования, сформулирована цель работы, представлена ее 
общая структура. 

В главе 1 даны основные определения теории регенерирующих 
процессов, в том числе сильно регенерирующего процесса, слабо ре­
генерирующего процесса и их свойств, приведен метод обновляю­
щих событий для построения моментов слабой регенерации в сетях 
обслуживания. 

Рассмотрим случайный процесс с дискретным временем 2 — 
{2п}п>1, определенный на вероятностном пространстве < > 
и принимающий значения на пространстве состояний (Е, Й), где Е 
- полное сепарабельное метрическое пространство, € - борелевская 
<7-алгебра подмножеств из Е. 

Рассмотрим пару (2, /?), образованную случайным процессом 2 и 
неубывающей последовательностью случайных величин 
0 = (Аъ/Зъ...)? 0о < 01 < принимающую значения на пря­
мом произведении Е х Т, где Т = { 0 , 1 , . . . } . 

Обозначим {(2Рк+п)п>оЛ0к-0г)г>к) = ®0к{^0)^ 
Случайный процесс 2 называется регенерирующим процессом в 

классическом смысле (сильно регенерирующим процессом), если для 
него выполнены следующие два условия: 

(а) Распределение случайной пары &рк (2, (3) не зависит от к > 0; 
(б) Распределение случайной пары Орк (2, /3) не зависит от пре­

дыстории {{2п)п<рЛ,0о,...,13ъ}. 
Последовательность (3 называется процессом восстановления, 

вложенным в процесс 2, а (Зъ называются моментами сильной реге­
нерации. Тогда {а* = (Зъ+\ — к > 0} - длины циклов регенерации -
независимые и одинаково распределенные (н.о.р) случайные величи­
ны (св.) и /Зъ = Х^=о а** Пусть / - некоторая измеримая функция, 
1} = Х ^ д . " 1 / ( # « ) - сумма значений характеристики процесса на > 
м цикле, для сильно регенерирующего процесса с в . (5^) независимы 
и одинаково распределены. 

Для простоты будем считать, что первый цикл распределен так­
же как остальные циклы. 
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Известно, что при определенных условиях существует предель­
ное распределение процесса и, кроме того, статистическое оценива­
ние некоторой характеристики процесса г = М / ( # ) сводится к сле­
дующему : при наличии независимых и одинаково распределенных 
наблюдений (Ту,о:^), ] > 0, необходимо оценить величину 

МУ0 
г = . 

Мао 
Слабая регенерация допускает зависимость между циклами, но 

длины циклов оси по-прежнему н.о.р.с.в. для всех к > 0. А именно, в 
определении сильно регенерирующего процесса условие (б) заменя­
ется на условие 

(б') Распределение случайной пары 0дл(#,/3) не зависит от 
{ & , . . . " , & } • 
В главе 2 рассматривается регенеративная структура некоторых 

систем и сетей обслуживания ( многоканальной системы С1/01/т, 
тандемной сети С1/01/1 -/С1/1). В частности, приведены 
обновляющие события, рекурсивные процедуры вычисления момен­
тов сильной и слабой регенерации и условия существования момен­
тов сильной и моментов слабой регенерации - условия, при выпол­
нении которых можно построить положительно возвратный процесс 
восстановления моментов регенерации (при условии эргодичности 
сети). 

Для тандемной сети 01/01/Ш1 .. -> - Д ? 7 / 7 7 ^ и сети ти­
па Джексона введены события, которые являются обновляющими и 
дана явная конструкция моментов слабой регенерации. 

Сеть типа Джексона - это открытая сеть, состоящая из N узлов 
обслуживания, г-й узел сети имеет га* каналов обслуживания, М = 

]Г) га*. Пусть Р = \\р%з\\ - матрица переходных вероятностей между 
г=1 
состояниями сети, т.е. - вероятность того, что после обслужива­
ния в узле г заявка пойдет в узел ) . Входной поток в 1-й узел склады­
вается из внешнего входного потока г = {тп = 1п+\ — 1п}п>\ с н.о.р. 
временами между приходами заявок {тп} (А = ( М т 1 ) - 1 Е (0,оо)) и 
внутреннего потока (из других узлов). 

Пусть з$ - время обслуживания заявки с номером п в узле г, 
Рг = {з$} - независимые с в . для всех г и п, одинаково 
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распределенные в 1-м узле для каждого п, - момент прихода 
заявки п в узел г, Тп \ = — $ - интервал между приходами 
п-й и п+1 -й заявок в узел г, {т^} - н.о.р.с.в., - момент ухода 
п-й заявки из узла 1 и Тп = т а х { Г ^ } - момент ухода п-й заявки 

изсети,« ; я = ( ^ 1 )
1 . . . , и ; ^ г ) ) , ъ$ = ( и # 1 } , . . . «4 < т о ° ) , из™ -время 

ожидания заявки с номером п на канале к узла г, г = 1 , . . . , И, п > 1. 
Мы рассматриваем только ациклические сети, т.е. 

если Р(г -> у) = > 0, то Р(^ -» г) = р# — 0. 

Пусть рог - вероятность того, что пришедшая в сеть заявка ПерВО-
ТУ 

начально идет в узел с номером г и Ро = (роъ • • • >РОЛГ)> ]С Ры = 1. 
г=1 

Обозначим р*0 = 1 — ^2%=гРгз ~ вероятность ухода заявки из сети 
после обслуживания в узле г. 

Известно, что если в сети нет изолированных и поглощающих 
узлов, то существует единственное решение Л = ( А ь А д г ) из­
вестного уравнения баланса. 

Будем предполагать, что для сети типа Джексона выполнено усло­
вие эргодичности 

Р3 = ^-<тз, ; = 1,...,ЛГ. (1) 
N 

Очевидно, что всегда существует такой маршрут / = Щ , . . . , г^), 
1 < К < ТУ, по которому заявка может пересечь сеть с положитель­
ной вероятностью 

Р0гг 'Рнг2 ' • ' РгК0 > 0, 

который далее будем считать фиксированным. 
Условием, при котором существует сильная регенерация в такой 

сети, является 

5 = Р ^1 > Е 8 1 Л | > 0 ( 2 ) 

При выполнении условия (2) заявка с положительной вероятностью 
пересекает пустую сеть по выделенному маршруту / быстрее, чем 
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поступит в сеть следующая заявка. Вероятность 5 будем называть 
вероятностью сильной регенерации. 

Моментами сильной регенерации являются моменты времени, в 
которые сеть полностью пуста, т.е. 

(Зп+1 = тгп{к > 0п'*к> тахГ*}, /30 = 0, 

Известно, что если 

Р К - т Р > з[А > 0, з Е I, (3) 

то моменты слабой регенерации существуют. 
Будем рассматривать вектора г^-(п) = (гуЩп),... ,из^^ (п)), где 

Щк(п) - время с момента 1п до ухода последней из заявок, пришед­
ших до момента времени $ \ т.е. до начала обслуживания заявки 
п в канале к узла з, з Е I {^^{п) = 0, если все заявки к моменту 
1п уже ушли). Пусть из$к(р) - к-п компонента вектора гуу(п), упоря-

( (1) (*0\ 
доченного в порядке возрастания компонент, изп = (и)п,...,и)п ) , 

(з) 
где и)п - вектор времени ожидания заявки с номером п в узле з 
и изгР = ( « $ 4 • • • ?^п т , 4 где га™ - время ожидания заявки с 
номером п на канале к узла ] , з = 1 , . . . ,АГ. Пусть М(1) = ^ тз-

Пусть заданы константы 0 < Ь < а, тогда из независимости т\ и 
(г) 

&\' для всех г следует, что 
Р ( п > ауЪ <8^\ з € 1) = ( 1 - А ( а ) ) П ( 1 - ^ ( Ь ) ) > 0 , (4) 

где А{х) = Р ( п < ж), Вгз(х) = ТР(з[Л < х), з Е / . 
Введем обозначения 

(^31 - номер канала, на котором обслуживалась г-я заяка в узле 

г^(п) = номер заявки, соответствующей моменту т а х { # ^ : 

- номер заявки, обслуживаемой (на канале к узла ,;) в момент вре­
мени 1п\ 

тп™п(п) = номер заявки, соответствующей моменту т т { ^ ' : 
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- номер заявки, следующей после заявки г^{п) пришедшей (на канал 
к узла з) за интервал (*п ,ТпЯ]; 

га^ож(п) = номер заявки, соответствующей моменту т а х ( 4 Я : 

- номер последней завки, пришедшей (на канал А; узла 3) за интервал 
(*П,Т,1Л]. Пусть 

4 * (п) = {г : < «I я < #>, = к} 

- множество номеров заявок, пришедших (на канал А; узла 3) за ин­
тервал (^,44; 

В диссертации показано, что величину щк(п) можно вычислить 
по следующей формуле: 

Щк{п) = А5к{п) + 1{\^к(п)\>1} • 

• • [ (*^т |Лл ) -«» ) - - / {^ (п )=о} + 

+ Ч\^(п)\>2}{Т{^ (5) 

где | ^л(п) | - число заявок/составляющих множество 47^ (п), 

А5к{п) = (ь>%*\п) + 8®(п) - (*п - *«) ( п ) ) ) , / с - индикатор со­
бытия С. 

Пусть 2^-(п) = {г : *Ф > = { ^ 7 1 , ^ 7 2 , ^ 3 , . . . } - множество 
номеров заявок, пришедших в узел $ после момента 44 упорядочен­
ных в порядке возрастания моментов 44 т.е. ^ < < ^ Я < 
Пусть постоянная е > 0. Рассмотрим событие 

п(а,ь) = Г _ 4у) > _ 4У) 4«) _ 4«) > , 7 

ГРУ) < € + Г « ) , ' г < п , ; Е / , 

г&гЩп) = 0,гу*12(п).< а , . . . , й < 1 т < 1 (п) < (т*, - 1)а, 
12 

г&ы(п) < Ь , . . . , # * 2 т . 2 ( п ) < Ь + (т*2 - 1)а, 

щ*к1(п) < ( # - 1 ) 6 , . . . , 
^ г к т 1 / с (п) < (К - 1)Ь + (га** - 1)а 

й « ( п ) = 0 , А; = 1,...,га*, г ^ / } . (6) 

Обозначим Ь — М(1) - N + 1 и 

/ & 1 = + X' :.** > /9<в'«; /пс..ч = 1}, А, = 0, п > 1. (7) 

В §2.2 диссертации доказана следующая 

Теорема 1. Событие (6) является обновляющим, а моменты его 
появления определенные формулой (7), являются моментами 
слабой регенерации для процесса га = {гу„}п>о. 

В § 2.3. обсуждаются условия слабой регенерации, при которых 
можно построить процесс восстановления, порожденный моментами 
слабой регенерации. 

Именно, пусть выполнено условие эргодичности (1) для сети типа 
Джексона. В такой сети существуют моменты сильной регенерации, 
если выполнено условие (2). Более слабое условие (3) или 

т ш Р ^ т ^ > 4°) = > 0 (8) 

обеспечивает существование моментов слабой регенерации и выте­
кают из (1). Вероятность 6' будем называть вероятностью слабой 
регенерации. В диссертации доказана следующая 

Теорема 2. Если выполнено условие 

Е ^ Ч 1 ' (9) 
г<=/ 

то 8 > 0. Кроме того, если ^ 4̂  = ^ 0 0 пРи К -* оо, то 8 -> 0 при 

К -+ оо, 
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где =Ф- означает сходимость по распределению. 
Заметим, что в сетях в сетях большой размерности, т.е. при К -)> 

оо, условие 

Е * ^ 1 (ю) 

является более естественным, чем условие (9). Более того, в таких 
сетях можно ожидать выполнение условия ^ р* 1. Теорема 2 по-
называет, что при вполне разумных предположениях, даже если вы­
полнено условие (9), вероятность сильной регенерации 8 очень мала. 
Тем более, при выполнении (10), эта вероятность стремится к нулю. 

В третьей главе приводятся процедуры построения доверитель­
ных интервалов для оценки характеристики вида г = М ( / ( # ) ) , опи­
сывающей поведение сети обслуживания по моментам сильной и сла­
бой регенерации. 

Поскольку циклы сильной регенерации независимы, то для до­
верительного оценивания применяется ЦПТ. Пусть 7 - доверитель­
ная вероятность. Введем новые с в . V) = У) — га^, V) -н.о.р.с.в., где 
У) = Х^/?1--1 /0̂ *)> аз - длиназ-го цикла регенерации, ау -н.о.р.с.в., 
3 > 0 , /?о=0. 

Зафиксируем число циклов регенерации п. Пусть {у{}™=хг {1 ;*}^-! , 

{аг}?=:1 ~ реализации с в . Ух, Ух, ах, соответственно. Обозначим уп, 
ап, уп - выборочные средние для с в . У*, а*, V), соответственно. Асим­
птотический 100(1 — 7 ) % доверительный интервал для оценки неиз­
вестного г = М ( / ( ^ ) ) имеет следующий вид: 

1 = г - - ^ - ; г + -Х— (11) 

где г = Уп/ап, #7 ~ соответствующий квантиль (стандартного) 
нормального распределения и 5 2 - стандартная (сильно состоятель­
ная и несмещенная) оценка дисперсии <т2 = ЮУ0 = Ю(Уо — та^). 

Для построения доверительных интервалов по моментам слабой 
регенерации можно использовать ЦПТ для однозависимых св . , так 
как с в . Уз = У) — газ являются однозависимыми (в отличие от 
сильной регенерации), т.е. величины У*, У*+2> независимы для всех 
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г, и, следовательно, 

Ю ^ ^1 = пГОУо + 2(п - 1)саи(У0, Ух), (12) 

где сои(Уо,Ух) = ссп)(У0,Ух)-гсои(ах,Уо). (13) 

Будем использовать стандартные статистические оценки для 
сои(Уо,Ух) и сои(ах,УоУ. 

1 п ~ г 

*1(п) = ^^1^(Уъ-Уп)(Ук+1-Уп) 
к=1 

п-1 

71-2 * 2 М = ^~9, Е ^ " »п)(а*+1 ~ а » ) ' 

' к=1 
Известно, что 100(1 — 7 ) % доверительный интервал имеет следу­

ющий вид: 

Л ^ 7 \ / 5 2 + 2(^1 (п ) - г* 2 (п ) ) 
Г ± — —: — 

у/пап 
(14) 

В диссертации показано, что доверительные интервалы, постро­
енные по моментам сильной регенерации (11) и по моментам сла­
бой регенерации (14) асимптотически эквивалентны. Для обоснова­
ния этого факта в диссертации доказана следующая теорема. Пусть 
{2(1)}1>о {{2-п}п>о) ~ слабо регенерирующий процесс с непрерыв-

ным временем (с дискретным временем), У3— / 1(2(з))д,з, г = 

М/(2(8)) (Уз = ]Г/ 1(2г), г = М{(2п) для процесса с дискрет-
*=05 

ным временем). 

Теорема 3. Пусть а2 = ГО(У0 - г - а 0 ) > 0, ГОп < оо и Юац < оо. 
Тогда 
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1) если св. ао - нерешетчатая, то 

Ц{2{8))Л8-П 
о 

( ° ' М 0 а 0 ) 
^ 0 , ^ — при * - » о о ; 

2) 

\ М 0 а о / у/п 

где ДО (а, а 2 ) - св. , имеющая нормальное распределение с параметра­
ми а и а2. 

Пусть /З^1) - последовательность моментов сильной регенерации, 
/?(2) последовательность моментов слабой регенерации, - соот­
ветствующие длины циклов, образованные по м.р. /3^, г = 1,2. 

7 « = У « -га® , где У » = 1 (св. {ТЛ«} незави-

симы для 1=1 и однозависимы для 1=2), дисперсии а 2 = Ю У ^ < 0 0 • 
Предположим, что М а ^ < оо, г = 1,2 и Юп < оо. Обозначим 
1г(1) 100(1 — 7 ) % доверительный интервал для соответствующей по­
следовательности м.р., полученных в интервале [0,*). Пусть \1$)\ -
длина соответствующего доверительного интервала 1*(2) для оценки 
г. В §3.2 диссертации доказана следующая теорема. 

Теорема 4. С вероятностью 1 выполняется следующее соотноше­
ние: 

.*-*» | / 2 (*) | 

Таким образом, если при сетевой процесс имеет достаточное чи­
сло моментов сильной и слабой регенерации, то в силу того, что дли­
ны доверительных интервалов асимптотически эквивалентны, сле­
дует использовать сильную регенерацию вследствие простоты иден­
тификации моментов сильной регенерации. Однако^в сложных сетях 
большой размерности частота моментов сильной регенерации падает 
с увеличением числа узлов (см. теорему 2). Поэтому слабая регене­
рация может быть более эффективна для доверительного оценивания 
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в таких сетях. 

В § 3.3 рассматриваются методы уменьшения дисперсии оценки: 
метод одинаковых случайных чисел (ОСЧ) и метод противополож­
ных случайных чисел (ПСЧ). Оба метода позволяют управлять зна­
ком ковариаций между двумя монотонными функциями: метод ОСЧ 
приводит к положительной ковариаций, метод ПСЧ приводит к от­
рицательной ковариаций. 

В диссертации доказана следующая 

Теорема 5. Пусть Хх,..... ,Хп,Хп+х,..., АГП + Р - независимые св., 
Ух (х\,..., хп) и у 2 ( а ? 1 , . . . , хп+р) - возрастающие функции по каждо­
му аргументу. Тогда для любого целого р > О 

саи(9х Хп),д2(Хх, ...,Хп, Хп+1,..., Хп+Р)) > 0. (15) 

\ ^ Рассмотрим вектор времени ожидания гип = (гОп\- - . ,1а™) заявки 
с номером п в очереди в одном узле, где т - число каналов в данном 
узле ( т > 2), и)$ - время ожидания заявки с номером п до осво­
бождения 1-го канала узла. Вектор времени ожидания изп заявки с 
номером п в очереди узла вычисляется по рекуррентной формуле 

о 

ьзп+1 = Д((и#> + *п - т я ) + ( 4 2 ) - т я ) + , . . . , { и з ™ - г я ) + ) , 

г = 1 , . . . , т , п = 0,1, 

где Е - оператор упорядочивания компонент по возрастанию (т.е. 
Е(Хх,...,Хп) = (Хп,--.,Хгп), Хгг < Х{2 < . . . < Х{п) 8п - ВрвМЯ 

обслуживания п-й заявки в узле, т п - интервалы между приходами 
71-й и п 4- 1-й заявок в узел, тп = 1п+х — *п - момент прихода 
заявки с номером п в узел. 

Пусть У, = Е ^ Г 1 (юР + + 
Заметим, что шп = д(${, г*, г = 1 , . . . , тг - 1), где д - монотонная 

функция по каждой переменной (по 8п возрастает, по т„ убывает). 
Пусть В(х) и А(х) - функции распределения с в . ах и п , соот­

ветственно. Обозначим через В~1(х), А"г(х).- функции, обратные 
к ф.р. В[х) и А(х), соответственно. 
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Теорема 6. Пусть Б 1 , Б 2 , . . . - последовательность н.о.р. св., рав­
номерно распределенных на [0, 1] и а* = Б " 1 (Б*), т* = А - 1 (Б*), г > 
1. Предположим, что обновляющее событие определенное фор­
мулой (6), произошло и (Зх - первый момент слабой регенерации (/Зо = 
0). Предположим, что ао - функция возрастающая по 81 и убываю­
щая по 7*1. Тогда следующие три неравенства справедливы: 

сга;(Уо,ао) > 0; соо^оц) > 0; сои(У0,У1) > 0. (16) 

Из этой теоремы следует, что ковариаций сот;(Уо,У1), сои(Уо,аг) и 
сао(У^,а{) неотрицательны, если с в . а* и т* получены с помощью 
одной и той же реализации, т.е. а* = В " 1 ^ * ) и т* = А _ 1 (Б*) , г > 1. 
Таким образом, если применить метод ОСЧ, то мы получим неотри­
цательные оценки этих ковариаций. Поэтому знак оценки величины 

сои(У0,У1) -г(сою(Уъ,ах) + соу(Уо,а0)) 

зависит от того, какое из слагаемых больше сои(Уо,Уг) ИЛИ 
г(соу(У0,а1) +сог;(Уо,ао)). 

Скорость доверительного оценивания с заданной точностью при­
обретает значение при большом числе узлов или при большом числе 
заявок в сети. В главе 4 изучалось влияние изменения вероятности 
сильной регенерации и числа узлов сети при выполнении условия 
(10) на процессорное время доверительного оценивания с заданной 
точностью. Для этого были проведены имитационные эксперименты 
по моделированию тандемных сетей С1/01/гп1 -4 . . . •|^I|тN^ 
Далее везде под временем мы будем понимать процессорное время. 
Под точностью доверительного оценивания мы понимаем длину до­
верительного интервала. 

В главе 2 было показано, что при выполнении условия (9) вероят­
ность сильной регенерации 8 положительна, следовательно, моменты 
сильной регенерации существуют и их бесконечно много с вероят­
ностью 1 (при выполнении условия эргодичности (1)).: В противном 
случае, моменты сильной регенерации могут вообще отсутствовать. 
Более того, с ростом числа узлов вероятность сильной регенерации 
8 убывает (см. теорему 2), а, следовательно, частота моментов силь­
ной регенерации падает. Вполне разумно предполагать, что это мо­
жет привести к увеличению процессорного времени, необходимого 
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для доверительного оценивания с заданной точностью: Поэтому до­
верительное оценивание с заданной точностью по моментам слабой 
регенераций в случае выполнения условия (10) или, тем более, при 
большом числе узлов в сети может быть более эффективным, т.е. 
быстрее, чем по моментам сильной регенерации. 

Для того, чтобы выяснить как влияют изменения вероятности 
сильной регенерации и числа узлов сети при выполнении условия 
(10) на время доверительного оценивания с заданной точностью бы­
ли проведены имитационные эксперименты по моделированию тан­
демных сетей, результаты которых представлены в главе 4. 

Ранее было сказано, как теорему 6 можно применить для по­
вышения эффективности доверительного оценивания по моментам 
слабой регенерации. А именно, для уменьшения оценки дисперсии 
в доверительном интервале, построенном для оценки среднего сум­
марного времени ожидания, можно использовать методы ОСЧ или 
ПСЧ. С целью проверки работы этих методов были проведены экс­
перименты по имитационному моделированию тандемных сетей и 
получены численные результаты - длины доверительных интерва­
лов, построенных по моментам сильной, слабой регенерации, слабой 
с применением ОСЧ, слабой с применением ПСЧ. 

Для проведения имитационных экспериментов для тандемной се­
ти был разработан алгоритм. На основе этого алгоритма написана 
программа на языке С4-4- ВшШег 5.0. Все эксперименты проводи­
лись на компьютере Реп&шп I I I . 

Теперь более подробно остановимся на проведенных эксперимен­
тах. 

Для тандемных сетей С1/С1/1 -4 . . . -4 -/01/1, состоящих из 
двух, трех, четырех и пяти узлов проводилось доверительное оцени­
вание суммарного времени ожидания заявки в сети, т.е. 

П)^ + ; . . + N — ЧИСЛО УЗЛОВ 

с точностью 0.01 и доверительной вероятностью 0.95. 
При этом были выбраны идентичные узлы (распределения вре­

мен обслуживания во всех узлах одинаковые, т.е. р\. -.= р 2 — .•••,= 
рлг = р) так, чтобы.условия теоремы 2 были выполнены. В качестве 
распределений входного потока и времени обслуживания мы выбра­
ли распределения Бернуллц, .таким образом, чтобы условие эргодич­
ности (1) и условие (10) были выполнены. 
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Для определения моментов слабой регенерации использовалось 
обновляющее событие (6), поэтому в качестве констант а и Ъ выби­
рались такие числа, чтобы было обновляющее событие происходило 
с положительной вероятностью. 

Для доверительного оценивания использовались интервалы вида 
(11) (по моментам сильной регенерации) и (14) (по моментам сла­
бой регенерации). Построение доверительного интервала считается 
законченным, как только достигнута заданная точность. Если за­
данная точность доверительного оценивания не достигнута, то число 
заявок увеличивается и процедура построения повторяется заново. 

Поскольку естественно предположить, что увеличение ]Г}р* = 
г 

Ыр также влияет на время доверительного оценивания с заданной 
точностью, то для проверки этого предположения мы увеличивали 
р в тандемных сетях с разным числом узлов. 

Для каждой сети с заданными распределениями входного пото­
ка и времен обслуживания в узлах проводилась серия испытаний 
(30 испытаний), в результате которых были получены времена до­
верительного оценивания, а затем рассчитывались средние времена 
доверительного оценивания. 

Численные результаты имитационного моделирования оформле­
ны в виде таблиц, в столбцах которых приведены распределения вре­
мени обслуживания, вероятность сильной регенерации 6 и время до­
верительного оценивания (в секундах) с точностью 0.01 по момен­
там сильной регенерации. Вероятность слабой регенерации 81 опре­
деляется формулой (8). 

В результате проведения экспериментов были выявлены следую­
щие закономерности: 

1. При уменьшении вероятности сильной регенерации 8 время 
доверительного оценивания с заданной точностью по моментам си­
льной регенерации увеличивается; 

2. С ростом числа узлов сети время доверительного оценивания с 
заданной точностью по моментам сильной регенерации увеличива­
ется. Между числом узлов и временем доверительного оценивания 
тандемной сети при одном и том же значении вероятности сильной 
регенерации 8 < 0.01 и при выполнении условияХ)]^ Р» = с = с&п>81 
существует линейная зависимость, N > 2. 
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В частности, получены линейные зависимости вида у = 1.33071а: 
+0.00437 и г = 1.6618а: + 0.01, где где х - время доверительного 
оценивания в тандемной сети, состоящей из 3 узлов, у - время до­
верительного оценивания в тандемной сети, состоящей из 4 узлов, 
г - время доверительного оценивания в тандемной сети, состоящей 
из 5 узлов, при условии, что ^И=\ р* = 1.2 

3. При увеличении коэффициентов загрузки сети р* время дове­
рительного оценивания с заданной точностью увеличивается. 

Таким образом, в случае когда или ^ Р » 3> 1, или 8 < 0.01, или 
г 

число узлов большое, следует применять метод слабой регенерации 
для доверительного оценивания с заданной точностью, поскольку в 
этом случае он оказывается эффективнее (т.к. частота моментов сла­
бой регенерации больше, следовательно, построение доверительного 
интервала происходит гораздо быстрее). 

В диссертации приведены результаты экспериментов имитаци­
онного моделирования системы 01/01/3 (3 канала обслуживания), 
а именно длины доверительных интервалов для среднего времени 
ожидания заявки, построенных на основе 1) сильной регенерации, 
2) слабой регенерации, 3) пересечения доверительных интервалов, 
построенных по четным и по нечетным циклам слабой регенерации, 
4) метода ОСЧ для слабой регенерации и 5) метода ПСЧ для ела-, 
бой регенерации. В данных экспериментах строился доверительный 
интервал с доверительной вероятностью 0.95 для фиксированного 
числа заявок (5000 заявок). 

По результатам моделирования можно сказать, что для рассма­
триваемой системы наибольший выигрыш (наименьшую длину) да­
ет метод ПСЧ. В среднем длина доверительного интервала, постро­
енного методом ПСЧ уменьшается в 1.4 раза по сравнению с дли­
ной доверительного интервала, построенного по моментам сильной 
регенерации и в 1.3 раза - по сравнению с длиной доверительного 
интервала, построенного по моментам слабой регенерации. 

В приложении 1 приведен алгоритм построения доверительного 
интервала для тандемной сети С1/С1/т1 -+ . . . -+ -/С1/тм-

В заключении сформулированы основные результаты работы, вы-
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воды и предложены направления будущих исследований. 
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