
Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè
Áîðîäèíà Àëåêñàíäðà Âàëåíòèíîâíà�Å�ÅÍÅ�ÀÒÈÂÍÀß ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈßÌÅÒÎÄÀ �ÀÑÙÅÏËÅÍÈßÄËß ÎÖÅÍÈÂÀÍÈß ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÈ ÏÅ�Å��ÓÇÊÈÂ ÑÈÑÒÅÌÀÕ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈßÑïåöèàëüíîñòü 05.13.18 � ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå,÷èñëåííûå ìåòîäû è êîìïëåêñû ïðîãðàììÀÂÒÎ�ÅÔÅ�ÀÒäèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíèêàíäèäàòà �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ïåòðîçàâîäñê � 2008 ã.



�àáîòà âûïîëíåíà â Èíñòèòóòå ïðèêëàäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâà-íèé Êàðåëüñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê.Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,ïðî�åññîð Åâñåé Âèêòîðîâè÷ ÌîðîçîâÎ�èöèàëüíûå îïïîíåíòû: äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,ïðî�åññîð Âëàäèìèð Âàñèëüåâè÷ �ûêîâêàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,äîöåíò Èðèíà Âàëåðüåâíà ÏåøêîâàÂåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòÇàùèòà ñîñòîèòñÿ "..........."............................. 200... ã. â .............. ÷àñ. íàçàñåäàíèè äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä 212.190.03 â Ïåòðîçàâîäñêîì ãîñóäàð-ñòâåííîì óíèâåðñèòåòå ïî àäðåñó: 185910, ã. Ïåòðîçàâîäñê, ïð. Ëåíèíà, 33.Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå Ïåòðîçàâîäñêîãî ãîñó-äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.Àâòîðå�åðàò ðàçîñëàí "..........."................................. 200... ã.Ó÷�åíûé ñåêðåòàðüäèññåðòàöèîííîãî ñîâåòàÄ 212.190.03 Â. Â. Ïîëÿêîâ



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòûÀêòóàëüíîñòü òåìû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì ïðîöåñ-ñîâ èí�îðìàòèçàöèè, èí�îðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì, ñèñòåì ñâÿçèè ïåðåäà÷è äàííûõ àêòóàëüíûìè ñòàíîâÿòñÿ ñåòåâûå ìîäåëè, òàê íàçûâàåìûåñåòè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ñèñòåì ìàññî-âîãî îáñëóæèâàíèÿ.Â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëåé ý��åêòèâíîñòè �óíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû îá-ñëóæèâàíèÿ, ò. å. ñòåïåíè ïðèñïîñîáëåííîñòè ê âûïîëíåíèþ çàäà÷, äëÿ êî-òîðûõ îíà ñîçäàíà, ÷àùå âñåãî èñïîëüçóþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñòà-öèîíàðíîãî ñóììàðíîãî ÷èñëà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå, ñòàöèîíàðíîãî âðåìåíèïðåáûâàíèÿ òðåáîâàíèÿ, ñòàöèîíàðíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ, ïåðèîäà çàíÿòî-ñòè è ñâîáîäíîãî ïåðèîäà.Òðåáîâàíèÿ ê ïîâûøåíèþ êà÷åñòâà îáñëóæèâàíèÿ (QoS) äèêòóþòñÿ ïî-òðåáíîñòüþ â íàäåæíûõ ñèñòåìàõ îáñëóæèâàíèÿ ñ âûñîêîé óñòîé÷èâîñòüþ êñáîÿì. Èçâåñòíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ñáîé â ñåòè AT&T â 1990 ãîäó, êîãäà íàïðîòÿæåíèè 9 ÷àñîâ ñåòü áûëà íåäîñòóïíà áîëüøåé ÷àñòè çäàíèé Íüþ-Éîðêà,÷òî ïðèâåëî ê áîëüøèì �èíàíñîâûì ïîòåðÿì.Ñóùåñòâóåò ìíîãî ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ õàðàêòåðèñòèê ñîâðåìåííûõ êîì-ìóíèêàöèîííûõ ñèñòåì è ñåòåé. Îäíè âêëþ÷àþò àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûåìåòîäû è ïðèìåíÿþòñÿ â îñíîâíîì äëÿ ïðîñòûõ ñèñòåì ñ íåçàâàñèìûìè äàí-íûìè. Äðóãîé ïîäõîä - ýòî ìåòîäû èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ñàìûìèçâåñòíûì ñðåäè êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî.Öåëüþ èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåì (ñåòåé) îáñëóæèâàíèÿ îáû÷-íî ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå îöåíêè íåêîòîðûõ ñòàöèîíàðíûõ èëè ïåðåõîäíûõ õà-ðàêòåðèñòèê, îò êîòîðûõ çàâèñèò êà÷åñòâî ñèñòåìû (ñåòè) ñ òî÷êè çðåíèÿïîëüçîâàòåëÿ. Ïðèìåðàìè òàêèõ õàðàêòåðèñòèê ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíîå âðå-ìÿ îæèäàíèÿ çàÿâîê â î÷åðåäè, âåðîÿòíîñòü ïîòåðè çàÿâîê ïðè ïåðåãðóçêåáó�åðà òðåáîâàíèé, âåðîÿòíîñòü ïðåâûøåíèÿ èíòåðâàëà îæèäàíèÿ çàÿâêè âî÷åðåäè, âåðîÿòíîñòü ïåðåïîëíåíèÿ áó�åðà äî òîãî, êàê ñèñòåìà ñòàíåò ïó-ñòîé è ò.ä. Ïðè ýòîì îöåíèâàåìûå õàðàêòåðèñòèêè î÷åíü ìàëû (ïîðÿäêà 10−9è íèæå), ñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî òðåáóåò ñëèøêîììíîãî âðåìåíè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.Ïîýòîìó àêòóàëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ óñêîðåííîãîèìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ îöåíèâàíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðåäêèõ ñîáû-òèé. Îñíîâíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â èçìåíåíèè ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ èñ-õîäíîãî ïðîöåññà òàê, ÷òîáû ðåäêîå ñîáûòèå ñòàëî áîëåå âåðîÿòíûì. Ñóùå-ñòâóåò äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà:1. RESTART/ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ: ââîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåí-íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé ïðîöåññà è óðîâíè, ñ êîòîðûõäîñòèæåíèå ðåäêîãî ìíîæåñòâà ñòàíîâèòñÿ áîëåå âåðîÿòíûì. Ïðè äî-ñòèæåíèè êàæäîãî óðîâíÿ ïðîèñõîäèò çàïóñê ñðàçó íåñêîëüêèõ êîïèéïðîöåññà. 3



2. Ìåòîä ñóùåñòâåííîé âûáîðêè: çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðûðåäêîå ñîáûòèå ñòàíîâèòñÿ áîëåå âåðîÿòíûì.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà áîëüøîé èíòåðåñ ê ìåòîäàì, îñíîâàí-íûì íà âåòâëåíèè ïðîöåññà (RESTART, ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ), â íàñòîÿùååâðåìÿ âîïðîñ î ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ îöåíîê îñòàåòñÿ â çíà÷èòåëüíîéñòåïåíè îòêðûòûì. Èçâåñòíî, ÷òî îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïåðåïîëíåíèÿ î÷åðå-äè ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ äëÿ ìàðêîâñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿíåñìåùåííîé. Îäíàêî, òîëüêî îãðàíè÷åííûé êëàññ ñèñòåì âèäà M/M/· ìî-æåò áûòü îïèñàí ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì. Áîëåå òîãî, ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêèè äîâåðèòåëüíîå îöåíèâàíèå íà îñíîâå ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ â îáùåì ñëó÷àåòîæå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé. Èññëåäîâàíèå ñîñòîÿòåëüíîñòè è àñèìï-òîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè îöåíêè äëÿ àäàïòèâíîãî ìíîãîóðîâíåâîãî ìåòîäàðàñùåïëåíèÿ áûëî ëèøü íåäàâíî (2005 ã.) ïðîâåäåíî äëÿ íåêîòîðîãî óçêîãîêëàññà ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ.Â ñâÿçè ñ ýòèì, àêòóàëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñòàò. ñâîéñòâîöåíêè â ìåòîäå ðàñùåïëåíèÿ. À òàêæå, èññëåäîâàíèå ïðèìåíèìîñòè ìåòîäàäëÿ íåìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ îáñëóæèâàíèÿ.Â äàííîé ðàáîòå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ñèñòåìàì îáñëóæèâàíèÿ,êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ ïóàññîíîâñêèì âõîäíûì ïîòîêîì è ïðîèçâîëüíîðàñïðåäåëåííîé äëèòåëüíîñòüþ îáñëóæèâàíèÿ ïðè îäíîì îáñëóæèâàþùåìêàíàëå, à òàêæå ñèñòåìàì îáùåãî âèäà (ò. å. ñèñòåìàì M/G/1, GI/G/1 â ñèì-âîëèêå Êåíäàëëà), ãäå ïðîöåññ î÷åðåäè íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì.Îñíîâíûìè ìåòîäàìè â äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ ìåòîä ðåãåíåðàòèâíîãî ìî-äåëèðîâàíèÿ, êîòîðûé ïðèìåíèì òàêæå â ñëó÷àå çàâèñèìûõ öèêëîâ ðåãåíå-ðàöèè, è ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ.Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçðàáîòêå ìåòîäà óñêî-ðåííîãî ðåãåíåðàòèâíîãî èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (Ó�ÈÌ) è ïîñòðîå-íèè íà åãî îñíîâå ñîñòîÿòåëüíûõ è àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûõ îöåíîê âåðî-ÿòíîñòè ïåðåãðóçêè â îäíîêàíàëüíûõ ñèñòåìàõ îáñëóæèâàíèÿ. Â ðàáîòå ðå-øàþòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå çàäà÷è.1. �àñøèðèòü îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ, ìîäè�èöèðîâàâèñõîäíûé àëãîðèòì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà íàãðóçêè.2. Ïîñòðîèòü ñîñòîÿòåëüíóþ îöåíêó ñòàöèîíàðíîé âåðîÿòíîñòè ïåðåãðóç-êè â îäíîêàíàëüíîé ñèñòåìå îáùåãî âèäà, ìåòîäîì Ó�ÈÌ äëÿ ïðîöåññîâî÷åðåäè è íàãðóçêè.3. Îáîñíîâàòü àñèìïòîòè÷åñêóþ íîðìàëüíîñòü îöåíêè ñòàöèîíàðíîé âå-ðîÿòíîñòè ïåðåãðóçêè, à òàêæå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïðåâûøåíèÿ çàäàí-íîãî óðîâíÿ íà öèêëå ðåãåíåðàöèè, ïîñòðîåííûõ ìåòîäîì Ó�ÈÌ, äëÿïðîöåññîâ î÷åðåäè è íàãðóçêè.4. Èññëåäîâàòü äèñïåðñèþ îöåíêè ïðè çàìåíå íåìàðêîâñêîãî ïðîöåññà î÷å-ðåäè â ñèñòåìå M/G/1 íà âëîæåííóþ öåïü Ìàðêîâà.4



5. Èññëåäîâàòü âëèÿíèå çàâèñèìîñòè öèêëîâ ðåãåíåðàöèè â ìåòîäå Ó�ÈÌíà òî÷íîñòü äîâåðèòåëüíîãî îöåíèâàíèÿ.Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ èññëåäîâàíèÿñâîéñòâ îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåãðóçêè â ìåòîäå ðàñùåïëåíèÿ âïåðâûå ïðè-ìåíÿåòñÿ òåîðèÿ ðåãåíåðàöèè.Ïðè ïîñòðîåíèè îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåãðóçêè â íåìàðêîâñêîé ñèñòåìåîáñëóæèâàíèÿ M/G/1 ìåòîäîì ðàñùåïëåíèÿ ïðèìåíåí ìåòîä âëîæåííîé öåïèÌàðêîâà.Îáîñíîâàíà ñîñòîÿòåëüíîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü îöåíêè, ïî-ëó÷åííîé â òðàäèöèîííîì ìåòîäå ðàñùåïëåíèÿ, äëÿ ðåãåíåðèðóþùèõ ïðîöåñ-ñîâ.�àñøèðåíà îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ íà ñëó÷àé îöåíêèñòàöèîíàðíîé âåðîÿòíîñòè ïåðåãðóçêè, à òàêæå äëÿ ïðîâåäåíèÿ ìîäåëèðî-âàíèÿ ïðîöåññà íàãðóçêè. �àçðàáîòàíî ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå äëÿ îöåíè-âàíèÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåãðóçêè äëÿ ïðîöåññîâ î÷åðåäè è íàãðóçêè â ñèñòå-ìàõ M/M/1, M/G/1, GI/G/1, à òàê æå èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ìåòîäîìÓ�ÈÌ.Ïðàêòè÷åñêóþ öåííîñòü â ðàáîòå ïðåäñòàâëÿåò ïîñòðîåííàÿ ðåãåíå-ðàòèâíàÿ ìîäåëü òðàåêòîðèé ïðîöåññà, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì ðàñùåïëåíèÿ, àòàêæå ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñîñòîÿòåëüíûõ è àñèìòîòè÷åñêè íîðìàëüíûõ îöåíîêâåðîÿòíîñòè äîñòèæåíèÿ âûñîêîãî óðîâíÿ íà öèêëå ðåãåíåðàöèè è ñòàöèîíàð-íîé âåðîÿòíîñòè ïåðåãðóçêè ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ î÷åðåäè è âðåìåíèîæèäàíèÿ.Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó. Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèåïîëîæåíèÿ.1. �àçðàáîòàí ìåòîä óñêîðåííîãî ðåãåíåðàòèâíîãî èìèòàöèîííîãî ìîäåëè-ðîâàíèÿ (Ó�ÈÌ).2. Ïîñòðîåíà ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà ñòàöèîíàðíîé âåðîÿòíîñòè ïåðåãðóçêè,ïîëó÷àåìàÿ ìåòîäîì Ó�ÈÌ.3. Äîêàçàíà ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê, ïîñòðîåííûõ ìåòîäîì Ó�ÈÌ.4. �àçðàáîòàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïå-ðåãðóçêè è âåðîÿòíîñòè äîñòèæåíèÿ çàäàííîãî óðîâíÿ íà öèêëå ðåãå-íåðàöèè ïðîöåññîì î÷åðåäè è ïðîöåññîì íàãðóçêè â ñèñòåìàõ M/G/1,
GI/G/1. �àçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíîê.5. Ïðåäëîæåí ìåòîä óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè îöåíêè äëÿ ïðîöåññà î÷åðåäèâ M/G/1 íà îñíîâå âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà.6. �àçðàáîòàí àëãîðèòì äîâåðèòåëüíîãî îöåíèâàíèÿ ñòàöèîíàðíîé âåðî-ÿòíîñòè ïåðåãðóçêè è âåðîÿòíîñòè äîñòèæåíèÿ çàäàííîãî óðîâíÿ íàöèêëå ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòè öèêëîâ ðåãåíåðàöèè, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîìÓ�ÈÌ. Ïîêàçàíî, ÷òî çàâèñèìîñòü öèêëîâ ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà òî÷-íîñòü äîâåðèòåëüíîãî îöåíèâàíèÿ.5



Ñâÿçü ðàáîòû ñ íàó÷íûìè ïðîãðàììàìè, òåìàìè. �àáîòà ïîääåðæà-íà �îññèéñêèì Ôîíäîì Ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ãðàíòû 04-01-00671,04-07-90115, 07-07-00088.Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. �åçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñüíà ñëåäóþùèõ êîí�åðåíöèÿõ:1. 23 - 25 íîÿáðÿ 2005. Ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-êîí�åðåíöèÿ �Èí�îðìàöèîí-íî-òåëåêîììóíèêàöèîííûå ñèñòåìû� Ì�ÈÝÒ. Ìîñêâà. Óñêîðåííûå ìå-òîäû ìîäåëèðîâàíèÿ â ðåãåíåðèðóþùèõ ïðîöåññàõ îáñëóæèâàíèÿ.2. 23 - 25 àâãóñòà 2006. Annual International Workshop. Advan
es in Methodsof Information and Communi
ation Te
hnology (AMICT'06). Ïåòð�Ó. Rege-nerative rare event estimation based on permutations.3. 26 - 31 àâãóñòà 2006. Russian-S
andinavian Symposium �Probability theoryand applied probability"(PTAP'06). Using of regenerative sequen
es in Split-ting method.4. 21 - 22 àâãóñòà 2007. Annual International Workshop. Advan
es in Methodsof Information and Communi
ation Te
hnology (AMICT'07). Ïåòð�Ó. Rege-neration 
y
les dependen
e in Con�den
e Estimation by Splitting.5. 10 - 12 ñåíòÿáðÿ 2007. International workshop. Distributed Computer andCommuni
ation Networks: Theory and Appli
ation (DCCN'2007). Èíñòè-òóò ïðîáëåì ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè èì À. À. Õàðêåâè÷à, Ìîñêâà.6. 22 - 26 îêòÿáðÿ 2007. XXVI International Seminar Stability Problems forSto
hasti
 Models, Nahariya, Israel. Speed-up 
onsistent estimation of ahigh workload probability in M/G/1 queue.7. 20 - 22 ìàÿ 2008. Annual International Workshop. Advan
es in Methodsof Information and Communi
ation Te
hnology (AMICT'07). Ïåòð�Ó. OnModi�
ation of Regenerative Splitting for Embedded Markov Chain.8. 1 - 6 èþíÿ 2008. VII Ìåæäóíàðîäíàÿ Ïåòðîçàâîäñêàÿ êîí�åðåíöèÿ �Âå-ðîÿòíîñòíûå ìåòîäû â äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå�. �åãåíåðàòèâíàÿ ìîäè-�èêàöèÿ ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ.9. 24 - 26 ñåíòÿáðÿ 2008. RESIM, International Workshops on Rare EventSimulation, Rennes, Fran
e. A regenerative modi�
ation of the multilevelsplitting.Ïî ìàòåðèàëàì äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 10 ðàáîò, èç íèõ 8 ñòàòåé [1, 2,3, 4, 5, 6, 7, 8℄ è òåçèñû 2 äîêëàäîâ [9, 10℄Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ èñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 117 ñòðàíèö. Ñïè-ñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 72 íàèìåíîâàíèÿ.6



Ñîäåðæàíèå ðàáîòûÂî ââåäåíèè îòðàæåíà àêòóàëüíîñòü ðàáîòû, ïîñòàâëåíà öåëü èññëåäî-âàíèÿ, îáîñíîâàíà íîâèçíà ðàáîòû, ñ�îðìóëèðîâàíû ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûåíà çàùèòó, ïîêàçàíà ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà îöåíèâàíèÿ âåðîÿòíîñòè ðåä-êèõ ñîáûòèé. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü îöåíêó âåðîÿòíîñòè
γ :=

Z

I(x ∈ A)f(x)dx = EI(X ∈ A) = P (X ∈ A),ãäå X - ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ f(x), ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ èçìíîæåñòâà E, A ⊂ E, I(X ∈ A) - èíäèêàòîð. Åñëè γ ≈ 0, òî ñîáûòèå {X ∈ A}íàçûâàþò ðåäêèì, à ìíîæåñòâî A ðåäêèì ìíîæåñòâîì.Äàåòñÿ îáçîð ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðè-ìåíÿåìûõ äëÿ îöåíèâàíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåãðóçêè î÷åíü ìàëîãî ïîðÿäêà.Ê íèì îòíîñÿòñÿ ìåòîä êëàññè÷åñêîãî èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ Ìîíòå-Êàðëî (ÌÊ), à òàêæå ñîâðåìåííûå ìåòîäû óñêîðåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ: ìåòîäñóùåñòâåííîé âûáîðêè, RESTART, ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ.Ïðè îöåíèâàíèè âåðîÿòíîñòåé î÷åíü ìàëîãî ïîðÿäêà (íàïðèìåð, 10−20 èìåíüøå), êëàññè÷åñêèé ìåòîä ÌÊ ñòàíîâèòñÿ íåý��åêòèâåí. Îöåíêà γ̂ ñòðî-èòñÿ â �îðìå âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî
γ̂ =

1

N

N
X

n=1

I(Xn ∈ A).Ïîýòîìó, ïðè ñòðåìëåíèè γ → 0 îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà îöåíèâàíèÿ
Λ(γ̂) =

p

V ar(γ̂)

Eγ̂
=

p

γ − γ2

γ
√

N
∼ 1√

γN
→ ∞.Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äîñòèãíóòü çàäàííîé òî÷íîñòè ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõâåðîÿòíîñòè γ òðåáóåòñÿ îãðîìíûé ðàçìåð âûáîðêè N , è çíà÷èòåëüíî âîçðàñ-òàåò âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ.Ìåòîä ñóùåñòâåííîé âûáîðêè îñíîâàí íà èäåå ñäåëàòü ðåäêîå ñîáûòèå áî-ëåå âåðîÿòíûì, ò. å. óñêîðèòü ìîäåëèðîâàíèå çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ìåðû (âûáîðàíîâîé ïëîòíîñòè f̃(x)). Íîâàÿ ïëîòíîñòü f̃(x) âûáèðàåòñÿ ñ öåëüþ ìèíèìèçè-ðîâàòü äèñïåðñèþ îöåíêè.Ý��åêòèâíîñòü ìåòîäà íàïðÿìóþ çàâèñèò îò óäà÷íîãî âûáîðà f̃(x). Îï-òèìàëüíûé âûáîð f̃(x) âîçìîæåí ïðè èçâåñòíîì γ (òîãäà V ar(γ̂) = 0), ò. å.êîãäà ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêè. Äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì, ãäå àíà-ëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîëó÷èòü íåâîçìîæíî, èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà íå âñåãäàïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ äèñïåðñèè. Äëÿ íåêîòîðûõ f̃(x), V ar(γ̂N(f̃)) → ∞.Â ýòîé ñâÿçè, èíîãäà âûãîäíåå âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì ìîäå-ëèðîâàíèÿ ÌÊ, ÷åì íàéòè �õîðîøóþ� ïëîòíîñòü f̃(x).7



Ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ è ìåòîä RESTART ÿâëÿþòñÿ ìåòîäàìè óñêîðåííî-ãî èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ñóòü îáîèõ ìåòîäîâ ñîñòîèò â ðàçäåëåíèèïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ïðîöåññà íà M âëîæåííûõ ïîäìíîæåñòâ, ãðàíèöû êî-òîðûõ íàçûâàþò ïîðîãàìè (óðîâíÿìè) Li, i ∈ [0, M ]. Ïðè äîñòèæåíèè íåêî-òîðîãî óðîâíÿ, òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà ðàñùåïëÿåòñÿ íà íåñêîëüêî òðàåêòîðèé-ïîòîìêîâ. Òå èç íèõ, êîòîðûå äîñòèãíóò ñëåäóþùåãî óðîâíÿ, òîæå áóäóò ðàñ-ùåïëåíû. Ìåæäó ïîðîãàìè òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà ìîäåëèðóåòñÿ ñòàíäàðòíûììåòîäîì ÌÊ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà òðàåêòîðèé, óâå-ëè÷èâàåòñÿ øàíñ äîñòèæåíèÿ ðåäêîãî ìíîæåñòâà. Â �îðìóëó îöåíîê âõîäèòìíîæèòåëü, êîìïåíñèðóþùèé èñêóññòâåííîå ðàçìíîæåíèå òðàåêòîðèé.Â ìåòîäå RESTART âñå òðàåêòîðèè, êðîìå îäíîé, îáðûâàþòñÿ ïðè ïåðåñå-÷åíèè (ñâåðõó-âíèç) óðîâíÿ, ñ êîòîðîãî îíè ñòàðòîâàëè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîâñå òðàåêòîðèè ïðîíóìåðîâàíû. Äàëåå ìîäåëèðóåòñÿ òîëüêî îäíà (êàê ïðà-âèëî ïîñëåäíÿÿ) òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ áóäåò ðàñùåïëÿòüñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèèëþáîãî óðîâíÿ.Â ìåòîäå ðàñùåïëåíèÿ òðàåêòîðèè íå îáðûâàþòñÿ, îäíàêî ðàñùåïëåíèåâîçìîæíî òîëüêî ïðè ïåðåñå÷åíèè áîëåå âûñîêèõ (ïî ñðàâíåíèþ ñ óðîâíåìñòàðòà) óðîâíåé.Ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îöåíèâàíèÿ âåðîÿòíîñòè äîñòèæå-íèÿ ïðîöåññîì âûñîêîãî óðîâíÿ, äî âîçâðàùåíèÿ â íóëü. Ìåòîä RESTARTïðåäíàçíà÷åí äëÿ îöåíèâàíèÿ ñòàöèîíàðíîé âåðîÿòíîñòè ïðåâûøåíèÿ ïðî-öåññîì çàäàííîãî óðîâíÿ.Ïðåèìóùåñòâîì ìåòîäà RESTART è ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóùå-ñòâåííîå ñîêðàùåíèå âðåìåíè ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì ÌÊ.Îäíàêî, ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà îöåíîê (â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñîñòîÿòåëüíîñòüè àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü) íåäîñòàòî÷íî èññëåäîâàíû.Äëÿ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà äîêàçàíà íåñìåùåííîñòü îöåíêè. Â îáùåì ñëó-÷àå çàäà÷à îáîñíîâàíèÿ ñâîéñòâ îöåíîê, êàê è çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âûáîðàïîðîãîâ è êîëè÷åñòâà ðàñùåïëåíèé íà êàæäîì ïîðîãå, îñòàåòñÿ îòêðûòîé.Ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåìàðêîâñêîãî ïðîöåññà, òðàåêòîðèè ïîñëå ðàñùåï-ëåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ýòî ìîæåò áûòü èñòî÷íèêîì íåóñòîé÷èâî-ñòè îöåíêè. Òàêæå ïðè äîâåðèòåëüíîì îöåíèâàíèè íåîáõîäèìî ó÷åñòü çàâè-ñèìîñòü ìåæäó òðàåêòîðèÿìè, âîçíèêàþùóþ âñëåäñòâèè ðàñùåïëåíèÿ.Âî âòîðîé ãëàâå äàíû íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ, ñâîéñòâà è òåîðåìûòåîðèè ðåãåíåðèðóþùèõ ïðîöåññîâ. Îïèñàí ìåòîä ðåãåíåðàòèâíîãî ìîäåëèðî-âàíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîñòîÿòåëüíûõ è àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûõ îöåíîêñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê ðåãåíåðèðóþùåãî ïðîöåññà íà îñíîâå ðåãåíåðà-òèâíîé öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû (�ÖÏÒ).Îïèñàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ðåãåíåðàòèâíîãî ìåòîäà èäîâåðèòåëüíîå ðåãåíåðàòèâíîå îöåíèâàíèå â íåêëàññè÷åñêîì ñëó÷àå k-çàâèñè-ìûõ öèêëîâ ðåãåíåðàöèè.Â òðåòåé ãëàâå îïèñàí ìåòîä óñêîðåííîãî ðåãåíåðàòèâíîãî èìèòàöèîí-íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (Ó�ÈÌ) ìàëûõ âåðîÿòíîñòåé. �àññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëå-8



äóþùèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññà, íåïðåðûâíûõ ñïðàâà.� Ïðîöåññ î÷åðåäè {ν(t), t ≥ 0}, ãäå ν(t) - êîëè÷åñòâî çàÿâîê â ñèñòåìåâ ìîìåíò âðåìåíè t, âêëþ÷àÿ çàÿâêó, êîòîðàÿ îáñëóæèâàåòñÿ ñåðâåðîì.Äëÿ ñòàöèîíàðíîé î÷åðåäè îáîçíà÷èì ñëàáûé ïðåäåë ν(t) ⇒ ν (÷òîîçíà÷àåò ñëàáóþ ñõîäèìîñòü P(ν(t) ∈ ·) ⇒ P(ν ∈ ·) ïðè t → ∞).� Ïðîöåññ íàãðóçêè (âðåìåíè îæèäàíèÿ) {Wn, n ≥ 1}, ãäå Wn - âðåìÿîæèäàíèÿ â î÷åðåäè çàÿâêè ñ íîìåðîì n. Îáîçíà÷èì W∞ ñòàöèíàðíîåâðåìÿ îæèäàíèÿ, êîãäà ñóùåñòâóåò ñëàáûé ïðåäåë Wn ⇒ W∞.Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðîöåññ î÷åðåäè, à çàòåì, ìîäè�èöèðîâàâ àëãîðèòì ìî-äåëèðîâàíèÿ, èññëåäóåì ïðîöåññ íàãðóçêè. �àññìîòðèì ñèñòåìó îáñëóæèâà-íèÿ GI/G/1 ñ áåñêîíå÷íûì áó�åðîì äëÿ îæèäàþùèõ òðåáîâàíèé, â ïðåäïî-ëîæåíèè, ÷òî êîý��èöèåíò çàãðóçêè ρ < 1.Îáîçíà÷èì tn è t∗n - ìîìåíò ïðèõîäà è óõîäà çàÿâêè ñ íîìåðîì n, ñîîòâåò-ñòâåííî. Îïðåäåëèì äëÿ ïðîöåññà î÷åðåäè X = {ν(t), t ≥ 0} ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü ìîìåíòîâ ðåãåíåðàöèè óðîâíÿ 0 (ìîìåíòîâ 0-ðåãåíåðàöèè) τ = (τi, i ≥
1), ãäå ìîìåíòû τi îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóðñèâíî:

τ0 = 0, τi = min
n≥1

(tn > τi−1 : ν(tn − 0) = 0).Îáîçíà÷èì αi = τi − τi−1, i ≥ 1, äëèíû öèêëîâ ðåãåíåðàöèè óðîâíÿ 0.Äàëåå áóäåì ñòðîèòü òî÷å÷íûå îöåíêè äëÿ ñëåäóþùèõ âåðîÿòíîñòåé:1. âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî î÷åðåäü äîñòèãíåò (áîëüøîãî) çíà÷åíèÿ L íà öèê-ëå ðåãåíåðàöèè, ò. å.
γ(1) = P( max

0≤t<α1

ν(t) ≥ L),2. âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòàöèîíàðíàÿ î÷åðåäü ïðåâûñèò çíà÷åíèå L, ò. å.
γ(2) = P(ν ≥ L).Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ óðîâíÿ L âåðîÿòíîñòè γ(1) è γ(2) ìàëû è áîëåå òîãî

γ(1) → 0, γ(2) → 0 ïðè L → ∞.Âî âòîðîì ïàðàãðà�å äàíà ðåãåíåðàòèâíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìåòîäà ðàñùåï-ëåíèÿ. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòè ðåäêîãî ñîáûòèÿ ìîæåò áûòüñâåäåíà ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ (âûäåëåíèÿ) öèêëîâ ðåãåíåðàöèè ñ èñïîëüçîâà-íèåì òåõíèêè óñêîðåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ öèêëîâ ðåãåíåðàöèè íà îñíîâå ðàñùåïëåíèÿ ïðèâîäèòñÿäëÿ äâóõóðîâíåâîé ìîäåëè (ñ åäèíñòâåííûì è ìíîæåñòâåííûìè ðàñùåïëåíè-ÿìè). Çàòåì ìåòîä îáîáùàåòñÿ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëèðàñùåïëåíèÿ ñ íåñêîëüêèìè ðàñùåïëåíèÿìè íà êàæäîì óðîâíå. Ïîñòðîåííàÿìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü öèêëîâ ðåãåíåðàöèè ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ìåòîäà Ó�ÈÌ.Â ìåòîäå Ó�ÈÌ ìîäåëèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî öèêëàì ðåãåíåðàöèè, êîòî-ðûå ñãðóïïèðîâàíû â ïó÷êè. Öèêëû ðåãåíåðàöèè ïðèíàäëåæàò îäíîìó ïó÷êó,9



åñëè îíè èìåþò îáùóþ òî÷êó ðàñùåïëåíèÿ íà ïåðâîì óðîâíå (L1). Ìîäåëè-ðîâàíèå ïó÷êà íà÷èíàåòñÿ ïðè ñòàðòå îäíîé òðàåêòîðèè ñ óðîâíÿ L0 = 0.�àñùåïëÿÿ òðàåêòîðèþ íà çàäàííûõ óðîâíÿõ Li, ìû óâåëè÷èì âåðîÿòíîñòüäîñòèæåíèÿ óðîâíÿ L â D := R1R2 · · ·RM ðàç, ãäå Ri - ÷èñëî ðàñùåïëåíèé íàóðîâíå Li.Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ðåãåíåðàöèè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âìåñòî îäíîãî öèêëàðåãåíåðàöèè (êàê â êëàññè÷åñêîì ìåòîäå ÌÊ) îäíèì çàïóñêîì ìû ãåíåðèðóåì
D (çàâèñèìûõ) öèêëîâ ðåãåíåðàöèè (ïó÷îê).Åñëè òðàåêòîðèÿ, ðàñùåïèâøàÿñÿ íà óðîâíå Li, íå äîñòèãàåò óðîâíÿ Li+1,òî îíà, î÷åâèäíî, íå ìîæåò ðàñùåïèòüñÿ è íà ïîñëåäóþùèõ óðîâíÿõ Li+2,
Li+3 . . . . Â ýòîì ñëó÷àå �àêòè÷åñêè ìû òåðÿåì Di := Ri+1Ri+2 · · ·RM öèêëîâðåãåíåðàöèè. ×òîáû ÷èñëî öèêëîâ ðåãåíåðàöèè ñîâïàäàëî ñ êîìïåíñèðóþùèììíîæèòåëåì (èíà÷å îöåíêà íå áóäåò êîìïåíñèðîâàòüñÿ ïîëíîñòüþ), ìû ñ÷è-òàåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå èìååòñÿ Di èäåíòè÷íûõ öèêëîâ ðåãåíåðàöèè, ñîâïà-äàþùèõ ñ äàííîé òðàåêòîðèåé.Èñïîëüçóÿ ýòó èäåþ, äëÿ êàæäîé òðàåêòîðèè, ñòàðòóþùåé ñ óðîâíÿ L0, ìûïîëó÷èì ïó÷îê öèêëîâ, ñîñòîÿùèé èç D := R1 · R2 · · ·RM çàâèñèìûõ öèêëîâðåãåíåðàöèè.Âàæíî, ÷òî �àêòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå öèêëîâ ðåãåíåðàöèè ïðè ìîäåëèðîâà-íèè íå òðåáóåòñÿ. Ýòî ïðîöåäóðà íåîáõîäèìà ëèøü äëÿ �îðìàëüíîãî îïèñà-íèÿ ðåãåíåðàòèâíîé ñòðóêòóðû ìîäåëèðóåìîãî ïðîöåññà ñ öåëüþ îáîñíîâàíèÿñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîëó÷àåìûõ îöåíîê.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèêëîâ ðåãåíåðàöèè, ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîì Ó�ÈÌ, ïðåä-ñòàâëåíà íà ðèñ. 1. Âñå öèêëû ìîæíî ðàçáèòü íà R0 ãðóïï çàâèñèìûõ öèê-

L
0

t

t0 t1 t2 t
D

t
R  D

a1 a2 a3
a

D

b1 b
R

a
R  D

a
D+1

b2 0

0

0�èñ. 1: �åãåíåðàòèâíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðîâíÿ L0ëîâ, êàæäàÿ ãðóïïà ñîäåðæèò ðîâíî D < ∞ öèêëîâ. Äëÿ ëþáîãî j ∈ [(i −
1)D + 1, iD] äëèíû öèêëîâ αj ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè, íîçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, i ∈ [1, R0]. Âñåãî ãåíåðèðóåòñÿ n :=
R0 · R1 · · ·RM = R0 · D öèêëîâ.Íà ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàâèñèìûõ öèêëîâ ðåãåíåðàöèèñàìà ðåãåíåðèðóåò â ìîìåíòû τi·D, i ∈ [0, R0], êîãäà ñòàðòóåò íîâûé ïó÷îêòðàåêòîðèé ñ óðîâíÿ L0. Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàâèñèìûõ öèêëîâ ÿâ-ëÿåòñÿ ðåãåíåðèðóþùåé. Ýòî ìîæíî íàçâàòü âëîæåííîé ðåãåíåðàöèåé. Öèêëû10



âëîæåííîé (ïî ìîìåíòàì ñòàðòà ïó÷êîâ) ðåãåíåðàöèè ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìû-ìè. Äëèíû òàêèõ öèêëîâ - íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àé-íûå âåëè÷èíû (í. î. ð. ñ. â.), è ðàâíû ñóììå èç D äëèí èñõîäíûõ (çàâèñèìûõ)öèêëîâ, ñîñòàâëÿþùèõ äàííûé ïó÷îê:
βi =

i·D
X

j=(i−1)·D+1

αj , i = 1, . . . R0.Âìåñòî øêàëû íåïðåðûâíîãî âðåìåíè, ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ äèñêðåò-íûì âðåìåíåì, ðàññìàòðèâàÿ òðàåêòîðèþ â øêàëå �ñîáûòèé�. Ñîáûòèåì áó-äåì íàçûâàòü êàæäîå èçìåíåíèå âåëè÷èíû î÷åðåäè (ïðèõîä/óõîä).Â ñèñòåìàõ îáñëóæèâàíèÿ ñ Ïóàññîíîâñêèì âõîäíûì ïîòîêîì çàÿâîê (M/·
/·) âûïîëíÿåòñÿ ñïåöèàëüíîå ñâîéñòâî, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî äîëÿ çàÿâîê, êî-òîðûå â ìîìåíò ïðèõîäà íàáëþäàþò ñèñòåìó â íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè A, ñîâïà-äàåò â ïðåäåëå ñ äîëåé âðåìåíè, êîãäà ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîòîÿíèè A. Ýòîñâîéñòâî íîñèò íàçâàíèå PASTA (Poisson Arrivals See Time Averages).Â òðåòüåì ïàðàãðà�å ïðèâåäåíî ñîáñòâåííîå äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà PASTA,îðèåíòèðîâàííîå íà ñëó÷àé ðåãåíåðèðóþùèõ ïðîöåññîâ îáñëóæèâàíèÿ, èìåþ-ùèõ ñêà÷êè ââåðõ òîëüêî â ìîìåíòû tn ïðèõîäà çàÿâîê. Äëÿ òàêèõ ïðîöåññîâèçâåñòíîå ñëîæíîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü. Â ðàáîòåñâîéñòâî PASTA èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðàâåíñòâà ðåãåíåðàòèâíîéîöåíêè è îöåíêè, ïîëó÷åííîé ìåòîäîì Ó�ÈÌ.Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìåòîäîì Ó�ÈÌ â ðàáîòå òàêæå èñïîëüçîâàíî ñóá-ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî â êà÷åñòâå ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíèîáñëóæèâàíèÿ â ñèñòåìå M/G/1 (à òàêæå ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëîâ ìåæäóïðèõîäàìè) òðåáîâàíèé â GI/G/1). Âûáîð äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îáóñëîâëåíðåçóëüòàòàìè íàáëþäåíèÿ çà ðåàëüíûì òðà�èêîì â èí�îðìàöèîííûõ ñåòÿõ.Íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ â ÷åòâåðòîì ïàðàãðà�å.Â ïÿòîì ïàðàãðà�å îïèñàíî ïîñòðîåíèå ñîñòîÿòåëüíûõ îöåíîê âåðîÿòíî-ñòåé γ(1), γ(2) äëÿ ïðîöåññà î÷åðåäè â îäíîêàíàëüíûõ ñèñòåìàõ îáñëóæèâàíèÿ.�àññìîòðèì ïîñòðîåíèå îöåíêè âåðîÿòíîñòè γ(1). Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ òà-êîé âåðîÿòíîñòè ÿâëÿåòñÿ òðàäèöèîííîé äëÿ ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ. Êàê ïðà-âèëî, èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ îöåíêè îãðàíè÷åíû îáîñíîâàíèåì íåñìåùåííîñòèâ ñëó÷àå ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà.Äëÿ êàæäîãî ïó÷êà ââåäåì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Yi :=

i·D
X

j=(i−1)·D+1

I(j), i = 1, . . . , R0,ãäå I(j) = 1, åñëè î÷åðåäü äîñòèãàåò óðîâíÿ L íà j-ì öèêëå ðåãåíåðàöèè. Ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü {I(j), j ≥ 1} ÿâëÿåòñÿ ðåãåíåðàòèâíîé ñ ïîñòîÿííîé äëèíîéöèêëîâ βi = D, i ∈ [1, R0] è ìîìåíòàìè ðåãåíåðàöè τiD, i ∈ [0, R0], n = R0D.11



�åãåíåðàòèâíûé ìåòîä äàåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ γ(1), åñëè Eβ1 < ∞:
γ(1) = lim

N→∞

N
X

i=1

I(i)/N = EY1/Eβ1 = P( max
0≤t<α1

ν(t) ≥ L).�åãåíåðàòèâíàÿ îöåíêà γ
(1)
n âåðîÿòíîñòè γ(1) èìååò ñòàíäàðòíóþ �îðìó âû-áîðî÷íîãî ñðåäíåãî

γ(1)
n =

PR0

j=1 Yj

R0D
=

Pn

j=1 I(j)

n
, n = R0D.Còàíäàðòíàÿ îöåíêà γ̂(1)(R0) âåðîÿòíîñòè γ(1) ìåòîäîì ðàñùåïëåíèÿ ðàâ-íà

γ̂(1)(R0) =
NM+1

R0R1 · · · · · RM

.Òåîðåìà 1 Îöåíêà γ̂(1)(R0) âåðîÿòíîñòè γ(1) = P( max
0≤t<α1

ν(t) ≥ L), ïîëó÷åí-íàÿ ìåòîäîì Ó�ÈÌ, ñîâïàäàåò ñ ðåãåíåðàòèâíîé îöåíêîé γ
(1)
n , ïîñòðîåííîéíà n = R0D öèêëàõ ðåãåíåðàöèè, ò. å.

γ̂(1)(R0) = γ(1)
n .Ñëåäñòâèå 1 Îöåíêà γ̂(1)(R0), ïîñòðîåííàÿ ìåòîäîì Ó�ÈÌ, ÿâëÿåòñÿ ñèëü-íî ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé âåðîÿòíîñòè γ(1).Äàííûé ðåçóëüòàò ñèëüíî óïðîùàåò ïðîöåäóðó îöåíèâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ìîæ-íî îáîéòèñü áåç �àêòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ öèêëîâ ðåãåíåðàöèè. Èñïîëüçîâà-íèå ðåãåíåðàòèâíîé ñòðóêòóðû âïåðâûå îáîñíîâûâàåò ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè

γ̂(1).Íà îñíîâå ìåòîäîâ òåîðèè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé äîêàçàíàÒåîðåìà 2 Ïóñòü â ñèñòåìå M/M/1 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñòàöèîíàðíî-ñòè ρ = λ/µ < 1. Òîãäà àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ γ(1) èìååò âèä:
γ(1) = P( max

0≤t<α1

ν(t) ≥ L) =
ρL − ρL−1

ρL − 1
.Ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåìû M/M/1 ïîêàçûâàåò õîðîøåå ñîãëàñèå ìåòîäà Ó�ÈÌñ àíàëèòè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì. Â îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé ïîðîãà L < 20 ÷èñ-ëåííûå çíà÷åíèÿ òàêæå ñîîòâåòñòâóþò �îðìóëå èç òåîðåìû 2.Ïîñòðîèì ñîñòîÿòåëüíóþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè γ(2) = P(ν ≥ L) äëÿ íåïðå-ðûâíîãî è äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ (ò. å. ñîîòâåòñòâåííî, îöåíêó äîëè âðåìåíè,êîãäà î÷åðåäü ïðåáûâàåò âûøå çàäàííîãî óðîâíÿ L, è îöåíêó äîëè çàÿâîê,êîòîðûå ïðèõîäÿò â ñèñòåìó ïðè âåëè÷èíå î÷åðåäè, áîëüøåé L).12



Òåîðåìà 3 Îöåíêà γ
(2)
n âåðîÿòíîñòè γ(2)

γ(2)
n =

n
X

i=1

Z τi

τi−1

I(ν(t) > L)dt

Pn

i=1 αi

,ïîñòðîåííàÿ ïî n = R0D öèêëàì ðåãåíåðàöèè, ïîëó÷åííûì ìåòîäîì Ó�ÈÌ,ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ñîñòîÿòåëüíîé.Ïðè ïåðåõîäå îò íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ ê äèñêðåòíîìó, ñòðóêòóðà ðåãåíåðàòèâ-íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ìåíÿåòñÿ. Ìû äåëàåì ïåðåõîä îò øêàëû íåïðåðûâ-íîãî âðåìåíè ê øêàëå ñîáûòèé (ïðèõîäû/óõîäû).Ïóñòü Zj - ÷èñëî ñîáûòèé (ïðèõîäîâ/óõîäîâ) êîãäà î÷åðåäü ïðåâûøàëàïîðîã L íà j-ì öèêëå ðåãåíåðàöèè, è αj - äëèíà j-ãî öèêëà, ðàâíàÿ ÷èñëóñîáûòèé íà j-ì öèêëå, j = 1, . . . , D·R0. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Zj}D·R0

j=1 (à òàêæå
{αj}D·R0

j=1 ) ÿâëÿåòñÿ ðåãåíåðàòèâíîé è ðåãåíåðèðóåò â ìîìåíòû τiD, i ∈ [0, R0](ñì. ñòð. ??). ×èñëî öèêëîâ ðåãåíåðàöèè ðàâíî ÷èñëó ïó÷êîâ R0. Îïðåäåëèìâåëè÷èíû
Yi :=

i·D
X

j=(i−1)·D+1

Zj ; βi :=

i·D
X

j=(i−1)·D+1

αj , i = 1, . . . , R0.Ïî ïîñòðîåíèþ, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû {Yi} (à òàêæå {βi}) ÿâëÿþòñÿ í. î. ð.Çàìåòèì, ÷òî â òåðìèíàõ ñîáûòèé âåëè÷èíà Yi ðàâíà ÷èñëó ñîáûòèé {ν(t) >
L} íà ïó÷êå òðàåêòîðèé è PR0

j=1 Yi = NM+1. Äëèíà öèêëà βi ðàâíà êîëè÷åñòâóâñåõ ñîáûòèé íà òðàåêòîðèÿõ ïó÷êà ñ íîìåðîì i.Îáùåå ÷èñëî ñîáûòèé íà âñåõ öèêëàõ ðåãåíåðàöèè ðàâíî ñóììå ñîáûòèé,ïðîèçîøåäøèõ íà êàæäîì öèêëå, ò. å.
R0
X

j=1

βj = Ng0
(R1 · · ·RM+1) + Ng1

(R2 · · ·RM+1) + · · · + NgM
, RM+1 = 1.Îöåíêà âåðîÿòíîñòè γ(2) = P(ν > L), ïîñòðîåííàÿ ìåòîäîì Ó�ÈÌ, â äèñêðåò-íîì ñëó÷àå èìååò âèä:

γ̂(2)(NM+1) =
NM+1

PM

i=0[Ngi

QM+1
k=i+1 Rk]

, RM+1 = 1.Òåîðåìà 4 Â ñèñòåìå M/G/1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
γ(2)

n = γ̂(2)(NM+1),ãäå n = R0D. 13



Ñëåäñòâèå 2 Îöåíêà γ̂(2)(NM+1) âåðîÿòíîñòè γ(2), ïîñòðîåííàÿ ìåòîäîìÓ�ÈÌ, ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ñîñòîÿòåëüíîé.Â ñèñòåìå M/G/1 îöåíêó γ̂(2)(NM+1) ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê äëÿ íåïðåðûâ-íîãî, òàê è äëÿ äèñêðåòíîãî âðåìåíè. Â ñëó÷àå ñèñòåìû áîëåå îáùåãî âèäà
GI/G/1 îöåíêó γ̂(2)(NM+1), ïîñòðîåííóþ ìåòîäîì Ó�ÈÌ, ìîæíî èñïîëüçî-âàòü òîëüêî äëÿ äèñêðåòíîãî âðåìåíè.�åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû M/M/1 ïîêàçàëè, ÷òî ìåòîä Ó�ÈÌäàåò îöåíêó, êîòîðàÿ î÷åíü õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ àíàëèòè÷åñêîé �îðìóëîé
γ(2) = ρL+1, â òîì ÷èñëå â îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé L.Åñëè ïðîöåññ íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì, òî òðàåêòîðèè ïîñëå ðàñùåïëå-íèÿ ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè. Â ñèñòåìå M/G/1 ïðîöåññ î÷åðåäè íå ÿâëÿåòñÿìàðêîâñêèì. Â ìîìåíò ïðèõîäà çàÿâêè îñòàåòñÿ íåçàâåðøåííîå âðåìÿ îáñëó-æèâàíèÿ ñ íåèçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì è, ïîýòîìó, ïîñëå ðàñùåïëåíèÿ òðà-åêòîðèè ïðîöåññà áóäóò çàâèñèìûìè. Ýòà çàâèñèìîñòü ìîæåò çíà÷èòåëüíîïîâëèÿòü íà äèñïåðñèþ îöåíêè.Äëÿ óñòðàíåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñèñòåìû M/G/1,ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà. Âìåñòî íåìàðêîâñêîãîïðîöåññà ν(t), t ≥ 0, ìîäåëèðóåòñÿ öåïü Ìàðêîâà {ν∗

n}, ν∗
n = ν(t∗n), ãäå t∗n -ìîìåíòû óõîäà. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ âèäà îöåíîê γ̂(1)(R0), γ̂

(2)(NM+1), òðåáóåòñÿâíåñòè èçìåíåíèÿ â àëãîðèòì ìåòîäà Ó�ÈÌ.Óñëîâèå ðàñùåïëåíèÿ: Åñëè â ìîìåíò óõîäà çàÿâêè òðàåêòîðèÿ, ñòàð-òóþùàÿ â îáëàñòè Gi = [Li, Li+1), ïåðåñåêëà íåêîòîðûé óðîâåíü Li+k, i+ k ≤
M + 1, òî îíà ðàñùåïëÿåòñÿ íà Qk

j=1 Ri+j òðàåêòîðèé (RM+1 = 1).Èçìåíåíèå óñëîâèé ðàñùåïëåíèÿ ïîçâîëÿåò ëåãêî ïîäñ÷èòàòü êîìïåíñèðó-þùèé ìíîæèòåëü â �îðìóëàõ äëÿ îöåíîê γ̂(1)(R0) è γ̂(2)(NM+1), íåçàâèñèìîîò ðàñùåïëåíèé íà òîì èëè èíîì óðîâíå, à îáùåå ÷èñëî öèêëîâ ïî-ïðåæíåìóðàâíî n = R0D.Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà â ñèñòåìå M/G/1 ñ ñóáýêñïîíåí-öèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì èíòåðâàëîâ îáñëóæèâàíèÿ S èñïîëüçóåòñÿ àñèìï-òîòè÷åñêàÿ �îðìóëà
P (ν > k) ∼ ρ

ES(1 − ρ)

Z k

λ

0

P(S > y)dy, k → ∞,ãäå λ - èíòåíñèâíîñòü ïðèõîäîâ, èíòåíñèâíîñòü çàãðóçêè ρ < 1. �åçóëüòàòûèìèìòàöèîííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçûâàþò õîðîøóþ áëèçîñòü îöåíîê, ïîëó-÷åííûõ ìåòîäîì Ó�ÈÌ ñ èñïîëüçîâàíèåì âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà ê ðåçóëü-òàòàì, ïîëó÷åííûì ïî �îðìóëå, à òàêæå áîëåå ñòàáèëüíîå ïîâåäåíèå îöåíêèïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûì ìåòîäîì ðàñùåïëåíèÿ. Ïðè ýòîì âûèãðûø â äèñ-ïåðñèè îöåíêè ñîñòàâëÿåò 2-3 ïîðÿäêà.Ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî äëÿ öåëî÷èñëåííîãîïðîöåññà, ãäå ñêà÷êè èìåþò çíà÷åíèÿ ±1. Â òàêîì ñëó÷àå ðàñùåïëåíèÿ ìîæíîïðîâîäèòü òî÷íî íà êàæäîì çàäàííîì óðîâíå Li.14



Àëãîðèòì ìåòîäà ìîæíî ìîäè�èöèðîâàòü äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòåé, àíà-ëîãè÷íûõ γ(1), γ(2), íî îïðåäåëåííûõ äëÿ ïðîöåññà âðåìåíè îæèäàíèÿ (íà-ãðóçêè).Òàêàÿ çàäà÷à ðàññìîòðåíà â øåñòîì ïàðàãðà�å. Â òåðìèíàõ ïðîöåññà íà-ãðóçêè γ(1) - âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàãðóçêà ïðåâûñèò �èêñèðîâàííûé óðî-âåíü L â òå÷åíèå öèêëà ðåãåíåðàöèè, ò. å. γ(1) = P( max
0≤n<α1

Wn > L). Âåðîÿò-íîñòü γ(2) = P(W∞ > L) - âåðîÿòíîñòü ïðåâûøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé íàãðóçêîéçíà÷åíèÿ L, ãäå Wn ⇒ W∞.Ïðîöåññ íàãðóçêè äàæå â ñèñòåìå GI/G/1 ÿâëÿåòñÿ öåïüþ Ìàðêîâà è óäî-âëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ Ëèíäëè
Wn+1 = (Wn + Xn)+, n ≥ 1, W1 = 0,ãäå Xn = Sn − τn, τn = tn − tn−1 - èíòåðâàë ìåæäó ïðèõîäàìè n-é è n − 1-éçàÿâîê, Sn - âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ n-é çàÿâêè. Çà îäèí ñêà÷îê ïðîöåññ ìîæåòïåðåñå÷ü íåñêîëüêî ïîðîãîâ Li ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ðàñùåïëå-íèÿ.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíîê èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ó�ÈÌ ñ òàêèì æå óñëîâèåìðàñùåïëåíèÿ, êàê è äëÿ ñëó÷àÿ âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà, òîëüêî ðàñùåïëå-íèå ïðîèñõîäèò â ìîìåíò ïðèõîäà.Â ñèñòåìå M/M/1 âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

γ(2) = P(W∞ > L) = ρe−(λ−µ)L,

γ(1) = P( max
0≤n<α1

Wn > L) =
(1 − ρ)e−(µ−λ)L

1 − ρe−(µ−λ)L
.

(1)Ñðàâíåíèå îöåíîê, ïîëó÷åííûõ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññà íàãðóçêè ìåòî-äîì Ó�ÈÌ, è çíà÷åíèé, âû÷èñëåííûõ ïî àíàëèòè÷åñêèì �îðìóëàì (1) ïîêà-çàëî õîðîøóþ òî÷íîñòü ìåòîäà Ó�ÈÌ.Äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì M/G/1, GI/G/1 áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèåîöåíîê, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì Ó�ÈÌ, ñ îöåíêàìè, ïîñòðîåííûìè êëàññè÷å-ñêèì ìåòîäîì ÌÊ. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðæäàþò áëèçîñòü äâóõîöåíîê, îäíàêî ìåòîä ÌÊ äàåò áîëüøóþ äèñïåðñèþ. Ïðè ýòîì âðåìÿ ìîäåëè-ðîâàíèÿ ìåòîäîì ÌÊ ñóùåñòâåííî (íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ) ïðè äîñòàòî÷íîáîëüøîì L ïðåâûøàåò âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì Ó�ÈÌ.Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü ñîñòî-ÿòåëüíûõ îöåíîê, ïîëó÷åííûõ â ãëàâå 3. Ïðèâåäåíû �îðìóëû äëÿ ïîñòðîå-íèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà âåðîÿòíîñòè äîñòèæåíèÿ çàäàííîãî óðîâíÿ íàöèêëå ðåãåíåðàöèè è ñòàöèîíàðíîé âåðîÿòíîñòè ïåðåïîëíåíèÿ äëÿ ïðîöåññîâî÷åðåäè è íàãðóçêè.Â ïåðâîì ïàðàãðà�å ñòðîèòñÿ äîâåðèòåëüíàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòåé íà öèê-ëàõ ðåãåíåðàöèè, êîòîðûå ìîäåëèðóþòñÿ ìåòîäîì Ó�ÈÌ. Ïðè ïîñòðîåíèèîöåíêè äèñïåðñèè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü çàâèñèìîñòè, âîçíèêàþùèå ìåæäó15



öèêëàìè â ïó÷êå. ×èñëî ïó÷êîâ ðàâíî R0, â êàæäîì ïó÷êå D = R1 · · ·RMöèêëîâ, îáùåå êîëè÷åñòâî öèêëîâ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàâíî n = R0 · D.Ïðè äîâåðèòåëüíîì îöåíèâàíèè âåðîÿòíîñòè
P( max

0≤t<α1

ν(t) ≥ L) = γ(1) = EY1/D,(òî÷å÷íàÿ ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà γ̂(1) = γ̂(1)(R0) êîòîðîé ñòðîèòñÿ ìåòîäîìÓ�ÈÌ ïðè n = R0 · D) äëÿ êàæäîãî ïó÷êà ââîäèòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
Yi :=

i·D
X

j=(i−1)·D+1

I(j), i = 1, . . . , R0.Ïóñòü EY 2
1 < ∞. Äëÿ R0 öèêëîâ ðåãåíåðàöèè (ïðè αi = D è αi = D) íåñìå-ùåííàÿ îöåíêà vR0

äèñïåðñèè V ar(Y1 − D · γ(1)) ðàâíà:
vR0

= 1/(R0 − 1)

R0
X

i=1

(Yi − D · γ̂(1))2, R0 ≥ 1.Âûðàæåíèå äëÿ 100(1 − δ)% äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà èìååò âèä:
2

4γ̂(1) ±
zδ

q

PR0

i=1(Yi − D · γ̂(1))2

D
p

R0(R0 − 1)

3

5 ,ãäå zδ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ P (N(0, 1) ≤ zδ) = 1 − δ/2, à òî÷å÷íàÿ îöåíêà
γ̂(1) ñòðîèòñÿ ìåòîäîì Ó�ÈÌ.Äëÿ äîâåðèòåëüíîãî îöåíèâàíèÿ âåðîÿòíîñòè γ(2) = P(ν > L) îïðåäåëÿ-þòñÿ âåëè÷èíû

Yi :=
i·D
X

j=(i−1)·D+1

ξj ; βi :=
i·D
X

j=(i−1)·D+1

αj , i = 1, . . . , R0,ãäå ξj - ÷èñëî ñîáûòèé êîãäà î÷åðåäü ïðåâûøàëà ïîðîã L íà j-ì öèêëå. Âû-ðàæåíèå äëÿ 100(δ − 1)% äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà èìååò âèä:
2

4γ̂(2) ±
zδ

q

PR0

i=1(Yi − γ̂(2)βi)2
p

R0(R0 − 1) · βR0

3

5 ,à òî÷å÷íàÿ îöåíêà γ̂(2) = γ̂(2)(NM+1) ñòðîèòñÿ ìåòîäîì ðàñùåïëåíèÿ.Äëÿ ñèñòåìû M/G/1 äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ìîæíî çàïèñàòü â áîëååóäîáíîé äëÿ âû÷èñëåíèé �îðìå:
2

4γ̂(2) ±
zδ · γ̂(2)

q

R0 · PR0

i=1(Yi − γ̂(2)βi)2

NM+1

p

(R0 − 1)

3

5 .16



Âî âòîðîì ïàðàãðà�å èññëåäîâàíà ðîëü çàâèñèìîñòè öèêëîâ ðåãåíåðàöèèïðè ïîñòðîåíèè äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ó�ÈÌäëÿ âåðîÿòíîñòè γ(1) = P( max
0≤t<α1

ν(t) ≥ L). Öèêëû â ïó÷êàõ çàâèñèìû è äèñ-ïåðñèÿ σ2 = V arZ1 = V ar(Y1 − Dγ(1)) èìååò âèä
σ2 = D · V ar(I(1)) + 2

D
X

j=2

D−(j−1)
X

i=1

E(I(i)I(i+j−1)) − (γ(1))2 · D(D − 1).Ïóñòü ak - ÷èñëî ðåäêèõ ñîáûòèé íà i-ì ïó÷êå.Òåîðåìà 5 Ïðè n = R0D → ∞ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ñ â. 1
vn → σ2

D
,ãäå

vn = γ̂(1) − D · (γ̂(1))
2

+
2

n

R0
X

k=1

ak(ak − 1)

2
,è îöåíêà γ̂(1) âåðîÿòíîñòè γ(1) ñòðîèòñÿ ìåòîäîì Ó�ÈÌ.Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âêëàäà çàâèñèìîñòè öèêëîâ âíóòðè ïó÷êà â äëèíó äîâåðè-òåëüíîãî èíòåðâàëà ââîäÿòñÿ âåëè÷èíû: ∆ - ïîëîâèíà äëèíû äîâåðèòåëüíîãîèíòåðâàëà ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòè è ∆1 - ïîëîâèíà äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëàáåç ó÷åòà çàâèñèìîñòè (ò. å. åñëè ñ÷èòàòü öèêëû â ïó÷êå íåçàâèñèìûìè).Ïóñòü x = ∆102/γ(1) - òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ äîâåðèòåëüíî èíòåðâàëà (x%îò γ(1)), è y := |∆ − ∆1|102/γ(1) - ïîãðåøíîñòü îöåíèâàíèÿ (â % îò γ(1)) âñëó÷àå, åñëè ïðåíåáðå÷ü çàâèñèìîñòüþ öèêëîâ ðåãåíåðàöèè.Òåîðåìà 6 Ïóñòü zδ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ P (N(0, 1) ≤ zδ) = 1 − δ/2, èâûïîëíÿåòñÿ n > 1/γ̂(1), òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

∆1

∆
<

s

104z2
δ

x2γ̂(1)n
.Ñëåäñòâèå 3 Ïðè óñëîâèè γ̂(1)n >

106z2
δ

x2
, ãäå x ∈ (0, 100] âûïîëíÿåòñÿ

y

x
∈ (0.9, 1].×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî çàâèñèìîñòü ñóùåñòâåííî âëèÿåò íàäëèíó äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà. (òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé x ïðàêòè÷åñêè ñîâ-ïàäàåò ñî çíà÷åíèåì y). Ïðè n, îïðåäåëÿåìîì óñëîâèåì äîñòèæåíèÿ x ïðîöåí-òîâ äëÿ∆ îò çíà÷åíèÿ γ(1), çíà÷åíèå∆1 áëèçêî ê íóëþ (ò. å. ∆1

∆
≈ 0). Â ñëó÷àå17



ïðåíåáðåæåíèÿ çàâèñèìîñòüþ âíóòðè ïó÷êà òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ïðàêòè÷å-ñêè ñîâïàäàåò ñ îøèáêîé îöåíèâàíèÿ. Íàïðèìåð, â ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåí-òàõ γ̂(1)n ≈ 105. Åñëè x = 10, zδ = 1.96, òîãäà ∆1/∆ < 0.061 è y/x ≈ 0.938.Â çàêëþ÷åíèè ïðåäñòàâëåí êðàòêèé ïåðå÷åíü ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõâ õîäå èññëåäîâàíèé â ðàìêàõ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.
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