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ОБЩАЯ  ХАРАКТЕРИСТИКА  РАБОТЫ

АКТУАЛЬНОСТЬ  ТЕМЫ.  В  связи  с  возрастающими  экологиче-
скими  требованиями  особое  внимание  уделяется  перспективам  использо-
вания водорода в качестве энергоносителя, ведется интенсивный поиск ма-
териалов для  эффективного решения задач хранения и  транспортировки.
Наличие  водорода  в  конструкционных материалах приводит  к  ухудшению
их  эксплуатационных  качеств  (охрупчивание  металлов),  что  требует  осо-
бых защитных покрытий. Наконец, перспективы термоядерной энергетики
связаны  с  использованием  изотопа водорода — трития.  Роль  математиче-
ского моделирования в таких задачах достаточно весома. Эксперименталь-
ные исследования требуют разработки вычислительных методов, позволя-
ющих  моделировать  взаимодействие  водорода  с  твердым  телом  с  учетом
новых  физико-химических  представлений.  Вычислительные  эксперимен-
ты позволяют выбрать адекватные модели по экспериментальным данным,
выделить лимитирующие процессы и оценить кинетические параметры, да-
ют  возможность  уточнить  механизм  взаимодействия  и  сократить  расходы
на дорогостоящие  эксперименты.  Равновесные  закономерности  достаточ-
но  хорошо  изучены  (РТС-диаграммы),  возрастающий  интерес  вызывает
кинетика  десорбции  водорода,  а  также  гидрирования  и  дегидрирования
металлов.  Возникает новый  класс  краевых задач,  характеризующийся:

1.  нелинейными динамическими граничными условиями (III рода, а так-
же неклассическими: дифференциальные уравнения не только в объ-
еме, но и на поверхности);

2.  подвижной границей раздела фаз и условиями типа Стефана на по-
движной границе.

ЦЕЛИ РАБОТЫ:

1.  моделирование  взаимодействия  водорода  с  твердым  телом  с  учетом
распада  гидридной  фазы  и  процессов  на  поверхности  для  экспери-
ментального  метода термодесорбционной  спектрометрии  (ТДС);

2.  математическое  обоснование  краевых  задач  с  подвижной  границей
и нелинейными граничными условиями — моделей термодесорбцион-
ной спектрометрии;

3.  разработка  численных  методов  для  задач  с  подвижной  границей  и
нелинейными граничными условиями;



4.  проведение  серии  вычислительных  экспериментов  с  целью  провер-

ки  адекватности  математических  моделей,  выделения  лимитирую-

щих  факторов,  анализа  чувствительности  к  вариациям  параметров;

оценка кинетических параметров дегидрирования  (гидрид эрбия).

МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ. Основные результаты работы полу-

чены  на основе  методов  решения  краевых задач  математической  физики,

функционального  анализа,  теории  разностных  схем.  Уравнения  моделей

выводятся на основе закона сохранения вещества — предельным переходом

в  балансовых  соотношениях.  Доказательства  теорем  опираются  на  прин-

цип  сжимающих отображений  и принцип  максимума для параболических

уравнений  в  частных  производных.

ПОЛОЖЕНИЯ, ВЫНОСИМЫЕ НА ЗАЩИТУ:

1.  модели  дегидрирования  для  метода  ТДС  в  форме  диффузионных

краевых задач с подвижной границей и нелинейными краевыми усло-

виями,  а  также  в  форме  систем  обыкновенных  дифференциальных

уравнений  в  случае быстрой диффузии;

2.  теоремы существования и единственности для краевой задачи с дина-

мическими  нелинейными  граничными  условиями  (дифференциаль-

ные уравнения на поверхности),  анализ  свойств  решения;  обоснова-

ние предельного перехода с ростом коэффициента диффузии;

3.  численные методы решения одно- и двухфазных задач типа Стефана

(моделей  выделения водорода из порошков  гидридов  металлов);

4.  оценки  кинетических  параметров  выделения  водорода  из  порошка

гидрида эрбия.

НАУЧНАЯ  НОВИЗНА  РАБОТЫ.

1.  В  диссертации  получены  новые  модели  взаимодействия  водорода  с
металлами:  модели  выделения  водорода  из  порошков  гидридов  ме-
таллов.  Они  имеют  форму  краевых  задач  для  уравнения  диффузии
с  нелинейными  граничными  условиями  (III  рода и динамическими)
и  подвижной границей раздела фаз,  а также  форму  систем  обыкно-
венных дифференциальных  уравнений  (в  случаях,  когда диффузию
можно  считать  быстрой).  Адекватность  подтверждена  численными
экспериментами.

2.  Доказана теорема  существования  и  единственности  для  краевой  за-
дачи  ТДС, с  нелинейными  динамическими  граничными  условиями,
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доказаны  свойства  решения,  подтверждающие  соответствие  модели
физическим представлениям.

3.  Разработаны разностные схемы  (явные и неявные)  повышенного по-

рядка аппроксимации для краевой задачи ТДС.

4.  Доказано,  что предел  (с ростом  коэффициента диффузии)  решений
распределенной  диффузионной  краевой  задачи  является  решением
обыкновенного дифференциального  уравнения  модели  дегидрирова-
ния с быстрой диффузией.

5.  Разработаны численные методы для решения краевых задач с нели-

нейными граничными условиями и подвижной границей (моделей де-

гидрирования). Специфика задачи — неклассическое условие Стефа-

на на границе раздела фаз.

6.  Получены оценки кинетических параметров дегидрирования для гид-

рида эрбия.

Основные  результаты  диссертации  получены  автором.

ПРАКТИЧЕСКАЯ  ЗНАЧИМОСТЬ.  В  работе  получены  новые  мо-
дели  выделения  водорода  из  порошков  гидридов  металлов,  предложены
численные методы решения соответствующих краевых задач.  Адекватность
моделей  обоснована  численными  экспериментами.  Получены  оценки  ки-
нетических  параметров  для  конкретного  материала  (гидрид  эрбия).  Ре-
зультаты  диссертации  могут  быть  использованы  при  разработке  методов
решения  обратных  задач  идентификации  параметров  выделения  водоро-
да из  гидридов,  а также служить основой для  моделирования поглощения
водорода  металлами.

ОПУБЛИКОВАННЫЕ  РАБОТЫ.  По результатам диссертацион-
ной  работы опубликовано  18 научных работ  (в  том  числе  2 статьи в  меж-
дународных  журналах,  2  статьи  в  центральных  российских  журналах,  4
статьи в сборниках научных трудов).  Список  работ приведен на с.  13.

АПРОБАЦИЯ РЕЗУЛЬТАТОВ. Результаты диссертации обсужда-
лись на 2-ом Международном семинаре  «Взаимодействие изотопов водоро-
да с конструкционными материалами»  (Саров,  2004),  2-ом  и 4-ом  Симпо-
зиумах по  прикладной  и  промышленной  математике  (Самара,  2001;  Пет-
розаводск,  2003),  Всероссийской научной  школе  «Математические  методы
в  экологии»  (Петрозаводск,  2001),  Пятой  санкт-петербургской  ассамблее
молодых  ученых  и  специалистов  (С.-Петербург,  2000)  и  на  международ-
ных  конференциях  International  Conference  in  Hydrogen  Material  Science,
Крым, Украина, 2003; International Symposium on Metal Hydrogen Systems,
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Fundamental  and  Applications,  Annecy,  France,  2002;  Fifth  Inter-Karelian

Conference  «Learning  and  Teaching  Science  and  Mathematics  in  Secondary

and Higher Education», Петрозаводск,  2000; The Third International Confe-

rence  «Differential  Equations  and  Applications»,  С.-Петербург,  2000.

СВЯЗЬ  С  НАУЧНЫМИ  ПРОГРАММАМИ.  Результаты  диссер-
тации были получены в ходе работы над:

•  темой  «Краевые задачи  взаимодействия водорода с твердым  телом»

(2002-2005), входящей в план НИР ИПМИ КарНЦ РАН;

•  проектом ФЦП «Интеграция» Б0027 «Совместные фундаментальные
и поисковые исследования по актуальным направлениям современной
физики»,  подпроект  «Ингибирование  водородопроницаемости  твер-
дотельными пленками» (НИИФ СПбГУ);

•  проектом  «Численные методы решения задач с динамическими гра-
ничными условиями и подвижной границей»  программы фундамен-
тальных исследований  ОМН  РАН  «Вычислительные  и  информаци-
онные проблемы решения больших задач».

Работа автора  поддержана:

•  Конкурсным центром  фундаментального естествознания Министер-

ства образования  России  (грант М00-2.1Д-808),

•  стипендией республики Карелия

•  и грантом ФЦП «Интеграция» для доклада на Международном сим-

позиуме  «Metal  Hydrogen  Systems.  Fundamentals  and  Applications»,

Краков, Польша, 2004.

ОБЪЕМ  И  СТРУКТУРА  ДИССЕРТАЦИИ.  Диссертация  состо-
ит из введения, трех глав, заключения, списка литературы и приложения.
Список  литературы  включает  88  наименований.  Работа  изложена  на  121
странице и 6 страницах приложения, содержит 46 рисунков.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

ВО  ВВЕДЕНИИ обосновывается актуальность темы, приводится кра-
ткий обзор литературы по теме, описаны структура и содержание диссерта-
ции, приведены общие для всей работы обозначения и соглашения, описан
экспериментальный метод ТДС. Суть метода: образец материала помеща-
ется в вакуумную камеру.  Поток водорода из образца фиксируется.
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ПЕРВАЯ  ГЛАВА  посвящена  математическому  моделированию.  В

параграфе  1.1  приводятся  математические  модели  поверхностных  про-

цессов,  которые используются при построении  моделей дегидрирования  и

метода  ТДС.

В  параграфе  1.2  приводится  модель  метода  ТДС.  Пластина,  предва-

рительно  насыщенная  водородом,  нагревается  в  вакуумной  камере.  С  по-

мощью масс-спектрометра измеряется десорбционный поток. Математиче-

ская  модель:

(1)

(2)

(3)

Здесь  —  объемная  и  поверхностная  концентрации,

Зависимость  коэффициентов  от
температуры — по закону  Аррениуса:  анало-

гично для коэффициентов десорбции  и растворения  Условие  быстрого
растворения  получается  из  когда  диф-

фузия мала по сравнению с потоками растворения/выхода на поверхность
Плотность десорбционного  потока  квадратична  относитель-

но поверхностной концентрации, что связано с образованием двухатомных
молекул  По постановке эксперимента ТДС все процессы симметричны
относительно середины пластины.

В  параграфе  1.3  выводятся  модели  дегидрирования  для  эксперимен-
тального  метода ТДС.  Учет диффузии  приводит  к  моделям  в  форме  кра-
евых задач с нелинейными граничными условиями и подвижной границей
(задачи типа Стефана). Различные предположения о природе поверхност-
ных процессов приводят к нелинейным краевым условиям III рода (объем-
пая десорбция)  и  к динамическим  краевым  условиям  в  виде  нелинейных
дифференциальных уравнений  на поверхности,  аналогичным  (2)  (поверх-
ностная десорбция).

Базовые  предположения.  Имея  в  виду  гидрид  в  виде  порошка,  рас-
сматриваем  сферическую  частицу  радиуса  L.  Предполагаем,  что  в  гид-
ридном  ядре  радиуса  имеется водород с концентрацией

—  радиус).  В  металле  растворен  водород  с концентрацией  ,  В силу
сферической симметрии  При уменьшении концен-
трации  в  гидриде  до  критического  уровня  получаем  металл
с  растворенным  водородом.  Из  симметрии  следует  условие
Концентрации  подчинены уравнению диффузии. Для ряда  матери-

алов  (солеподобные  гидриды)

7



Здесь  — плотность десорбционного потока,  — поток распада гид-
ридной фазы,  D и  — аррениусовские по температуре коэффициенты.
Условие (4)  — баланс потоков на поверхности,  (5)  — на подвижной грани-
це,  (6)  — условие типа  Стефана.  Существенно,  что  на подвижной  грани-
це  решение терпит разрыв:  нет  аналогии с задачами  теплопроводности,  в
которых,  как правило, решение  непрерывно.  Уравнения  выводятся из ба-
лансовых соотношений.  Для потока  возможны и другие  модели,  напри-
мер  при которой скорость движения  границы

зависит  только  от  температуры.  Возможна  также  постановка  задачи  с
локальным  равновесием  на  подвижной  границе:  условие  (5)  заменяем  на

убираем.  Для  поверхностной  десорбции  заменяем  условие

(аналогично (2)).

Момент времени  определяется  условием  (окончание гидрида).

Начальные  распределения  определяются  из  задачи

8

Здесь  — равновесная концентрация в растворе.  Время  определя-

ется  тем,  что  распадаться  гидрид  может,  только  достигнув  критической
концентрации  Если изначально в каждой точке  было боль-

ше,  то  "лишний"  водород  переходит  из  гидрида  в  раствор,  диффузион-
но  перемещается  к  поверхности  и  десорбируется.  Этот  процесс  идет  до
тех  пор,  пока на границе  не будет достигнута критическая  концентрация:



На  неподвижной  границе  раздела  фаз  поддерживается

локально  равновесная  концентрация  растворенного  в  металле  водорода.

Второе условие в четвертой строке: непрерывность потока через неподвиж-

ную  границу  раздела фаз,  получается  из  условия  Стефана  (6)  при

Начальное распределение  в гидриде достаточно произвольно,  оно должно

удовлетворять  лишь  условиям

В  случае  поверхностной  десорбции  граничное  условие  при  имеет

следующий  вид:

В  случае  объемной  десорбции  начальное  распределение  не  произ-

вольно: должно выпоняться  Выбор  специального
вида  (гипербола)  связан  с  тем,  что  такое  распределение  стационарно
для  уравнения  диффузии.  Таким  образом,  что  при  малой

температуре  Т(0)  согласуется  с  физическими  представлениями.
После исчерпания  гидрида, т.е.  когда  имеем  модель  остаточной

дегазации:

При поверхностной десорбции граничное условие при  имеет  вид
Момент  определяется  исчерпанием

гидрида:
Если концентрация в гидриде постоянна  то  в  случае объ-

емной  десорбции  распределение  в  корке  при  нетривиально  и  из

(6)  следует  Постоянство  концентрации  может  быть  обусловле-
но химическими причинами  (солеподобные гидриды), либо концентрация
не  успевает  существенно  изменяться.  Примем
После этого применима описанная выше модель  («предначального»  этапа
нет, так как  уже

В  параграфе  1.4 выводятся модели дегидрирования для быстрой диф-
фузии  (высокотемпературный пик ТДС-спектра).

Считаем,  что динамика  концентрации  растворенного  водорода опреде-
ляется  балансом  потоков:  десорбционного  J  (десорбция  объемная)  и  из
гидридной фазы  Модель  имеет  вид:

(8)

(9)

9
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Уравнение  (9)  — условие Стефана.  Плотность десорбционного потока

Плотность потока  задается  в  зависимости  от  физических

представлений.  Возможные  варианты:

Последние  два  варианта

отвечают простейшей модели  (распад гидрида определяется только десорб-

цией)  и  модели  с  переключением  (поток  распада  гидрида не  превосходит

десорбции  и  его  плотность  ограничена  Учет  распределения  частиц

по размерам  (усреднение потока)  приводит к значительному сглаживанию

кривых и удовлетворительной аппроксимации экспериментальных данных.

Предположение о поверхностной десорбции и быстром растворении при-

водит  к  модели

Теперь предположим,  что диффузия в растворе достаточно быстрая по
сравнению  с  процессами  на  фронте  раздела  фаз  и  у  поверхности,  но  все
же  недостаточно,  чтобы  выравнивать  концентрацию.  Распределение  кон-
центрации все время квазистационарное  параметры А и В опре-
деляются  соотношением  потоков  из  гидридной  фазы  и десорбционного

Изменения потоков приводят к перестройке квазистационара по  мед-

ленной по сравнению с диффузией. Смысл понятия «медленно»  в том, что

В  диссертации  построены  мо-
дели  для  потоков  вида  Системы
уравнений имеют  вид

начальные данные определяются условием равновесной начальной концен-
трации с на границе раздела фаз.

ВТОРАЯ ГЛАВА посвящена математическому исследованию постав-
ленных краевых задач. В параграфе 2.1 доказывается теорема существо-
вания  и  единственности  для  задачи  (1)-(3).  Заменяем  время  по  формуле

(новое время обозначим опять  Исключая  переменную
из условия  получим:
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Ищем  решение  в  виде  ряда  Фурье  Под-

ставляя  в граничное условие, имеем:

Суммирование  —  по  нечетным  натуральным  Специфика  полученного

уравнения — в  «хвосте»  Если бы на его месте была функция време-

ни,  не зависящая от  Л,  то  имели бы  уравнение  Риккати.  Производная  А

входит в обе части уравнения. Справа нельзя использовать интегрирование

по частям — один из рядов будет расходящимся. По той же причине нель-

зя  менять  знаки  суммы  и  интеграла в  правой  части.  Решение  уравнения

однозначно определяет решение краевой задачи.

ТЕОРЕМА  1.  Для  достаточно  малых  решение  на отрезке

существует и единственно.

ТЕОРЕМА 2. Классическое решение  краевой задачи ТДС (1)-

(3) существует и единственно в

На основе принципа максимума для параболических уравнений доказан

ряд свойств классического решения краевой задачи ТДС, соответствующих

физическим  представлениям о динамике моделируемых процессов.

В  параграфе  2.2  рассматривается  связь  моделей  дегидрирования  с
учетом диффузии и с быстрой диффузией. Предположения: коэффициент
диффузии  имеет  вид  — число, а  — ограниченная при

функция;  при  каждом  существует  классическое  решение  краевой
задачи

(модели дегидрирования); существует непрерывно дифференцируемый пре-

дел решений  при  Доказано, что  не зависит от  и удовле-

творяет  уравнению  (8):



12

являющемуся уравнением модели при быстрой диффузии. При этом

В  ТРЕТЬЕЙ  ГЛАВЕ  строятся  разностные  схемы для  решения  по-
ставленных  краевых  задач.  В  параграфе  3.1  построены  разностные  схе-
мы порядка аппроксимации  — шаг по времени,  — шаг по
пространственной переменной) для задачи (1)-(3), в том числе — трехслой-
ная  явная  схема  на  равномерной  сетке.  Параграф  3.2  посвящен  числен-
ным методам для задач с подвижной границей. Для  модели с постоянной
концентрацией  в  гидриде  (варианты с объемной  и  поверхностной десорб-
цией, стр. 9) описан разностный численный метод порядка аппроксимации

являющийся развитием метода ловли подвижного фронта в узел
сетки. Разностная схема неявная на равномерной по пространственной пе-
ременной сетке. Шаг по времени  подбирается  (используется аппроксима-
ция условия  Стефана  (б))  так,  чтобы смещение подвижной  границы рав-
нялось с погрешностью аппроксимации шагу

Для  моделей  с диффузией  в  обеих  фазах  (стр.  7)  конструируется  чис-
ленный метод на основе метода выпрямления фронта. Замены переменных

сводят  краевую  задачу  с  подвижной
границей к задаче в фиксированной области  (но с нелинейно входящим в
уравнения  параметром  Для  полученной  задачи  построена  неявная

схема порядка аппроксимации  Значение параметра  на  теку-

щем слое времени определяется из аппроксимации условия  Стефана (6)  с

порядком
В параграфе 3.3 приведены результаты численных экспериментов. Об-

основана адекватность моделей. Изучено влияние параметров математиче-
ских моделей на вид кривых плотности десорбционного потока.  Получены
оценки  кинетических  параметров  для  гидрида  эрбия  (высокотемператур-
ный пик ТДС-спектра).

В  ПРИЛОЖЕНИИ  компактно  приведены  модели  дегидрирования,

подробно описанные в главе 1 диссертации.

В  ЗАКЛЮЧЕНИИ  сформулированы  следующие  выводы  по  резуль-

татам  диссертации.

1.  Построены математические модели выделения водорода из порошков
гидридов металлов в форме диффузионных краевых задач с подвиж-
ной границей, а также в форме систем нелинейных ОДУ  (диффузия
быстрая).

2.  Для краевой задачи ТДС с нелинейными динамическими граничны-
ми условиями  (дифференциальные уравнения на поверхности)  дока-
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залы существование и единственность классического решения. Иссле-

дованы свойства решения.

3.  Предложена  явная  трехслойная  разностная  схема  повышенного  по-

рядка аппроксимации для краевой задачи ТДС с нелинейными дина-

мическими граничными условиями.

4.  Для решения краевых задач с подвижной границей развиты числен-

ные  методы  для  задач  типа  Стефана:  ловли  подвижного  фронта  в

узел сетки и выпрямления подвижного фронта. Специфика: неклас-

сическое условие Стефана и нелинейные граничные условия.

5.  Показано, что влияние параметров десорбции, диффузии, растворе-
ния  на поверхности  на  вид десорбционных  кривых для  модели дега-
зации и моделей выделения водорода из порошков гидридов металлов
методом ТДС  находятся в соответствии с  современными физически-
ми представлениями.

6.  Получены  оценки  кинетических  параметров для  гидрида эрбия для

высокотемпературного пика ТДС-спектра,  соответствующего превра-

щению  (модель с быстрой диффузией, объемной десорб-

цией и балансом потоков десорбции и распада гидрида).
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