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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность работы, В настоящее время вычислительная техника 
развивается весьма стремительными темпами. Однако, ее базовые поня­
тия, сформированные на заре развития, актуальны до сих пор. К ним 
относятся, так называемые, структуры данных. Основными из них яв­
ляются стеки, очереди и деки. 

Наиболее часто, используемой в вычислительной технике и програм­
мировании, структурой данных является стек. Его понятие широко ис­
пользуется при разработке программного и аппаратного обеспечения ши­
рокого класса задач. 

В большинстве современных процессорах общего назначения так или 
иначе организована работа со стеком для выполнения операций, для пе­
редачи параметров процедурам и обращения к ним (Intel 8080, Intel 8085, 
Zilog Z80, Motorola 6800, Motorola 6809, Zilog Z8000, Zilog Z8001, Zilog 
Z8003, Motorola, Intel 432, HP 64000, VAX-11, Intel 80386, Intel 80286, 
Intel 8086, Intel Pentium, Intel Itanium, Эльбрус 1 и 2, транспьютер фир­
мы INMOS T 805). 

Самый распространенный способ представления стека — последова­
тельное представление в виде одномерного массива. В этом случае для 
хранения стека достаточно иметь переменную, которая указывает на вер­
шину стека. 

Однако, не существует общепринятого подхода к реализации стека 
при разработке аппаратного обеспечения. Эта проблема наряду с задачей 
управления стеками исследуется довольно давно. Часто рассматривают­
ся два варианта реализации стека: либо как часть основной оперативной 
памяти со своим особым механизмом формирования адресов, либо как 
отдельная сверхоперативная память с такой же организацией формиро­
вания адресов. В каждой из реализаций существуют свои достоинства и 
недостатки. Поэтому возможно компромиссное решение, когда несколько 
верхних ячеек стека располагать сверхоперативной памяти, а основную 
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часть в памяти второго уровня. 
В любом случае требуется разработка, как специальных алгоритмов 

распределения памяти, так и управления верхушкой стека. 
Например, в стековых компьютерах в случае переполнения и опусто­

шения верхушки стека были реализованы различные методы управле­
ния (Large Stack, Demand fed single element stack manager, Paging stack 
manager, An associative cache). 

Существует ряд теоретических работ, направленных на реализацию 
таких алгоритмов (Мазалов В.В., Соколов А.В., 1979; Hasegava M.Shigei 
Y, 1985; Соколов А.В. 2002). В качестве математической модели описыва­
ющей управление вершнпой стека в двухуровневой памяти было предло­
жено одпомерпое случайное блуждание. Однако некоторые специалисты 
считают, что модель классического случайного блуждания недостаточно 
точно описывает поведение стеков, а более адекватной была бы модель, 
в которой вероятность следующей операции со стеком зависит от того, 
какая операция была предыдущей. Простейшая модель такого рода ана­
лизируется в работе. 

Помимо задачи управления вершиной стека, актуальной является за­
дача управления несколькими стеками, а иметю их оптимальное рас­
пределение в памяти и максимизация времени работы до переполнения 
отведенной им памяти. 

Алгоритм Гаврика, решающий такую задачу, был описан Д.Кнутом. 
Одновременно им была поставлена задача разработать математическую 
модель процесса распределения памяти для двух стеков, растущих на­
встречу друг другу. В ряде работ (Соколов А.В., 1980; Yao А.С., 1981; 
Plajolet P., 1986; Loucbard G., Schott R., 1990; Maier R.S., 1991; Louchard 
G., 1994; Соколов А.В., 2002) была построена математическая модель 
процесса в виде двумерного случайного блуждания в треугольной обла­
сти с двумя отражающими экранами и одним поглощающим экраном. 
В то же время актуальной осталась задача распределения памяти для 
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большего числа стеков. 
Помимо аппаратного обеспечения понятие стека широко используется 

в программировании. Последовательное представление стеков использу­
ется наряду со связанным представлением, когда стек рассматривается 
в виде од несвязанного списка: каждый узел содержит поле информации 
и поле связи, известен указатель на первый элемент. Часто эти способы 
сравниваются программистами с точки зрения удобства их применения. 
Интересной является задача сравнения этих способов на основе матема­
тических моделей. 

Сейчас получают большое распространение устройства с ограничен­
ными ресурсами памяти. Это мобильные устройства, встроенные систе­
мы, бортовые и промышленные компьютеры, системы реального време­
ни, сетевые устройства и т.д. В своей работе они активно используют 
стековую архитектуру. Поэтому для подобных устройств актуально не 
только грамотное управление памятью как таковой, но и управление 
конкретными структурами данных, в частности, стеками. Это позволит 
повысить эффективность их работы и снизит затраты на производство. 

В последнее время вычислительная техника достигла небывалых вы­
сот. Наряду с многопроцессорными системами широкое распространение 
получили системы, основанные на многоядерных процессорах. Это мо­
гут быть мощные вычислительные серверы со множеством процессоров 
и однопроцессорные персональные компьютеры. В связи с этим особую 
важность приобрела задача исследования поведения стеков при парал­
лельном выполнении операций. 

В связи с вышеизложенным, построение математических моделей по­
ведения одного или нескольких стеков в памяти одного или двух уров­
ней, а также с учетом возможпого параллельного выполнения операций, 
является важной и актуальной задачей. 

Цель исследования. Построение математических моделей и алгорит­
мов оптимального управления стеками, с точки зрения максимизации 
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среднего времени до переполнения одного из стеков в памяти одного 
уровня и максимизации среднего времени работы до перераспределения 
одного стека в памяти двух уровней. 

Объекты исследования. В работе исследуются базовые структуры дан­
ных — стеки. В задаче оптимального управления одним стеком в двух­
уровневой памяти имеются в виду чистые стеки, когда разрешен доступ 
только к последнему включенному в стек элементу, а в задачах опти­
мального управления в одноуровневой памяти доступ во внутрь стека 
разрешен. В случае связанных представлений стеков имеются в виду чи­
стые стеки. 

Методы исследования. Аппарат случайных блужданий, цепей Марко­
ва, разностных уравнений, численные эксперименты с разработанными 
программами. 

Научная новизна. В работе предложены новые математические мо­
дели поведения трех и четырех стеков в памяти одного уровня, а также 
трех стеков в случае параллельного выполнения операций в памяти од­
ного уровня. Получены выводы об эффективности основных способов 
представления стеков с точки зрения максимизации среднего времени 
работы, в предположении, что известны вероятностные характеристики 
стеков. Предложена новая математическая модель, описывающая пове­
дение одного стека в двух уровневой памяти, когда вероятность опера­
ции, которая будет произведена со стеком иа следующем шаге, зависит 
от того, какая операция была произведена на текущем шаге. 

Разработан пакет программ, реализующий рассмотренные в работе 
математические модели. 

Практическая ценность. Предложенные в работе алгоритмы могут 
быть использованы при разработке аппаратного и программного обес­
печения ЭВМ со стековой организацией памяти и при реализации алго­
ритмов работы со стеками на обычных ЭВМ, 
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Вклад автора. Автором разработаны математические модели поведе­
ния трех и четырех стеков в памяти одного уровня, в том числе при 
параллельном выполнении операций, и математическая модель, описы­
вающая поведение одного стека в двух уровневой памяти, учитываю­
щая операцию, произведенную на предыдущем шаге. Автором разрабо­
тан пакет программ, реализующих математические модели. Результаты, 
изложенные в работе, получены автором самостоятельно. В совместных 
публикациях каждый из соавторов внес равный научный вклад. 

Апробация работы. Основные материалы диссертации представлялись 
па Пятом Международном Конгрессе по математическому моделирова­
нию (Дубна, 2002 г.); на V международной конференции "Дискретные 
модели в теории управляющих систем'1 (Ратмино, 2003 г.); на IV Всерос­
сийском симпозиуме по прикладной и промышленной математике (Лет­
няя сессия. Петрозаводск, июнь 2003 г.), (Осенняя сессия. Сочи, октябрь 
2003 г.); на Первой Всероссийской научной конференции "Методы и сред­
ства обработки информации"(Москва, 2003 г.); на Шестой Международ­
ной Петрозаводской конференции "Вероятностные методы в дискретной 
математике "(Петрозаводск, 2004); на VII Международной конференции 
"Дискретные модели в теории управляющих систем "(Москва, 2006г.); на 
Российско-Скандинавском симпозиуме "Теория вероятностей и ее прило­
жения" (Петрозаводск, 2006г.). 

Работа поддержана грантами РФФИ №01-01-0113, №06-01-00303. 

Публикация работ. По теме диссертации опубликованы 8 статей, в 
том числе 2 статьи в журналах, входящих в список изданий рекомендо­
ванных ВАК, и 6 тезисов докладов. 

Структура и, объец диссертации. Диссертация состоит из введения, 
четырех глав, заключения и списка литературы, изложена на 146 стра­
ницах. Список литературы содержит 54 наименования. 
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СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 
Во введении кратко изложена ситуация в предметной области, отме­

чена актуальность работы и обоснована тема диссертации. Приведены 
основные результаты работы. 

В первой главе предложены и исследуются математические модели, 
описывающие несколько методов представления трех стеков в памяти од­
ного уровня, как то: представление трех стеков, как четырех, связанное и 
страничное представление. Эти методы сравниваются с последователь­
ным способом, когда два стека растут навстречу друг другу, а третий 
расположен в оставшемся пуле памяти. 

В данной главе определяется какой из методов эффективнее в пред­
положении, что известны некоторые вероятностные характеристики сте­
ков. Критерий оптимальности — среднее время до переполнения памяти. 

В качестве моделей предложены случайные блуждания по целочис­
ленной решетке в различных областях трех и четырехмерного простран­
ства. 

Первый способ — представление трех стеков, как четырех. В дан­
ном способе представления память разделена иа две части к и т — к 
элементов. Один из трех стеков начинает расти из точки к: при четном 
включении на единицу влево, при нечетном включении на единицу впра­
во; при включении и исключении элементов нужно помнить положение 
вершины этого стека. Два других стека растут навстречу этому стеку, 
из противоположных концов памяти. Текущие длины стеков обозначе­
ны через xiiX2,X3)X4 . В качестве математической модели рассмотрено 
четырехмерное блуждание в области: ati + х% + зсз + Х4 < m,xi +x2 < 
к, Хз + Xi < т — к. Область блуждания пронумерована. Получена од­
нородная поглощающая цепь Маркова. Доказана теорема о виде под­
матрицы Q, соответствующей переходам из невозвратных состояний в 
невозвратные, матрицы вероятностей переходов для данной цепи. Вы­
числена фундаментальная матрица N = {I — Q)~ l. Зная эту матрицу, 
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можно вычислить среднее время. Предложен алгоритм решения задачи: 
построить матрицу Qt вычислить матрицу N для возможных начальных 
разбиений памяти к и выбрать оптимальное. Оптимальным будет такое 
к, которое соответствует максимальному среднему времени. Вычислено 
оптимальное среднее время для каждого из трех случаев: когда из точ­
ки к растет первый стек, второй и третий. Написана программа, которая 
реализует данный алгоритм. 

Второй способ — это связанное представление. В этом способе три сте­
ка располагаются связанно в памяти размером т единиц. Текущие дли­
ны стеков обозначены через ЯьЗй, х$. В качестве математической модели 
рассмотрено случайное блуждание в пирамиде Х\ + х% + х$ < у , т.к. по­
ловина памяти тратится на связи. Пронумерованная область блуждания 
представляет собой однородную поглощающую цепь Маркова, Доказа­
на теорема о виде подматрицы Q вероятностей переходов из невозврат-
пых состояний в невозвратные однородной поглощающей цепи Маркова. 
Предложен алгоритм решения задачи: построить матрицу Q, вычислить 
фундаментальную матрицу N и среднее время работы со стеками. На­
писана программа, реализующая данный алгоритм. 

Также рассмотрено страничное представление трех стеков в памяти 
размером m единиц, в котором предполагается, что существует связ­
ный список свободных страниц одинаковой длины, а каждый из стеков 
представлен в виде связанного списка занятых страниц, где один эле­
мент каждой страницы тратится на связь. Текущие длины стеков обо­
значены через х\,хъ,х$. Оптимальный размер страницы с точки зрения 
максимизации количества единиц памяти, которое используется под дан­
ные, х = у/т. В качестве математической модели рассмотрено случайное 
блуждание в пирамиде, Xi+X2 + x$ < m": 

• т* — т — ** для случая, когда память используется полностью 
(максимально), т.е. после переполнения одного из стеков, когда в 
списке свободной памяти нет свободных страниц, две другие стра-
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ницы, с которыми работали два других стека, тоже заполнены пол­
ностью; 

• т* — т — ^ — 2 • (х — 2) для случая, когда память используется 
не полностью (минимально), т.е. после переполнения из одного из 
стеков* когда в списке свободной памяти нет свободных страниц, 
две другие страницы, с которыми работали два других стека, за­
полнены минимально, в них содержится только по одной единице 
данных. 

Возможны две оценки для среднего времени: максимальная и минималь­
ная. Состояния пронумерованы также, как и в задаче о связанном пред­
ставлении трех стеков. Матрица переходов из невозвратных состояний в 
невозвратные Q для случая страничной организации памяти имеет та­
кую же структуру, как для случая связанной организации памяти, за 
исключением того, что ее размерность в х раз меньше. Вычислена фун­
даментальная матрица N для каждого из случаев. Получены две оценки 
для среднего времени — максимальная и минимальная. Написана про­
грамма, которая реализует данный алгоритм. 

Во второй главе предложены и исследуются математические модели, 
описывающие несколько методов представления четырех стеков в па­
мяти одного уровня. Рассмотрено последовательное, связанное и стра­
ничное представление. Определяется какой из методов эффективнее в 
предположении, что известны некоторые вероятностные характеристи­
ки стеков. Критерий оптимальности — среднее время до переполнения 
памяти. 

В качестве моделей предложены случайные блуждания по целочис­
ленной решетке в различных областях четырехмерного пространства. 

Первый способ — связанное представление. Рассмотрено четыре стека 
в памяти размером m единиц. Текущие длины стеков обозначены через 
Х\,хъ,хг,Х4. В качестве математической модели рассмотрено четырех-
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мерное блуждание в области х\ + х% + х$ + хл, < ^ , т.к. половина памяти 
тратится на связи. Вводится нумерация состояний. Пронумерованные со­
стояния представляют собой однородную поглощающую цепь Маркова. 
Предложен алгоритм решения задачи: построить матрицу Q, вычислить 
фундаментальную матрицу N и среднее время работы со стеками. На­
писана программа, реализующая данный алгоритм. 

Второй способ — страничное представление. Рассматривается четы­
ре стека в страничной памяти размера m единиц. Оптимальный размер 
страницы х — J%f*. Текущие длины стеков обозначены через xi, х$, х2, Ж4* 
В качестве математической модели рассмотрено случайное блуждание в 
области xi + Х3 + хз + х± < т*: 

• т* = т — ^ для случая, когда память используется полностью 
(максимально), т.е. после переполнения из одного из стеков, ко­
гда в списке свободной памяти нет свободных страниц, три другие 
страницы, с которыми работали три других стека, тоже заполнены 
полностью, 

• т* = m — ^ — 3 - (х — 2) для случая, когда память используется 
не полностью (минимально), т.е. после переполнения из одного из 
стеков, когда в списке свободной памяти нет свободных страниц, 
три другие страницы, с которыми работали три других стека, за­
полнены минимально, в них содержится только по одной единице 
данных. 

Возможны две оценки для среднего времени: максимальная и минималь­
ная. Состояния пронумерованы также, как и в задаче о связанном пред­
ставлении четырех стеков. Матрица Q для случая страничной организа­
ции памяти будет иметь такую же структуру, как для случая связанной 
организации памяти, за исключением того, что ее размерность в х раз 
меньше. Вычислена фундаментальная матрица N для каждого из слу­
чаев. Получены две оценки для среднего времени — максимальная и ми-
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нимальная. Написана программа, которая реализует данный алгоритм. 
Третий способ — последовательное представление. Пусть в памяти 

объема т единиц расположены четыре стека. Двум стекам, растущим 
навстречу друг другу, выделено к единиц памяти, двум другим стекам, 
растущим на встречу друг другу, выделено т — к единиц памяти. За­
дача заключается в том, чтобы найти такое оптимальное разбиение па­
мяти на две части размерами к и m — к элементов, и определить какой 
из трех стеков будет объединен в пару с первым так, что бы среднее 
время работы со стеком было бы максимальным. Текущие длины сте­
ков обозначены через хх,Х2,хз,Х4. В качестве математической модели 
рассмотрено четырехмерное блуждание в области зя + #2 + #з + ^4 < 
т , х\ + Х2 < к, хз 4- яч < т — к. Область блуждания совпадает с обла­
стью блуждания для задачи о представлении трех стеков, как четырех. 
Воспользуемся уже введенной нумерацией состояний и теоремой о ви­
де подматрицы Q вероятностей переходов из невозвратных состояний в 
невозвратные. Вычислена фундаментальная матрица N. Предложен ал­
горитм решения задачи: построить матрицу Q, вычислить матрицу N 
для возможных начальных разбиений памяти к и выбрать оптимальное. 
Оптимальным является такое к, которое соответствует максимальному 
среднему времени. Вычислено оптимальное среднее время для каждого 
из трех случаев: когда в первую пару объединены первый и второй стек, 
первый и третий, первый и четвертый. Написана программа, реализую­
щая данный алгоритм. 

Среднее время в случае последовательного представления, для боль­
шинства наборов вероятностей, больше, чем среднее время во всех осталь­
ных способах представления. Если же длина информационной части боль­
ше, чем длина поля связи, то при достаточно большом размере инфор­
мационной части, связанный способ становится лучше, с точки зрения 
максимизации среднего времени, чем последовательный. 

В третьей главе рассматривается задача об оптимальном способе раз-
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мещения трех стеков в памяти одного уровня в случае параллельного 
выполнения операций. 

Исследовано два случая; первый — когда возможны только парал­
лельные включения в один и более стеков или параллельные исключения 
в один и более стеков, и второй — когда возможно не более двух парал­
лельных операций (включение, исключение) с любыми из трех стеков. 

Для каждого случая рассмотрено последовательное, связанное п стра­
ничное представление. Выяснено в предположении, что известны некото­
рые вероятностные характеристики стеков, какой из методов эффектив­
нее с точки зрения среднего времени работы до переполнения памяти. В 
качестве моделей предложены случайные блуждания по целочисленной 
решетке в различных областях трехмерного пространства. 

В памяти объема m > 0 условных единиц расположены три парал­
лельных стека, вероятностные характеристики которых известны. Теку­
щие длины стеков — х\, хд, х$. 

В случае последовательного представления двум стекам, растущим 
навстречу друг другу, отведено а единиц памяти, а третьему стеку — т— 
s единиц. Задача заключается в том, чтобы разбить память на две части 
так, чтобы среднее время работы со стеками было бы максимальным, 
т.е. необходимо определить оптимальное значение s. Также необходимо 
выяснить, какой из трех стеков следует расположить отдельно в m — s 
единиц памяти. 

Для первого варианта рассмотрен более простой случай, когда воз­
можны только включения в стеки. Пусть первый и второй стеки объеди­
нены в пару, а третий стек расположен отдельно. Введены обозначения: 
х = Х\ + Х2,у = х$. Тогда в качестве математической модели удобно 
рассмотреть двумерное случайное блуждание внутри прямоугольника, 
х >= 0,у >= 0,а; < s+ 1,у < m — s + 1. Процесс выходит из начала 
координат и поглощается на прямых х = 8-Ь1иу = т — в + 1. Среднее 
время блуждания до поглощения Т(х,у), если начальной точкой блуж-
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дания была точка {х,у) равно Т(х,у) = т-Т{х,у) + рх -Т(х + 1,у) +Рз • 
Т(х,у + 1)+Рз-Т(х + 1,у + 1)+р4-Т(х+2>У)+р5-Т(х+2,у + 1) + 1. Попав 
на границы области блуждания происходит поглощение и следовательно 
T( s+ l ,y ) = 0,T(x,m — s + 1) = 0 и T{x,m~ s + 2) = 0. Предложен алго­
ритм решения задачи: выбор стека, который будет расположен отдельно, 
и нахождение такого значения st чтобы Г(0,0) было максимальным. Раз­
работана программа, реализующая данный алгоритм. 

В общем случае в качестве математической модели задачи рассмотре­
но случайное блуждание точки, координаты которой определяются теку­
щими длинами стеков (хх, х$, Хз), по целочисленной решетке в простран­
стве внутри треугольной призмы х\ 4- х^ < 5, Жз < m — 5. Предложена ну­
мерация состояний. Получена однородная поглощающая цепь Маркова. 
Доказана теорема о виде подматрицы Q вероятностей переходов данной 
цепи, соответствующая переходам из невозвратных состояний в невоз­
вратные. Предложен алгоритм решения задачи: построить матрицу Q, 
вычислить матрицу N для возможных начальных разбиений памяти $ и 
выбрать оптимальное. Оптимальным будет такое s, которое соответству­
ет максимальному среднему времени. Вычислено оптимальное среднее 
время для каждого из трех случаев; когда отдельно расположен первый 
стек, второй и третий. Написана программа, реализующая данный алго­
ритм. 

Для случая связанного представления трех стеков, расположенных 
связанно в памяти размером m единиц, в качестве математической мо­
дели рассмотрено случайное блуждание в пирамиде Ж1 + Жа + Хз < у,т.к. 
половина памяти тратится на связи. Введена нумерация состояний. До­
казана теорема о виде подматрицы Q вероятностей переходов из невоз­
вратных состояний в невозвратные однородной поглощающей цепи Мар­
кова. Предложен алгоритм решения задачи: построить матрицу Q, вы­
числить фундаментальную матрицу N и среднее время работы со стека­
ми. Написана программа, реализующая данный алгоритм. 
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Также рассматривается страничное представление трех стеков в па­
мяти размера m единиц, в котором предполагается, что существует связ­
ный список свободных страниц одинаковой длины, а каждый из стеков 
представлен в виде связанного списка занятых страниц, где один элемент 
каждой страницы тратится на связь. Через #1,2:2, жз обозначены теку­
щие длины стеков. Оптимальный размер страницы х — y/in. В качестве 
математической модели рассмотрено случайное блуждание в пирамиде 
Х1 + х2 + х3 < т": 

• т* = т — -£ для случая, когда память используется полностью 
(максимально), т.е. после переполнения одного из стеков, когда в 
списке свободной памяти нет свободных страниц, две другие стра­
ницы, с которыми работали два других стека, тоже заполнены пол­
ностью; 

• ш* = т — ^ — 2 • (х - 2) для случая, когда память используется 
не полностью (минимально), т.е. после переполнения из одного из 
стеков, когда в списке свободной памяти нет свободных страниц, 
две другие страницы, с которыми работали два других стека, за­
полнены минимально, в них содержится только по одной единице 
данных. 

Возможны две оценки для среднего времени: максимальная и минималь­
ная. Состояния пронумерованы также, как и в задаче о связанном пред­
ставлении трех стеков. Матрица Q для случая страничной организации 
памяти будет иметь такую же структуру, как для случая связанной орга­
низации памяти, за исключением того, что ее размерность в х раз мень­
ше. Вычислена фундаментальная матрица N для каждого из случаев. 
Получены две оценки для среднего времени — максимальная и минп-
мальпая. Написана программа, которая реализует данный алгоритм. 

Второй случай, когда существуют два процессора и возможно не бо­
лее двух одновременных включений или исключений в три стека в па-
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мяти одного уровня рассмотрен аналогичным способом. 
Среднее время в случае последовательного представления, для боль­

шинства наборов вероятностей, лучше, чем среднее время во всех осталь­
ных способах представления. Минимальная оценка для среднего време­
ни в случае страничного представления трех стеков больше, чем среднее 
время в случае связанного представления, начиная с некоторого, доста­
точно большого, размера памяти. В случае, когда информационная часть 
больше единицы, с увеличением ее размера среднее время до переполне­
ния в случае связанного представления больше, чем в случае последова­
тельного представления. 

В четвертой главе, предложена и исследуется немарковская модель 
поведения стека, когда вероятность операции, которая будет произведена 
ео стеком на следующем шаге, зависит от того, какая операция была 
произведена на текущем шаге. 

Рассмотрена ситуация, когда стек значительно превосходит выделен­
ный для него участок быстрой памяти размера т. В этом случае в быст­
рой памяти всегда хранится вершина стека, а остальная часть находится 
в памяти второго уровня. 

Поставлена задача определить, как производить перераспределение 
стека между уровнями памяти, чтобы минимизировать средние времен­
ные затраты. Под перераспределением понимается перепись хо +1 верх­
них элементов стека с памяти второго уровня в быструю память, ес­
ли быстрая память стала пустой (теперь, после исключения элемента, 
в быстрой памяти будет хо элементов), или выталкивание т — XQ + 1 
элементов на второй уровень и, возможно, перепись хо — 1-верхних эле­
ментов стека в начало быстрой памяти, если произошло ее переполнение 
(теперь, после включения нового элемента в стек, в быстрой памяти ста­
нет Хо элементов). 

Задача заключается в определении такого состояния XQ (1 < х$ < т ) , 
в которое происходит переход после перераспределения памяти. 
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Вероятности переходов изменяются следующим образом. Если стек 
перешел в состояние XQ — 1, то вероятность возврата в состояние ха рав­
на pit а вероятность перехода в состояние XQ — 2 равна 1 — pi. Если стек 
перешел в состояние хо + 1, то вероятность возврата в состояние хо рав­
на P2i а вероятность перехода в состояние хо + 2 равна 1 — рз- То есть 
параметры pi и pj определяют вероятность возвращения в состояние, нз 
которого стек перешел в заданное, в зависимости от того включение или 
исключение элемента произошло. Заметим, что в случае Pi = Рз = Р 
вероятность вернуться не зависит от операции, которая произошла со 
стеком, а в случае pi — рг = 1/2 — имеем классическое симметричное 
случайное блуждание. 

Рассмотрены следующие возможные способы управления вершиной 
стека с различными начальными вероятностями переходов: 

• Пусть факт переполнения или опустошения вершины стека пе от­
слеживается. ТЪгда можно считать, что вероятность включения и 
исключения элемента из начального состояния равна 1/2. Для всех 
остальных состояний вероятность возвращения в предыдущее со­
стояние при исключении равна pi, при включении — рз, а вероят­
ность удаления от него соответственно равная = 1—Pi н 9а = 1—Рг. 

• Возможна реализация такого алгоритма управления вершиной, при 
котором отслеживается переполнение или опустошение вершины 
стека. Тогда необходимо определить оптимальное состояние, в ко­
торое нужно перейти в каждом из этих случаев: 

1. Пусть произошло переполнение и стек перешел в некоторое 
состояние г (последняя операция перед перераспределением — 
включение). ТЪгда рг — вероятность перехода из г-го состояния 
в i — 1, и, соответственно, 1 — рг — вероятность перехода из 
состояния г в состояние г 4- 1. 
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2. Пусть произошло опустошение и стек перешел в некоторое со­
стояние г (последняя операция перед перераспределением — 
исключение). Тогда рх — вероятность перехода из состояния г 
в i + 1, и, соответственно, 1 — j>i — вероятность перехода из 
состояния i в состояние г — 1. 

Рассмотрена задача нахождения оптимального состояния вершины 
стека для трех рассмотренных методов управления и для следующего 
критерия оптимизации — максимизация среднего времени между двумя 
последовательными перераспределениями. 

Для решения задачи осуществлен переход от немарковской модели к 
цепи Маркова путем удвоения числа состояний. 

В качестве состояний рассматриваются переходы из одного состоя­
ния стека в другое: каждому состоянию г поставим в соответствие пару 
состояний (г, i 4- 1) и (г + 1, i). Тогда состояния будут нумероваться так: 
сначала из i в i + 1, т. е. (i,i + l) , затем обратно в i из г + 1, т. е. (i + l,i). 

Доказана теорема о виде подматрицы Q вероятностей перехода из 
невозвратных состояний в невозвратные при заданном размере памяти 
т и заданных вероятностях включения и исключения. Предложен алго­
ритм решения задачи: построить матрицу Qt вычислить фундаменталь­
ную матрицу N для возможных начальных состояний и выбрать опти­
мальное состояние. Оптимальным будет то состояние, которое соответ­
ствует максимальному среднему времени. Написана программа, которая 
реализует этот алгоритм. 

В заключепии приведены основные результаты, полученные в дис­
сертации: 

1. Математические модели, описывающие поведение трех стеков в па­
мяти одного уровня для следующих вариантов представления сте­
ков: последовательное представление трех стеков как четырех, свя­
занное, страничное представление. 
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2. Математические модели, описывающие поведение четырех стеков 
в памяти одного уровня для следующих способов представления 
стеков: последовательное, связанное, страпичпое представление. 

3- Математические модели, описывающие поведение трех стеков в па­
мяти одного уровня в случае параллельного выполнения операций 
для следующих способов представления стеков: последовательное, 
связанное, страничное представление. 

4. Немарковская модель поведения одного стека в двухуровневой па­
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