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Общая характеристика работы
Актуальность темы. Экологическая обстановка в регионе напрямую за-

висит от качества воды в региональных водных объектах. За последние де-
сятилетия концентрации субстратов в сточных водах значительно увеличи-
лись. Существующие технологии не всегда могут обеспечить необходимую
степень очистки сточных вод, в результате исследование процессов биологи-
ческой очистки приобрело особенно важное значение. Формальное описание
и создание математических моделей этих процессов в настоящее время стало
необходимым элементом исследований.

Математическому моделированию процесса биоочистки и расчетом очист-
ных сооружений посвящены работы Вавилина В. А., Васильева В. Б., Бра-
гинского Л. Н., Жмур Н. С., Карюхиной Т. А., Яковлева С. В. и др.
В конце 80-х гг. XX века была предложена математическая модель про-
цесса биоочистки ASM1, ее авторы Хенце М. (Henze M.), Гуйер В. (Gujer W.),
Мацуо Т. (Matsuo T.) и др. задали направление для большого количе-
ства дальнейших исследований, которые проводили Ванроллегем П. А.
(Vanrolleghem P. A.), Дочейн Д. (Dochain D), Найтс К. Д. (Knightes C. D.),
Чай К. (Chai Q.) и др. Проблема удаления соединений азота из городских и
промышленных сточных вод путем нитрификации и денитрификации опре-
делила главное направление исследований последних десятилетий.

Большие финансовые затраты на процесс биоочистки обусловливают вос-
требованность минимизации этих затрат. Таким образом, оптимизация про-
цесса биологической очистки сточных вод представляет особый научный и
практический интерес.

Степень разработанности. Многие существующие математические мо-
дели процесса биоочистки, например, предложенные Вавилиным В. А. и
др., построены на основе уравнений материального баланса. Эти модели не
учитывают насыщение микроорганизмов субстратом, кислородом и прочие
факторы, влияющие на кинетику окислительных процессов. В тоже время
ASM-модели в большей мере учитывают особенности процесса биоочистки,
но являются настолько сложными (большая размерность и большое количе-
ство параметров), что их идентификация и исследование вызывают непре-
одолимые трудности.

При построении математических моделей необходимо чтобы, с одной сто-
роны, они были достаточно простыми для исследования, а с другой сторо-
ны, являлись адекватными процессу биоочистки. В силу большого количе-
ства параметров нахождение их значений — не простая задача. За последнее
время были предложены различные подходы для параметрической иденти-
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фикации, причем значения параметров определялись экспериментально и с
помощью математического моделирования. Часто на очистных сооружениях
в силу малого количества экспериментальных данных применение этих под-
ходов затруднено. В большинстве существующих работ с целью поддержания
выходных модельных концентраций в допустимых границах и оптимизации
процесса биоочистки предложены методы управления, которые заключают-
ся в изменении скорости подачи активного ила или сточных вод. Введение
такого типа управления не всегда возможно на существующих очистных со-
оружениях.

Цель и задачи. Целью диссертационной работы является развитие мето-
дов математического моделирования и разработка алгоритмов оптимизации
процесса биологической очистки сточных вод. Достижение поставленной це-
ли требует решения следующих задач:

– построение математической модели с переменной структурой процесса
биоочистки сточных вод в аэротенках промежуточного типа, учитывающей
особенности протекания процессов окисления аммония, органического суб-
страта и межвидовую конкуренцию микроорганизмов за кислород;

– разработка модификации численного метода и проведение серии вычис-
лительных экспериментов для параметрической идентификации математиче-
ских моделей процесса биоочистки;

– разработка алгоритмов оптимизации расхода кислорода в процессе био-
очистки сточных вод в аэротенках промежуточного типа и аэротенках-
смесителях;

– построение модели стабилизации процесса биоочистки в аэротенках-
смесителях;

– разработка алгоритма нахождения оптимальной схемы кредитования в
задаче инвестирования очистных сооружений;

– разработка комплекса проблемно-ориентированных программ.
Объект исследования — процесс биологической очистки сточных вод.

Предмет исследования — математические модели, алгоритмы для их чис-
ленного анализа и результаты вычислительных экспериментов. В работе ис-
пользованы аналитические и качественные методы исследования систем
обыкновенных дифференциальных уравнений, численные методы интегри-
рования обыкновенных дифференциальных уравнений и параметрической
идентификации.

Научная новизна работы. Для описания процесса биоочистки сточных
вод в аэротенках промежуточного типа на основе компартментального под-
хода предложены две математические модели с переменной структурой, учи-
тывающие динамику концентраций органического субстрата, аммония и двух
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видов микроорганизмов. При этом для учета межвидовой конкуренции мик-
роорганизмов активного ила за кислород в модели введены пороговые функ-
ции. В первой из этих моделей концентрация кислорода в каждом субком-
партменте считается постоянной. Во второй — предложены уравнения ди-
намики концентрации кислорода, что позволяет ввести в модель управле-
ние. Предложена модификация численного метода параметрической иденти-
фикации моделей. Предложен алгоритм минимизации расхода кислорода в
процессе биоочистки при условии поддержания выходных концентраций суб-
стратов в определенных границах.

Для описания процесса биоочистки сточных вод в аэротенках-смесителях
предложена математическая модель, учитывающая динамику концентраций
субстрата одного типа и микроорганизмов одного вида, найдено инвариант-
ное множество динамической системы, задающей эту модель. Разработан ал-
горитм оптимизации расхода кислорода в аэротенках-смесителях.

Задача стабилизации процесса биоочистки в аэротенках-смесителях реше-
на на основе подхода, предложенного Кирилловым А. Н. в работе1, и моде-
ли, предложенной в работе2 Григорьевой Е. В. (Grigorieva E. V.) и Хайло-
вым Е. Н. (Khailov E. N.).

Предложены уравнения динамики стоимости основных производственных
фондов и общей условной прибыли за период кредитования при модерниза-
ции очистных сооружений. Разработан алгоритм нахождения оптимальной
схемы кредитования в задаче инвестирования очистных сооружений.

Теоретическая и практическая значимость работы. Настоящая ра-
бота будет способствовать развитию методов математического моделирова-
ния процессов биологической очистки сточных вод. Полученные в диссерта-
ции результаты могут быть использованы для прогнозирования и управления
процессом очистки сточных вод в аэротенках-смесителях и аэротенках проме-
жуточного типа, а также при выборе оптимальной схемы кредитования при
модернизации очистных сооружений. Для реализации методов моделирова-
ния по теме диссертации разработан комплекс проблемно-ориентированных
программ.

Положения, выносимые на защиту:

1. Метод математического моделирования процесса биоочистки сточных
вод в аэротенках промежуточного типа, учитывающий кинетику про-

1Кириллов А. Н. Задачи стабилизации экологических систем // Обозрение прикладной и промышлен-
ной математики. 1994. Т. 1, вып. 6. С. 883–892.

2Grigorieva E. V., Khailov E. N. Optimal control of a waste water cleaning plant // UAB Conference on
Differential Equations and Computational Simulations. Electronic Journal of Differential Equations, Conf 19.
USA. Eighth Mississippi State, 2010. P. 161–175. URL: http://ejde.math.txstate.edu.
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текания процессов окисления аммония, органического субстрата и меж-
видовую конкуренцию микроорганизмов за кислород.

2. Алгоритмы решения задач оптимизации расхода кислорода в про-
цессе биоочистки сточных вод в аэротенках промежуточного типа и
аэротенках-смесителях.

3. Модификация численного метода параметрической идентификации, ис-
пользующего функции чувствительности.

4. Модель стабилизации процесса биоочистки в аэротенках-смесителях.

5. Программный комплекс для решения оптимизационных задач процесса
биоочистки на очистных сооружениях.

Связь работы с научными программами, темами. Основные ре-
зультаты диссертации были получены в рамках выполнения исследований
при финансовой поддержке Отделения математических наук РАН (проект
по Программе № 3 «Идентификация и управление в нелинейных системах с
переменной структурой и динамическими граничными условиями»), и Про-
граммы стратегического развития ПетрГУ в рамках реализации комплекса
мероприятий по развитию научно-исследовательской деятельности.

Апробация работы. Диссертационное исследование проводилось при по-
стоянном взаимодействии с сотрудниками Испытательной лаборатории кон-
троля качества вод канализационных очистных сооружений г. Петрозавод-
ска, что способствовало более адекватному описанию процесса биологической
очистки сточных вод. Акт об использовании результатов кандидатской дис-
сертационной работы приведен в приложении Г диссертации.

Результаты диссертационной работы были представлены и обсуждались
на нижеследующих конференциях.

1. Вторая всероссийская молодежная научная конференция «Естествен-
нонаучные основы теории и методов защиты окружающей среды»,
г. Санкт-Петербург, 23–24 апреля 2012 г.

2. Десятые международные Колмогоровские чтения, г. Ярославль,
15–18 мая 2012 г.

3. Тринадцатый всероссийский симпозиум по прикладной и промышленной
математике, г. Петрозаводск, 2–9 июня 2012 г.

4. Международная конференция по вычислительным и информационным
технологиям для наук об окружающей среде «CITES-2013», г. Петроза-
водск, 1–5 сентября 2013 г.
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5. Третья национальная научная конференция с международным участием
«Математическое моделирование в экологии», г. Пущино, 21–25 октяб-
ря 2013 г.

6. Сорок пятая международная научная конференция аспирантов и сту-
дентов «Процессы управления и устойчивость», г. Санкт-Петербург,
1–4 апреля 2014 г.

По материалам диссертации опубликовано семь работ, из них три статьи в
журналах из «Перечня российских рецензируемых научных журналов» [1–3],
одна статья в сборнике трудов конференции [4], тезисы трех докладов [5–7].

Личный вклад автора. Содержание диссертации и основные положе-
ния, выносимые на защиту, отражают персональный вклад автора в опубли-
кованные работы. Подготовка к публикации полученных результатов прово-
дилась совместно с соавторами, причем вклад диссертанта был значитель-
ным. Все представленные в диссертации результаты получены лично авто-
ром.

Структура и объем работы. Диссертационная работа состоит из вве-
дения, четырех глав, заключения, списка литературы и четырех приложе-
ний. Общий объем диссертации составляет 114 страниц. Список литературы
включает 86 наименований.

Автор выражает благодарность за предоставленную помощь при проведе-
нии диссертационного исследования сотрудникам Испытательной лаборато-
рии контроля качества вод филиала ОАО «Петрозаводские коммунальные
системы» «Водоканал», в частности гидробиологу Рейсс Т. В., и инженеру-
технологу цеха очистных сооружений канализации Гориной С. А.

Содержание работы
Во введении отражены актуальность, научная новизна, теоретическая

и практическая значимость работы, определены объект, предмет и методы
исследования, поставлены цель и задачи исследования, сформулированы по-
ложения, выносимые на защиту, указаны структура и объем работы.

В первой главе диссертации описаны различные этапы и сооружения
биологической очистки сточных вод, приведен краткий обзор существующих
математических моделей процесса биоочистки. Обоснованы цель и задачи
диссертационного исследования.

Во второй главе предлагается математическая модель процесса биоло-
гической очистки сточных вод в аэротенках промежуточного типа, в кото-
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рые активный ил с концентрацией X и сточные воды поступают непрерывно.
Иловая смесь подается в начало аэротенка и движется вдоль его оси. Сточ-
ные воды, содержащие различные типы субстратов, поступают с одинаковой
объемной скоростью равными порциями в нескольких точках аэротенка.

В качестве примера построенная модель применяется к аэротенку кана-
лизационных очистных сооружений (КОС) г. Петрозаводска. На рисунке 1
представлена схема этого аэротенка, пунктиром отмечены места отбора проб,
которые являются условными границами компартментов 𝐶𝑗 (𝑗 = 1, 2, . . . ).
Места вхождения сточных вод и отбора проб естественным образом делят
аэротенк на субкомпартменты 𝑧𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . ) (рисунок 2).

Рис. 1: Схема разделения аэротенка на компартменты, где ∙ — место отбора проб; ∘ —
место вхождения сточных вод в аэротенк; � — место вхождения иловой смеси в

аэротенк; → — направление движения иловой смеси; --- — граница компартмента

Рис. 2: Схема разделения аэротенка на субкомпартменты, где ∙ — место отбора проб; ∘ —
место вхождения сточных вод в аэротенк; � — место вхождения иловой смеси в

аэротенк; → — направление движения иловой смеси; --- — граница субкомпартмента

Концентрацию органического субстрата, как правило, характеризуют зна-
чением БПКПОЛН

3. Введем обозначения, в которых для простоты записи не
использованы номера компартментов. Концентрации на входе и выходе из

3Полное биохимическое потребление кислорода — количество кислорода, которое необходимо для
аэробного биохимического окисления органических соединений под действием микроорганизмов.

8



компартмента соответственно: SinS , SS — легко биоразложимых органических
веществ (г БПКПОЛН/м3), SinNH , SNH — аммония (г NH4/м3), Xin

H ,XH — ге-
теротрофных микроорганизмов (г гетеротрофов/м3), Xin

A ,XA – автотроф-
ных микроорганизмов (г автотрофов/м3), SinO , SO — растворенного кислоро-
да (г O2/м3). Параметры модели: KS — константа полунасыщения гетеро-
трофов легко биоразложимыми органическими веществами (г БПКПОЛН/м3),
KNH — константа полунасыщения автотрофов аммонием (г NH4/м3), KO ,H —
константа полунасыщения гетеротрофов кислородом (г O2/м3), KO ,A — кон-
станта полунасыщения автотрофов кислородом (г O2/м3), YH — константа
перехода массы легко биоразложимого органического субстрата в биомассу
гетеротрофов (г гетеротрофов/г БПКПОЛН), YA — константа перехода массы
аммония в биомассу автотрофов (г автотрофов/г NH4), bH — скорость распа-
да гетеротрофов (1/мин), bA — скорость распада автотрофов (1/мин), 𝜇H —
максимальная скорость роста гетеротрофов (1/мин), 𝜇A — максимальная ско-
рость роста автотрофов (1/мин).

Влияние насыщения микроорганизмов субстратом и кислородом на скоро-
сти окислительных реакций учтено с помощью функций Моно

𝑓(𝑆,𝐾) =
𝑆

𝑆 +𝐾
.

В общей биомассе активного ила гетеротрофов значительно больше, чем ав-
тотрофов. Гетеротрофные микроорганизмы преимущественно окисляют ор-
ганический субстрат. Отметим, что в значение БПКПОЛН включен расход кис-
лорода на окисление всех органических веществ, в том числе тех, которые
не будут окислены в аэротенке. В [3] предложена пороговая функция, позво-
ляющая описать переключение процессов окисления с органики на аммоний
при достижении концентрацией SS некоторого значения 𝜅+ 𝛿:

𝑓1(SS ) =
1

1 + e
10 6

(︁
𝜅+𝛿
SS

−1
)︁ , (1)

где 𝜅 — значение SS на выходе из аэротенка, 𝛿 = 10−3. Константа 106 обес-
печивает близость функции 𝑓1(SS ) к разрывной ступенчатой функции, при
этом

𝑓1() = 𝑓1(SS ) ≈

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑓𝜀1, при SS ∈ (0, 𝜅+ 𝛿 − 𝜀),

1

2
, при SS ∈ [𝜅+ 𝛿 − 𝜀, 𝜅+ 𝛿 + 𝜀],

1− 𝑓𝜀2, при SS ∈ (𝜅+ 𝛿 + 𝜀,∞),

где 𝜀, 𝑓𝜀1, 𝑓𝜀2 — достаточно малые положительные величины.
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При наличии органических веществ активизируются гетеротрофные мик-
роорганизмы, которые подавляют автотрофные микроорганизмы при конку-
ренции за кислород. В результате процесс нитрификации (окисления аммо-
ния автотрофами) сначала в значительной мере затормаживается и начинает
производиться автотрофами по мере удаления органического субстрата, в ра-
боте [3] предложена функция, отражающую этот факт:

𝑓2() = 𝑓2(SS , SNH ,K𝛼) =
SNH /(SS − 𝜅)

K𝛼 + SNH /(SS − 𝜅)
. (2)

Введем константы

𝑄𝑖 =
1

𝑇𝑖
,

где 𝑇𝑖 — время прохождения иловой смесью 𝑖-го субкомпартмента аэротенка.
На основе уравнения материального баланса, предложенного в работе4, для
описания процесса биологической очистки сточных вод в аэротенках проме-
жуточного типа автором предложена динамическая математическая модель,
в которой для простоты записи не указаны номера компартмента:

ṠS = Q(SinS − SS )−
𝜇H

YH
f (SS ,KS )f (SO ,KO ,H )f1()XH , (3)

ṠNH = Q(SinNH − SNH )−
𝜇A

YA
f (SNH ,KNH )f (SO ,KO ,A)f2()XA, (4)

ẊH = Q(Xin
H − XH ) + (𝜇H f (SS ,KS )f (SO ,KO ,H )f1()− bH )XH , (5)

ẊA = Q(Xin
A − XA) + (𝜇Af (SNH ,KNH )f (SO ,KO ,A)f2()− bA)XA. (6)

При достаточном приближении SS к значению 𝜅 гетеротрофы начинают
окислять другие типы органических субстратов, которые не являются легко
биоразложимой органикой. Активизация этого процесса требует некоторого
времени, поэтому окисление других типов субстратов происходит преимуще-
ственно в третьем коридоре аэротенка. В результате переключения окисли-
тельных процессов уравнения (3) и (5) соответственно заменяются на урав-
нения:

ṠS = Q(SinS − SS )−
1

1 + e
10 6

(︁
𝜅+𝛿
SS

−1
)︁XH , (7)

ẊH = Q(Xin
H − XH )− 𝛽

Vcv

Vil
XH , (8)

4Вавилин B. А. Время оборота биомассы и деструкция органического вещества в системах биологичес-
кой очистки. М. : Наука, 1986. 143 с.
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где Vil , Vcv — расходы активного ила и сточных вод соответственно, 𝛽 —
параметр, характеризующий удельную скорость роста гетеротрофов за счет
окисления субстратов, не являющихся легко биоразложимой органикой.

Пусть 𝑛𝑝 — количество параметров модели, 𝑃 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛𝑝
)′ — вектор

параметров: 𝑃 ∈ Π = {𝑃 : 𝑝𝑞 ∈
[︀
𝑃 𝑞, 𝑃 𝑞

]︀
} ∈ 𝑅𝑛𝑝, 𝑞 = 1, . . . , 𝑛𝑝, где ′ — символ

операции транспонирования, 𝑃 𝑞 и 𝑃 𝑞 — соответственно нижняя и верхняя
границы допустимых значений параметра 𝑝𝑞. Методом сканирования для
каждого 𝐶𝑗 находится вектор параметров 𝑃 0 = (𝑝01, 𝑝

0
2, . . . , 𝑝

0
𝑛𝑝
)′, доставляю-

щий минимум функционалу

𝐽 =

𝑛𝑦∑︁
𝑟=1

𝑠𝑐2𝑟(𝑦𝑟 − 𝑦𝑚𝑟 (𝑃 ))2, (9)

где 𝑦𝑟, 𝑦
𝑚
𝑟 (𝑃 ) — соответственно экспериментальные и модельные значе-

ния концентраций в конце компартмента, 𝑛𝑦 — количество измеряемых
концентраций, 𝑟 = 1, . . . , 𝑛𝑦. Для удобства записи опустим номер компарт-
мента в обозначении масштабирующих коэффициентов 𝑠𝑐𝑟, в качестве кото-
рых используются величины, обратные к среднему значению соответствую-
щих концентраций.

Введем величину 𝑠𝑟𝑞, которая характеризует чувствительность модельного
значения концентрации 𝑦𝑚𝑟 (𝑃 ) к изменению 𝑞-го параметра:

𝑠𝑟𝑞 = 𝑠𝑐𝑟
𝑦𝑚𝑟 (𝑃 + 𝛿𝑃𝑞)− 𝑦𝑚𝑟 (𝑃 )

𝛿𝑝𝑞
,

где 𝑦𝑚𝑟 (𝑃 ) и 𝑦𝑚𝑟 (𝑃 +𝛿𝑃𝑞) — модельные значения концентраций, 𝛿𝑃𝑞 — вектор-
столбец c нулевыми компонентами, кроме 𝑞-й компоненты (равной 𝛿𝑝𝑞), ко-
торая является малым приращением значения параметра. Таким образом по-
лучим матрицу 𝑆 = {𝑠𝑟𝑞}.

Уточнение значений параметров производится на основе модификации ал-
горитма, представленного в работе5, в которой получена система уравнений:

(𝑆 ′𝑆)|𝑃 0 Δ𝑃 = 𝑆 ′𝑒𝑟|𝑃 0 , (10)

где координаты вектора масштабированных отклонений модельных дан-
ных от экспериментальных находятся по формуле 𝑒𝑟 = 𝑠𝑐𝑟(𝑦𝑟 − 𝑦𝑚𝑟 (𝑃

0)),
Δ𝑃 = 𝑃 − 𝑃 0.

5Chai, Q. Modeling, Estimation, and Control of Biological Wastewater Treatment Plants. Ph.D. thesis,
NTNU-HiT / Qian Chai. Porsgrunn, 2008.
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Для большинства параметров системы (3)–(8) в работе6 представлены об-
ласти допустимых значений. Области допустимых значения параметров 𝐾𝛼,
𝛽 могут быть определены экспертом. В результате решения системы (10) на-
ходится Δ𝑃, далее получаем вектор 𝑃 = 𝑃 0 + Δ𝑃 . Первая модификация
алгоритма состоит в том что, если значение параметра выходит из области
допустимых значений, то в качестве него берется значение на границе соот-
ветствующей области наиболее близкой к значению параметра. Пусть 𝜀Δ —
модуль разности модельных и экспериментальных данных, найденное значе-
ние 𝑃 используется как новая начальная оценка 𝑃 0. Вторая модификация
алгоритма состоит в том, что он повторяется и 𝑃 0 принимает значение 𝑃 до
тех пор, пока модуль разности 𝜀Δ на этом шаге меньше соответствующего
модуля разности на предыдущем шаге. В результате получаем истинное зна-
чение вектора параметров. По экспериментальным данным, полученным на
КОС г. Петрозаводска в марте 2013 г., найдены векторы значений параметров
для каждого компартмента (таблица 1).

Таблица 1: Значения параметров в компартментах

Параметр Единицы измерения 𝐶1 𝐶2 𝑐32 𝐶4 𝐶5

YH г биомассы · (г БПКПОЛН)−1 0,75 0,75 – – –
YA г биомассы · (г аммония)−1 0,17 0,28 0,17 0,17 0,28
𝜇H сут−1 10,00 7,00 – – –
𝜇A сут−1 0,80 0,80 0,30 0,05 0,00
bH сут−1 0,05 0,05 – – –
bA сут−1 0,05 0,05 0,3 0,05 0,25
KS г БПКПОЛН · м−3 200,00 40,00 – – –
KNH г аммония · м−3 1,00 0,70 0,30 0,70 1,00
KO ,H г O2 · м−3 0,20 0,01 – – –
KO ,A г O2 · м−3 0,40 0,40 1,00 1,50 1,50
K𝛼 г аммония ·(г БПКПОЛН)−1 5,00 5,00 5,00 5,00 5,00
𝛽 сут−1 – – 28,89 3,69 −24,03

Концентрации на выходе из 𝐶𝑗, найденные подстановкой 𝑃 в соответству-
ющие уравнения (3)–(8), приведены в таблице 2. Во втором и пятом столбцах
этой таблицы представлены экспериментальные данные с КОС г. Петроза-
водска. Выходные модельные концентрации при использовании параметров,
найденных методом сканирования, приведены в третьем, шестом столбцах,
при уточненных значениях параметров — в четвертом, седьмом столбцах.

В параграфе 3.1 при введении управления предлагается кон-
центрации XH и XA измерять в г БПКПОЛН гетеротрофов/м3 и
г БПКПОЛН автотрофов/м3 соответственно, а параметры YH и YA

в г БПКПОЛН гетеротрофов/г БПКПОЛН органического субстрата и
6Boulkroune, B. A nonlinear observer for an activated sludge wastewater treatment process / B. Boulkroune,

M. Darouach, S. Gille et al. // American Control Conference. USA, 2009. P. 1027–1033.
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Таблица 2: Концентрации на выходе из компартментов

𝑆𝑁𝐻(г аммония ·м−3) 𝑋(г биомассы·м−3)
𝐶𝑖 Экп. данные Сканирование Уточнение Экп. данные Сканирование Уточнение
𝐶1 2,750 2,748 2,749 3300,000 3273,000 3273,000
𝐶2 3,500 3,501 3,500 2635,000 2631,500 2631,500
𝐶3 2,750 2,747 2,750 3430,000 3458,400 3431,700
𝐶4 2,250 2,233 2,249 3720,000 3773,500 3766,200
𝐶5 2,250 2,247 2,247 2760,000 2716,500 2733,300

г БПКПОЛН автотрофов/г 𝑁𝐻4 соответственно. Для модели (3)–(8) авто-
ром предложены уравнения динамики концентрации кислорода. Причем,
пока гетеротрофы окисляют субстрат с концентрацией SS , динамика концен-
трации кислорода описывается уравнением, в котором для простоты записи
не указаны номера компартмента:

ṠO = Q(SinO − SO) + ̂︀u − ̂︀𝜈−
−
1− YH

YH
𝜇H f (SS ,KS )f (SO ,KO ,H )

1

1 + e
10 6

(︁
𝜅+𝛿
SS

−1
)︁XH−

−
4,57− YA

YA
𝜇Af (SNH ,KNH )f (SO ,KO ,A)

SNH /(SS − 𝜅)

K𝛼 + SNH /(SS − 𝜅)
XA,

(11)

где ̂︀𝑢 и ̂︀𝜈 — удельные скорости подачи кислорода в аэротенк и выхода кис-
лорода с поверхности воды в атмосферу. Когда гетеротрофы начинают окис-
лять субстрат, не являющийся легко биоразложимой органикой, динамика SO
описывается уравнением

ṠO = Q(SinO − SO) + ̂︀u − ̂︀𝜈 − 𝛽O𝛽
Vcv

Vil
XH−

−
4,57− YA

YA
𝜇Af (SNH ,KNH )f (SO ,KO ,A)

SNH /(SS − 𝜅)

K𝛼 + SNH /(SS − 𝜅)
XA,

(12)

где 𝛽𝑂 (г кислорода · (г БПКПОЛН гетеротрофов)−1) — параметр, характеризу-
ющий количество кислорода, которое необходимо гетеротрофам для приро-
ста одного грамма их биомассы за счет окисления субстрата, не являющегося
легко биоразложимой органикой. Константы 1 и 4,57 приведены в работе7.

Предложен оптимизирующий расход кислорода алгоритм, который со-
стоит в нахождении минимального количества включенных воздуходувок,
обеспечивающих необходимую степень биоочистки. В силу их небольшо-
го количества этот алгоритм реализуется перебором всех возможных вари-
антов количества включенных воздуходувок. На языке программирования

7Очистка сточных вод / М. Хенце, П. Армоэс, Й. Ля-Кур-Янсен, Э. Арван. М. : Мир, 2004. 480 с.
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«GNU Octave» написана программа, реализующая данный алгоритм, ее ли-
стинг приведен в приложении А диссертации.

Для КОС г. Петрозаводска установлены нормы допустимого сброса
(НДС): по концентрации SS — SS ,NDS = 6,98 (г БПКПОЛН/м3), по SNH —
SNH ,NDS = 1,35 (г аммония/м3). С помощью экспериментальных данных,
полученных на КОС г. Петрозаводска в феврале 2014 г., была проведена
параметрическая идентификация системы (3)–(12). С полученными векто-
рами значений параметров были проведены вычислительные эксперименты,
результаты которых отражены в таблице 3.

Таблица 3: Значения концентрации на выходе из аэротенка

Количество включенных воздуходувок SS 𝑆𝑁𝐻 X SO
3 4,94 3,12 577,69 1,16
4 4,94 1,22 577,91 10,00
5 4,94 1,21 577,91 10,00

Модельные данные показывают, что четыре включенные воздуходув-
ки обеспечивают окисление аммония до значения его концентрации
SNH = 1,22 6 SNH ,NDS . Включение еще одной воздуходувки влечет неоправ-
данные расходы.

В параграфе 3.2 рассмотрена задача инвестирования очистных соору-
жений, которые производят выплаты за негативное воздействие на окружаю-
щую среду. При этом, если концентрация субстрата в очищенной сточной воде
больше значения НДС, то размер выплат значительно увеличивается. Таким
образом, в результате внедрения новых технологий очистки можно сэконо-
мить значительные финансовые средства, которые будем рассматривать в
качестве условной прибыли. Модернизация очистных сооружений (предпри-
ятия) может происходить за счет кредитно-инвестиционных ресурсов.

Рассмотрим линейную убывающую функцию кредитовая

𝐾(𝑡) =
2𝐾

𝜃1

(︃
1−

𝑡

𝜃1

)︃
,

в которой общая сумма кредитных займов 𝐾 берется заемщиком в период
времени (0, 𝜃1]. В период «кредитных каникул» (0, 𝜃2] выплаты по кредиту не
производятся, начинаются они с момента окончания «кредитных каникул»
и производятся в период времени (𝜃2, 𝑇 ]. Рассмотрим схемы кредитования
с аннуитетными платежами, в которых начисляются сложные проценты по
ставке 𝑟 и для всего периода выплат сохраняется одна и та же величина
платежа
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𝛿(𝜃2) = 𝐷

(︃
𝑟 +

𝑟

(1 + 𝑟)𝑇−𝜃2 − 1

)︃
. (13)

На основе результата Егоровой Е. Н. и Хачатряна С. Р., представленного в
работе8, автор получил формулу для нахождения кредитной задолженности
в момент времени 𝜃2:

𝐷 =
2𝐾

𝑟2𝜃21
(𝑒𝑟𝜃1(𝑟𝜃1 − 1) + 1)(1 + 𝑟)𝜃2−𝜃1. (14)

Моменты 𝜃1 и 𝜃2 разделяют период кредитования на три периода. Для мо-
делирования динамики стоимости основных производственных фондов очист-
ных сооружений автором предложена система

�̇�(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐴(𝑡)𝑓𝜀(𝑝− 𝛾) + (1 + 𝜆)𝐾(𝑡)− 𝜇𝐴(𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝜃1],

𝐴(𝑡)𝑓𝜀(𝑝− 𝛾)− 𝜇𝐴(𝑡), 𝑡 ∈ (𝜃1, 𝜃2],

𝜀(𝐴(𝑡)𝑓(𝑝− 𝛾)− 𝛿(𝜃2))− 𝜇𝐴(𝑡), 𝑡 ∈ (𝜃2, 𝑇 ],

(15)

где 𝜇 — коэффициент износа, коэффициент 𝜆 определяет отношение объема
государственных инвестиций к суммарному объему кредитных займов, 𝑓 —
коэффициент фондоотдачи, коэффициент 0 < 𝜀 < 1 определяет долю услов-
ной прибыли, вкладываемой в развитие предприятия. Пусть 𝐴0 = 𝐴(0) и ̂︀𝐴 —
стоимости основных производственных фондов в начальный момент времени
и после запланированной модернизации соответственно, 𝑇 — длительность
периода кредитования, ̂︀𝑝 — условная прибыль при степени очистки сточ-
ных вод, которую обеспечивают основные производственные фонды стоимо-
стью ̂︀𝐴. Будем считать, что улучшение качества очистки сточных вод пропор-
ционально вкладываемым в очистные сооружения финансовым средствам,
тогда удельную условную прибыль будем находить по формуле 𝑝 = ̂︀𝑝/ ̂︀𝐴.
Себестоимость очистки будем считать постоянной величиной 𝛾 для любого
момента времени.

В работе8 описаны три наиболее распространенные схемы кредитования:
с равномерным погашением кредита, «воздушный шар», с «кредитными ка-
никулами». Эти схемы отличаются моментом начала выплат кредитной за-
долженности. Для схемы с «кредитными каникулами» путем интегрирова-

8Егорова, Н. Е. Применение дифференциальных уравнений для анализа динамики развития малых
предприятий, использующих кредитно-инвестиционные ресурсы / Н. Е. Егорова, С. Р. Хачатрян // Эко-
номика и математические методы. 2006. Т. 42, № 1. С. 50–67.

15



ния системы (15) получены выражения для нахождения стоимости основных
производственных фондов в любой момент времени и функционал для на-
хождения общей прибыли за весь период кредитования:

𝐺 = 𝛼

(︃
𝐴0(𝑒

𝛽𝑇 − 1) +
2(1 + 𝜆)𝐾𝑒𝛽𝑇 (𝜃1𝛽 − 1 + 𝑒−𝛽𝜃1)

𝜃21𝛽
2

+

+ 𝜀𝛿(𝜃2)

(︃
1− 𝑒𝛽(𝑇−𝜃2)

𝛽
+ 𝑇 − 𝜃2

)︃
− (1 + 𝜆)𝐾

)︃
− 𝛿(𝜃2)(𝑇 − 𝜃2).

(16)

В схеме «воздушный шар» выплата всей кредитной задолженности

𝐷𝑇 =
2𝐾

𝑟2𝜃21
(𝑒𝑟𝜃1(𝑟𝜃1 − 1) + 1)(1 + 𝑟)𝑇−𝜃1 (17)

происходит в момент окончания периода кредитования. Динамика стоимо-
сти основных производственных фондов очистных сооружений описывается
системой

�̇�(𝑡) =

{︃
𝐴(𝑡)(𝜀𝑓(𝑝− 𝛾)− 𝜇) + (1 + 𝜆)𝐾(𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝜃1],

𝐴(𝑡)(𝜀𝑓(𝑝− 𝛾)− 𝜇), 𝑡 ∈ (𝜃1, 𝑇 ].

Функционал общей условной прибыли:

𝐺 = 𝛼
(︀
𝐴(𝑇 )− 𝐴0 − (1 + 𝜆)𝐾

)︀
−𝐷𝑇 =

= 𝛼

(︃
𝐴0(𝑒

𝛽𝑇 − 1) +
2(1− 𝜆)𝐾𝑒𝛽𝑇 (𝜃1𝛽 − 1 + 𝑒−𝛽𝜃1)

𝜃21𝛽
2

− (1 + 𝜆)𝐾

)︃
−𝐷𝑇 .

Для схемы равномерного погашения кредита рассмотрена ситуация, в ко-
торой вся сумма кредитных займов 𝐾 берется в начальный момент време-
ни. Тогда 𝜃2 = 0, 𝐷0 = 𝐾, 𝛿(0) — величина кредитной выплаты находится
по формуле (13). Динамику стоимости основных производственных фондов
очистных сооружений описывает система

�̇�(𝑡) =

{︃
𝜀(𝐴(𝑡)𝑓(𝑝− 𝛾)− 𝛿(0))− 𝜇𝐴(𝑡) + (1 + 𝜆)𝐾(𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝜃1],

𝜀(𝐴(𝑡)𝑓(𝑝− 𝛾)− 𝛿(0))− 𝜇𝐴(𝑡), 𝑡 ∈ (𝜃1, 𝑇 ].
(18)
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Функционал общей условной прибыли:

𝐺 = 𝛼
(︀
𝐴(𝑇 )− 𝐴0 + 𝜀𝛿(0)𝑇 − (1 + 𝜆)𝐾

)︀
− 𝛿(0)𝑇 =

= 𝛼

(︃
𝐴0(𝑒

𝛽𝑇 − 1) +
2(1 + 𝜆)𝐾𝑒𝛽𝑇 (𝜃1𝛽 − 1 + 𝑒−𝛽𝜃1)

𝜃21𝛽
2

+

+ 𝜀𝛿(0)

(︃
1− 𝑒𝛽𝑇

𝛽
+ 𝑇

)︃
− (1 + 𝜆)𝐾

)︃
− 𝛿(0)𝑇.

(19)

Для нахождения момента времени 𝜃2, максимизирующего общую условную
прибыль предприятия, на языке программирования «GNU Octave» написана
программа, листинг которой приведен в приложении Б диссертации. Алго-
ритм этой программы состоит в том, что находятся общие условные прибыли
для всех различных значений 𝜃2 и выбирается тот момент времени окончания
«кредитных каникул», который максимизирует общую условную прибыль.
Данная программа также создает график зависимости значения функциона-
ла общей условной прибыли от выбора момента 𝜃2. На рисунке 3 приведен
пример такого графика.

Рис. 3: График зависимости общей условной прибыли предприятия от значения 𝜃2
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В четвертой главе рассмотрен процесс биоочистки сточных вод в
аэротенках-смесителях. В параграфе 4.1 предложена математическая мо-
дель процесса биоочистки в аэротенках-смесителях:

Ṡ = Q(S
𝑖𝑛 − S)−

𝛾

Y
S𝑢X, (20)

Ẋ = Q(X
𝑖𝑛 − X) + 𝛾S𝑢X, (21)

где S = S(𝑡) и X = X(𝑡) — концентрации субстрата и активного ила соответ-
ственно; константа Q = 1/𝑇 ; 𝑇 — время биоочистки; 𝑢 = 𝑢(𝑡) — удельная
скорость подачи кислорода в аэротенк; 𝛾 — удельная максимальная скорость
роста микроорганизмов в расчете на один грамм кислорода и один грамм
БПКПОЛН субстрата; Y ∈ (0, 1) — коэффициент перехода массы субстрата в
биомассу микроорганизмов. Проведено качественное исследование системы
(20), (21), в частности доказана нижеследующая теорема.

Теорема 1. Открытый треугольник 𝑂𝐴𝐻 (рисунок 4) является инвари-
антным множеством системы (20), (21) при ∀𝑢 > 0.

Рис. 4: Фазовый портрет системы (20), (21), где � — положение равновесия, ∘ — точка
переключения управления, 𝑙1 = {(S,X) : YS + X = YS𝑖𝑛 +X𝑖𝑛}, ̃︀𝑙1 = {(X, S) : X = S}

Рассмотрим кусочно-постоянное управление 𝑢 = 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 = [𝑢, 𝑢] удель-
ной скоростью подачи кислорода в аэротенк. Поставим задачу минимизации
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функционала
𝑇∫︁

0

𝑢𝑑𝑡 → min (22)

с ограничениями:

S(0) = S0, X(0) = X0, S(𝑇 ) 6 S*, X(𝑇 ) 6 X*, (23)

где S0 и X0 — начальные значения концентраций субстрата и активного ила
соответственно, S* — НДС субстрата, X* — концентрация активного ила на
выходе из аэротенка. Из теоремы 1 следует, что X* ∈ [0,YS𝑖𝑛 +X𝑖𝑛].

В работе9 на основе принципа Лагранжа снятия ограничений предложе-
но правило решения задач оптимального управления. Оптимальному управ-
лению соответствует выполнение приведенных ниже, необходимых условий
экстремума (24)–(29). Введем обозначения: символы «′» и «̂︀» соответствен-
но означают транспонирование и оптимальность значения переменной или
выражения под ними, 𝜆𝑖 (𝑖 = 0, . . . , 4) и 𝑝(𝑡) = (𝑝1(𝑡) 𝑝2(𝑡))

′ — множители
Лагранжа.

Условия стационарности по 𝑧:

�̇�(𝑡) =

(︃
�̇�1(𝑡)

�̇�2(𝑡)

)︃
=

⎛⎜⎜⎝ 𝑝1(𝑡)(Q +
𝛾

Y
X𝑢)− 𝑝2(𝑡)𝛾X𝑢

𝑝1(𝑡)
𝛾

Y
S𝑢+ 𝑝2(𝑡)(Q− 𝛾S𝑢)

⎞⎟⎟⎠ . (24)

Условия трансверсальности по 𝑧:

𝑝(0) =

(︃
𝑝1(0)

𝑝2(0)

)︃
=

(︃
𝜆1

𝜆2

)︃
, 𝑝(𝑇 ) =

(︃
𝑝1(𝑇 )

𝑝2(𝑇 )

)︃
=

(︃
−𝜆3

−𝜆4

)︃
. (25)

Из условия оптимальности по 𝑢 получим, что оптимальное управление долж-
но удовлетворять системе

̂︀𝑢 =

{︃
𝑢, 𝑔(𝑡) > 0,

𝑢, 𝑔(𝑡) < 0,
(26)

где

𝑔(𝑡) = 𝜆0 + 𝛾SX

(︃
𝑝1(𝑡)

Y
− 𝑝2(𝑡)

)︃
.

9Алексеев, В. М. Оптимальное управление / В. М. Алексеев, В. М. Тихомиров, С. В. Фомин. М. :
Наука, 1979. 432 с.
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Условия дополняющей нежесткости:

𝜆3(S(𝑇 )− S*) = 0, (27)

𝜆4(X(𝑇 )− X*) = 0, (28)

Условие неотрицательности

𝜆𝑖 > 0, 𝑖 = 0, . . . , 4. (29)

Теорема 2. Управление 𝑢, для которого выполнены условия (24)–(29), яв-
ляется оптимальным в смысле минимизации функционала (22) при соблю-
дении ограничений (23).

Предложен алгоритм нахождения момента переключения управления, ко-
торый является оптимальным в смысле минимизации функционала (22) при
выполнении ограничений (23). Для реализации данного алгоритма на язы-
ке программирования «GNU Octave» написана программа, листинг которой
приведен в приложении В диссертации.

В параграфе 4.2 предложено решение задачи стабилизации процесса био-
очистки. Рассматривается модель процесса биоочистки:⎧⎨⎩ Ẋ(𝑡) = 𝑢𝑎1 + 𝜇X(𝑡)S(𝑡)− (𝑏+ 𝑢)X(𝑡),

Ṡ(𝑡) = 𝑏𝑎2 +
𝜇

Y
X(𝑡)S(𝑡)− (𝑏+ 𝑢)S(𝑡),

(30)

где 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑎1 — концентрация биомассы активного ила в возвратном пото-
ке; 𝑎2 — входная концентрация субстрата; 𝑏 — расход сточных вод; 𝜇 — мак-
симальная удельная скорость роста биомассы; Y — коэффициент перехода
массы субстрата в биомассу микроорганизмов. Заданы начальные значения
концентраций X(0) = X0 > 0, S(0) = S0 > 0, 𝑢 — скорость рециркуляции
активного ила.

Пусть X𝑚𝑎𝑥 и S𝑚𝑎𝑥 — максимально допустимые концентрации активного
ила и субстрата. В этом параграфе доказано, что фазовые траектории систе-
мы (30), попавшие в

Π2 = {(X, S) : 0 6 X 6 X𝑚𝑎𝑥, 0 6 S 6 S𝑚𝑎𝑥},

не покинут этот прямоугольник, также доказано, что, управляя скоростью
рециркуляции активного ила 𝑢, можно ограничить множество допустимых
значений концентраций субстрата и активного ила.
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Заключение
В работе предложена математическая модель с переменной структурой

процесса биоочистки сточных вод в аэротенках промежуточного типа, кото-
рая описывает динамику концентраций органического субстрата, аммония и
двух видов микроорганизмов активного ила, окисляющих эти типы субстра-
тов. В данной модели концентрация кислорода в каждом субкомпартменте
принимает постоянное значение. Для описания процессов насыщения микро-
организмов субстратом и кислородом используются функции Моно. С помо-
щью предложенных пороговых функций описана межвидовая конкуренция
микроорганизмов за кислород. Разработана модификация численного мето-
да параметрической идентификации Чай К. (Chai Q.). Значения параметров
модели найдены по экспериментальным данным, полученным на КОС г. Пет-
розаводска.

В указанную модель введены уравнения динамики кислорода, после чего
проведена параметрическая идентификация этой модели. Предложен алго-
ритм оптимизации расхода кислорода в процессе биоочистки, который заклю-
чается в выборе наименьшего количества включенных воздуходувок, обеспе-
чивающих поддержание выходных концентраций субстратов в допустимых
границах.

Для аэротенков-смесителей предложена математическая модель процесса
биоочистки сточных вод, которая описывает динамику одного типа субстрата
и одного вида микроорганизмов, найдено инвариантное множество значений
модельных концентраций, предложен алгоритм оптимизации расхода кисло-
рода в процессе биоочистки. Предложена модель стабилизации процесса био-
очистки в аэротенках-смесителях.

Рассмотрена задача выбора оптимальной схемы кредитования в задаче
инвестирования очистных сооружений. Для трех различных схем кредито-
вания построены модели динамики стоимости основных производственных
фондов очистных сооружений в период кредитования. Предложены функци-
оналы для нахождения общей условной прибыли за весь период кредитования
и алгоритм, который позволяет выбрать оптимальную в смысле максимиза-
ции общей условной прибыли схему кредитования путем нахождения соот-
ветствующего момента окончания «кредитных каникул».

Полученные результаты имеют теоретическое и прикладное значения. Для
реализации алгоритмов оптимизации расхода кислорода в процессе биоочист-
ки в аэротенках двух указанных типов и для нахождения оптимальной схе-
мы кредитования при модернизации очистных сооружений создан комплекс
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проблемно-ориентированных программ, с листингом которых можно ознако-
миться в приложениях к диссертации.

В связи с увеличением антропогенной нагрузки на окружающую среду
ужесточаются требования к качеству очищенных сточных вод, возникает
необходимость в разработке более эффективных методов биоочистки, что
обусловливает востребованность проведения дальнейших исследований по те-
ме диссертации. Возможные направления дальнейших исследований заклю-
чаются в построении и исследовании динамических систем процесса био-
очистки, учитывающих:

– влияние температуры, щелочности сточных вод и прочие внешние воз-
действия,

– фазы роста микроорганизмов,
– трофические уровни микроорганизмов активного ила.
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