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Äåòåðìèíèñòñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

ñóïåððåïëèêàöèè îïöèîíà ñ äèñêðåòíûì

âðåìåíåì

Öåëü õåäæèðîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîêðûòèè
âûïëàò ïî îïöèîíó, âîçíèêàþùèõ â ëþáûõ

ñöåíàðèÿõ, äîïóñòèìûõ â ðàìêàõ ìîäåëè ñ
äåòåðìèíèñòñêîé öåíîâîé äèíàìèêîé.
Ìíîæåñòâî òàêèõ ñöåíàðèåâ â ìîäåëè îïèñûâàåòñÿ
àïðèîðíî çàäàííûìè êîìïàêòàìè, êîòîðûå

çàâèñÿò îò ïðåäûñòîðèè öåí x̄t−1 = (x1, . . . , xt−1):
ïðèðàùåíèÿ öåí ∆Xt = Xt − Xt−1 â êàæäûé

ìîìåíò âðåìåíè t = 1, . . . ,N äîëæíû ëåæàòü â

êîìïàêòàõ Kt(x̄t−1). Çäåñü Xt � âåêòîð
äèñêîíòèðîâàííûõ öåí n ðèñêîâûõ àêòèâîâ; öåíà
áåçðèñêîâîãî àêòèâà òîæäåñòâåííî ðàâíà åäèíèöå
(ýòîò àêòèâ âûáðàí â êà÷åñòâå num�eraire).
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Óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà-Àéçåêñà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðûíîê áåç òðàíçàêöèîííûõ
èçäåðæåê, íî ñ òîðãîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè,
êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ïîñðåäñòâîì ìíîãîçíà÷íûõ
îòîáðàæåíèé Dt(x̄t−1), t = 1, . . . ,N .

Îáîçíà÷èì v ∗t (x̄t−1) òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü

ñòîèìîñòè â ìîìåíò âðåìåíè t õåäæèðóþùåãî

ïîðòôåëÿ èç êëàññà äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé

Dt(·) äëÿ ïîêðûòèÿ òåêóùèõ è áóäóùèõ

îáÿçàòåëüñòâ ïî Àìåðèêàíñêîìó îïöèîíó ñ
ôóíêöèåé âûïëàò gt(·).
Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà-Àéçåêñà

âûòåêàþò íåïîñðåäñòâåííî èç ýêîíîìè÷åñêîãî

ñîäåðæàíèÿ çàäà÷è.
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Ïðåäïîëîæåíèÿ ýêîíîìè÷åñêîãî õàðàêòåðà

1) îá îòñóòñòâèè òðàíçàêöèîííûõ èçäåðæåê;
2) î íàáëþäàåìîé èíôîðìàöèè â âèäå ïðåäûñòîðèè öåí;
3) î íåîòðèöàòåëüíîñòè öåí;
4) î íàëè÷èè îäíîãî áåçðèñêîâîãî àêòèâà;
5) î âûáîðå áåçðèñêîâîãî num�eraire (äèñêîíòèðîâàíèå öåí);
6) î äîïóñòèìîñòè âëîæåíèÿ âñåõ ñðåäñòâ â áåçðèñêîâûé àêòèâ;
7) î âèäå òîðãîâûõ îãðàíè÷åíèé (íå çàòðàãèâàþùèõ áåçðèñêîâûé
àêòèâ);
8) î ñàìîôèíàíñèðóåìîñòè;
9) îá àïðèîðíîé èíôîðìàöèè, îïèñûâàþùåé íåîïðåäåëåííîñòü äâè-
æåíèÿ öåí;
10) î íåîòðèöàòåëüíîñòè ôóíêöèè âûïëàò ïî îïöèîíó àìåðèêàíñêîãî
òèïà;
11) î ãàðàíòèðîâàííîì ïîêðûòèè îáóñëîâëåííûõ îáÿçàòåëüñòâ ïî
îïöèîíó (ò.å. î ñóïåðõåäæèðîâàíèè);
12) îá îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé âûïëàò íà ìíîæåñòâå âîçìîæíûõ
òðàåêòîðèé.
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Íåèñïîëüçóåìûå ïðåäïîëîæåíèÿ

1) î êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâ Kt(·), t = 0, . . . ,N, îïèñûâàþùèõ
íåîïðåäåëåííîñòü äâèæåíèÿ öåí;
2) î âûïóêëîñòè ìíîæåñòâ Dt(·), îïèñûâàþùèõ òîðãîâûå îãðàíè÷å-
íèÿ;
3) î íåïðåðûâíîñòè øêàëû öåí;
4) î áåñêîíå÷íîé äðîáèìîñòè àêòèâîâ.

Êðîìå òîãî, äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè óðàâíåíèé Áåëëìàíà-Àéçåêñà ïðåä-
ïîëîæåíèÿ îá îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé âûïëàò íà ìíîæåñòâå âîç-
ìîæíûõ òðàåêòîðèé è î äîïóñòèìîñòè âëîæåíèÿ âñåõ ñðåäñòâ â ðèñ-
êîâûå àêòèâû ìîæíî çàìåíèòü íà (ìåíåå êîíñòðóêòèâíîå) ïðåäïîëî-
æåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ñóïåðõåäæèðóþùåé ñòðàòåãèè, îáåñïå÷èâàþ-
ùåé êîíå÷íîñòü ôóíêöèé v∗t (·), t = 0, . . . ,N.

5 of 37



Òåîðåòèêî-èãðîâàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Ñòîèìîñòü ïîðòôåëÿ v ∗t (·) íà øàãå t îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåä-
ñòâîì âûáîðà �íàèëó÷øåé" äîïóñòèìîé õåäæèðóþ-

ùåé ñòðàòåãèè h ∈ Dt(·) äëÿ �íàèõóäøåãî" ñöåíàðèÿ

èçìåíåíèÿ öåí y ∈ Kt(·), ãäå Kt(·) � àïðèîðíî çàäàííîå
êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, çàâèñÿùåå îò ïðåäûñòîðèè öåí.
Îáîçíà÷èì

wt(x̄t−1, y) = wt(x1, . . . , xt−1, y) = v∗t (x1, . . . , xt−1, xt−1 + y);

òåîðåòèêî-èãðîâàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîçâîëÿåò âûïè-
ñàòü óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà-Àéçåêñà:

wN(·) = gN(·),
wt−1(·) = gt−1(·) ∨ inf

h∈Dt(·)
sup

y∈Kt(·)

[
wt(·, y)− hy

]
,

t = N, . . . , 1.
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�Áåçàðáèòðàæíîñòü� ðûíêà

Â äåòåðìèíèñòñêîé ïîñòàíîâêå èìååò ñìûñë ðàññìàòðè-
âàòü òðè ðàçíîâèäíîñòè �áåçàðáèòðàæíîñòè�:

îòñóòñòâèå àðáèòðàæíûõ âîçìîæíîñòåé

(NDAO);

îòñóòñòâèå ãàðàíòèðîâàííîãî àðáèòðàæà

(NDSA);

îòñóòñòâèå ãàðàíòèðîâàííîãî àðáèòðàæà ñ

íåîãðàíè÷åííîé ïðèáûëüþ (NDSAUP);

Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ òîðãîâûõ îãðàíè÷åíèé ðåëåâàíò-
íûì óñëîâèåì ÿâëåòñÿ NDAO, à â îáùåì ñëó÷àå - NDSA
è NDSAUP.
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Ãåîìåòðè÷åñêèå êðèòåðèè NDSA è NDSAUP

Òåîðåìà

Óñëîâèå NDSA âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

conv
(
Kt(·)

)
∩ D0

t (·) 6= ∅, t = 1, . . . ,N.

Òåîðåìà

Óñëîâèå NDSAUP âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

conv
(
Kt(·)

)
∩ bar

(
Dt(·)

)
6= ∅, t = 1, . . . ,N.

Çäåñü �ïîëÿðíûé� êîíóñ D0

t (·) = {y : hy ≤ 0 äëÿ ëþáîãî h ∈ Dt(·)},
áàðüåðíûé êîíóñ bar(Dt(·)) = {y : σDt(·)(y) < ∞}, σDt(·) � îïîðíàÿ
ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Dt(·), conv(Kt(·)) � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà Kt(·).
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Ãðóáîñòü (ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü)

�áåçàðáèòðàæíîñòè� ðûíêà

Åñëè ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ Dt(·), îïèñûâàþùèå
òîðãîâûå îãðàíè÷åíèÿ, îáû÷íî èçâåñòíû òî÷íî, òî
äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé Kt(·) ñëåäóåò ñ÷èòàòü
èõ çàäàíèå ïðèáëèæåííûì.

Ïîýòîìó äëÿ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû, òàêèõ
êàê �áåçàðáèòðàæíîñòü�, åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü è èõ
ñîõðàíåíèå ïðè ìàëûõ �âîçìóùåíèÿõ� K ′t(·) äèíàìèêè,
÷òî ìû íàçûâàåì óñëîâèåì ãðóáîñòè.

Áëèçîñòü êîìïàêòîâ K ′t(·) ê �íåâîçìóùåííûì�, ò.å. ê
Kt(·), ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ìàëîñòè ìåòðèêè
Ïîìïåþ-Õàóñäîðôà.
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Ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå ãðóáîñòè

Òåîðåìà

1) Èç NDSAUP è ïîëíîðàçìåðíîñòè êîìïàêòîâ Kt(·), ò.å.

int(conv(Kt(·))) 6= ∅, t = 1, . . . ,N ,

ñëåäóåò óñëîâèå RNDSAUP .

2) Óñëîâèå RNDSAUP ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

0 ∈ int{z : z + conv(Kt(·))∩ bar(Dt(·)) 6= ∅}.
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Ðåàëèñòè÷íîñòü äèíàìèêè öåí íà ðûíêå â

ìîäåëè
Ôåëëåðîâñêîå ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêàÿ äèíàìèêà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàäêóþ ôóíêöèþ ïåðâîíà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ èëè, áîëåå îáùèì îáðàçîì, íàáëþäàåìîé
ïðåäûñòîðèè ïðîöåññà. Ôåëëåðîâñêîå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ
åñòåñòâåííûì ïðåäïîëîæåíèåì â ìîäåëèðîâàíèè
ôèçè÷åñêèõ è ñîöèî-ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Îòìåòèì, ÷òî ìàðêîâñêèå ïðîöåññû, óäîâëåòâîðÿþùèå
ôåëëåðîâñêîìó ñâîéñòâó, ñîñòàâëÿþò âàæíûé êëàññ ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ. Ïîäðîáíåå ñì., íàïðèìåð: Smirnov S.N. Feller
Processes. in: Encyclopaedia of Mathematics, Volume 10. Springer.
2012. P. 483�485.

Ìû ïðåäëàãàåì ñ÷èòàòü ðåàëèñòè÷íîé äèíàìèêó ðûíêà,
çàäàâàåìóþ ìíîãîçíà÷íûìè îòîáðàæåíèÿìè x̄t−1 7→ Kt(x̄t−1),
ãäå x̄t−1 = (x0, . . . , xt−1) � ïðåäûñòîðèÿ öåí, åñëè íàéäåòñÿ
ôåëëåðîâñêîå ïåðåõîäíîå ÿäðî � óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå öåí
P(∆Xt ∈ ·|X̄t−1 = x̄t−1) ñ (òîïîëîãè÷åñêèì) íîñèòåëåì ðàâíûì
Kt(x̄t−1), èëè õîòÿ áû ñîäåðæàùèìñÿ â Kt(x̄t−1).

11 of 37



Êðèòåðèé ðåàëèñòè÷íîñòè

Òåîðåìà

Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Y � ïîëüñêîå ïðîñòðàíñòâî,
supp(π) îáîçíà÷àåò òîïîëîãè÷åñêèé íîñèòåëü ìåðû π.

1 Åñëè ïåðåõîäíîå ÿäðî P(x ,B) óäîâëåòâîðÿåò ôåëëåðîâñêîìó
ñâîéñòâ, ò.å. îòîáðàæåíèå x 7→ P(x , ·) íåïðåðûâíî (â ñëàáîé
òîïîëîãèè íà ïðîñòðàíñòâå âåðîÿòíîñòíûõ ìåð), òîãäà
ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå x 7→ supp(P(x , ·)) ïîëóíåïðåðûâíî
ñíèçó.

2 Îáðàòíî, ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå x 7→ S(x),ãäå
x ∈ X , à S(x) � íåïóñòîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïîëüñêîãî
ïðîñòðàíñòâà Y . Åñëè x 7→ S(x) � ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó, òîãäà
ñóùåñòâóþò ôåëëåðîâñêèå ïåðåõîäíûå ÿäðà, òàêèå ÷òî
supp(P(x , ·)) ⊆ S(x) äëÿ âñåõ x ∈ X ; áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò
ôåëëåðîâñêèå ïåðåõîäíûå ÿäðà, òàêèå ÷òî supp(P(x , ·)) = S(x)
äëÿ âñåõ x ∈ X .

Ïðèíÿòî ê ïóáëèêàöèè â æóðíàëå �Òðóäû èíñòèòóòà ìàòåìàòè-

êè è ìåõàíèêè Óðî ÐÀÍ�, � 1, 2019.
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Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ôåëëåðîâîñòè

Ìû èñïîëüçóåì êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû Ìàéêëà î
íåïðåðûâíûõ âåòâÿõ, äîêàçàííûå â ðàáîòå Michael, E. A.
(1956). Continuous selections. I. Annals of Mathematics, 63(2):
Pp. 361�382.

Íåïðåðûâíàÿ âåòâü âûáèðàåòñÿ ñî çíà÷åíèÿìè èç ïðîñòðàíñòâà
M êîíå÷íûõ çíàêîïåðåìåííûõ ìåð (çàðÿäîâ) íà ïîëüñêîì
ïðîñòðàíñòâå Y , ñíàáæåííîì áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé, ñ íîðìîé
Äàäëè

‖µ‖D = sup

{∣∣∣∣ ∫ fdµ

∣∣∣∣ : ‖f ‖BL ≤ 1

}
,

‖f ‖BL = ‖f ‖L + ‖f ‖∞, ‖f ‖∞ = sup{|f (y)| : y ∈ Y },

‖f ‖L = sup

{
|f (y)− (y ′)|
ρ(y , y ′)

: y , y ′ ∈ Y

}
;

ãäå f ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó îãðàíè÷åííûõ ëèïøèöåâûõ
ôóíêöèé.
Îòìåòèì, ÷òî M íåïîëíî, åñëè òîëüêî ïðîñòðàíñòâî Y íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî
äèñêðåòíûì. Ïîýòîìó ìû èñïîëüçóåì êîíñòðóêöèþ ïîïîëíåíèÿ ýòîãî íîðìèðîâàííîãî
ïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷àÿ ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì êëàññ
âåðîÿòíîñòíûõ ìåð îáðàçóåò çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî.
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Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó

ôóíêöèè ñòîèìîñòè

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé öåí

Bt = {(x0, . . . , xt) : x0 ∈ K0, ∆x1 ∈ K1(x0), . . . ,
∆xt ∈ Kt(x0, . . . , xt−1)}, t = 0, . . . ,N.

1. Åñëè ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ Kt(·) ïîëóíåïðåðûâíû
ñâåðõó, òî Bt êîìïàêòíî.

2. Åñëè, â äîïîëíåíèå ê 1, ôóíêöèè âûïëàò gt(·) ïîëóíåïåðûíû
ñâåðõó, òîãäà îíè îãðàíè÷åíû ñâåðõó íà Bt .

3. Åñëè, â äîïîëíåíèå ê 1 è 2, ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ Dt(·)
ïîëóíåïðåðûíû ñíèçó, ôóíêöèÿ v∗t (·) ïîëóíåïðåðûâíà
ñâåðõó.
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Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè óðàâíåíèé

Áåëëìàíà-Àéçåêñà

Òåîðåìà

Ïóñòü äëÿ t = 1, . . . ,N

÷èñëîâûå ôóíêöèè x̄t 7→ gt(x̄t) íåïðåðûâíû,

êîìïàêòîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ x̄t−1 7→ Kt(x̄t−1)
íåïðåðûâíû,

ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ x̄t−1 7→ Dt(x̄t−1)
ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó è çàìêíóòû,

âûïîëíåíî ãðóáîå óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ãàðàíòèðîâàííîãî
àðáèòðàæà ñ íåîãðàíè÷åííîé ïðèáûëüþ RNDSAUP .
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Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè óðàâíåíèé

Áåëëìàíà-Àéçåêñà (ïðîäîëæåíèå)

Òåîðåìà

Òîãäà:
1) ôóíêöèè x̄t−1 7→ v∗t (x̄t−1) íåïðåðûâíû,
2) ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ (x̄t−1, h) 7→ Mt(x̄t−1, h), ãäå
Mt(x̄t−1, h) � ìíîæåñòâî ìàêñèìèçàòîðîâ y ∈ Kt(x̄t−1), äëÿ êîòîðûõ
äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ôóíêöèè

(x̄t−1, h) 7→ sup
y∈Kt(x̄t−1)

[wt(x̄t−1, y)− hy ],

à òàêæå ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ x̄t−1 7→ Nt(x̄t−1), ãäå Nt(x̄t−1)
ìíîæåñòâî ìèíèìèçàòîðîâ h ∈ Dt(x̄t−1), äëÿ êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ
ìèíèìóì ôóíêöèè

x̄t−1 7→ ρt(x̄t−1) = inf
h∈Dt(x̄t−1)

sup
y∈Kt(x̄t−1)

[wt(x̄t−1, y)− hy ],

ÿâëÿþòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûìè ñâåðõó, t = 1, . . . ,N.
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Îöåíêà ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèé

óðàâíåíèé Áåëëìàíà-Àéçåêñà

Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ òîðãîâûõ îãðàíè÷åíèé ãðóáîå
óñëîâèå îòñóòñòâèÿ àðáèòðàæíûõ

âîçìîæíîñòåé (òî÷êà 0 ïðèíàäëåæèò âûïóêëîé
îáîëî÷êå Kt(·)), ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì óñëîâèåì
äëÿ âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ìîäóëÿ
íåïðåðûâíîñòè, â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå ëèïøèöåâîé
íåïðåðûâíîñòè.
Äëÿ ðÿäà ìîäåëåé, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðàññìîòðåííîé
Êîëîêîëüöîâûì â êíèãå Bernhard et al. The Interval
Market Model in Mathematical Finance: Game-Theoretic
Methods. Springer. 2013, Kt(·) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
Ëèïøèöà.
Êàê ïðàâèëî, ôóíêöèè âûïëàò ïî îïöèîíó
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà (èñêëþ÷åíèå �
áèíàðíûå îïöèîíû).
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Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè �ðûíêà� è

òåîðåòèêî-èãðîâàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Âàæíûé øàã â íàïðàâëåíèè ïðîçðà÷íîé ýêîíîìè÷åñêîé
èíòåðïðåòàöèè îïèðàåòñÿ íà óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà-Àéçåêñà è
çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåõîäå ê ñìåøàííûì ñòðàòåãèÿì �ðûíêà� .
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëàññ âåðîÿòíîñòåé, îïèñûâàþùèõ ïîâåäåíèå
ðûíêà, âîçíèêàåò â íàøåé ïîñòàíîâêå åñòåñòâåííûì îáðàçîì, â
âèäå êëàññà ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé �ðûíêà�. Â ÷àñòíîñòè, ïðè
îòñóòñòâèè òîðãîâûõ îãðàíè÷åíèé, ðèñê-íåéòðàëüíûå
âåðîÿòíîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàèõóäøèå ñöåíàðèè,
÷òî ïðîÿñíÿåò èõ ýêîíîìè÷åñêóþ ñóùíîñòü.

Â ðàáîòå Smirnov S.N. Thoughts on Financial Risk Modeling: the
Role of Interpretation // Intelligent Risk. 2012. Vol. 2, . 2. Pp.
12�15 ïðèâîäÿòñÿ ðàññóæäåíèÿ î âàæíîñòè â ôèíàíñîâîì
ìîäåëèðîâàíèè èíòåðïðåòàöèè èñïîëüçóåìûõ êîíöåïöèé è
ïðåäïîëîæåíèé, îñîáåííî ñâÿçàííûõ ñ ðèñê-íåéòðàëüíûì
îöåíèâàíèåì.
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Ïåðåõîä ê ñìåøàííûìó ðàñøèðåíèþ êëàññà

ñòðàòåãèé �ðûíêà�

Ðàññìîòðèì ñìåøàííîå ðàñøèðåíèå êëàññà ñòðàòåãèé
�ðûíêà� � êëàññ Pt(·) âåðîÿòíîñòíûõ ìåð,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:
1) Äëÿ Q ∈ Pt(·) (òîïîëîãè÷åñêèé) íîñèòåëü supp(Q)

ìåðû Q ñîäåðæèòñÿ â êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå Kt(·).
2) Êëàññ Pt(·) ñîäåðæèò âñå ìåðû δx , ñîñðåäîòî÷åííûå

â îäíîé òî÷êå x .

Áëàãîäàðÿ óñëîâèÿì 1) è 2), ïåðåõîä îò ÷èñòûõ
ñòðàòåãèé ê ñìåøàííûõ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì, à
óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà-Àéçåêñà ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû
â ñõîæåé ôîðìå, ïîñêîëüêó

sup
y∈Kt(·)

[
wt(·, y)− hy

]
= sup

Q∈Pt(·)

∫ [
wt(·, y)− hy

]
Q(dy).
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Óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà-Àéçåêñà ñî ñìåøàííûìè

ñòðàòåãèÿìè "ðûíêà�

Ïîëó÷àåì, òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà-Àéçåêñà â
âèäå

v ∗N = gN(·),
v ∗t−1 = gt−1(·)∨ ρt(·), for t = 1, . . . ,N ,

ãäå

ρt(·) = inf
h∈Dt(·)

sup
Q∈Pt(·)

∫
[wt(·, y)− hy ]Q(dy).

Öåëü - ïîëó÷èòü óñëîâèÿ òåîðåòèêî-èãðîâîãî ðàâíî-

âåñèÿ â àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå, ò.å. êîãäà âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî ρ(·) = ρ′(·), ãäå

ρ′t(·) = sup
Q∈Pt(·)

inf
h∈Dt(·)

∫
[wt(·, y)− hy ]Q(dy).
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Óïðîùåíèå: ïåðåõîä îò óðàâíåíèé

Áåëëìàíà-Àéçåêñà ê óðàâíåíèÿì Áåëëìàíà

Èíòåðåñ ê ñóùåñòâîâàíèþ ðàâíîâåñèÿ îáúÿñíÿåòñÿ, â
÷àñòíîñòè, î÷åâèäíûì óïðîùåíèåì âûðàæåíèÿ äëÿ
ρ′(·):

ρ′t(·) = sup
Q∈Pt(·)

[∫
wt(x̄t−1, y)Q(dy)−σDt(·)

(∫
yQ(dy)

)]
,

(ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èíòåãðàëû
∫
wt(x̄t−1, y)Q(dy)

îïðåäåëåíû), ãäå σA(y) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ
ìíîæåñòâà A.

Â ñëó÷àå ðàâíîâåñèÿ ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

Áåëëìàíà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â
äèñêðåòíîì âðåìåíè.
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Êàê âîçíèêàåò ðèñê-íåéòðàëüíîñòü

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ãàðàíòèðîâàííîãî
àðáèòðàæà ñ íåîãðàíè÷åííîé ïðèáûëüþ (êîòîðîå,
íàïîìíèì, ýêâèâàëåíòíî conv

(
Kt(·)

)∩ bar
(
Dt(·)

)
6= ∅) òî÷íàÿ

âåðõíÿÿ ãðàíü â âûðàæåíèè ρ′t(·) äîëæíà äîñòèãàòüñÿ íà
ìíîæåñòâå ìåð, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ∫
yQ(dy) ∈ bar

(
Dt(·)

)
6= ∅.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ òîðãîâûõ îãðàíè÷åíèé, ò.å.
Dt(·) ≡ Rn è bar(Dt(·)) = {0}, óñëîâèå îòñóòñòâèÿ
àðáèòðàæíûõ âîçìîæíîñòåé ðàâíîñèëüíî 0 ∈ ri(conv(Kt(·))),
à óñëîâèå íà óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åêîå îæèäàíèå ïðèîáðåòàåò
ôîðìó

∫
yQ(dy) = 0, ò.å. ïðèðàùåíèÿ öåí äîëæíû áûòü

ìàðòèíãàë-ðàçíîñòÿìè. Òàêèì îáðàçîì, ýâîëþöèÿ öåí,
îòâå÷àþùàÿ ñìåøàííûì ñòðàòåãèÿì, äîëæíà áûòü
ìàðòèíãàëîì. Ýêîíîìèñòû íàçûâàþò ñîîòâåòñòâóþùóþ
âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó ðèñê-íåéòðàëüíîé.
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Òåîðåòèêî-èãðîâîå ðàâíîâåñèå

Äâà ðåçóëüòàòà, ñâÿçàííûå ñ ðàâíîâåñèåì, ìîæíî ïîëó÷èòü íåïî-
ñðåäñòâåííî èç êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Êíåçåðà î ìèíèìàêñå (Kneser
H. Sur un th�eoreme fondamental de la th�eorie des jeux // CR Acad. Sci.
Paris. 1952. Vol. 234. pp. 2418�2420), åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñìå-
øàííîå ðàñøèðåíèå êëàññà ñòðàòåãèé �ðûíêà� ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì,
Dt(·) è 0 ∈ Dt(·):

1. Åñëè Dt(·) êîìïàêòíî, à Pt(·) � êëàññ âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð
ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì, ñîäåðæàùèìñÿ â Kt(·) (îòìåòèì, ÷òî
íèêàêèå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè, â òîì ÷èñëå èçìåðèìîñòè,
ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé íå òðåáóþòñÿ). Ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ
òîðãîâûõ îãðàíè÷åíèé, ò.å. Dt(·) ≡ Rn, ìîæåò áûòü
êîñâåííûì îáðàçîì ñâåäåí ê ñëó÷àþ êîìïàêòíîñòè Dt(·), ïðè
óñëîâèè îòñóòñòâèÿ àðáèòðàæíûõ âîçìîæíîñòåé.

2. Åñëè ôóíêöèÿ v∗t (·) ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó, à Pt(·) � êëàññ
âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð ñ íîñèòåëåì, ñîäåðæàùèìñÿ â Kt(·).

23 of 37



Íàèõóäøàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ �ðûíêà�

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, êëàññ ñìåøàííûõ ðàñøèðåíèÿ êëàññà

äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé �ðûíêà� ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî

ñóæåí è ïðè ýòîì áóäóò ïîëó÷åíû òå æå ôóíêöèè v∗t (·).
Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü êëàññ âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð ñ

êîíå÷íûì íîñèòåëåì, ñîñòîÿùèì íå áîëåå ÷åì èç

n + 1 òî÷êè, ñîäåðæàùèìñÿ â Kt(·). Òàêèì îáðàçîì,

îòíîñèòåëüíî íàèáîëåå íåáëàãîïðèÿòíîé âåðîÿòíîñòíîé

ìåðû ðûíîê ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Çàìåòèì, ÷òî ñìåøàííîå ðàñøèðåíèå ÷èñòûõ ñòðàòåãèé

�ðûíêà� Pt(·) íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, åñëè Kt(·) ñîäåðæèò
áîëåå ÷åì n + 1 òî÷êó.

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû, äîêàçàííîé â ñòàòüå

Ñìèðíîâ Ñ.Í. Îáùàÿ òåîðåìà àíòàãîíèñòè÷åñêèõ èãð î
êîíå÷íîì íîñèòåëå ñìåøàííîé ñòðàòåãèè // Äîêëàäû
Àêàäåìèè íàóê. 2018. Òîì 480. No. 1. Ñ. 25�28.
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Òåîðåìà î êîíå÷íîì íîñèòåëå ñìåøàííîé

ñòðàòåãèè

Ðàññìîòðèì èãðó ñ íóëåâîé ñóììîé, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿ-
åò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
(I) Ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ èç

ïðîñòðàíñòâà X , âûïóêëîãî ïîäìíîæåñòâà Rm, m ≥ 1,
â òîì âðåìÿ êàê âòîðîé èãðîê âûáèðàåò ñìåøàííóþ
ñòðàòåãèþ (èíûìè ñëîâàìè, ðàñïðåäåëåíèå íà
íåïóñòîì ìíîæåñòâå Y ).

(II) Ôóíêöèÿ âûïëàò f (x , y), x ∈ X , y ∈ Y òàêîâà, ÷òî
äëÿ ëþáîãî y ∈ Y , ôóíêöèè x 7→ f (x , y)
(a) ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó,
(b) ëþáàÿ âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíêöèé èç ñåìåéñòâà

x 7→ f (x , y), y ∈ Y ÿâëÿåòñÿ êâàçèâûïóêëîé.
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Òåîðåìà î êîíå÷íîì íîñèòåëå ñìåøàííîé

ñòðàòåãèè (ïðîäîëæåíèå)

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

min
x∈X

sup
y∈Y

f (x , y) = sup
Q∈Pm

Y

min
x∈X

∫
f (x , y)Q(dy), (∗)

ãäå Pm
Y � êëàññ âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà Y , ñîñðåäîòî-

÷åííûõ â íå áîëåå ÷åì m + 1 òî÷êå.
(III) Ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî Y �

êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
è ôóíêöèè y 7→ f (x , y) ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó äëÿ
âñåõ x , òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü â îáåèõ ÷àñòÿõ (∗)
ìîæåò áûòü çàìåíåíà íà ìàêñèìóì.
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Ñâÿçü ñ ïðîáëåìîé ìîìåíòîâ

Ïðîáëåìà ìîìåíòîâ ×åáûøåâà-Ìàðêîâà â îáùåì âèäå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïòèìèçàöèþ ñ îãðàíè÷åíèÿìè

(supremum èëè in�mum) èíòåãðàëà∫
f0(x)π(dx)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ∫
fj(x)π(dx) = z∗j , j = 1, . . . , n,

äëÿ çàäàííûõ ôóíêöèé fj , j = 0, . . . , n. Ýòî òåîðèÿ áû-
ëà ðàçðàáîòàíà è èçëîæåíà â Rogosinski, W. W. (1958).
Moments of non-negative mass. In Proceedings of the Royal
Society A: Mathematical, Physical and Engineering Sciences,
volume 245, pages 127.
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Èñïîëüçîâàíèå ïðîáëåìû ìîìåíòîâ

Ïðè îòñóòñòâèè òîðãîâûõ îãðàíè÷åíèé (è îòñóòñòâèè
àðáèòðàæíûõ âîçìîæíîñòåé) òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü∫

wt(x̄t−1, y)Q(dy)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ âèäà

óñëîâèå íîðìèðîâêè,

íóëåâîå ñðåäíåå (n ðàâåíñòâ).

Èç òåîðèè, îòíîñÿùåéñÿ ê ïðîáëåìå ìîìåíòîâ, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
òîãî ÷òîáû ðåøèòü ýòó çàäà÷ó, íåîáõîäèìî íàéòè âîãíóòóþ
îãèáàþùóþ ôóíêöèè y 7→ wt(·, y) è çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè â
òî÷êå y = 0.

Â êà÷åñòâå ñóïåðõåäæèðóþùåé ñòðàòåãèè ìîæíî âûáðàòü
ëþáîé èç ñóïåðãðàäèåíòîâ ýòîé âîãíóòîé îáîëî÷êè â òî÷êå 0
(âîçìîæíà íååäèíñòâåííîñòü; êëàññ õåäæèðóþùèõ ñòðàòåãèé �
ñóïåðäèôôåðåíöèàë â ýòîé òî÷êå).
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Âûïóêëîñòü ôóíêöèé âûïëàò: ïîêóïêà

âîëàòèëüíîñòè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

1. ôóíêöèè âûïëàò gt(·) � âûïóêëûå (íàïðèìåð, ýòî òàê äëÿ
�plain vanilla� îïöèîíîâ, àçèàòñêîãî îïöèîíà, îïöèîíîâ
lookback, îïöèîíîâ �rainbow�, îïöèîíîâ `call on max� è
�multi-strike�),

2. êîìïàêòû Kt(·) ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè.

Òîãäà ôóíêöèÿ v∗t (·) � âûïóêëàÿ è íàèõóäøàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòå-
ãèÿ �ðûíêà� èìååò êîíå÷íûé íîñèòåëü, ñîñòîÿùèé íå áîëåå ÷åì èç
n + 1 òî÷êè è ñîäåðæàùèéñÿ â ìíîæåñòâå êðàéíèõ òî÷åê Kt(·).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûïóêëîñòè ôóíêöèé âûïëàò è îäíîì ðèñêîâîì
àêòèâå ìîäåëü öåíîîáðàçîâàíèÿ Êîêñà-Ðîññà-Ðóáåíøòåéíà (áè-
íîìèàëüíàÿ ìîäåëü) âûâîäèòñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé èç íàøåé
ïîñòàíîâêè (ïðè äîïîëíèòåëüíîì òðåáîâàíèè ðåêîìáèíàöèè, ÷òîáû
ïîëó÷èòü ðåøåíèå íà ñåòêå).
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Ñâîéñòâà îïòèìàëüíûõ (íàèáîëåå

íåáëàãîïðèÿòíûõ) ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé

Òåîðåìà

Ïóñòü êîìïàêòíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ Kt(·) íåïðåðûâíû,
âûïóêëîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ Dt(·) ñëàáî íåïðåðûâíû
(ò.å. ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó è çàìêíóòû), ôóíêöèè gt(·)
íåïðåðûâíû, t = 1, . . . ,N è âûïîëíÿåòñÿ ãðóáîå óñëîâèå
îòñóòñòâèÿ ãàðàíòèðîâàííîãî àðáèòðàæà ñ íåîãðàíè÷åííîé
ïðèáûëüþ RNDSAUP . Òîãäà êëàññ îïòèìàëüíûõ
ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé Popt

t (·) ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì
âûïóêëûì è ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ x 7→ Popt

t (x) è
x 7→ Popt

t (x)∩Pn(Kt(x)) 6= ∅ ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó,
t = 1, . . . ,N .
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Òåîðåìà î âåòâÿõ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ,

çíà÷åíèÿ êîòîðîãî � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà

Îáîçíà÷èì 2Y � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Y .

Òåîðåìà

Ïóñòü X � ëîêàëüíî ñâÿçíîå õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, (Y , ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, F : X 7→ 2Y �
ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî � êîíå÷íûå
ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå ðîâíî k ≥ 1 ýëåìåíòîâ.
Òîãäà F ðàçëàãàåòñÿ íà k íåñîâïàäàþùèõ âñþäó íåïðåðûâíûõ
âåòâåé åñëè è òîëüêî åñëè F ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó.
Çàäàíèå âåòâåé (èõ íóìåðàöèÿ) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ íà êàæäîé
ñâÿçíîé êîìïîíåíòå X ′ ïðîñòðàíñòâî X ïîñðåäñòâîì çàäàíèÿ âåòâè
â îäíîé òî÷êå èç X ′.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ëîêàëüíî ñâÿçàííîå ïðîñòðàíñòâî X � êîìïàêò-
íî, òî ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò êîíå÷íî.
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Ïðèìåíåíèå òåîðåìû î âåòâÿõ ê ñâîéñòâàì

íîñèòåëåé îïòèìàëüíûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé

�ðûíêà�

Ñëåäñòâèå

Åñëè

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû î âåòâÿõ ìíîãîçíà÷íûõ
îòîáðàæåíèé, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà;

âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå î åäèíñòâåííîñòè ìàêñèìèçàòîðà
Q∗t (·) èç Pn(Kt(·)));

êîìïàêòû K0 è Kt(x), x ∈ Bt−1 ñâÿçíû (íàïðèìåð, âûïóêëû);

ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå x 7→ supp(Q∗t (·)) = St(x)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ |St(·)| = n + 1 äëÿ âñåõ x ∈ Bt−1,

òî îíî íåïðåðûâíî è ðàçëàãàåòñÿ íà íåñîâïàäàþùèå âñþäó
íåïðåðûâíûå âåòâè, îäíîçíà÷íî çàäàâàåìûå çíà÷åíèåì âåòâåé â
îäíîé òî÷êå.
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Ñòîõàñòè÷åñêè ïîäõîä ê ñóïåðõåäæèðîâàíèþ

Ïóñòü òîðãîâûå îãðàíè÷åíèÿ îòñóòñòâóþò. Ðàññìîòðèì
ôèëüòðîâàííîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì
ôèëüòðàöèÿ Ft , t = 1, . . . ,N ïîðîæäåíà ïðîöåññîì öåí
Xt ñ îãðàíè÷åííûìè ïî÷òè íàâåðíîå ïðèðàùåíèÿìè ∆Xt .
Ïóñòü ξt � àäàïòèðîâàííûé è îãðàíè÷åííûé ïî÷òè íàâåð-
íîå ïðîöåññ ïîòåíöèàëüíûõ âûïëàò ïî îáóñëîâëåííîìó
îáÿçàòåëüñòâó è M(X ) � ìíîæåñòâî ìàðòèíãàëüíûõ ìåð
ýêâèâàëåíòíûõ çàäàííîé ðåôåðåíòíîé ìåðå. Äëÿ ðåãóëÿð-
íîãî âàðèàíòà óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Qt(x0, . . . , xt−1, dy)
ïðèðàùåíèé ∆Xt ïðè óñëîâèè X0 = x0, . . ., XN = xN îáî-
çíà÷èì Kt(x0, . . . , xt−1) åãî íîñèòåëü.

Äëÿ ðåçóëüòàòîâ êàñàòåëüíî ñòîõàñòè÷åñêîãî ñóïåðõåäæè-
ðîâàíèÿ ñì. Ãëàâó 7 êíèãè F�ollmer H. and Schied A. (2016)
Stochastic Finance. An Introduction in Discrete Time. Walter
de Gruyter, New York, 4th edition.
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Ñòîõàñòè÷åñêèé è äåòåðìèíèñòñêèé ïîäõîäû ê

ñóïåðõåäæèðîâàíèþ: îáùåå íåðàâåíñòâî

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îòñóòñòâèÿ àðáèòðàæíûõ

âîçìîæíîñòåé, ïðîöåññ ñòîèìîñòè U∗t ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé íè÷òî èíîå êàê (âåðõíþþ) îáîëî÷êó Ñíåëëà, ò.å.

U∗N = ξN
U∗t−1 = ξt−1∨ ess sup

Q∈M(X )

EFt−1

Q U∗t , t = 0, . . . ,N .

Åñëè ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè v ∗t (·) � óíèâåðñàëüíî èçìåðèìà,
òîãäà ïî÷òè íàâåðíîå

U∗t ≤ V ∗t = v ∗t (X0, . . . ,Xt), t = 0, . . . ,N .

Ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ýòî íåðà-
âåíñòâî ìîæåò áûòü ñòðîãèì.
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Ïðèìåð ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì îäíîøàãîâóþ (N = 1) çàäà÷ó ñ
ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó ôóíêöèåé âûïëàò g1(x) = I{x0}(x),
ãäå IA � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ìíîæåñòâà A. Âûáå-
ðåì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì Ω = [−1, 1] ñ
áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé F è íåàòîìè÷åñêîé âåðîÿòíîñòíîé
ìåðîé ñ íîñèòåëåì [−1, 1], (ñêàæåì, ðàâíîìåðíîå ðàñïðå-
äåëåíèå). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíàÿ öåíà x0 > 1
ôèêñèðîâàíà, à öåíà â ìîìåíò 1 ðàâíà X1(ω) = ω + x0, òàê
÷òî K1(x0) = [−1, 1].

Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî U∗1 = 0 ïî÷òè íàâåðíîå, îäíàêî
V ∗1 = 1, è ýòî çíà÷åíèå ïîëó÷åíî äëÿ íàèõóäøåé ñìåøàí-
íîé ñòðàòåãèè ðûíêà, ïðè êîòîðîé ðàñïðåäåëåíèå ïðèðà-
ùåíèé ñîñðåäîòî÷åíî â åäèíñòâåííîé òî÷êå 0.
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Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñîâïàäåíèÿ

Òåîðåìà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òîðãîâûå îãðàíè÷åíèÿ îòñóòñòâóþò è

âûïîëíåíî ãðóáîå óñëîâèå îòñóòñòâèÿ àðáèòðàæíûõ
âîçìîæíîñòåé,

ôóíêöèÿ âûïëàò gt(·) íåïðåðûâíà,

ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Kt(·) íåïðåðûâíî â ìåòðèêå
Õàóñäîðôà.

Òîãäà ôóíêöèÿ v∗t (·) íåïðåðûâíà è ïî÷òè íàâåðíîå

U∗t = V ∗t = v∗t (X0, . . . ,Xt), t = 0, . . . ,N.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíåíû, êîãäà ïðîñòðàíñòâî ýëå-
ìåíòàðíûõ ñîáûòèé êîíå÷íî è âûïîëíåíî óñëîâèå îòñóòñòâèÿ àðáèò-
ðàæíûõ âîçìîæíîñòåé.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

s.n.smirnov@gmail.com
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