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Ïðåäèñëîâèå

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîäåðæèò êóðñ ëåêöèé, êîòîðûé àâòîð ÷è-

òàåò íà ìàòåìàòè÷åñêîì �àêóëüòåòå Ïåòðîçàâîäñêîãî ãîñóäàð-

ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ñòóäåíòàì âòîðîãî êóðñà, îáó÷àþùèì-

ñÿ ïî íàïðàâëåíèÿì ¾Ìàòåìàòèêà¿ è ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà

è èí�îðìàòèêà¿. Èçëîæåííûé ìàòåðèàë ñîîòâåòñòâóåò óíèâåð-

ñèòåòñêèì ïðîãðàììàì. Îáó÷åíèå ïðîâîäèòñÿ â ñîòðóäíè÷åñòâå

ñ ÊàðÍÖ �ÀÍ â ðàìêàõ Ó÷åáíî-íàó÷íîãî êîìïëåêñà Èíñòèòóòà

ïðèêëàäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé è ìàòåìàòè÷åñêîãî

è �èçèêî-òåõíè÷åñêîãî �àêóëüòåòîâ Ïåòð�Ó.

Ñòèëü èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà ïðèáëèæåí ê ëåêöèîííîìó.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ïîçâîëèëî ñîõðàíèòü ýëåìåíòû ¾æèâîãî

ïîâåñòâîâàíèÿ¿, íî ñ äðóãîé � íå äîñòèãíóò óðîâåíü ñòðóêòóðè-

ðîâàíèÿ ¾îïðåäåëåíèå n � ëåììà m � òåîðåìà N � ñëåäñòâèå k¿.
Â ðàìêàõ êðàòêîãî êóðñà àâòîð ñ÷åë òàêîé âûáîð ñòèëÿ ïðåäïî-

÷òèòåëüíûì. Â Ïåòð�Ó ñòóäåíòû ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòà

ñïåöèàëèçèðóþòñÿ â îñíîâíîì â îáëàñòè ãåîìåòðèè è òîïîëî-

ãèè, ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìà-

òè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ¾â îêðåñòíîñòè

Computer Siene¿. Ïðåäñòàâëåííûé êóðñ èìååò îáùåîáðàçîâà-

òåëüíûå öåëè, ¾òðóäíûå òåîðåìû¿ ëèøü ñ�îðìóëèðîâàíû ñ ñî-

îòâåòñòâóþùèìè ññûëêàìè íà êëàññè÷åñêèå êíèãè è ó÷åáíèêè,

îðèåíòèðîâàííûå íà ñïåöèàëèçàöèþ â îáëàñòè äè��åðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Ïàðàëëåëüíî ñ ëåê-

öèÿìè âåäóòñÿ ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ, ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîäåðæèò

òîëüêî ¾íàèáîëåå òðóäíûé¿ ëåêöèîííûé ìàòåðèàë. Ýòî âìåñòå

ñ íàöåëåííîñòüþ íà êîìïàêòíîñòü èçëîæåíèÿ ïîçâîëèëî îãðàíè-

÷èòüñÿ ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèì îáúåìîì èçäàíèÿ.

Ïî óêàçàííûì ïðè÷èíàì â ó÷åáíîì ïîñîáèè íåò àêöåíòà íà

ïðèëîæåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêå, êàê ýòî îáû÷íî ïðèíÿòî,

íî ¾âçàìåí¿ ïðåäñòàâëåíû äîïîëíåíèÿ èç òåîðèè óïðàâëåíèÿ.

Àâòîð ñòðåìèëñÿ âûáèðàòü òîëüêî íåîáõîäèìûé ìàòåðèàë, îðè-

åíòèðóÿñü íà åãî ¾ðàáîòîñïîñîáíîñòü¿ â ïðèëîæåíèÿõ. Â ÷àñò-

íîñòè, ïðè èçëîæåíèè òåîðèè ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè

êîý��èöèåíòàìè íå èñïîëüçóåòñÿ æîðäàíîâà �îðìà ìàòðèöû.
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Ââåäåíèå

Ñèñòåìàòè÷åñêîå ðàçâèòèå òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé íà÷èíàåòñÿ (åñëè âîîáùå ìîæíî ãîâîðèòü î ¾íà÷àëàõ¿) ñ îñ-

íîâîïîëàãàþùèõ ðàáîò Íüþòîíà (¾çàêîíû ïðèðîäû âûðàæàþò-

ñÿ äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè¿). Íüþòîíà (1642�1727) è

Ëåéáíèöà (1646�1716) ïî ïðàâó ñ÷èòàþò ¾îòöàìè¿ ñîâðåìåííîãî

ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû â ðàç-

âèòèè òåîðèè è ïðèëîæåíèé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè-

íàäëåæàò Áåðíóëëè

(
ßêîáó, 1654�1705, Èîãàííó, 1667�1748, Äà-

íèèëó, 1700�1782

)
, Ýéëåðó (1707�1783), Äàëàìáåðó (1717�1783),

Ëàãðàíæó (1736�1813), Ëàïëàñó (1749�1827), �àóññó (1777�1855),

Êîøè (1789�1857), Ëèóâèëëþ (1809�1882), ßêîáè (1804�1851) è

äðóãèì âåëèêèì ìàòåìàòèêàì XVII�XIX ñòîëåòèé. Îñíîâû êà-

÷åñòâåííîé òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çàëîæåíû íà

ðóáåæå XX âåêà â ðàáîòàõ, ïðåæäå âñåãî, Ïóàíêàðå (1854�1912)

è Ëÿïóíîâà (1857�1918). Êðàòêèå èñòîðè÷åñêèå îáçîðû ñîäåð-

æàòñÿ â êíèãàõ [2, 18, 27℄. Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî îçíàêîìëåíèÿ

ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ê ëèòåðàòóðå ïî èñòîðèè ìàòåìàòèêè.

Êóðñ ëåêöèé ïîñâÿùåí îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèÿì (ÎÄÓ), ìîäåëèðóþùèì â îñíîâíîì ýâîëþöèîííûå

ïðîöåññû, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè äåòåðìèíèðîâàííîñòè, êî-

íå÷íîìåðíîñòè è äè��åðåíöèðóåìîñòè. Íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåí-

íàÿ, ÷åðåç êîòîðóþ âûðàæàþòñÿ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðîöåñ-

ñà, åäèíñòâåííà è èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âðåìÿ. Ìåõàíè÷åñêàÿ

òåðìèíîëîãèÿ â òåîðèè ÎÄÓ ñëîæèëàñü èñòîðè÷åñêè è ÿâëÿ-

åòñÿ â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè óñëîâíîé. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàò-

ðèâàåìûå â ãëàâå I óðàâíåíèÿ èìåþò ñêîðåå ãåîìåòðè÷åñêîå ñî-

äåðæàíèå, êîãäà èùóòñÿ êðèâûå ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè êàñà-

òåëüíûõ. Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (êîãäà íåçàâèñè-

ìûõ ïåðåìåííûõ íåñêîëüêî), îðèåíòèðîâàííûå íà ïðèëîæåíèÿ

â åñòåñòâîçíàíèè, èçó÷àþòñÿ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè.

Ñëó÷àé êîìïëåêñíîçíà÷íûõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ � ïðåä-

ìåò àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Óòî÷íèì òåðìèíîëîãèþ. Äåòåðìèíèðîâàííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî

áóäóùåå ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ òåêóùèì ñîñòîÿíèåì. Â êëàññè-
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÷åñêîé ìåõàíèêå äâèæåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíû-

ìè ïîëîæåíèÿìè è íà÷àëüíûìè ñêîðîñòÿìè òî÷åê ìåõàíè÷åñêîé

ñèñòåìû. Çàäà÷è ìåõàíèêè ïîñëóæèëè ìîùíûì ñòèìóëîì ðàç-

âèòèÿ òåîðèè ÎÄÓ. Êîíå÷íîìåðíîñòü: äëÿ îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèÿ

ïðîöåññà èñïîëüçóåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ. Ìíîæåñòâî

âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé îáðàçóåò �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî. Äè��å-

ðåíöèðóåìîñòü: �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ äè��ðåíöèðó-

åìûì ìíîãîîáðàçèåì è ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ äè��å-

ðåíöèðóåìûìè �óíêöèÿìè. Ïî ìåðå èçëîæåíèÿ êóðñà ýòè îáùèå

ïîíÿòèÿ áóäóò íàïîëíÿòüñÿ êîíêðåòíûì ñîäåðæàíèåì.

ÎÄÓ è åãî ðåøåíèÿ. Îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâ-

íåíèå èìååò âèä F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0. Çäåñü x � íåçàâèñèìàÿ

ïåðåìåííàÿ, à y = y(x) � èñêîìàÿ �óíêöèÿ. Ïîðÿäîê ñòàðøåé

ïðîèçâîäíîé (n) íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì óðàâíåíèÿ. Ïðèëàãàòåëü-

íîå îáûêíîâåííîå, îçíà÷àþùåå åäèíñòâåííîñòü íåçàâèñèìîé ïå-

ðåìåííîé, â äàëüíåéøåì ÷àñòî áóäåì îïóñêàòü.

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ ðåøåíèÿ ÎÄÓ. Îáû÷íî �óíêöèÿ F
ðàññìàòðèâàåòñÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè G ⊆ Rn+2

. Ýëåìåíòàìè

(òî÷êàìè è âåêòîðàìè) R
m

ñ÷èòàåì óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû m
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë x = (x1, . . . , xm). Ïîäðàçóìåâàåì ñòàíäàðò-

íóþ ñòðóêòóðó ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, áåç íåîáõîäèìîñòè íå

ðàçëè÷àåì âåêòîðû-ñòîëáöû è âåêòîðû-ñòðîêè. Áîëåå òîãî, �èê-

ñèðóåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈x, y〉 = x1y1+. . . xmym, ÷òî ïðå-
âðàùàåò Rm

â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Em
ñ ñîîòâåòñòâóþùåé

íîðìîé è ìåòðèêîé: |x| =
√

〈x, x〉, ρ(x, y) = |x − y|. Îáëàñòüþ
â Rm

íàçûâàåòñÿ îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî: êàæäàÿ òî÷-

êà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó âìåñòå ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ, è

ëþáûå äâå òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü ëîìàíîé (íå âûõîäÿ çà ïðå-

äåëû ìíîæåñòâà). Îêðåñòíîñòü òî÷êè � ëþáîå ìíîæåñòâî, ñî-

äåðæàùåå íåêîòîðóþ ε-îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè (îòêðûòûé øàð

ðàäèóñà ε > 0). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî F ∈ C1(G): ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû â îáëàñòè G.

Çàìå÷àíèå 1. Â òåðìèíàõ îáùåé òîïîëîãèè èñïîëüçîâàëàñü ëè-

íåéíàÿ ñâÿçíîñòü â R
m
. Äëÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà â R

m
ñâÿç-

íîñòü âëå÷åò ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü, ïðè÷åì äîñòàòî÷íî îãðàíè-

÷èòüñÿ ëîìàíûìè (ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çâåíüåâ). Â äàëüíåéøåì
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íå àêöåíòèðóåì âíèìàíèå íà ïîäîáíûõ óòî÷íåíèÿõ è ñòàðàåìñÿ

âûáèðàòü ëàêîíè÷íûå �îðìóëèðîâêè èç ýêâèâàëåíòíûõ.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ y = ϕ(x), ϕ : 〈a, b〉 → R, íàçûâàåòñÿ

ðåøåíèåì (ÎÄÓ F = 0 ), åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) ïðîèçâîäíàÿ ϕ(n)
ñóùåñòâóåò íà 〈a, b〉;

2)

(
x, ϕ(x), . . . , ϕ(n)(x)

)
∈ G ∀x ∈ 〈a, b〉;

3) F
(
x, ϕ(x), . . . , ϕ(n)(x)

)
≡ 0, x ∈ 〈a, b〉.

Ïî îïðåäåëåíèþ ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ïðîìåæóò-

êå âåùåñòâåííîé îñè: 〈a, b〉 = (a, b), [a, b), (a, b], [a, b]. Ïî ïîâî-

äó óãëîâûõ ñêîáîê ïîëàãàåì, ÷òî â êîíòåêñòå òðóäíî ñïóòàòü

ïðîìåæóòîê ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Â ãðàíè÷íûõ òî÷-

êàõ ïðîèçâîäíûå ïîíèìàþòñÿ îäíîñòîðîííèìè. Íå èñêëþ÷àþò-

ñÿ è íåñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ a = −∞, b = +∞: (−∞,+∞),
(−∞, c〉, 〈c,+∞), c ∈ R. Îãðàíè÷åíèå ñâÿçíîñòè 〈a, b〉 îòðàæàåò,
â ÷àñòíîñòè, èíòóèòèâíîå æåëàíèå ðèñîâàòü ãðà�èêè ðåøåíèé,

íå îòðûâàÿ ðó÷êè îò ëèñòà áóìàãè. Èç ìåõàíè÷åñêèõ ñîîáðàæå-

íèé åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèÿ íà ïðîìåæóòêàõ âðå-

ìåíè. Èòàê, �îðìàëüíî ãîâîðÿ, ðåøåíèå � ýòî ïàðà {ϕ, 〈a, b〉},
ò. å. �óíêöèÿ ñ óêàçàíèåì ïðîìåæóòêà, íà êîòîðîì ýòà �óíêöèÿ

ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Â òåîðåòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèÿõ îãðàíè÷èìñÿ èíòåðâàëàìè

I = (a, b), ÷òî èñêëþ÷àåò îãîâîðêó îá îäíîñòîðîííèõ ïðîèç-

âîäíûõ. Â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ ïðè íåîáõîäèìîñòè ãðàíè÷íûå

òî÷êè ðàññìàòðèâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíî. Â îñíîâíîì áóäåì èçó-

÷àòü óðàâíåíèÿ â íîðìàëüíîé �îðìå (ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëü-

íî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé): y(n) = f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
. Åñëè òà-

êîå ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ F = 0 íåâîçìîæíî è (èëè) íóæíî

ó÷èòûâàòü ãðàíèöó ∂G, îáùàÿ òåîðèÿ óñëîæíÿåòñÿ.

Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèå ïðèìåðû ÎÄÓ.

1◦. Íà÷íåì ñ èçâåñòíîãî èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà

óðàâíåíèÿ

y′ = f(x), f ∈ C(I), I = (a, b).
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Âêëþ÷åíèå f ∈ C(I) îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè f íà èí-

òåðâàëå I . �åøåíèÿìè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïåðâîîáðàçíûå:

y = ϕ(x) =

∫
f(x) dx, x ∈ I.

Ñèìâîë íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà èíòåðïðåòèðóåòñÿ ïî-ðàçíî-

ìó. Â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà îáû÷íî ïðèíÿòî ñ÷èòàòü

íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë ìíîæåñòâîì âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ:

∫
f(x) dx = {F (x) + C}

(
F ′ = f, C ∈ R

)
.

Òîãäà ðàâåíñòâà ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ.

Â ÷àñòíîñòè, çàïèñü âûøå îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ÿâ-

ëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ �óíêöèè f(x) íà èíòåð-
âàëå I . Â êóðñàõ ÎÄÓ òðàäèöèîííî ïîä íåîïðåäåëåííûì èíòå-

ãðàëîì ïîíèìàþò êàêóþ-ëèáî �èêñèðîâàííóþ (ïðîèçâîëüíóþ)

ïåðâîîáðàçíóþ. Íåîïðåäåëåííîñòü èíòåãðàëà îçíà÷àåò, ÷òî íàñ

èíòåðåñóåò ïåðâîîáðàçíàÿ F (x) ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïî-

ñòîÿííîé C. Òàê óäîáíåå â òåõíè÷åñêèõ âûêëàäêàõ. Ïîäîáíûõ

óòî÷íåíèé ìîæíî èçáåæàòü, çàïèñàâ âñå ðåøåíèÿ �îðìóëîé

y = ϕ(x) =

∫ x

x0

f(t) dt + C, x ∈ I.

Çäåñü x0 � ïðîèçâîëüíîå �èêñèðîâàííîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà I ,
à C ∈ R � ïðîèçâîëüíàÿ (âàðüèðóåìàÿ) ïîñòîÿííàÿ. Îáîçíà-

÷åíèÿ òðàäèöèîííû, òàê ÷òî êîíñòàíòó C îò �óíêöèîíàëüíîãî

ïðîñòðàíñòâà C îòëè÷àåì ïî êîíòåêñòó. Äðóãèõ ðåøåíèé óðàâ-

íåíèÿ y′ = f(x) íåò. Óæå íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå çàìå÷àåì, ÷òî

ó ÎÄÓ, âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

2◦. Ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè expx, sinx, cosx ÿâëÿþòñÿ ðåøå-
íèÿìè óðàâíåíèé (êàêèå êàêèõ?) y′ = y, y′′ + y = 0, x ∈ I = R.

�åøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ è �óíêöèè C expx, C1 sinx+C2 cosx. Óêà-
çàííûå ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ðåøå-

íèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâè-

ÿìè y(0) = 1; y(0) = 0, y′(0) = 1; y(0) = 1, y′(0) = 0 (ïðàâäà, äî-

êàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé
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âïåðåäè). Óíèêàëüíîñòü è âîñòðåáîâàííîñòü ýêñïîíåíòû íà ÿçû-

êå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îáúÿñíÿþòñÿ ïðîñòî: y′ = y.

3◦. Îñíîâîé êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ âòîðîé çàêîí

Íüþòîíà mẍ = F (t, x, ẋ), ãäå m � ìàññà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè,

äâèæóùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû F ; x(t) � ïîëîæåíèå òî÷êè â

ìîìåíò âðåìåíè t (íà ïðÿìîé, íà ïëîñêîñòè, â ïðîñòðàíñòâå).

Òî÷êàìè ñâåðõó, âñëåä çà Íüþòîíîì, îáîçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå

ïî âðåìåíè. Ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì, ò. å. ïðîñòðàíñòâîì ñîñòî-

ÿíèé, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî {(x, ẋ)}. �åøåíèåì óðàâíåíèÿ � çàêîí

äâèæåíèÿ x = ϕ(t) (îòîáðàæåíèå t 7→ ϕ(t) íà ðàññìàòðèâàåìîì
ïðîìåæóòêå âðåìåíè 〈t1, t2〉).

Â êëàññè÷åñêîé îáùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è (ñëîæèâøåéñÿ èñ-

òîðè÷åñêè) ðåøèòü óðàâíåíèå � çíà÷èò íàéòè âñå åãî ðåøåíèÿ

{ϕ, 〈a, b〉}. Ïðè ýòîì ãîâîðÿò îá èíòåãðèðóåìîñòè â êâàäðàòó-

ðàõ, åñëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâèìî â îáùåì âèäå ñóïåð-

ïîçèöèåé êîíå÷íîãî ÷èñëà àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ýëåìåí-

òàðíûõ �óíêöèé, îïåðàöèé äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâà-

íèÿ (äàæå åñëè èíòåãðàëû ¾íå áåðóòñÿ¿ â ýëåìåíòàðíûõ �óíê-

öèÿõ). Âìåñòî óòî÷íåíèÿ ¾îáùåãî âèäà¿ ïîêà ìîæíî îãðàíè-

÷èòüñÿ èíòóèòèâíûì ïðåäñòàâëåíèåì î åäèíîé äëÿ âñåõ ðåøå-

íèé �îðìóëå óêàçàííîãî êëàññà. Ïîñêîëüêó ïðîñòåéøèå ÎÄÓ

ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ, òî ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ

ðåøåíèÿ ïî óêîðåíèâøåéñÿ òðàäèöèè íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðîâà-

íèåì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Â èñòîðèè ìàòåìàòèêè èç-

âåñòíû ïðîáëåìû, ¾îòðèöàòåëüíîå¿ ðåøåíèå êîòîðûõ ÿâëÿëîñü

ìîùíûì ñòèìóëîì ðàçâèòèÿ. Äîñòàòî÷íî óïîìÿíóòü ðàçðåøè-

ìîñòü àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ðàäèêàëàõ (òåîðèÿ Àáåëÿ�

�àëóà). Â 1841 ã. Ëèóâèëëü äîêàçàë, ÷òî óæå ïðîñòåéøåå äè�-

�åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå �èêêàòè y′ + y2 = xα èíòåãðèðóåòñÿ

â êâàäðàòóðàõ ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ (ïðè çíà÷åíè-

ÿõ α, óêàçàííûõ åùå Ä. Áåðíóëëè). Ýòî èíèöèèðîâàëî ðàçâèòèå
êà÷åñòâåííûõ, àñèìïòîòè÷åñêèõ, ïðèáëèæåííûõ (â òîì ÷èñëå è

÷èñëåííûõ) ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ. Â ïðèëîæåíèÿõ íå òàê ÷à-

ñòî òðåáóåòñÿ íàéòè âñå ðåøåíèÿ. Çà ðåäêèì èñêëþ÷åíèåì ýòî

ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Îáû÷íî èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èí-

�îðìàöèÿ (íàïðèìåð, íà÷àëüíûå èëè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ), íåîá-
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õîäèìî âûäåëèòü ðåøåíèÿ ñ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè (îãðà-

íè÷åííûå, óñòîé÷èâûå, . . . ), ïîýòîìó â äàëüíåéøåì íå áóäåì ñè-

ñòåìàòè÷åñêè ðàçâèâàòü òåîðèþ îáùåãî ðåøåíèÿ. Ýòî òðåáóåò

áîëåå óãëóáëåííîãî èçó÷åíèÿ è ê òîìó æå èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå

îïðåäåëåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ (ñì. ññûëêó íà ñ. 159 â êíèãå [3℄).

Çàìå÷àíèå 2. Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî òåðìèíîëîãèÿ ñêëà-

äûâàëàñü èñòîðè÷åñêè, òàê ÷òî íåîáõîäèìî âíèìàòåëüíî îòíî-

ñèòüñÿ ê èñïîëüçóåìûì ïîíÿòèÿì è îïðåäåëåíèÿì. Êîíå÷íî, õî-

òåëîñü áû ïðåäñòàâèòü îäíîé �îðìóëîé âñå ðåøåíèÿ. Ïî ìåðå

âîçíèêíîâåíèÿ è èçó÷åíèÿ ïðîñòåéøèõ ÎÄÓ ýòî óäàâàëîñü, íî

äëÿ áîëåå ñëîæíûõ îáúåêòîâ (óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà, ñèñòåì

óðàâíåíèé) òàêàÿ öåëü ñòàíîâèëàñü âñå áîëåå ¾òåîðåòè÷åñêîé¿.

Íè î êàêèõ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ è êâàäðàòóðàõ óæå ðå÷ü íå

èäåò. Â êîíñòðóêòèâíîì ïëàíå âïîëíå ìîæåò îêàçàòüñÿ äîñòà-

òî÷íûì îïðåäåëåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ â ñëåäóþùåì (¾ñëàáîì¿)

ñìûñëå. Äëÿ ïðèìåðà îãðàíè÷èìñÿ óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿä-

êà y′′ = f(x, y, y′)
(
mẍ = F (t, x, ẋ)

)
: ýòî �óíêöèÿ y(x,C1, C2),

êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò âûáîðîì ïàðàìåòðîâ C1,2 ïîëó÷èòü ðåøåíèå

ëþáîé çàäà÷è Êîøè y(x0) = y0, y
′(x0) = y1 â çàäàííîé îáëàñòè

íà÷àëüíûõ äàííûõ D = {(x0, y0, y1)}. Âîïðîñ î òîì, âñå ëè ýòî

ðåøåíèÿ, öåëåñîîáðàçíî âûäåëèòü îòäåëüíî (ïî àíàëîãèè ñ ïðî-

äîëæèìîñòüþ íà 〈a1, b1〉 ⊃ 〈a, b〉). Â ïðèíöèïå D íå îáÿçàòåëüíî

îáëàñòü, I � ïðîìåæóòîê, ïàðàìåòðîâ æåëàòåëüíî ìåíüøå: êîí-

öåïöèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ çàâèñèò îò êîíêðåòíîé çàäà÷è.

Çàìå÷àíèå 3. Ïîëåçíî îçíàêîìèòüñÿ ñ ýâîëþöèåé äàæå òàêîãî

áàçîâîãî ïîíÿòèÿ, êàê �óíêöèÿ. ¾À âî âðåìåíà Íüþòîíà ïîä

ñëîâîì �óíêöèÿ ïîíèìàëè òîëüêî î÷åíü õîðîøèå âåùè. Èíî-

ãäà ýòî áûëè ìíîãî÷ëåíû, èíîãäà ðàöèîíàëüíûå �óíêöèè, íî

âî âñÿêîì ñëó÷àå âñå îíè áûëè àíàëèòè÷åñêèìè â ñâîåé îáëà-

ñòè îïðåäåëåíèÿ è ðàçëàãàëèñü â ðÿäû Òåéëîðà¿ [Àðíîëüä Â.È.

�þéãåíñ è Áàððîó, Íüþòîí è �óê. Ì.: Íàóêà, 1989. Ñ. 24℄. ¾Äëÿ

Ýéëåðà è äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ XVII è XVIII âåêîâ ¾�óíêöèÿ¿

îçíà÷àëà íå÷òî òàêîå, ÷òî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ÿâíîé �îð-

ìóëû . . . èëè, âîçìîæíî, ÷òî-òî, îïðåäåëÿåìîå èíòåãðàëîì èëè

çàäàâàåìîå ñòåïåííûì ðÿäîì¿ [Ïåíðîóç �. Ïóòü ê ðåàëüíîñòè,

èëè çàêîíû, óïðàâëÿþùèå Âñåëåííîé. Ì.;Èæåâñê, 2007. Ñ. 107℄.
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Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ââåäåíèÿ ïðèâåäåì ïðèìåðû ìà-

òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé â �îðìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïåðâûé ïðèìåð îòíîñèòñÿ ê ìåõàíèêå, ¾êîëûáåëè¿ òåîðèè (íà-

ðÿäó ñ ãåîìåòðèåé è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêîé). Âòîðîé èç îáëà-

ñòè �èçè÷åñêîé õèìèè. Êðóã çàäà÷, ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ ìà-

òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ý��åêòèâíûõ

èíñòðóìåíòîâ èññëåäîâàíèÿ, íåóêëîííî ðàñøèðÿåòñÿ. Ïåðåä ìà-

òåìàòèêàìè ðåäêî ñòàâÿò ïîëíîñòüþ �îðìàëèçîâàííûå çàäà÷è.

Íåîáõîäèìî îñâàèâàòü (è ñ áîëüøîé ïîëüçîé äëÿ ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ îáîáùåíèé) ñâåäåíèÿ èç �èçèêè, õèìèè, áèîëîãèè, ìåäè-

öèíû . . . � äî äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé åùå íóæíî ¾äî-

áðàòüñÿ¿. Òðåáóåòñÿ âûäåëèòü îïðåäåëÿþùèå ïàðàìåòðû (ëèìè-

òèðóþùèå �àêòîðû) è îïèñàòü èõ âçàèìîñâÿçè.

Åñëè ÷èòàòåëü ñïåøèò îáðàòèòüñÿ ê èçó÷åíèþ îáùåé òåîðèè,

òî ïðèìåðû ìîäåëåé äîñòàòî÷íî ïðîñìîòðåòü ¾ïî äèàãîíàëè¿.

�èñ. 0.1. Äâèæåíèå öåíòðà ìàññ �èñ. 0.2. Òåðìîäåñîðáöèÿ H2

Äâèæåíèå öåíòðà ìàññ ËÀ. Ïðåñëåäóÿ èñêëþ÷èòåëüíî ìèð-

íûå öåëè (íàïðèìåð, ìåòåîðîëîãè÷åñêèå), ðàññìîòðèì ïðîñòåé-

øóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà (ËÀ)

â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè (ðèñ. 0.1). Ñòàðò ïðîèñõîäèò ñ ïî-

âåðõíîñòè Çåìëè, òî÷êó ñòàðòà ïðèíèìàåì çà íà÷àëî îòñ÷å-

òà. Âûñîòà è äàëüíîñòü ïîëåòà íåâåëèêè, òàê ÷òî îãðàíè÷èì-

ñÿ ïëîñêèì ïðåäñòàâëåíèåì î çåìíîé ïîâåðõíîñòè. Ó÷òåì ñè-

ëó òÿæåñòè (mg), òÿãó äâèãàòåëÿ (F
T

= T (t)) è ñîïðîòèâëå-
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íèå ñðåäû (Fc = cSq). Ñèëû F
T
, Fc íàïðàâëåíû âäîëü âåêòî-

ðà ñêîðîñòè ~v öåíòðà ìàññ (ìàòåðèàëüíîé òî÷êè) â ïðîòèâîïî-

ëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Óòî÷íèì òåðìèíîëîãèþ è îáîçíà÷åíèÿ:

c � êîý��èöèåíò ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, S � ïëîùàäü õàðàê-

òåðíîãî (ìèäåëåâîãî) ñå÷åíèÿ; q = ρv2/2 � ñêîðîñòíîé íàïîð,

ρ = ρ0 exp{−ky} � ïëîòíîñòü àòìîñ�åðû íà âûñîòå y, v = |~v |.
Ñ âûñîòîé ïëîòíîñòü ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò (k > 0).

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç θ óãîë íàêëîíà âåêòîðà ñêîðîñòè ~v ê ìåñòíî-
ìó ãîðèçîíòó, ñïðîåêòèðóåì âåêòîðíîå óðàâíåíèå âòîðîãî çàêî-

íà Íüþòîíà d(m~v )/dt = ~F íà îñè êîîðäèíàò ¾äëèíà � âûñîòà¿:

OX : ṁẋ+mẍ =T (t) cos θ(t) − cSq cos θ(t),

OY : ṁẏ +mÿ =T (t) sin θ(t) − cSq sin θ(t) −mg,

θ = arctg(ẏ/ẋ), q = ρ0 exp{−ky}v2/2, v =
√
ẋ2 + ẏ2.

Èçìåíåíèå ìàññû m = m(t) îáóñëîâëåíî ðàñõîäîì òîïëèâà.

Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó ÎÄÓ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (äâà óðàâíå-

íèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà) ê áîëåå óäîáíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåð-

âîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ýòîãî îò �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà {(x, y, ẋ, ẏ)}
ïåðåéäåì ê {(x, y, v, θ)}. Ñíà÷àëà âû÷èñëèì óñêîðåíèÿ:

ẋ = v cos θ, ẏ = v sin θ ⇒ ẍ = v̇ cos θ−vθ̇ sin θ, ÿ = v̇ sin θ+vθ̇ cos θ.

Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà:

ṁv cos θ +mv̇ cos θ −mvθ̇ sin θ =T (t) cos θ − cSq cos θ,

ṁv sin θ +mv̇ sin θ +mvθ̇ cos θ =T (t) sin θ − cSq sin θ −mg.

Äîìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà cos θ, âòîðîå íà sin θ è ñëîæèì:

ṁv +mv̇ =T (t)− cSq −mg sin θ
(
q = ρ0 exp{−ky}v2/2

)
.

Åñëè ìíîæèòåëè cos θ, sin θ çàìåíèòü íà sin θ, − cos θ, òî ïðèõî-
äèì ê äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ θ̇(t) = −g cos θ(t)/v(t).

Èòàê, â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå {(x, y, v, θ)} ïîëó÷àåì ñèñòåìó

ẋ = v cos θ, ẏ = v sin θ, vθ̇ = −g cos θ,

mv̇ =T (t) − cSq −mg sin θ − ṁv, q = q(y, v).



14 Ââåäåíèå

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äâèæåíèÿ è òðàåêòîðèè ïîëåòà äîñòàòî÷íî

çàäàòü íà÷àëüíûå äàííûå: x(0) = y(0) = 0, v(0) = v0, θ(0) = θ0.

Â ñëó÷àå çàïóñêà ¾èç ïóøêè¿, êîãäà îòñóòñòâóåò äâèãàòåëü,

âûïîëíÿåòñÿT = 0, ṁ = 0, v0 > 0 , ÷òî ïðèâîäèò ê óïðîùåíèþ:

ẋ = v cos θ, ẏ = v sin θ, vθ̇ = −g cos θ, mv̇ = −cSq −mg sin θ.

Äàæå óïðîùåííàÿ ñèñòåìà íå èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ, äëÿ

ðàñ÷åòà äâèæåíèÿ ïðèìåíÿþò ÷èñëåííûå ìåòîäû. Îòìåòèì, ÷òî

êâàäðàòè÷íîñòü ñêîðîñòíîãî íàïîðà ÿâëÿåòñÿ àýðîäèíàìè÷åñêîé

ïðîáëåìîé: ðîñò ñêîðîñòè â n ðàç ñîïðÿæåí ñ ðîñòîì ñîïðîòèâ-

ëåíèÿ â n2 ðàç. Ìîäåëü ìîæíî óòî÷íÿòü ñ ó÷åòîì ãåîìåòðèè ËÀ.

Íàïðèìåð, òÿãà íàïðàâëåíà âäîëü ïðîäîëüíîé îñè ËÀ è ìåæäó

âåêòîðîì ñêîðîñòè ~v öåíòðà ìàññ è îñüþ èìååòñÿ óãîë àòàêè α.
Êîý��èöèåíò ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, ïîäúåìíàÿ ñèëà è çíà÷å-

íèå S çàâèñÿò îò α. Âñåì çíàêîìà êàðòèíà, êîãäà ïåðåä ïîñàäêîé

ñàìîëåò ¾çàäèðàåò íîñ¿, óâåëè÷èâàÿ óãîë àòàêè. Ó÷åò áîêîâîãî

âåòðà è îðãàíîâ óïðàâëåíèÿ äåëàåò çàäà÷ó ïðîñòðàíñòâåííîé.

�àññìîòðåíà ëèøü ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü, äëÿ óòî÷íåíèé ñëåäóåò

îáðàòèòüñÿ ê êíèãàì ïî àýðîäèíàìèêå.

Âîäîðîäîïðîíèöàåìîñòü êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ

Âîäîðîä ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îäèí èç ïåðñïåêòèâíûõ ýêîëîãè-

÷åñêè ÷èñòûõ ýíåðãîíîñèòåëåé. Íàèáîëåå ìîùíûå ðàêåòíûå äâè-

ãàòåëè � âîäîðîäíûå, â õîäó è íåáîëüøèå ïàðòèè àâòîìîáèëü-

íûõ äâèãàòåëåé. Ýíòóçèàñòû óæå ãîâîðÿò î âîäîðîäíîé ýíåð-

ãåòèêå. Îòäàëåííûå ïåðñïåêòèâû óïðàâëÿåìîãî òåðìîÿäåðíîãî

ñèíòåçà òàêæå ñâÿçàíû ñ âîäîðîäîì (åãî èçîòîïàìè). Äëÿ ðå-

øåíèÿ çàäà÷ õðàíåíèÿ, òðàíñïîðòèðîâêè, çàùèòû îêðóæàþùåé

ñðåäû íåîáõîäèìû ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòåðèàëû. Çíà÷èòåëüíàÿ

êîíöåíòðàöèÿ âîäîðîäà â ìåòàëëàõ ïðèâîäèò ê åãî îõðóï÷èâà-

íèþ. Ñ ýòèì ïðèõîäèòñÿ ñ÷èòàòüñÿ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè îáúåê-

òîâ õèìè÷åñêîãî ìàøèíîñòðîåíèÿ. Èòàê, ïî ðÿäó ïðè÷èí èíòå-

ðåñ ê êèíåòèêå âçàèìîäåéñòâèÿ âîäîðîäà ñ êîíñòðóêöèîííûìè

ìàòåðèàëàìè âûñîê. Âû÷èñëèòåëüíîå ìàòåðèàëîâåäåíèå ïðèçâà-

íî ñóçèòü äèàïàçîí ïîèñêà ìàòåðèàëîâ ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè,

ñîêðàòèòü ðàñõîäû íà ýêñïåðèìåíòû, âûÿâèòü ëèìèòèðóþùèå
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�àêòîðû (â òîì ÷èñëå è ïðè ýêñòðåìàëüíûõ óñëîâèÿõ ýêñïëóà-

òàöèè ìàòåðèàëà, êîãäà ýêñïåðèìåíò çàòðóäíèòåëåí).

Îñòàíîâèìñÿ íà îäíîì èç ý��åêòèâíûõ ýêñïåðèìåíòàëü-

íûõ ìåòîäîâ � òåðìîäåñîðáöèîííîé ñïåêòðîìåòðèè (ÒÄÑ). Ïëà-

ñòèíà èç èññëåäóåìîãî ìàòåðèàëà (íàïðèìåð, ìåòàëëè÷åñêîãî

ñïëàâà) ïîìåùàåòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêîé òåìïåðàòóðå T̄

â êàìåðó ñ ìîëåêóëÿðíûì âîäîðîäîì. ×åðåç îïðåäåëåííîå âðå-

ìÿ îáðàçåö íàñûùàåòñÿ ðàñòâîðåííûì (àòîìàðíûì) âîäîðîäîì.

Çàòåì íàãðåâ ïëàñòèíû ïðåêðàùàåòñÿ, êàìåðà âàêóóìèðóåòñÿ

è â óñëîâèÿõ ïîñëåäóþùåãî ìîíîòîííîãî íàãðåâà ñ ïîìîùüþ

ìàññ-ñïåêòðîìåòðà ðåãèñòðèðóåòñÿ ïîòîê âîäîðîäà èç îáðàç-

öà (ðèñ. 0.2). Ïî ýòîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé èí�îðìàöèè, â ÷àñò-

íîñòè, îöåíèâàþò êèíåòè÷åñêèå ïàðàìåòðû âîäîðîäîïðîíèöàå-

ìîñòè êîíêðåòíîãî êîíñòðóêöèîííîãî ìàòåðèàëà.

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ïðîñòåéøåé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-

ëè, àêöåíòèðóÿ âíèìàíèå íà ïîâåðõíîñòíûõ ïðîöåññàõ. Ïî ïî-

ñòàíîâêå ýêñïåðèìåíòà àòîìû âîäîðîäà äè��óíäèðóþò èç îáúå-

ìà ê ïîâåðõíîñòè, ñîåäèíÿþòñÿ â ìîëåêóëû è ïîêèäàþò ïîâåðõ-

íîñòü (äåñîðáèðóþòñÿ, ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñîðáöè-

åé). Ñ÷èòàåì äè��óçèþ îäíîìåðíîé (ïî òîëùèíå x ∈ [0, ℓ] îò-
íîñèòåëüíî òîíêîé ïëàñòèíû), âëèÿíèåì òîðöîâ ïðåíåáðåãàåì.

Íàãðåâ ðåàëèçóåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ðàâíîìåðíûì: T (t, x) =T (t).

Îáîçíà÷èì ïëîòíîñòü ïîòîêà H èç îáúåìà íà ïîâåðõíîñòü

÷åðåç I(t). Âåëè÷èíà I(t) (åäèíèöà èçìåðåíèÿ [I ] = 1/ñì2
ñ) ÷èñ-

ëåííî ðàâíà êîëè÷åñòâó àòîìîâ H , âûøåäøèõ èç îáúåìà íà åäè-

íè÷íóþ ïëîùàäêó ïîâåðõíîñòè çà åäèíèöó âðåìåíè.

×åðåç q(t) îáîçíà÷èì ïîâåðõíîñòíóþ êîíöåíòðàöèþ àòîìîâ

âîäîðîäà ([q] = 1/ñì2
). Âåðîÿòíîñòü âñòðå÷è è ñîåäèíåíèÿ äâóõ

àòîìîâ â ìîëåêóëó H2, ïîêèäàþùóþ ïîâåðõíîñòü, ïðîïîðöèî-

íàëüíà q2(t) (âñïîìíèì øêîëüíûé êóðñ õèìèè: ñêîðîñòü ðåàê-

öèè ïðîïîðöèîíàëüíà ïðîèçâåäåíèþ ðåàãèðóþùèõ ìàññ). Â ñâÿ-

çè ñ ýòèì ïëîòíîñòü äåñîðáöèîííîãî ïîòîêà ìîëåêóëÿðíîãî âî-

äîðîäà èç îáðàçöà â âàêóóìèðóåìóþ êàìåðó ìîäåëèðóåòñÿ âûðà-

æåíèåì J(t) = b(T )q2(t). Ïîäñ÷åò âåäåì â àòîìàõ: [J ] = 1/ñì2
ñ.

Êîý��èöèåíò äåñîðáöèè çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû ïî çàêîíó Àð-

ðåíèóñà: b(T ) = b0 exp{−Eb/[RT ]}, b0, Eb, R = const. �ðà�èê òà-
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êîé �óíêöèè èìååò S-îáðàçíûé âèä êðèâîé íàñûùåíèÿ: ñ ðî-

ñòîì òåìïåðàòóðû ([T ] = K◦
) íàáëþäàåòñÿ ðîñò ïàðàìåòðà b

ñ àñèìïòîòè÷åñêèì âûõîäîì íà ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó. Íà-

ãðåâ ý��åêòèâåí, íî ëèøü â îïðåäåëåííûõ ïðåäåëàõ. Ôîðìàëü-

íî äëÿ íà÷àëüíîé ìîäåëè èí�îðìàöèè äîñòàòî÷íî, íî öåëåñîîá-

ðàçíî óòî÷íèòü òåðìèíîëîãèþ äëÿ îðèåíòèðîâêè â ñïåöèàëüíîé

ëèòåðàòóðå: b0 � ïðåäýêñïîíåíòà (sup b), Eb � ýíåðãèÿ àêòèâà-

öèè äåñîðáöèè, R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ. Îáû÷íî

â ýêñïåðèìåíòå ðåàëèçóåòñÿ ëèíåéíûé íàãðåâT (t) =T 0 + vt.

Òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè çàïèñàòü ïðîñòåéøóþ ìîäåëü:

q̇(t) = −b(T )q2(t) + I(t), q(0) = q̄,

b(T ) = b0 exp{−Eb/[RT ]}, T (t) =T 0 + vt.

Íà÷àëüíûå äàííûå q̄ îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûì (ðàâíîâåñíûì)

íàñûùåíèåì ïîâåðõíîñòè ïðè �èêñèðîâàííîé òåìïåðàòóðå T̄ .

Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå çàïèñàíî èç ñîîáðàæåíèé ìàòå-

ðèàëüíîãî áàëàíñà. Ïðåäñòàâèì ñåáå åäèíè÷íóþ ïëîùàäêó ïî-

âåðõíîñòè (ïðè x = 0 èëè x = ℓ). Ñïðàâà â óðàâíåíèè � ðàçíîñòü

ïîòîêîâ èç îáúåìà îáðàçöà íà ïîâåðõíîñòü è ñ ïîâåðõíîñòè â

îáúåì êàìåðû. Ýòîò äèñáàëàíñ îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå êîíöåí-

òðàöèè íà ïîâåðõíîñòè (ïðîèçâîäíóþ q̇). Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå
îòíîñèòñÿ ê êëàññó ñ áîãàòîé èñòîðèåé � ýòî óðàâíåíèå �èêêàòè

(ñì. ãëàâó I). Ïðàâäà, �èêêàòè (1676�1754) èçó÷àë óðàâíåíèÿ ñ

êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ ñîâñåì ïî äðóãîìó ïîâîäó.

Äîïîëíåíèå 1. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ìîäåëü ¾íåçàìêíóòà¿, ïî-

ñêîëüêó òðóäíî ðàññ÷èòûâàòü íà èçìåðåíèå çíà÷åíèé �óíêöèè

âðåìåíè I(t). Äëÿ äàëüíåéøèõ óòî÷íåíèé íå îáîéòèñü áåç äîïîë-
íèòåëüíûõ ñâåäåíèé èç ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, ïîýòîìó �à-

êóëüòàòèâíî ïðîäîëæèì ïîñòðîåíèå ìîäåëè ¾àêñèîìàòè÷åñêè¿.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç c(t, x) êîíöåíòðàöèþ àòîìîâ H â îáðàçöå â

ìîìåíò âðåìåíè t íà ãëóáèíå x ∈ [0, ℓ]
(
[c ] = 1/ñì3

)
. Ïî ïîñòà-

íîâêå ýêñïåðèìåíòà èìååò ìåñòî ñèììåòðèÿ c(t, x) = c(t, ℓ − x).
Ïëîòíîñòü äè��óçèîííîãî ïîòîêà èç îáúåìà íà ïîâåðõíîñòü ìî-

äåëèðóåòñÿ âûðàæåíèåì I(t) = D(T )∂xc(t, 0) = −D(T )∂xc(t, ℓ),
ãäå D � êîý��èöèåíò äè��óçèè, à ∂ � ñèìâîë ÷àñòíîé ïðî-
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èçâîäíîé (∂xc ≡ cx ≡ ∂c/∂x). Çäåñü óìåñòíà àíàëîãèÿ ñ ïîòî-

êîì âîäû: ÷åì êðó÷å ãîðêà (áîëüøå âåëè÷èíà ãðàäèåíòà), òåì

èíòåíñèâíåå ïîòîê. Çàâèñèìîñòü îò òåìïåðàòóðû òàêæå ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ àððåíèóñîâñêîé: D(T ) = D0 exp{−ED/[RT ]}. �àñ-
ïðåäåëåíèå c(t, x) êîíöåíòðàöèè â îáúåìå îïèñûâàåòñÿ óðàâíå-

íèåì äè��óçèè ∂tc(t, x) = ∂x
[
D(T )∂xc(t, x)

]
. Ýòî óæå óðàâíå-

íèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïîñêîëüêó â íåãî âõîäÿò ïðîèç-

âîäíûå ïî íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì t è x. Äëÿ ïîëíîòû ìî-

äåëè îñòàåòñÿ ñâÿçàòü ïîâåðõíîñòíóþ êîíöåíòðàöèþ ñ ïðèïî-

âåðõíîñòíîé îáúåìíîé, íàïðèìåð, óñëîâèåì áûñòðîãî ðàñòâîðå-

íèÿ c(t, 0) = c(t, ℓ) = g(T )q(t), è äîáàâèòü íà÷àëüíûå äàííûå

c(0, x) = c̄ = gq̄ ( ïðè òåìïåðàòóðå íà÷àëüíîãî íàñûùåíèÿ T̄ ).

Ïðîïîðöèîíàëüíîñòü gq îòðàæàåò ïðîñòåéøóþ ñâÿçü êîíöåíòðà-

öèé: ÷åì áîëüøå àòîìîâ âîäîðîäà íà ïîâåðõíîñòè, òåì áîëüøå

èõ â ïðèïîâåðõíîñòíîì îáúåìå (è íàîáîðîò).

Èòàê, ìîäåëü ìîæåò ñîäåðæàòü êàê îáûêíîâåííûå, òàê è

¾íåîáûêíîâåííûå¿ äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ïðîöåññ óòî-

÷íåíèÿ ìîäåëè íåîãðàíè÷åí: ìîæíî ó÷åñòü ðåñîðáöèþ (÷àñòè÷-

íûé âîçâðàò íà ïîâåðõíîñòü), íåñèììåòðè÷íîñòü (àíèçîòðîï-

íîñòü) ïðîöåññîâ ðàñòâîðåíèÿ â îáúåì è âûõîäà íà ïîâåðõíîñòü,

îãðàíè÷åííóþ åìêîñòü äå�åêòîâ (ëîâóøåê), çàâèñèìîñòü êîý�-

�èöèåíòà äè��óçèè îò êîíöåíòðàöèè, íåðàâíîìåðíîñòü ïðîãðå-

âà îáðàçöà, òåðìîäè��óçèþ . . . Ïðè ýòîì ïîÿâëÿþòñÿ âñå íîâûå

êîý��èöèåíòû, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìî îöåíèâàòü ïî ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûì äàííûì (îáðàòíûå çàäà÷è). Ñëåäóåò â�îâðåìÿ

îñòàíîâèòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò öåëè ìîäåëèðîâàíèÿ.

Îãðàíè÷èâøèñü ëèøü äâóìÿ ïðèìåðàìè (êîòîðûå äîñòàòî÷-

íî ïðîñìîòðåòü íà èíòóèòèâíîì óðîâíå), ïåðåéäåì, íà÷èíàÿ

ñ ãëàâû I, ê ñèñòåìàòè÷åñêîìó èçëîæåíèþ îñíîâ îáùåé òåîðèè

îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ).

Äîïîëíåíèå 2. Â çàêëþ÷åíèå ââåäåíèÿ ¾íà âñÿêèé ñëó÷àé¿

ïðèâåäåì èñïîëüçóåìóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ òåðìèíîëîãèþ ¾ïðî-

ñòðàíñòâ¿. �àññìàòðèâàåì ïðîöåññû, ñîñòîÿíèå êîòîðûõ â ðàì-

êàõ ìîäåëè ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîíå÷íûì íàáîðîì ÷èñëîâûõ ïàðà-

ìåòðîâ. Íàïðèìåð, ñîñòîÿíèåì ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â êëàññè÷å-

ñêîé ìåõàíèêå ÿâëÿåòñÿ å¼ ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü (6 ïàðàìåò-
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ðîâ â ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àå). Ñðåäè ÷èñëîâûõ õàðàêòåðè-

ñòèê ìîãóò îêàçàòüñÿ è äàâëåíèå, òåìïåðàòóðà, óãëû . . . Ìíîæå-

ñòâî âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé îáðàçóåò �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî X.

Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå X îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì äè��å-

ðåíöèðóåìûì ìíîãîîáðàçèåì (ñì., íàïðèìåð, [2℄).

Ïî óìîë÷àíèþ äàëåå îãðàíè÷èâàåìñÿ âåùåñòâåííûìè ÷èñëà-

ìè. Àðè�ìåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî R
n = R× . . . × R, ñîñòîÿùåå

èç óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ n ÷èñåë x = (x1, . . . , xn), îáû÷íî íà-
äåëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé â çàâèñèìîñòè îò ðåøàå-

ìîé çàäà÷è. Îïðåäåëèâ ïîêîìïîíåíòíî ñëîæåíèå è óìíîæåíèå

íà ÷èñëî, ïîëó÷àåì ñòðóêòóðó ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Â îá-

ùåé òåîðèè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ èõ ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ âåê-

òîðàìè. Îáðàòíî, ïóñòü çàäàíî n-ìåðíîå ëèíåéíîå (âåêòîðíîå)
ïðîñòðàíñòâî L. Ôèêñèðóåì áàçèñ. Òîãäà âåêòîðû ìîæíî îòîæ-

äåñòâèòü ñ íàáîðàìè (x1, . . . , xn) èõ êîîðäèíàò. Ëèíåéíûì êîì-

áèíàöèÿì âåêòîðîâ îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò êîìáèíàöèè êîîð-

äèíàò. �îâîðÿò îá èçîìîð�èçìå ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ: L ≡ R
n
.

Îäíîé èç îñíîâîïîëàãàþùèõ â ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ

ñêàëÿðíîãî (âíóòðåííåãî) ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ 〈·, ·〉 â ëèíåé-

íîì n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå L. Íà àêñèîìàòèêå íå îñòàíàâëè-

âàåìñÿ. Ïîëó÷àåì åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî E . Ïîÿâëÿåòñÿ âîç-

ìîæíîñòü îïðåäåëèòü äëèíó âåêòîðà |x| =
√
〈x, x〉, óãîë ìåæäó

íåíóëåâûìè âåêòîðàìè

(
cos θ = 〈x, y〉/(|x||y|), θ ∈ [0, π]

)
, îðòî-

ãîíàëüíîñòü (x⊥y ⇔ 〈x, y〉 = 0). Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå

èìååì êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå 〈x, y〉 = x1y1 + . . .+ xnyn.

Â çàäà÷àõ ãåîìåòðè÷åñêîãî è �èçè÷åñêîãî õàðàêòåðà ÷àñòî

îïåðèðóþò òî÷êàìè, âçàèìíûì ðàñïîëîæåíèåì òåë è �èãóð, â

òî âðåìÿ êàê ëèíåéíûå îïåðàöèè îòñòóïàþò íà âòîðîé ïëàí.

Ïîäõîäÿùåé ìàòåìàòè÷åñêîé àáñòðàêöèåé ÿâëÿåòñÿ à��èííîå

ïðîñòðàíñòâî. Åãî ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè. Êàæäîé ïà-

ðå òî÷åê (A,B) ñîïîñòàâëåí âåêòîð

−−→
AB àññîöèèðîâàííîãî ïðî-

ñòðàíñòâà L. Òî÷êè A,B íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëîì è

êîíöîì âåêòîðà. Ìûñëåííî ïðåäñòàâëÿåì ñåáå òî÷êè, ñîåäèíåí-

íûå íàïðàâëåííûì îòðåçêîì ñî ñòðåëî÷êîé. Àêñèîìû â êðàò-

êîì èçëîæåíèè îïóñêàåì. Îïðåäåëåíî ñëîæåíèå òî÷êè è âåêòîðà(
A+

−−→
AB = B

)
, âû÷èòàíèå òî÷åê

(
B−A =

−−→
AB

)
, íî íå ñëîæåíèå
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òî÷åê. Ìîæíî îïðåäåëèòü à��èííîå ïðîñòðàíñòâî êàê òðîéêó

{ìíîæåñòâî òî÷åê, ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ

òî÷êè è âåêòîðà} ñ ñîîòâåòñòâóþùåé àêñèîìàòèêîé, íî òàêîé

óðîâåíü àáñòðàêöèè (åñëè óãîäíî, ñòðîãîñòè) íå ïîòðåáóåòñÿ.

Åñëè â àññîöèèðîâàííîì ëèíåéíîì (âåêòîðíîì) ïðîñòðàí-

ñòâå L (dimL = n) ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, òî ïîëó÷àåì
åâêëèäîâî (òî÷å÷íî-âåêòîðíîå) ïðîñòðàíñòâî E (En

).

Âñÿêîå n-ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü êàê à��èííîå: äîñòàòî÷íî ýëåìåíòû íàçâàòü òî÷êàìè

è êàæäîé ïàðå (òåïåðü óæå òî÷åê) v,w ïîñòàâèòü â ñîîòâåò-

ñòâèå âåêòîð w− v ∈ L. Îáðàòíî, âñÿêîå à��èííîå ïðîñòðàí-

ñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå, çà�èêñèðîâàâ òî÷-

êó � íà÷àëî êîîðäèíàò O. Òîãäà ïðîèçâîëüíîé òî÷êå P ñîïî-

ñòàâèì ðàäèóñ-âåêòîð

−−→
OP , îòîæäåñòâëÿÿ òàêèì îáðàçîì òî÷-

êè è âåêòîðû. Âûáîð ðåïåðà (òî÷êè O è áàçèñà {vi} ⊂ L) äà-
åò âîçìîæíîñòü ãîâîðèòü îá à��èííûõ êîîðäèíàòàõ òî÷êè P :−−→
OP = x1v1+ . . .+xnvn ⇒ P = (x1, . . . , xn). Â ñëó÷àå îðòîíîðìè-

ðîâàííîãî áàçèñà {v⊥i } (êîãäà L = E) ïîëó÷àåì ïðÿìîóãîëüíóþ

äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

Â êóðñå ÎÄÓ íåò íåîáõîäèìîñòè â óñëîæíåíèè îáîçíà÷å-

íèé. Â ìíîæåñòâå Rn
óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ ÷èñåë (x1, . . . , xn)

â äàëüíåéøåì ïî êîíòåêñòó ïîäðàçóìåâàåòñÿ òà èëè èíàÿ ñòðóê-

òóðà ïðîñòðàíñòâà. Îïåðèðóåì òî÷êàìè è ñäâèãàìè íà âåêòî-

ðû � èìååì â âèäó à��èííîå ïðîñòðàíñòâî. Âû÷èñëÿåì ñêàëÿð-

íûå ïðîèçâåäåíèÿ, äëèíû � ïîäðàçóìåâàåì åâêëèäîâó ñòðóêòó-

ðó. Ïî óìîë÷àíèþ R
n
ñ÷èòàåì ¾ïîëíîñòüþ îñíàùåííûì¿ (âêëþ-

÷àÿ åâêëèäîâó ìåòðèêó): åãî ýëåìåíòû è òî÷êè è âåêòîðû,

O = (0, . . . , 0), v⊥i = (0, . . . , 1, . . . , 0), 〈x, y〉 = x1y1 + . . .+ xnyn,

|x|2 = 〈x, x〉, ρ2(x, y) = |x− y|2 = 〈y − x, y − x〉 = 〈−→xy ,−→xy 〉.

Ïî êîíòåêñòó, åñëè A � ìàòðèöà n × n, òî â çàïèñè xA ñëåâà

ñòðîêà x, à â çàïèñè Ax ñïðàâà ñëîëáåö: x = (x1, . . . , xn)
⊤ ∈ R

n
.





�ëàâà I

Ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ

ÎÄÓ 1-ãî ïîðÿäêà

1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðà�å ðàññìîòðèì ÎÄÓ 1-ãî ïîðÿäêà â íîðìàëüíîé

�îðìå (ðàçðåøåííîå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé):

y′ = f(x, y), f : G→ R, G ⊆ R
2.

Çäåñü G � îáëàñòü (îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî), ïðàâàÿ ÷àñòü

óðàâíåíèÿ f êàê ìèíèìóì ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîé â G.
Ôóíêöèÿ y = ϕ(x), ϕ : 〈a, b〉 → R, íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ, åñëè íà ïðîìåæóòêå 〈a, b〉 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) ∃ϕ′(x); 2)
(
x, ϕ(x)

)
∈ G; 3) ϕ′(x) ≡ f

(
x, ϕ(x)

)
.

Ìíîæåñòâîì îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê âåùå-

ñòâåííîé îñè 〈a, b〉 = (a, b), [a, b), (a, b], [a, b]. Â ãðàíè÷íûõ òî÷-

êàõ ïðîèçâîäíûå ïîíèìàþòñÿ êàê îäíîñòîðîííèå. Äîïóñêàþòñÿ

íåñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ a = −∞, b = +∞ (â ñëó÷àå èõ èñêëþ÷å-

íèÿ). �åøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòîáðàæåíèå x 7→ ϕ(x) ñ óêàçà-
íèåì ïðîìåæóòêà 〈a, b〉, ò. å. ïàðà {ϕ, 〈a, b〉}. Ïðè íåîáõîäèìîñòè

ïîä÷åðêíóòü îòëè÷èå �óíêöèè ϕ êàê ýëåìåíòà �óíêöèîíàëüíî-

ãî ïðîñòðàíñòâà îò å¼ çíà÷åíèÿ ϕ(x) èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü ϕ(·).
Âî èçáåæàíèå îãîâîðîê îá îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ â îáùèõ

ðàññìîòðåíèÿõ ñ÷èòàåì ïðîìåæóòîê 〈a, b〉 èíòåðâàëîì I = (a, b).
�àññìîòðèì ïðèìåð: ∀C ∈ R �óíêöèÿ ϕ(x) = 1/(C − x),

îïðåäåëåííàÿ ∀x 6= C, íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äè��åðåíöèàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ y′ = y2, õîòÿ ϕ′(x) ≡ ϕ2(x), x 6= C. Îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ (ïðàâîé ÷àñòè) åñòü âñÿ ïëîñ-

êîñòü Oxy : G = R2
. Ñóæåíèå �óíêöèè ϕ íà ëþáîé ïðîìåæóòîê

〈a, b〉 ⊆ (−∞, C) èëè 〈a, b〉 ⊆ (C,+∞) îïðåäåëÿåò ðåøåíèå.
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�ðà�èê ðåøåíèÿ Γ = {(x, ϕ(x))} ⊂ G íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëü-

íîé êðèâîé. Èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå f ∈ C(G) è òîæäåñòâî

ϕ′(x) ≡ f
(
x, ϕ(x)

)
íà èíòåðâàëå I âëåêóò íåðåðûâíîñòü ïðî-

èçâîäíîé ϕ′(x), ò. å. âêëþ÷åíèå ϕ ∈ C1(I). Ìíîæåñòâî çíà÷å-

íèé γ = {ϕ(x)} íàçûâàåòñÿ �àçîâîé êðèâîé. Ýòî îðòîãîíàëü-

íàÿ ïðîåêöèÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé íà �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî

{y} = R (ðèñ. 1.1). Êîãäà G èìååò ñòðóêòóðó ïðÿìîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ G = I1 × I2 äâóõ èíòåðâàëîâ, ìîæíî ñ÷èòàòü �àçîâûì

ïðîñòðàíñòâîì {y} = I2. Â ìåõàíè÷åñêîé òåðìèíîëîãèè äè��å-

ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îáû÷íî çàïèñûâàþò â �îðìå ẋ = f(t, x)
(ẋ ≡ dx/dt) è íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ t íàçûâàþò âðåìå-

íåì. Ôàçîâàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé äâèæåíèÿ. Ýòî ëèøü

÷àñòü èí�îðìàöèè {x(t)} î çàêîíå äâèæåíèÿ t 7→ x(t).

�èñ. 1.1. �åøåíèå ÎÄÓ �èñ. 1.2. Ïîëå íàïðàâëåíèé

�åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Ñîïîñòàâèì êàæäîé òî÷êå

(x0, y0) ∈ G ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòó òî÷êó ñ óãëîâûì

êîý��èöèåíòîì k = f(x0, y0) (ðèñ. 1.2). �îâîðÿò, ÷òî äè��åðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå (åãî ïðàâàÿ ÷àñòü) îïðåäåëÿåò ïîëå íàïðàâ-

ëåíèé â îáëàñòè G. �åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé � òàí-

ãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ãðà�èêó �óíêöèè (y′ = tgα).
Èç îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ãëàäêàÿ êðèâàÿ

Γ =
{(
x, ϕ(x)

)
|x ∈ I, ϕ ∈ C1(I)

}
⊂ G

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàñà-
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òåëüíàÿ â êàæäîé òî÷êå êðèâîé ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì â ýòîé

æå òî÷êå. Óðàâíåíèÿ f(x, y) = const îïðåäåëÿþò èçîêëèíû �

ìíîæåñòâà òî÷åê ñ îäèíàêîâûì íàïðàâëåíèåì. Èçîêëèíû ïîçâî-

ëÿþò íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå ïðåäñòàâèòü ñåáå ãåîìåòðè÷åñêóþ

ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ. Â êóðñå ìàòåìàòè-

÷åñêîãî àíàëèçà ñòðîèëèñü êàñàòåëüíûå ê êðèâûì. Çäåñü ñòàë-

êèâàåìñÿ ñ îáðàòíîé çàäà÷åé: çíàÿ ïîëå íàïðàâëåíèé (tgα = f),
òðåáóåòñÿ ñòðîèòü èíòåãðàëüíûå êðèâûå (êðèâûå, êàñàþùèåñÿ

ïîëÿ). Ïðè îïðåäåëåíèè ïîëÿ íàïðàâëåíèé âìåñòî ïðÿìûõ ìîæ-

íî îãðàíè÷èòüñÿ åäèíè÷íûìè îòðåçêàìè ïðÿìûõ ñ öåíòðîì â

òî÷êå èëè îòêëàäûâàòü êàñàòåëüíûå âåêòîðû

(
1, f(x0, y0)

)
.

Â îáëàñòè G �óíêöèÿ f îïðåäåëÿåò ïîëå íàïðàâëåíèé áåç

âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ (tgα ∈ R). Èíòåãðàëüíûå êðèâûå ÿâëÿ-

þòñÿ ãðà�èêàìè �óíêöèé îò x, íî â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ

÷àñòî ïåðåìåííûå x, y ðàâíîïðàâíû: èñêîìóþ êðèâóþ (å¼ ÷àñòü)

äîïóñòèìî èñêàòü êàê ãðà�èê �óíêöèè x = ψ(y), ïðèíèìàÿ y çà
íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ. Òîãäà íàðÿäó ñ èñõîäíûì ðàññìàòðè-

âàþò òàê íàçûâàåìîå ïåðåâåðíóòîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíå-

íèå dx/dy = 1/f(x, y), ëèøü áû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿëîñü ïîëå

íàïðàâëåíèé, âêëþ÷àÿ âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå.

Çàäà÷à Êîøè. Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y′ = f(x, y) èìå-
åò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Êàêèå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ

ñïîñîáíû âûäåëèòü îäíî ðåøåíèå? Îäèí èç âàðèàíòîâ: çàäàþòñÿ

íà÷àëüíûå äàííûå (x0, y0) ∈ G, è òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå ðåøåíèå
y = ϕ(x), x ∈ I = (a, b), ÷òî x0 ∈ I è ϕ(x0) = y0. �åîìåòðè÷å-
ñêè: íàéòè èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç çàäàííóþ

òî÷êó (x0, y0). Ýòî çàäà÷à Êîøè (èëè íà÷àëüíàÿ çàäà÷à). Â îá-

ùèõ ðàññóæäåíèÿõ, ÷òîáû èçáåæàòü îãîâîðîê îá îäíîñòîðîííèõ

ïðîèçâîäíûõ, ñ÷èòàåì G îáëàñòüþ, à I èíòåðâàëîì, ñîäåðæà-

ùèì x0. Ïðè íåîáõîäèìîñòè çàäà÷ó Êîøè ìîæíî ñòàâèòü, íà-

ïðèìåð, íà ïðîìåæóòêàõ 〈a, x0], [x0, b〉 èëè â àñèìïòîòè÷åñêîì

ñìûñëå y → y0 ïðè x→ x0
(
êîãäà (x0, y0) ∈ ∂G

)
.

Òåîðåìà (Ïåàíî (1858�1932)). Ïðè óñëîâèè íåïðåðûâíîñòè �óí-

êöèè f â îáëàñòè G äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ (x0, y0) ∈ G
ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè.
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Â áîëåå êîìïàêòíîé çàïèñè: f ∈ C(G) ⇒ ∀ (x0, y0) ∈ G

∃ y = ϕ(x)
(
x ∈ I = (a, b)

)
: x0 ∈ I, ϕ(x0) = y0.

Äîêàçàòåëüñòâî èçëîæåíî, íàïðèìåð, â [21, 27℄. Íåïðåðûâíîñòü

ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ y′ = f(x, y) ïðåäïîëàãàåì äàëåå ïî

óìîë÷àíèþ. Çà�èêñèðîâàâ x0 è âàðüèðóÿ y0 (îñòàâàÿñü â ïðåäå-
ëàõ îáëàñòè G), ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé. �åøåíèÿ

ñ ðàçëè÷íûìè y0 íå ñîâïàäàþò â îêðåñòíîñòè x0 ïî íåïðåðûâíî-
ñòè. Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ∂yf ∈ C(G) èìååò ìåñòî åäèí-
ñòâåííîñòü (ãëàâà II, òåîðåìà Ïèêàðà (1856�1941)). Çäåñü åäèí-

ñòâåííîñòü ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî ëþáûå äâà ðåøåíèÿ

íà÷àëüíîé çàäà÷è, îïðåäåëåííûå ñîîòâåòñòâåííî íà èíòåðâàëàõ

I1 è I2, ñîâïàäàþò íà ïåðåñå÷åíèè I1 ∩ I2. Óñëîâèå íåïðåðûâíî-
ñòè ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∂yf ≡ f ′y ≡ fy ìîæíî îñëàáèòü, íî áåç
äîïîëíèòåëüíîãî òðåáîâàíèÿ ê f ∈ C(G) íå îáîéòèñü.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì â îáëàñòè G = R2 = Oxy
óðàâíåíèå y′ = 3y2/3. Ïîäñòàíîâêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî �óíêöèè

y = (x−C)3, y = 0 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè, îïðåäåëåííûìè íà èí-

òåðâàëå I = R (ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîì). ×åðåç êàæäóþ òî÷êó

(x0, y0) ïðîõîäèò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ èíòåãðàëü-

íûõ êðèâûõ {(x, ϕ(x))}, îïðåäåëåííûõ ïðè x ∈ R, ïîñêîëüêó

ìîæíî ãëàäêî ñêëåèâàòü âåòâè êóáè÷åñêèõ ïàðàáîë ñ îòðåçêà-

ìè îñè àáñöèññ. Íà îñè Ox ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó (x0, 0) ïðîõîäÿò
ïî êðàéíåé ìåðå äâå èíòåãðàëüíûå êðèâûå (óêàæèòå áîëüøåå

èõ ÷èñëî äëÿ äàííîãî ïðèìåðà), êîòîðûå íå ñîâïàäàþò â ëþ-

áîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, 0). Òî÷êè, îáëàäàþùèå òàêèì ñâîé-

ñòâîì, ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè. �åøåíèå y = 0 íàçûâàåòñÿ îñîáûì:

åãî èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ öåëèêîì ñîñòîèò èç îñîáûõ òî÷åê. Îá-

ùèå îïðåäåëåíèÿ áóäóò ïðèâåäåíû ïîçæå. Â ïðèìåðå fy = 2y−1/3

è ïðè y = 0 íàðóøàþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû Ïèêàðà. Â îáëàñòÿõ

G : y > 0 è G : y < 0 èìååò ìåñòî åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà-

÷è Êîøè: ëþáûå äâå èíòåãðàëüíûå êðèâûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç

òî÷êó (x0, y0), y0 6= 0, è íàõîäÿùèåñÿ â ïðåäåëàõ ïîëóïëîñêîñòè,
ñîâïàäàþò ïðè îáùèõ çíà÷åíèÿõ x èç ïðîìåæóòêîâ îïðåäåëåíèÿ.

Ïðîäîëæèìîñòü ðåøåíèé. Ôîðìàëüíî êàæäîå ðåøåíèå {ϕ, I}
ìîæíî ïðåâðàòèòü â áåñêîíå÷íóþ ñîâîêóïíîñòü ðåøåíèé, ðàñ-
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ñìàòðèâàÿ ñóæåíèÿ �óíêöèè ϕ íà ïîäûíòåðâàëû I . Íàâåäåì â

îïðåäåëåííîé ñòåïåíè ¾ïîðÿäîê¿ â ýòîì âîïðîñå.

Îïðåäåëåíèå. �åøåíèå y = ϕ(x) (ϕ : 〈a, b〉 → R) ïðîäîëæèìî

âïðàâî, åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå y = ψ(x) (x ∈ 〈a, d〉, d > b),
ñóæåíèå êîòîðîãî íà ïðîìåæóòîê 〈a, b〉 ñîâïàäàåò ñ ϕ(x).
�åøåíèå ψ íàçûâàåòñÿ ïðîäîëæåíèåì âïðàâî ðåøåíèÿ ϕ. Àíà-
ëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèå âëåâî. �åøåíèå ïîëíîå, åñëè

îíî íåïðîäîëæèìî íè âïðàâî, íè âëåâî. Ïóñòü ðåøåíèå ϕ îïðå-

äåëåíî íà ïðîìåæóòêå 〈a, b]. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû Ïåàíî (f ∈ C)
ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî âïðàâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîò-

ðåòü íà÷àëüíûå äàííûå (x0, y0) = (b, ϕ(b)) è ñêëåèòü ñóæåíèå

íà [b, d) ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ èñõîäíûì ðåøåíèåì íà 〈a, b].
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûé èíòåðâàë (α, β), êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ìàê-

ñèìàëüíûì èíòåðâàëîì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ.

Â óñëîâèÿõ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (äîñòà-

òî÷íî f, fy ∈ C) åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êëàññû ýêâèâàëåíò-

íîñòè ðåøåíèé, ïîëó÷àåìûõ äðóã èç äðóãà îïåðàöèÿìè ñóæåíèÿ

è ïðîäîëæåíèÿ. Â ýòîì ñìûñëå ðåøåíèå çàäàíî ñ òî÷íîñòüþ äî

ïðèíàäëåæíîñòè îäíîìó êëàññó. Â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ îá-

ëàñòü G ðàññëàèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ èíòåãðàëüíûå êðè-

âûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ïîëíûì ðåøåíèÿì.

Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè â òåîðåòè÷åñêèõ ðàññìîòðåíèÿõ,

åñëè íå îãîâîðåíî îñîáî, ðåøåíèÿ ÎÄÓ ïîíèìàþòñÿ ïîëíûìè.

Óðàâíåíèå â ñèììåòðè÷íîé �îðìå. Îáùèé âèä:

P (x, y) dx +Q(x, y) dy = 0, (x, y) ∈ G ⊆ R
2.

Ñ÷èòàåì �óíêöèè P è Q êàê ìèíèìóì íåïðåðûâíûìè â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé îáëàñòè G. Ïåðåìåííûå x, y â òàêîé çàïèñè ðàâ-

íîïðàâíû, ÷òî îñîáåííî õàðàêòåðíî äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷.

Íàïðèìåð, óðàâíåíèå y′ = y/x ïîäðàçóìåâàåò x 6= 0 è ïîèñê ðå-

øåíèÿ â �îðìå y(x). Çàïèñü x′ = x/y ïî óìîë÷àíèþ îçíà÷àåò

y 6= 0 è x(y). Ñèììåòðè÷íàÿ �îðìà xdy − y dx = 0 ïîçâîëÿåò

çàäàòü ïîëå íàïðàâëåíèé â îáëàñòè G = R
2 \{0}.
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Ïóñòü â îáëàñòè G �óíêöèè P è Q îäíîâðåìåííî â íóëü íå

îáðàùàþòñÿ. Òî÷êè, â êîòîðûõ P = Q = 0 íàçûâàþòñÿ îñîáû-

ìè òî÷êàìè óðàâíåíèÿ P (x, y) dx + Q(x, y) dy = 0, ïîêà èõ íå

ðàññìàòðèâàåì. Òîãäà â G óðàâíåíèå ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê

ñèìâîëè÷åñêóþ çàïèñü äâóõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

y′x ≡ dy

dx
= −P (x, y)

Q(x, y)
, x′y ≡ dx

dy
= −Q(x, y)

P (x, y)
.

Ïîÿñíèì ñìûñë ýòîãî âûñêàçûâàíèÿ. Ïðè óñëîâèè P 2 + Q2 6= 0
â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè G îïðåäåëåíî ïîëå íàïðàâëåíèé. Åñëè

Q 6= 0, òî â îêðåñòíîñòè òàêîé òî÷êè ðàññìàòðèâàåì ïåðâîå óðàâ-

íåíèå è ïîëó÷àåì ïîëå íàïðàâëåíèé áåç âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ.

Àíàëîãè÷íî, â îêðåñòíîñòè òî÷êè, ãäå P 6= 0, èìååì íàïðàâëå-

íèÿ áåç ãîðèçîíòàëüíûõ ïðÿìûõ. Åñëè P 6= 0 è Q 6= 0, òî îïðåäå-
ëåííûå âûøå íàïðàâëåíèÿ ñîâïàäàþò (y′x = 1/x′y). Ïåðâè÷íûì
ñ÷èòàåì çàäàíèå ïîëÿ íàïðàâëåíèé. Êîãäà ïîëå çàäàíî, âîçíè-

êàåò çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ (èíòåãðàëüíûõ

ëèíèé ïîëÿ íàïðàâëåíèé). Èùåì ãëàäêèå êðèâûå â îáëàñòè G,
êàñàþùèåñÿ â êàæäîé ñâîåé òî÷êå ïîëÿ íàïðàâëåíèé.

Äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ (x0, y0)
(
Q(x0, y0) 6= 0

)
ðàññìàòðè-

âàåì ïåðâîå óðàâíåíèå è îïðåäåëÿåì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè â

�îðìå y = ϕ(x)
(
x ∈ I = (a, b), x0 ∈ I

)
. Åñëè P (x0, y0) 6= 0,

òî ïîëó÷àåì x = ψ(y)
(
y ∈ J = (c, d), y0 ∈ J

)
. Â óñëîâèÿõ

åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ïðè îäíîâðåìåííîì âû-

ïîëíåíèè íåðàâåíñòâ Q(x0, y0) 6= 0 è P (x0, y0) 6= 0 ïîëó÷àåì â

äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0) îäíó è òó æå ãëàä-
êóþ êðèâóþ (êàê ïîäìíîæåñòâî G), ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç (x0, y0).

Áîëåå îáùèì ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå

x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ (t1, t2),
(
ϕ(t), ψ(t)

)
∈ G, ϕ, ψ ∈ C1, ϕ̇2 + ψ̇2 > 0.

Ìíîæåñòâî Γ = {
(
ϕ(t), ψ(t)

)
} ⊂ G íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ëè-

íèåé (êðèâîé), à îòîáðàæåíèå t 7→
(
ϕ(t), ψ(t)

)
ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ P dx+Qdy = 0, åñëè âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

P
(
ϕ(t), ψ(t)

)
ϕ̇(t) +Q

(
ϕ(t), ψ(t)

)
ψ̇(t) ≡ 0, t ∈ (t1, t2).
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Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ âûøåèçëîæåííûì â ñèëó y′x = ẏ/ẋ, x′y = ẋ/ẏ.
Ôîðìàëüíî â óðàâíåíèå P dx+Qdy = 0 ïîäñòàâëÿåì

x = ϕ(t), y = ψ(t), dx = ϕ̇(t) dt, dy = ψ̇(t) dt

è ñîêðàùàåì íà ïðèðàùåíèå dt íåçàâèñèìîãî àðãóìåíòà. Â ÷àñò-

íûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà y = ϕ(x) (x ∈ I) èëè x = ψ(y) (y ∈ J), èìååì

P
(
x, ϕ(x)

)
+Q

(
x, ϕ(x)

)
ϕ′(x) ≡ 0, P

(
ψ(y), y

)
ψ′(y)+Q

(
ψ(y), y

)
≡ 0.

Åñëè çàïèñàòü óðàâíåíèå y′ = f(x, y) â �îðìå dy/dx = f(x, y)
è âîñïðèíèìàòü ïðîèçâîäíóþ êàê îòíîøåíèå äè��åðåíöèàëîâ

(à Ëåéáíèö è ââåë ýòî îáîçíà÷åíèå êàê äðîáü), òî ïîëó÷èì

P dx + Qdy = 0, ãäå P = −f , Q = 1. Ïåðâè÷íûì ïîíÿòèåì

ìîæíî (è äàæå åñòåñòâåííåå ñ òî÷êè çðåíèÿ �óíêöèîíàëüíîãî

àíàëèçà) ñ÷èòàòü äè��åðåíöèàë êàê ëèíåéíóþ ÷àñòü ïðèðàùå-

íèÿ �óíêöèè: ∆y = A∆x+o(|∆x|). Òîãäà êîý��èöèåíò A è åñòü

ïðîèçâîäíàÿ, âû÷èñëÿåìàÿ äåëåíèåì dy = A∆x íà dx = ∆x.

Äîïîëíåíèå. Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì êîììåíòàðèé ê îïðå-

äåëåíèþ ãëàäêîé êðèâîé. Ïàðàìåòðèçîâàííîé ãëàäêîé êðèâîé

â îáëàñòè G íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå t 7→ (ϕ(t), ψ(t)) ñ óêàçàí-
íûìè âûøå ñâîéñòâàìè. �àññìîòðèì å¼ íîñèòåëü (îáðàç)

Γ =
{(
ϕ(t), ψ(t)

)
| t ∈ (t1, t2)

}
⊂ G.

Ôèêñèðóåì t0 ∈ (t1, t2). Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ϕ̇(t0) 6= 0
(ϕ̇(t0) > 0). Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 èìååò ìåñòî

âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå t ↔ x = ϕ(t) (|t − t0| < ε) è
ìíîæåñòâî {(ϕ(t), ψ(t)) | t0 − ε < t < t0 + ε} ⊆ Γ ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü êàê ãðà�èê íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè

y(x), x ∈
(
ϕ(t0 − ε), ϕ(t0 + ε)

)
. Åñëè �óíêöèè ϕ,ψ ïðîäîëæèìû

ïî íåïðåðûâíîñòè íà îòðåçîê [t1, t2] è íåò ñàìîïåðåñå÷åíèé:

(
ϕ(τ1), ψ(τ1)

)
6=

(
ϕ(τ2), ψ(τ2)

)
, τi ∈ [t1, t2], τ1 6= τ2,

òî Γ
(
t ∈ (t1, t2)

)
ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì äè��åðåíöèðóåìûì ìíî-

ãîîáðàçèåì (ïðîñòîé ãëàäêîé äóãîé) â îáëàñòè G. Åñëè íåðàâåí-
ñòâî ñîõðàíÿåòñÿ ïðè τi ∈ (t1, t2) è âûïîëíåíà ãëàäêàÿ ñêëåéêà

(
ϕ(t1), ψ(t1)

)
=

(
ϕ(t2), ψ(t2)

)
,
(
ϕ̇(t1), ψ̇(t1)

)
=

(
ϕ̇(t2), ψ̇(t2)

)
,
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òî ïîëó÷àåì ãëàäêèé êîíòóð. Òåðìèíîëîãèÿ ðàçíîîáðàçíà. Íà-

ïðèìåð, íàðÿäó ñ êðèâîé èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí ïóòü. Íåîáõîäè-

ìî ïî êîíòåêñòó ñëåäèòü, ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä êðèâîé (îòîáðà-

æåíèå èëè åãî îáðàç) è ÷òî âêëàäûâàåòñÿ â òåðìèí ¾ãëàäêîñòü¿.

Ñ îãîâîðêîé îá îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ èçëîæåííîå ïå-

ðåíîñèòñÿ íà ïðîìåæóòêè 〈a, b〉, 〈c, d〉, 〈t1, t2〉. Ê äè��åðåíöè-

àëüíîìó óðàâíåíèþ â ñèììåòðè÷íîé �îðìå ìû åùå âåðíåìñÿ

ïðè ðàññìîòðåíèè âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè.

2. Èíòåãðèðîâàíèå â êâàäðàòóðàõ

�àññìîòðèì íåêîòîðûå òèïû ÎÄÓ 1-ãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùèå

èíòåãðèðîâàíèå â êâàäðàòóðàõ ýëåìåíòàðíûìè ìåòîäàìè.

Óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Â ïðåäïîëî-

æåíèè g(y) 6= 0 îãðàíè÷èìñÿ óðàâíåíèåì â íîðìàëüíîé �îðìå

y′ = f(x)g(y), f ∈ C(I), g ∈ C(J), I = (a, b), J = (c, d).

Ïîñòàâèì ñâîåé öåëüþ ñâåñòè ýòî óðàâíåíèå ê íåäè��åðåíöè-

àëüíîìó ñîîòíîøåíèþ. Óòî÷íèì ñìûñë ýòîé çàäà÷è è ïðåäñòà-

âèì ìåòîä å¼ ðåøåíèÿ, ðàçáèâ èçëîæåíèå íà íåñêîëüêî ýòàïîâ.

1◦. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðîìó ¾îáû÷íîìó¿ óðàâíåíèþ (áåç

ïðîèçâîäíûõ). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî (ïîëíîãî) ðåøåíèÿ y = ϕ(x)
(ϕ : (α, β) ⊆ I → J) ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà

ϕ′(x)

g
(
ϕ(x)

) ≡ f(x) ⇒
∫ x

x0

ϕ′(t)

g
(
ϕ(t)

) dt−
∫ x

x0

f(τ) dτ ≡ 0, x ∈ (α, β).

Çäåñü x0 ∈ (α, β) � ïðîèçâîëüíîå �èêñèðîâàííîå ÷èñëî. Â ïåð-

âîì èíòåãðàëå ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ:

∫ ϕ(x)

y0

g−1(y) dy −
∫ x

x0

f(τ) dτ ≡ 0, y0 := ϕ(x0), x ∈ (α, β).

Èíîãäà áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë := äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîä÷åðê-

íóòü ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ. Èòàê, çäåñü y0 � îáîçíà÷åíèå.
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Ôèêñèðóåì ïåðâîîáðàçíûå �óíêöèé 1/g(y) è f(x):

G(y) =

∫ y

y0

g−1(s) ds, F (x) =

∫ x

x0

f(s) ds, x ∈ I, y ∈ J.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå y = ϕ(x) íà èíòåðâàëå ñâîåãî îïðå-

äåëåíèÿ (α, β) ⊆ I óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ G(y) − F (x) = 0,
ðàññìàòðèâàåìîì â çàäàííîì ïðÿìîóãîëüíèêå {(x, y)} = I × J .

2◦. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (x0, y0) ∈ I × J è óêà-

çàííûå ïåðâîîáðàçíûå G(y), F (x). Ïðèâåäåì ðàññóæäåíèÿ â îá-

ðàòíîì íàïðàâëåíèè: ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå G(y) − F (x) = 0,
ðàññìàòðèâàåìîå â ïðÿìîóãîëüíèêå I × J , íåÿâíî îïðåäåëÿåò

ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè y = ϕ(x), ϕ(x0) = y0. Ïî ïîñòðîåíèþ âû-

ïîëíÿåòñÿ G(y0) − F (x0) = 0. Ïîñêîëüêó G′(y0) = 1/g(y0) 6= 0,
òî ïî òåîðåìå î íåÿâíîé �óíêöèè íàéäåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê

Π = (x1, x2)× (y1, y2) ⊆ I × J, (x0, y0) ∈ Π,

â êîòîðîì óðàâíåíèå G(y) − F (x) = 0 îäíîçíà÷íî ðàçðåøè-

ìî îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé y. Óòî÷íèì �îðìóëèðîâêó òåîðå-

ìû: äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ïðÿìîóãîëüíèêà Π íà èíòåðâàëå

(x1, x2), ñîäåðæàùåì x0, îïðåäåëåíà íåïðåðûâíî äè��åðåíöè-

ðóåìàÿ (íåÿâíàÿ) �óíêöèÿ y = ϕ(x) ñî ñâîéñòâàìè ϕ(x0) = y0,

(
x, ϕ(x)

)
∈ Π, G

(
ϕ(x)

)
− F (x) ≡ 0,

(x, y) ∈ Π, G(y)− F (x) = 0 ⇒ y = ϕ(x).

Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà õàðàêòåðèçóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ.

Ïðîâåðèì, ÷òî íåÿâíàÿ �óíêöèÿ y = ϕ(x) (x ∈ (x1, x2),
ϕ(x0) = y0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

d

dx

(
G
(
ϕ(x)

)
−F (x)

)
≡ ϕ′(x)

g
(
ϕ(x)

)−f(x) ≡ 0 ⇒ ϕ′(x) ≡ f(x)g
(
ϕ(x)

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáûõ

íà÷àëüíûõ äàííûõ (x0, y0) ∈ I × J . Òîæäåñòâà ñïðàâåäëèâû äëÿ

ëþáîé �óíêöèè y = ϕ(x) êëàññà C1
, îòîáðàæàþùåé íåêîòîðûé
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ïðîìåæóòîê 〈α, β〉 ⊆ I â èíòåðâàë J è óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâ-

íåíèþ G(y)−F (x) = 0. Òàêàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äè�-

�åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y′ = f(x)g(y).

3◦. Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè â òîì

ñìûñëå, ÷òî äâà ðåøåíèÿ ϕi : Ii ⊆ I → J ñîâïàäàþò íà ïåðåñå-

÷åíèè R = I1 ∩ I2 èíòåðâàëîâ îïðåäåëåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S
ïîäìíîæåñòâî R, íà êîòîðîì ϕ1 = ϕ2. Îíî çàìêíóòî â R:

xk ∈ S ⊆ R, xk → x̄ ∈ R, ϕi ∈ C(R) ⇒ ϕ1(x̄) = ϕ2(x̄), x̄ ∈ S.

Âìåñòå ñ òåì ìíîæåñòâî S îòêðûòî â ïåðåñå÷åíèè èíòåðâàëîâ

R. Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x̃ ∈ S è �èê-

ñèðóåì íîâûå íà÷àëüíûå äàííûå x0 = x̃, y0 = ϕ1(x̃) = ϕ2(x̃).
Â ïðåäåëàõ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ïðÿìîóãîëüíèêà Π ãðà�èêè ðå-

øåíèé ñîâïàäàþò â ñèëó åäèíñòâåííîñòè íåÿâíîé �óíêöèè. Çíà-

÷èò, òî÷êà x̃ ïðèíàäëåæèò S ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ. Èòàê,

ìíîæåñòâî S îäíîâðåìåííî çàìêíóòî è îòêðûòî â ñâÿçíîì ìíî-

æåñòâå (èíòåðâàëå) R. Òîãäà ëèáî S = ∅, ëèáî S = R. Èñõîäíîå
çíà÷åíèå x0 ïðèíàäëåæèò S. Îñòàåòñÿ S = R.

Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ

ñâÿçíûì, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ

åãî íåïóñòûõ çàìêíóòûõ (îòêðûòûõ) ïîäìíîæåñòâ áåç îáùèõ

òî÷åê. Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå: îäíîâðåìåííî îòêðûòûìè è

çàìêíóòûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî X è ∅ (ñì.: Çîðè÷ Â.À. Ìàòåìà-

òè÷åñêèé àíàëèç. Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2002. Ò. 2. Ñ. 24).

Çàìå÷àíèå 1. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (â ïðèíÿ-

òûõ îïðåäåëåíèÿõ) äîêàçàíà áåç äîïîëíèòåëüíîãî ïðåäïîëîæå-

íèÿ g′ ∈ C(J) (õîòÿ, êàê óæå óïîìèíàëîñü, òðåáîâàíèå íåïðå-

ðûâíîñòè f ′y â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû Ïèêàðà ìîæíî îñëàáèòü).

¾Âçàìåí¿ ó÷ëè ñòðóêòóðó óðàâíåíèÿ è óñëîâèå g(y) 6= 0 ∀ y ∈ J .

4◦. Íå îáÿçàòåëüíî îïåðèðîâàòü ïåðâîîáðàçíûìè â �îðìå

èíòåãðàëîâ ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì. Ôèêñèðóåì ïðî-

èçâîëüíûå ïåðâîîáðàçíûå G(y), F (x) �óíêöèé 1/g(y), f(x) è

ðàññìîòðèì â ïðÿìîóãîëüíèêå I × J óðàâíåíèå

H(x, y) := G(y)− F (x) = C, C = const.
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Åñëè âçÿòü C /∈ M = {H(x, y)| (x, y) ∈ I × J}, òî ðåøåíèé

íåò. Ëþáîå ðåøåíèå y = ϕ(x) äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y′ = f(x)g(y) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ H(x, y) = C ñ íåêîòîðîé

êîíñòàíòîé C, çíà÷åíèå êîòîðîé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ëþ-

áîé òî÷êîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé. Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ýòó

òî÷êó ÷åðåç (x0, y0). Òîãäà óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ C = 0
è ïåðâîîáðàçíûõ, îïðåäåëåííûõ âûøå ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåííûõ

èíòåãðàëîâ ñ ïåðåìåííûìè âåðõíèìè ïðåäåëàìè. Îñòàåòñÿ íà-

ïîìíèòü, ÷òî ïåðâîîáðàçíûå îòëè÷àþòñÿ ëèøü íà àääèòèâíûå

êîíñòàíòû. Î÷åâèäíî, C = H(x0, y0). Îáðàòíî, åñëè íàéäåíî ðå-
øåíèå y = ϕ(x) óðàâíåíèÿ H(x, y) = C

(
(x, y) ∈ I×J

)
ïðè íåêî-

òîðîì C ∈ M , îïðåäåëåííîå è íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîå

íà 〈α, β〉 ⊆ I , òî ýòî ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ (x0, y0) ∈ I×J óðàâíå-

íèå H(x, y) = C, ãäå C = H(x0, y0), îïðåäåëÿåò ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè êàê íåÿâíóþ �óíêöèþ y = ϕ(x) íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå

(α, β) ⊆ I , ñîäåðæàùåì x0. �åøåíèå çàäà÷è Êîøè åäèíñòâåííî:

ëþáûå äâà ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò íà ïåðåñå÷åíèè èíòåðâàëîâ ñâîå-

ãî îïðåäåëåíèÿ. Â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó

(x0, y0) ∈ I×J ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ. Äâå
èíòåãðàëüíûå êðèâûå (ãðà�èêè ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè) ñîâïà-

äàþò äëÿ îáùèõ x. Åñëè ðåøåíèÿ ïðîäîëæèìû íà ïðîìåæóòêè,

òî ðàâåíñòâî ñîõðàíèòñÿ è íà èõ ïåðåñå÷åíèè ïî íåïðåðûâíîñòè.

Èíòåãðàëû ÎÄÓ. Ôóíêöèÿ H(x, y) ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå

çíà÷åíèå ïðè ïîäñòàíîâêå ðåøåíèÿ y = ϕ(x). Òàêèå �óíêöèè íà-
çûâàþòñÿ èíòåãðàëàìè äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Â ïðè-

ëîæåíèÿõ èíòåãðàëû îáû÷íî îòðàæàþò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ. Òåð-

ìèí ¾èíòåãðàë¿ ñëîæèëñÿ èñòîðè÷åñêè: â ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ, êàê

âûøå, äîñòàòî÷íî îïåðàöèè èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ ñîäåðæàòåëü-

íîñòè òåîðèè è ïðèëîæåíèé ïðåäïîëàãàþò óñëîâèå íåâûðîæäåí-

íîñòè: â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè èíòåãðàë

íå ñâîäèòñÿ ê êîíñòàíòå. Ïîòðîåííàÿ �óíêöèÿ H óäîâëåòâîðÿ-

åò ýòîìó òðåáîâàíèþ

(
H ′

y 6= 0 è ¾ðàáîòàåò¿ òåîðåìà î íåÿâíîé

�óíêöèè, ïîçâîëÿþùàÿ ëîêàëüíî îïðåäåëÿòü ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè â �îðìå y(x)
)
. Ñîîòíîøåíèå H(x, y) = C íàçûâàåòñÿ îá-

ùèì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ y′ = f(x)g(y).
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Íà ýòîì èíòåãðèðîâàíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ÷è-

òàåòñÿ çàêîí÷åííûì, çàäà÷à ñâåäåíà ê ïîèñêó íåÿâíûõ �óíêöèé.

Ïðè ýòîì ÷àñòî ïðîùå íàéòè ïðåäñòàâëåíèå x = ψ(y) èëè ðåøå-
íèå â ïàðàìåòðè÷åñêîé �îðìå x = ϕ(t), y = ψ(t).

Ñ�îðìóëèðóåì êîìïàêòíî èòîã ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé.

Â êâàäðàòóðàõ íàéäåí îáùèé èíòåãðàë ñî ñëåäóþùèìè ñâîé-

ñòâàìè: 1) H = const íà ëþáîì ðåøåíèè y = ϕ(x); 2) ëþ-

áàÿ íåÿâíàÿ �óíêöèÿ ϕ ∈ C1〈a, b〉
(
H
(
x, ϕ(x)

)
≡ C ∈ M

)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì; 3) ∀ (x0, y0) ∈ I × J ðåøåíèå çàäà÷è Êî-

øè ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è íåÿâíî îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

H(x, y) = H(x0, y0). Ïî ïðèíÿòîìó îïðåäåëåíèþ (ïî êðàéíåé

ìåðå â ïðåäåëàõ � 2) ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è

ïðåäïîëàãàåòñÿ â �îðìå y = ϕ(x), x ∈ I = (a, b), x0 ∈ I . Åäèí-
ñòâåííîñòü: åñëè èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ðåøå-

íèÿ ñîâïàäàþò íà ïåðåñå÷åíèè ïðîìåæóòêîâ îïðåäåëåíèÿ.

Çàìåíà ïåðåìåííîé. Ïðèåìû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ íàêàïëè-

âàþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì: ñòàðàþòñÿ íàéòè çàìåíó ïåðåìåí-

íûõ, ïðè êîòîðîé óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê óæå èññëåäîâàííî-

ìó òèïó. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé y:
z = G(y), ãäå G � êàêàÿ-ëèáî ïåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèè 1/g(y) íà
ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå J = (c, d), íà êîòîðîì ïî ïðåäïî-

ëîæåíèþ g(y) 6= 0. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè g(y) > 0 ∀ y ∈ J .
Òîãäà ïåðåìåííàÿ z = G(y) ñòðîãî âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå J ,

z ∈ G(J) =
(
G(c), G(d)

)
, G(c) := G(c+ 0), G(d) := G(d− 0)

(íå èñêëþ÷àþòñÿ íåñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ∓∞ îäíîñòîðîííèõ

ïðåäåëîâ G(y) ïðè y → c è y → d). Ôóíêöèÿ G(y) çàäàåò äè�-
�åîìîð�èçì èíòåðâàëà (c, d) íà èíòåðâàë G(J): îòîáðàæåíèå
âçàèìíî-îäíîçíà÷íî è íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìî âìåñòå ñî

ñâîèì îáðàòíûì. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ (x, y) 7→ (x,G(y)):

y′ = f(x)g(y), z′x = G′
yy

′
x = g−1(y)y′ ⇒ z′ = f(x), x ∈ I.

Îáëàñòüþ çàäàíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ I × G(J). �åøå-
íèÿ z = ζ(x) ñóòü ïåðâîîáðàçíûå �óíêöèè f(x). Îãîâîðèìñÿ,
÷òî ðåøåíèÿìè áóäóò âñå ïåðâîîáðàçíûå, åñëè G(J) = R. Èíà÷å
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òîëüêî òå èç íèõ è íà òàêèõ ïðîìåæóòêàõ 〈α, β〉 ⊆ I , äëÿ êî-

òîðûõ ζ(x) ∈ G(J). Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ z′ = f(x) î÷åâèäíû, â èòîãå îñòàåò-
ñÿ ëèøü âåðíóòüñÿ ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé y = G−1(z). Óñëîâèå
G(J) = R îïðåäåëÿåòñÿ ðàñõîäèìîñòüþ èíòåãðàëîâ

∫ y0

c

1

g(y)
dy,

∫ d

y0

1

g(y)
dy, y0 ∈ (c, d),

ïîñêîëüêó äîëæíî áûòü G(c+ 0) = −∞, G(d− 0) = +∞.

Â îáùåì ñëó÷àå g(y) ìîæåò ïðèíèìàòü íóëåâîå çíà÷åíèå íà
èíòåðâàëå J . �àññìîòðåííàÿ òåîðèÿ ãîäèòñÿ äëÿ ïîäûíòåðâà-

ëîâ ìåæäó íóëÿìè �óíêöèè g(y). Ïðè g(ȳ) = 0 ïîäñòàíîâêà

y = ϕ(x) = ȳ â óðàâíåíèå äàåò òîæäåñòâî ïî x ∈ I , òàê ÷òî íóëè
ȳ îïðåäåëÿþò ðåøåíèÿ. Ïðè íàëè÷èè íóëåé g(y) ìîãóò ïîÿâëÿòü-
ñÿ îñîáûå ðåøåíèÿ. ¾Ñêëåéêà¿ è àíàëèç îáùåé êàðòèíû òðåáó-

þò óñèëèé. Êàê ýòî ÷àñòî áûâàåò, ëåã÷å �îðìàëüíî ïðîèíòåãðè-

ðîâàòü äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ÷åì ðàçîáðàòüñÿ çàòåì â

¾ïåðåïëåòåíèÿõ¿ è îñîáåííîñòÿõ íåÿâíûõ �óíêöèé, îïðåäåëÿå-

ìûõ ¾ÿâíûìè¿ âûðàæåíèÿìè. Îãðàíè÷èìñÿ ïðèâåäåííûìè îñ-

íîâíûìè ñâåäåíèÿìè, îáùàÿ òåîðèÿ èçëàãàåòñÿ â [3,8,16,21,27℄.

Ìíåìîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ

ïðèìåðîâ (çàäà÷) ïîâòîðÿòü ïîäðîáíûå ðàññóæäåíèÿ íåðàöèî-

íàëüíî. Ïîëüçóþòñÿ öåïî÷êîé �îðìàëüíûõ âûêëàäîê:

y′ =
dy

dx
= f(x)g(y),

dy

g(y)
= f(x) dx,

∫
dy

g(y)
=

∫
f(x) dx+ C.

Ìîæíî äîáàâèòü ïðîìåæóòî÷íóþ çàïèñü d
(
G(y)−F (x)

)
= 0, ãäå

G(y), F (x) � ëþáûå ïåðâîîáðàçíûå �óíêöèé 1/g(y), f(x) (ýòè
ïåðâîîáðàçíûå îáîçíà÷àåì êàê íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû). Îá-

ðàùàåìñÿ ñ ñèìâîëîì ïðîèçâîäíîé êàê ñ äðîáüþ. Ïåðåíîñèì

¾èãðåêè¿ â îäíó ñòîðîíó, ¾èêñû¿ â äðóãóþ è ¾èíòåãðèðóåì¿.

Îòñþäà è íàçâàíèå óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

Îáîñíîâàíèå ïðîâîäèòñÿ â òåðìèíàõ äè��åðåíöèàëîâ, îòíîøå-

íèåì êîòîðûõ è îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ. Äè��åðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ åñòåñòâåííî çàïèñûâàòü â äè��åðåíöèàëàõ (òåì áî-

ëåå ÷òî ÷àñòî îíè òàê è ñîñòàâëÿþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ).
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Ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ, îñíîâàííûé íà çàïèñè äè��åðåí-

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â �îðìå dU = 0, ãäå â äàííîì ñëó÷àå

U(x, y) = G(y) − F (x), ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûì

(ñì. äàëåå óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ). Ïî ïðàâèëó

âû÷èñëåíèÿ äè��åðåíöèàëà �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ

dU = ∂xUdx+ ∂yUdy = −f(x) dx + g−1(y) dy,

òàê ÷òî óðàâíåíèå dU = 0 ýêâèâàëåíòíî èñõîäíîìó óðàâíåíèþ

y′ = dy/dx = f(x)g(y) è òðèâèàëüíî èíòåãðèðóåòñÿ: U(x, y) = C.

Íàðÿäó ñ íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì ìîæíî îïåðèðîâàòü

ïîíÿòèåì îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Ïðîèçâîäíàÿ y′ ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ îòíîøåíèåì äè��åðåíöèàëîâ dy/dx, è ðàâåíñòâî dy/g(y) =
f(x) dx ïîíèìàåòñÿ ñ ó÷åòîì ïîèñêà y êàê �óíêöèè íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé x (â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è):

g−1(y) dy = g−1
(
y(x)

)
y′(x) dx = f(x) dx.

Ïîñêîëüêó dx = ∆x � ïðîèçâîëüíîå ïðèðàùåíèå ïåðåìåííîé

x (ëèøü áû x + ∆x ∈ I), òî ðàâíû �óíêöèè ïðè dx. Èíòåãðè-
ðóåì èõ â ïðåäåëàõ îò x0 äî x, ïåðåõîäÿ â èíòåãðàëå îò äðî-

áè y′(x)/g(y(x)) ê ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ y. Äëÿ êðàòêî-

ñòè îïóñêàþò ñðåäíåå ðàâåíñòâî è ñðàçó ïèøóò çíàêè èíòåãðà-

ëîâ. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ íåÿâíîå çàäàíèå ðåøåíèÿ ñ íà÷àëü-

íûìè äàííûìè (x0, y0), y0 = y(x0). Åñëè èñïîëüçîâàòü ñèìâîë

íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (ïðîèçâîëüíîé �èêñèðîâàííîé ïåð-

âîîáðàçíîé, çàäàííîé ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû), òî

â �îðìóëå ïîÿâëÿåòñÿ C. Êîíñòàíòó C çàòåì ïðè íåîáõîäèìî-

ñòè óòî÷íÿþò, çàäàâàÿ íà÷àëüíûå äàííûå èëè äðóãèå òðåáóåìûå

ñâîéñòâà ðåøåíèÿ, â òîì ÷èñëå è àñèìïòîòè÷åñêîãî õàðàêòåðà.

�åîìåòðè÷åñêàÿ è ìåõàíè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèè. Â îáùåé

òåîðèè ÎÄÓ èñïîëüçóåòñÿ àïïàðàò äè��åðåíöèàëüíûõ �îðì.

Çäåñü ïðèâåäåì ëèøü íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ. Äè��åðåíöèàë

dy îïðåäåëÿåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ �óíêöèè:

∆y = y(x +∆x)− y(x) = A∆x+ o(∆x), dy = A∆x,

ãäå o = α(∆x)∆x, α(∆x) → 0 ïðè ∆x → 0 (dx = ∆x). Ïîäðà-
çóìåâàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ y(x+∆x) îïðåäåëåíû äëÿ äîñòàòî÷íî
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ìàëûõ ∆x (|∆x| < ε). Íå èñêëþ÷àÿ ∆x = 0, ïîëàãàåì ïî íåïðå-

ðûâíîñòè α(0) = 0. Äè��åðåíöèàë dy ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå L : ∆x 7→ A∆x (∆x ∈ R) èëè êàê çíà÷å-

íèå L(∆x) îòîáðàæåíèÿ íà ïðèðàùåíèè ∆x (|∆x| < ε). Ïåð-
âûé âàðèàíò ïðèâîäèò ê îáîáùåíèþ ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé äëÿ

îïåðàòîðîâ. Â R ïðîèçâîäíàÿ êàê îòîáðàæåíèå îòîæäåñòâëÿåò-

ñÿ ñ ÷èñëîì A, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ y′(x). Â ãåîìåòðè÷åñêîé

òðàêòîâêå ïðèðàùåíèþ ∆x 6= 0 ñîïîñòàâèì âåêòîð ~v (îòðåçîê ñî
ñòðåëêîé) äëèíû |∆x|, îòëîæåííûé îò òî÷êè x â ïîëîæèòåëü-

íîì íàïðàâëåíèè îñè Ox, åñëè ∆x > 0, è â îòðèöàòåëüíîì ïðè

∆x < 0 (∆x = 0 ⇒ ~v = 0). Òîãäà dx, dy � ëèíåéíûå �óíêöèè

ýòîãî âåêòîðà, õàðàêòåðèçóþùåãî èçìåíåíèå (ñìåùåíèå) íåçàâè-

ñèìîé ïåðåìåííîé: dx(~v) = ∆x, dy(~v) = A∆x.

Îáîçíà÷èì P (x, y) = −f(x), Q(x, y) = 1/g(y). Òîãäà óðàâ-

íåíèå y′ = dy/dx = f(x)g(y) ïîñëå ïîäñòàíîâêè ðåøåíèÿ y(x)
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ðàâåíñòâà Ω(~v) = Ω(x, y;~v) = 0, ãäå

Ω(x, y;~v) = ~F ·~v = P (x, y) dx(~v) +Q(x, y) dy(~v),

¾ñèëîâîå ïîëå¿

~F èìååò êîîðäèíàòû P è Q, à ~v = (dx, dy) �
êàñàòåëüíûé âåêòîð ê èíòåãðàëüíîé êðèâîé íà ïëîñêîñòè Oxy
â òî÷êå

(
x, y(x)

)
. Â òåðìèíàõ à��èííîãî ïðîñòðàíñòâà ïðåä-

ñòàâëÿåì ñåáå òî÷êè (x, y) ñ ïðèëîæåííûìè ê íèì âåêòîðàìè

~w = (w1,w2)
(
ñ íà÷àëîì â (x, y)

)
. Â ñîâîêóïíîñòè âåêòîðû ~w,

âêëþ÷àÿ íóëåâîé âåêòîð ~w = 0 = (0, 0), îáðàçóþò êàñàòåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå (x, y). Ôóíêöèè òî÷êè è âåêòîðà, ëèíåé-

íûå ïî âåêòîðó ïðè �èêñèðîâàííîé òî÷êå ïðèëîæåíèÿ, íàçû-

âàþòñÿ äè��åðåíöèàëüíûìè 1-�îðìàìè. Äè��åðåíöèàëüíûìè,

ïîñêîëüêó â ïðèëîæåíèÿõ èìåþòñÿ â âèäó êàñàòåëüíûå âåêòîðû

ñêîðîñòè ~w = ~v 6= 0 äâèæåíèÿ âäîëü ãëàäêèõ êðèâûõ, åäèíèöà

ñîîòâåòñòâóåò êîëè÷åñòâó âåêòîðíûõ àðãóìåíòîâ.

Âåëè÷èíû dx, dy ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ëèíåéíûå êîîðäè-

íàòíûå �óíêöèè ïðèëîæåííîãî ê òî÷êå âåêòîðà: dx(~w) = w1,

dy(~w) = w2. Äëÿ âåêòîðà ~w, êàñàòåëüíîãî ê ãðà�èêó {
(
x, ϕ(x)

)
}(

ϕ ∈ C1
)
, âûïîëíÿåòñÿ w1 = ∆x, w2 = A∆x

(
A = ϕ′(x)

)
. Èíòå-

ãðàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ, âäîëü êîòîðîé äè��åðåíöè-

àëüíàÿ 1-�îðìà Ω îáðàùàåòñÿ â íóëü íà êàñàòåëüíûõ âåêòîðàõ.
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�àâåíñòâî Ω = 0 îçíà÷àåò îðòîãîíàëüíîñòü ñèëîâîãî ïîëÿ

ê èíòåãðàëüíîé êðèâîé:

~F⊥~v. Ïîñêîëüêó âûïîëíÿåòñÿ

~F = − gradΠ = −(∂xΠ, ∂yΠ) =
(
− f(x), g−1(y)

)
,

ãäå Π := −H = F (x)−G(y), òî �óíêöèÿ Π ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿ-

åòñÿ ïîòåíöèàëîì ñèëîâîãî ïîëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàëüíûå

êðèâûå (H = C) � ýêâèïîòåíöèàëüíûå ëèíèè Π = const. Èòàê,
íå òîëüêî ¾çàêîíû ïðèðîäû ïèøóòñÿ íà ÿçûêå äè��åðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé¿, íî è äëÿ àáñòðàêòíîãî óðàâíåíèÿ

(
â äàííîì

ñëó÷àå y′ = f(x)g(y)
)
ìîæíî ïðè íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü

åñòåñòâåííîíàó÷íóþ òåðìèíîëîãèþ.

Â äàëüíåéøåì êðàòêîì èçëîæåíèè óæå íå áóäåì ñòîëü ïî-

äðîáíî êîììåíòèðîâàòü êàæäûé øàã è îãðàíè÷èìñÿ â îñíîâíîì

�îðìàëüíûì ñâåä�åíèåì óðàâíåíèé ê óæå ðàññìîòðåííîìó òèïó.

Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ â íîð-

ìàëüíîé �îðìå ïðåäñòàâèìà �óíêöèåé îò äðîáè y/x:

y′ = f(x, y) = g(y/x), g ∈ C(z1, z2).

Òàêàÿ çàïèñü ïðåäïîëàãàåò x 6= 0. Ïî çàäàííûì ãðàíèöàì èí-

òåðâàëà (z1, z2) îïðåäåëÿþòñÿ äâà óãëà z1 < y/x < z2, êîòîðûå
ñ÷èòàåì îáëàñòÿìè G1,2 çàäàíèÿ óðàâíåíèÿ (ïóñòü x > 0 â G1).

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (x, y) ∈ G1 ∪G2. Òîãäà

(λx, λy) ∈ G1 ∪G2 ∀λ 6= 0, f(λx, λy) = f(x, y).

Ïî îïðåäåëåíèþ îäíîðîäíîñòü ñòåïåíè m �óíêöèè f(x, y) îçíà-
÷àåò f(λx, λy) = λmf(x, y). Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå m = 0.
Òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé íå ìåíÿåòñÿ âäîëü ëó÷åé.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàëüíûå êðèâûå îáðàçóþò ñåìåéñòâî ïî-

äîáíûõ êðèâûõ ñ öåíòðîì ïîäîáèÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Ïðèñòóïèì ê èíòåãðèðîâàíèþ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â êâàä-

ðàòóðàõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g(z) 6= z ∀ z ∈ (z1, z2), ò. å. �óíêöèÿ
g(z) íå èìååò íåïîäâèæíîé òî÷êè. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè îãðàíè-

÷èìñÿ îáëàñòüþ G1. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

(x, y) 7→ (x, z), z = y/x, (x, y) ∈ G1, (x, z) ∈ (0,+∞)× (z1, z2),
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è ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå: y = zx⇒ y′ = z′x+z ⇒ z′x = g(z)−z.
Äëÿ èñêîìîé �óíêöèè z = z(x) ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿ-

þùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, êîòîðîå èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ:

dz

dx
=
g(z)− z

x
,

dz

g(z)− z
=
dx

x
,

∫
dz

g(z)− z
= lnx+ C.

Âòîðîå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â �îðìå d
(
Φ(z)− ln x

)
= 0,

ãäå Φ(z) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé �óíêöèè 1/
(
g(z)− z

)
â èíòåð-

âàëå (z1, z2), îòêóäà è ñëåäóåò èòîãîâàÿ �îðìóëà.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ îáëàñòü G2, ãäå x < 0. Ñëåäó-
åò òîëüêî lnx çàìåíèòü íà ln |x|. Îáúåäèíÿÿ îáà ñëó÷àÿ, ïîñëå

ïîòåíöèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì îáùèé èíòåãðàë

exp
{
Φ(y/x)

}
= Cx, (x, y) ∈ G1 ⇒ C > 0, (x, y) ∈ G2 ⇒ C < 0.

Çäåñü è â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ ñòàðàåì-

ñÿ íå ââîäèòü íîâûõ îáîçíà÷åíèé, â ÷àñòíîñòè expC = C > 0.
Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî (âàðüèðóåìàÿ) êîíñòàíòà C õîòü è íà-

çûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé, íî ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé,

îïðåäåëÿþùèõ íåÿâíî ðåøåíèÿ, íå îáÿçàíî ñîâïàäàòü ñ R.

Ôóíêöèÿ H(x, y) = x exp{−Φ(y/x)} ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì â

îáëàñòÿõ G1 è G2 (ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå ïðè ïîäñòà-

íîâêå ðåøåíèÿ y = ϕ(x)). Îáùèé èíòåãðàë H(x, y) = C
(
C 6= 0,

òî÷íåå {C} = {H(x, y)| (x, y) ∈ G1 ∪ G2}
)
ïîçâîëÿåò èñêàòü ðå-

øåíèÿ ÎÄÓ êàê íåÿâíûå �óíêöèè â �îðìå y = ϕ(x), x = ψ(y)
èëè x = ϕ(t), y = ψ(t) íà íåêîòîðûõ ïðîìåæóòêàõ èçìåíåíèÿ

ïðèíÿòîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåì îáëà-

ñòè G1 è G2, ïîñêîëüêó çíà÷åíèå x = 0 èñêëþ÷àåòñÿ, à ðåøå-

íèÿ îïðåäåëÿþòñÿ íà ïðîìåæóòêàõ. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå

íà÷àëüíûå äàííûå (x0, y0) ∈ Gi è ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå

C = H(x0, y0). Òîãäà óðàâíåíèå H(x, y) = C îïðåäåëÿåò ðåøå-

íèå çàäà÷è Êîøè êàê íåÿâíóþ �óíêöèþ y = ϕ(x), îïðåäåëåííóþ
íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì x0 (äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ
â òîì, ÷òî H ′

y(x0, y0) 6= 0). Â êàæäîé îáëàñòè Gi èìååò ìåñòî

åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Èçìåíåíèå ïåðâîîáðàç-

íîé Φ(z) ïðèâåäåò ëèøü ê êîððåêòèðîâêå êîíñòàíòû C.
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Åñëè èìåþòñÿ íåïîäâèæíûå òî÷êè g(z∗) = z∗ ∈ (z1, z2), òî
ëó÷è y = z∗x (x > 0, x < 0) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè, óáåæäàåì-

ñÿ â ýòîì ïîäñòàíîâêîé â óðàâíåíèå. Îáùàÿ êàðòèíà ïîâåäåíèÿ

èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ìîæåò îêàçàòüñÿ âåñüìà ñëîæíîé. Èçëî-

æåííîå âûøå ÿâëÿåòñÿ ëèøü �îðìàëüíûì ïåðåõîäîì â ðàçäåë

ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîä îáùèì íàçâàíèåì ¾íåÿâíûå �óíê-

öèè¿ (êðàåóãîëüíûé êàìåíü íåëèíåéíîãî àíàëèçà).

Ëèíåéíîå óðàâíåíèå. Ëèíåéíîñòü ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïî y:

y′ = a(x)y + b(x), x ∈ I = (α, β), a(·), b(·) ∈ C(I).

Åñëè b(x) ≡ 0, òî ëèíåéíîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì,

èíà÷å � íåîäíîðîäíûì. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè, ïðîäîëæè-

ìîñòè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé è ñèñòåì áóäåò äîêàçàíà â ñëåäóþùåé ãëàâå. Çäåñü

ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ïîèñêå ÿâíîé �îðìóëû, ïðåäñòàâëÿþùåé âñå

ðåøåíèÿ, êîòîðûå ïîäðàçóìåâàåì ïîëíûìè (íåïðîäîëæèìûìè).

Íà÷íåì ñ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ y′ = a(x)y, êîòîðîå ÿâëÿåò-
ñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ïðîâåäåì �îð-

ìàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

dy

dx
= a(x)y,

dy

y
= a(x)dx (y 6= 0), d

(
ln |y| −A(x)

)
= 0,

A(x) :=

∫
a(x) dx, ln |y| = A(x) + C, y = C expA(x) (C 6= 0).

Ïîëó÷èëè ñåìåéñòâî ðåøåíèé, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé â

óðàâíåíèå. Äîáàâëÿÿ òðèâèàëüíîå ðåøåíèå y ≡ 0, èìååì C ∈ R.

Íà÷àëüíûå äàííûå (x0, y0) ∈ I ×R îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò çíà-

÷åíèå C = y0 exp{−A(x0)}. �àçíûì C ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷-

íûå ðåøåíèÿ, êîòîðûå îïðåäåëåíû íà âñåì èíòåðâàëå I è èìåþò
íåïåðåñåêàþùèåñÿ èíòåãðàëüíûå êðèâûå. Ôîðìóëà

y = C expA(x), A(x) :=

∫
a(x) dx, C ∈ R, x ∈ I,

äàåò îáùåå ðåøåíèå y(x,C) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Îáùåå â òîì
ñìûñëå, ÷òî ïðè ëþáîì C ∈ R ïîëó÷àåì ðåøåíèå (ïðîâåðÿåòñÿ
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ïîäñòàíîâêîé) è ëþáîå ðåøåíèå ñîäåðæèòñÿ â îáùåì ïðè ïîä-

õîäÿùåì âûáîðå êîíñòàíòû C. �åøåíèÿ ïîíèìàþòñÿ ïîëíûìè.

Áåç ññûëêè íà ãëàâó II ìû ïîêà ëèøü ïîêàçàëè, ÷òî ëþáàÿ çàäà-

÷à Êîøè èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñðåäè ðåøåíèé ñåìåéñòâà.

Îñòîðîæíîñòü âûñêàçûâàíèé âûçâàíà äåëåíèåì íà y â ïðî-

öåññå ïðåîáðàçîâàíèé. Ýòîé îïåðàöèè ìîæíî èçáåæàòü. Èñïîëü-

çóÿ ìíîæèòåëü exp{−A(x)}, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â ýêâèâàëåíò-

íîé �îðìå

(
exp{−A(x)}y

)′
= 0, îòêóäà exp{−A(x)}y = C. Òàê

÷òî �óíêöèÿ y(x,C) äåéñòâèòåëüíî ïðåäñòàâëÿåò âñå ðåøåíèÿ.

Ïåðåéäåì ê íåîäíîðîäíîìó ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ. Èçëîæèì

íåñêîëüêî ïðèåìîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, íàêàïëèâàÿ èõ àðñåíàë.

1◦. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

(x, y) 7→ (x, z), z = y − expA(x)

∫
exp{−A(x)} b(x) dx.

Ïðåäîñòåðåæåíèå äëÿ íà÷èíàþùèõ: íå âçäóìàéòå âíåøíþþ ýêñ-

ïîíåíòó ñîêðàòèòü ñ ïîäûíòåãðàëüíîé. Äëÿ íîâîé èñêîìîé �óí-

êöèè z = z(x) ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèå äàåò z′ = a(x)z, òàê ÷òî

îáùèì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ (äâóõ ïåðåìåííûõ)

y(x,C) = expA(x)
[
C +

∫
exp{−A(x)} b(x) dx

]
.

Ôîðìóëà ïîçâîëÿåò óáåäèòüñÿ â ñóùåñòâîâàíèè è ïðîäîëæèìî-

ñòè íà I ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ

(x0, y0) ∈ I×R. Â êëàññå y(x,C) èìååì è åäèíñòâåííîñòü. Äðóãèõ

ðåøåíèé íåò, ÷òî íåòðóäíî äîêàçàòü îò ïðîòèâíîãî, ïîñêîëüêó

ðàçíîñòü äâóõ ðåøåíèé íà îáùåì ïðîìåæóòêå ñâîåãî ñóùåñòâî-

âàíèÿ óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ. Â òà-

êîì êðàòêîì èçëîæåíèè çàìåíà ïåðåìåííûõ ¾óãàäàíà¿, ïåðåé-

äåì ê å¼ êîíñòðóêòèâíîìó îáîñíîâàíèþ.

2◦. Ìåòîä Ëàãðàíæà (âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé).

Äàëåå óæå íå îáñóæäàåì ñóùåñòâîâàíèå-ïðîäîëæèìîñòü-åäèí-

ñòâåííîñòü, à îñâàèâàåì �îðìàëüíûå ïðèåìû èíòåãðèðîâàíèÿ.

Âîçüìåì äâà ïðîèçâîëüíûõ ðåøåíèÿ y = ϕ1(x), y = ϕ2(x),
ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå è âû÷òåì èç îäíîãî òîæäåñòâà äðó-

ãîå. �àçíîñòü z(x) = ϕ1(x) − ϕ2(x) óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó
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óðàâíåíèþ z′ = a(x)z, ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå èùåì â �îðìå

y(x,C) = y∗(x) + C expA(x), ãäå y∗ � êàêîå-ëèáî �èêñèðîâàí-

íîå ÷àñòíîå ðåøåíèå íà èíòåðâàëå I . Â ïîðÿäêå àíàëîãèè ìîæ-

íî âñïîìíèòü ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ax = b (x ∈ R
n
).

Ñëåäóÿ Ëàãðàíæó, èùåì ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ â �îðìå y∗(x) = C(x) expA(x), ãäå ãëàäêóþ íà èíòåð-

âàëå I �óíêöèþ C(x) ïîïûòàåìñÿ ïîäîáðàòü. Îòñþäà è íàçâàíèå
ìåòîäà, ïîñêîëüêó ïîñòîÿííóþ â îáùåì ðåøåíèè îäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ çàìåíèëè íà �óíêöèþ (âàðüèðóåì C).
Ïîäñòàâèì y∗ â óðàâíåíèå: C

′ expA+Ca expA = aC expA+b,

C ′ expA = b, C(x) =

∫
exp{−A(x)} b(x) dx.

Çäåñü �èêñèðóåì ëþáóþ ïåðâîîáðàçíóþ è íå ïèøåì àääèòèâíóþ

êîíñòàíòó, ïîñêîëüêó èñêàëè îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå. Èòàê,

y(x,C) =

∫
exp{−A(x)} b(x) dx · expA(x) + C expA(x), C ∈ R.

3◦. Ìåòîä Áåðíóëëè. Èçëàãàåì êîíñïåêòèâíî, ïîñêîëüêó ïî-

ëó÷èì â òðåòèé ðàç îäíó è òó æå �îðìóëó. Èùåì ðåøåíèå â

�îðìå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ �óíêöèé:

y = u(x)v(x), u′v + uv′ = auv + b, (u′ − au)v + uv′ = b.

Âûáîðîì u(x) îáíóëèì ñêîáêó: u(x) = expA(x). Òîãäà

v′(x) expA(x) = b(x), v(x) =

∫
exp{−A(x)} b(x) dx + C.

4◦. Èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü. Äîìíîæèì èñõîäíîå ëè-

íåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå íà �óíêöèþ exp{−A(x)}:

exp{−A(x)}y′ − exp{−A(x)}a(x)y = exp{−A(x)}b(x).

Ëåâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé îò exp{−A(x)}y(x). Äàëåå
èíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ è ïîëó÷àåì òîò æå ðåçóëü-

òàò y(x,C). Â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé çäåñü
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ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò, è ïî ïðàâó íàçâàòü

�óíêöèþ y(x,C) îáùèì ðåøåíèåì ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

Åñëè çàäàòüñÿ öåëüþ çàïèñàòü ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ îïðåäå-

ëåííîãî èíòåãðàëà è ÿâíî óêàçàòü çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíûõ

äàííûõ, òî ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå â �îðìå Êîøè:

y(x, x0, y0) = y0 exp{A(x, x0)}+
∫ x

x0

exp{A(x, t)} b(t) dt,

A(x, x0) :=

∫ x

x0

a(τ) dτ, (x0, y0) ∈ I × R, C = y0.

Óðàâíåíèå Áåðíóëëè. Ýòî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y′ = a(x)y + b(x)ym, a(·), b(·) ∈ C(I), I = (α, β).

Ñ÷èòàåì b 6≡ 0, m 6= 0, m 6= 1, èíà÷å îíî ëèíåéíîå. Îãðàíè-

÷èìñÿ m ∈ N. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå y ≡ 0 î÷åâèäíî. Äëÿ ïîèñ-

êà ðåøåíèé, íå îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå

(α, β) ⊆ I , ïîäåëèì óðàâíåíèå íà ym:

y′y−m = [1−m]−1
(
y1−m

)′
= a(x)y1−m + b(x).

Çàìåíà z = y1−m
ïðèâîäèò óðàâíåíèå ê ëèíåéíîìó íåîäíîðîä-

íîìó, êîòîðîå èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ.

Çà âíåøíåé ïðîñòîòîé òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêðûâàþòñÿ

ñóùåñòâåííûå äåòàëè. Â ñèëó òåîðåìû Ïèêàðà ∀ (x0, y0) ∈ I ×R

ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, îïðåäåëåííîå íà íåêîòîðîì

èíòåðâàëå. Èìååò ìåñòî åäèíñòâåííîñòü â ñìûñëå ðàâåíñòâà íà

ïåðåñå÷åíèè ïðîìåæóòêîâ îïðåäåëåíèÿ. Åñëè y0 6= 0, òî ðåøå-

íèå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â îêðåñòíîñòè x0. Ïîêà ðåøåíèå îïðå-
äåëåíî è y(x) 6= 0 ïðàâîìåðíî ðàññìàòðèâàòü z(x), â òî âðå-

ìÿ êàê ëèíåéíîå óðàâíåíèå z′/(1 − m) = a(x)z + b(x) îáëàäà-
åò îáùèì ðåøåíèåì z(x,C), îïðåäåëåííûì äëÿ âñåõ x ∈ I è

C ∈ R. Èíûìè ñëîâàìè, èñêîìûå ðåøåíèÿ ¾ñîäåðæàòñÿ¿ â �îð-

ìóëå y1−m = z(x,C), òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé àíàëèç. Íàïðè-
ìåð, ïðè m = 3 íóæíî ñëåäèòü çà çíàêîì �óíêöèè z(x,C), à ïðè
m = 2 óæå äëÿ ïðîñòåéøåãî óðàâíåíèÿ y′ = y2 ((x, y) ∈ R2

) ðå-

øåíèÿ íåïðîäîëæèìû íà R: z = 1/y, z′ = −1, z(x,C) = −x+ C
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(íóëü z îáðàùàåò y â áåñêîíå÷íîñòü). Â ïðèíöèïå â êà÷åñòâå m
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëþáîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî (6= 0, 1). Íå èñ-
êëþ÷åíî ïîÿâëåíèå îñîáûõ ðåøåíèé (y′ = ym, m = 2/3, y ≡ 0).

Ê óðàâíåíèþ Áåðíóëëè, åñòåñòâåííî, ïðèìåíèì è ìåòîä Áåð-

íóëëè. Èùåì ðåøåíèå â �îðìå ïðîèçâåäåíèÿ y = u(x)v(x):

u′v + uv′ = auv + bumvm, u′v + u[v′ − av] = bumvm.

Âûáèðàÿ v = expA, A(x) :=
∫
a(x)dx, ÷òîáû [. . .] = 0, ïðèõî-

äèì ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè äëÿ �óíêöèè

u(x).

Â ïîðÿäêå çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ðàñ-

ñìîòðèì ìîäåëü äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ ËÀ (ñì. ââåäåíèå). Îãðà-

íè÷èìñÿ óðàâíåíèÿìè äëÿ ñêîðîñòè è óãëà ê ãîðèçîíòó:

v̇ = −pv2 − g sin θ, vθ̇ = −g cos θ, p := cSρ/(2m).

Óñëîâèÿ ïîëåòà ËÀ ñ÷èòàåì òàêîâûìè, ÷òî ìîæíî ïðèíÿòü

p = const. Â ÷àñòíîñòè, äèàïàçîí âûñîò íåâåëèê è ïëîòíîñòü

àòìîñ�åðû ρ ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííà. Îáîçíà÷èì z = −g sin θ.
Ìîíîòîííîå óáûâàíèå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè óãëà θ(t) â èíòåðâàëå
(−π/2, π/2) ïîçâîëÿåò ïðèíÿòü z çà íîâóþ ïåðåìåííóþ:

v̇ = −pv2 + z, vż = g2 − z2 ⇒ dv

dz

(
g2 − z2

)
= −pv3 + vz.

Ïîëîæèì òåïåðü u = 1/z, âûäåëèâ äâà ýòàïà: θ(t) ∈ (0, π/2) �
ïîäúåì, θ(t) ∈ (−π/2, 0) � ñïóñê. Â ïåðåìåííûõ u, v ïîëó÷àåì

óðàâíåíèå Áåðíóëëè (ñ ó÷åòîì 1− u2g2 < 0):

dv

du
+

p

1− u2g2
v3 − 1

u(1− u2g2)
v = 0.

Óðàâíåíèå �èêêàòè. Ïðàâàÿ ÷àñòü êâàäðàòè÷íà ïî y:

y′ = a(x)y2 + b(x)y + c(x), x ∈ I = (α, β), a, b, c ∈ C(I).

Ïîäðàçóìåâàåòñÿ a(x) 6≡ 0, c(x) 6≡ 0. Â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå

íå èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ, íî åñëè èçâåñòíî êàêîå-ëèáî



2. Èíòåãðèðîâàíèå â êâàäðàòóðàõ 43

÷àñòíîå ðåøåíèå y∗(x), òî çàìåíîé y = y∗(x) + z ïðèõîäèì ê

óðàâíåíèþ Áåðíóëëè äëÿ íîâîé èñêîìîé �óíêöèè z(x):

z′ =
[
2a(x)y∗(x) + b(x)

]
z + a(x)z2.

Óðàâíåíèå �èêêàòè ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ (êîãäà

¾ñêîðîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà ïðîèçâåäåíèþ. . . ¿). Â ìàòåìàòè÷å-

ñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ áîëüøóþ ðîëü èãðàåò ìàòðè÷íîå óðàâ-

íåíèå �èêêàòè [7℄, õîòÿ ñàì �èêêàòè (1676�1754), åñòåñòâåííî,

íå èìåë ïðåäñòàâëåíèÿ î ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ.

Óðàâíåíèå â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ. �àññìîòðèì â îá-

ëàñòè I × J = (a, b)× (c, d) óðàâíåíèå â ñèììåòðè÷íîé �îðìå:

P (x, y) dx +Q(x, y) dy = 0, P,Q ∈ C(G), G = I × J.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îäíîâðåìåííî P è Q â íóëü íå îáðàùàþòñÿ,

òàê ÷òî â îáëàñòè G çàäàíî ïîëå íàïðàâëåíèé è óðàâíåíèå ìîæ-

íî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïàðó óðàâíåíèé â íîðìàëüíîé �îðìå:

dy

dx
= −Q(x, y)

P (x, y)
,

dx

dy
= −P (x, y)

Q(x, y)

(
y = ϕ(x), x = ψ(y)

)
.

Óðàâíåíèå ïðåîáðåòàåò óêàçàííûé â çàãîëîâêå òèòóë, åñëè ñó-

ùåñòâóåò äè��åðåíöèðóåìàÿ â G �óíêöèÿ u(x, y) èç óñëîâèÿ

du(x, y) =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy = P (x, y) dx +Q(x, y) dy.

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì

u(x, y) = C êàê íåÿâíûå �óíêöèè. Ïîñêîëüêó â ñèëó åäèíñòâåí-

íîñòè äè��åðåíöèàëà êàê ëèíåéíîé �îðìû îò dx, dy

∂u

∂x
= P (x, y),

∂u

∂y
= Q(x, y)

(
P 2 +Q2 6= 0, (x, y) ∈ G

)
,

òî ∀ (x0, y0) ∈ G âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î íåÿâíîé �óíê-

öèè è óðàâíåíèå u(x, y) = C ïðè C = u(x0, y0) îïðåäåëÿåò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè â �îðìå y = ϕ(x) èëè x = ψ(y).
Ôóíêöèÿ u(x, y) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì â îáëàñòè G (ïîñòîÿííà
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íà èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ), à ñîîòíîøåíèå u(x, y) = C � îáùèì

èíòåãðàëîì (ñîäåðæèò â íåÿâíîé �îðìå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êî-

øè ∀ (x0, y0) ∈ G). Îñòàåòñÿ âûÿñíèòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

�óíêöèè u(x, y) ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè è ïîñòðîèòü å¼.

Òåîðåìà. Ïóñòü P,Q ∈ C1(G), G = I × J, P 2 +Q2 6= 0. Òîãäà
äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè u(x, y) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû â ïðÿìîóãîëüíèêå G âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî ∂yP = ∂xQ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç ∂xu = P , ∂yu = Q è

ðàâåíñòâà ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ ∂2xyu = ∂2yxu (íåïðåðûâíûõ

â ñèëó âêëþ÷åíèÿ P,Q ∈ C1
). Îñòàåòñÿ äîêàçàòü äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü ∂yP = ∂xQ. Ïðîâåäåì �îðìàëüíûå ïîñòðîåíèÿ. �àñ-

ñìîòðèì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî ∂xu = P . Åìó óäîâëåòâîðÿåò

u(x, y) =

∫ x

x0

P (x, y) dx + w(y), (x, y) ∈ G.

Çäåñü x0 � ïðîèçâîëüíîå �èêñèðîâàííîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà I ,
w(y) � äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ, êîòîðóþ óòî÷íèì ïîçæå.

Ïî ïîñòðîåíèþ �óíêöèÿ u äè��åðåíöèðóåìà (âñïîìíèì òåîðå-

ìû î äè��åðåíöèðóåìîñòè ïî ïåðåìåííîìó âåðõíåìó ïðåäåëó è

ïàðàìåòðó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà).

Òåïåðü ðàññìîòðèì îñòàâøååñÿ òðåáîâàíèå ∂yu = Q:

∂yu(x, y) =

∫ x

x0

∂yP (x, y) dx + w′(y) =

=

∫ x

x0

∂xQ(x, y) dx + w′(y) = Q(x, y) −Q(x0, y) + w′(y).

Çäåñü ìû òàêæå âîñïîëüçîâàëèñü âîçìîæíîñòüþ äè��åðåíöè-

ðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà (â ñèëó P ∈ C1
) è

çàìåíîé ∂yP íà ∂xQ. Óñëîâèå ∂yu = Q ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

w′(y) = Q(x0, y) (y ∈ J), êîòîðîå èìååò ðåøåíèå â �îðìå ïåðâî-
îáðàçíîé: w(y) =

∫ y
y0
Q(x0, y) dy, y0 ∈ J . Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

u(x, y) =

∫ x

x0

P (x, y) dx +

∫ y

y0

Q(x0, y) dy.
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Ïî ïîñòðîåíèþ �óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà (è äàæå íåïðå-

ðûâíî), ïðè÷åì ∂xu = P , ∂yu = Q, ò. å. du = P dx+Qdy. Òîãäà
óðàâíåíèå P dx + Qdy = 0 çàïèñûâàåòñÿ â �îðìå du = 0, îòêó-
äà ïîëó÷àåì îáùèé èíòåãðàë u(x, y) = C. Óñëîâèå P 2 + Q2 6= 0
ãàðàíòèðóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè êàê íåÿâíîé

�óíêöèè y = ϕ(x) èëè x = ψ(y) èç u(x, y) = u(x0, y0). Äðóãèå
òàêèå �óíêöèè u îòëè÷àþòñÿ îò ïîñòðîåííîé íà êîíñòàíòó.

Îòìåòèì, ÷òî èñõîäíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ýêâè-

âàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ u(x, y) = C è â îáùåì ñëó÷àå èíòåãðàëü-

íóþ êðèâóþ ìîæíî èñêàòü â ïàðàìåòðè÷åñêîé �îðìå:

x = ϕ(t), y = ψ(t), ϕ̇2 + ψ̇2 6= 0, u
(
ϕ(t), ψ(t)

)
≡ C, t ∈ 〈t1, t2〉.

Òåîðåìà îñòàíåòñÿ â ñèëå, åñëè âìåñòî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàñ-

ñìàòðèâàòü îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü G, èíà÷å ãàðàíòèðóåòñÿ ëèøü

íåîáõîäèìîñòü. Îáðàçíî ãîâîðÿ, íå äîëæíî áûòü ¾äûð¿ (â G çà-

ìêíóòûé êîíòóð ¾ñòÿãèâàåòñÿ¿ â òî÷êó). Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à

ïîñòðîåíèÿ �óíêöèè u(x, y) ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ êðèâîëèíåé-

íîãî èíòåãðàëà, êîòîðûé â ñèëó óñëîâèÿ ∂yP = ∂xQ íå çàâèñèò

îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ, ñîåäèíÿþùåãî çàäàííûå òî÷êè.

Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî óðàâíåíèå íå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ, íî ñòàíîâèòñÿ òàêîâûì ïðè óìíî-

æåíèè íà èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü µ(x, y) 6= 0. Êðèòåðèé
∂y(µP ) = ∂x(µQ) â ïðåäïîëîæåíèÿõ ãëàäêîñòè �óíêöèé µ, P,Q
ïðèâîäèò ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îòíî-

ñèòåëüíî µ. Â îáùåì ñëó÷àå åãî ðåøåíèå íå ìåíåå ñëîæíàÿ çàäà-

÷à. Â îêðåñòíîñòè íåîñîáîé òî÷êè (P 2+Q2 6= 0) èíòåãðèðóþùèé
ìíîæèòåëü ñóùåñòâóåò, è â ýòîì ñìûñëå ðàññìàòðèâàåìûé òèï

óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ îáùèì. Äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî òåîðèÿ èíòå-

ãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ èçëîæåíà, íàïðèìåð, â [16,27℄.

Åñëè ïðèñìîòðèìñÿ ê âûêëàäêàì ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâ-

íåíèé ðàññìîòðåííûõ òèïîâ, òî çàìåòèì àêòèâíîå èñïîëüçîâà-

íèå èíòåãðèðóþùèõ ìíîæèòåëåé. Òàê ÷òî äåëåíèå óðàâíåíèé íà

òèïû óñëîâíî, ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè.

Êðîìå òîãî, â ëèòåðàòóðå îäíè è òå æå òåðìèíû èíîãäà íåñêîëü-

êî îòëè÷àþòñÿ ïî ñîäåðæàíèþ, ïîýòîìó íåëèøíå óòî÷íÿòü, ÷òî,

íàïðèìåð, ïîíèìàåòñÿ ïîä îáùèì è äàæå ÷àñòíûì ðåøåíèåì.
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3. Âåêòîðíûå ïîëÿ íà ïëîñêîñòè

Ïðèâåäåì ãåîìåòðè÷åñêóþ òðàêòîâêó ïðîéäåííîãî ìàòåðèàëà,

èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì ìåõàíè÷åñêóþ è ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ òåð-

ìèíîëîãèþ. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ îáîáùàþòñÿ íà

n-ìåðíûé ñëó÷àé [19℄, íî â êîíòåêñòå ãëàâû I áóäåì ïðèäåðæè-

âàòüñÿ ïëîñêîñòè. Åñëè ÷èòàòåëÿ èíòåðåñóþò �îðìàëüíûå ìå-

òîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ, òî ïàðàãðà� ìîæíî ïðîïóñòèòü.

Ïëîñêîñòü âîñïðèíèìàåì êàê à��èííîå (òî÷å÷íî-âåêòîðíîå)

åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî E2
. Åãî ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè,

êàæäàÿ ïàðà òî÷åê p, q îïðåäåëÿåò âåêòîð −→pq (èç p â q, åãî ìîæíî
îáîçíà÷àòü ðàçíîñòüþ q−p), â ëèíåéíîì (àññîöèèðîâàííîì) ïðî-

ñòðàíñòâå âåêòîðîâ îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ôèêñè-

ðóåì òî÷êó O è îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ âåêòîðîâ e1,2. Ñîîò-
âåòñòâóþùèå ïðÿìîóãîëüíûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷åê p íà

ïëîñêîñòè îáîçíà÷àåì (x, y):
−→
Op = xe1 + ye2. Âåêòîðû è òî÷-

êè îòîæäåñòâëÿåì ñ óïîðÿäî÷åííûìè íàáîðàìè èõ êîîðäèíàò:

~v = v1e1 + v2e2 ≡ (v1, v2), p ≡ (x, y). ×òîáû �îðìàëüíî ïîä-

÷åðêíóòü ðàçëè÷èå òî÷åê è âåêòîðîâ, èñïîëüçóåì ðàçíûå îáî-

çíà÷åíèÿ: {p = (x, y)} = R2
, {~v = (v1, v2)} = R2

. Â êîîðäèíàòàõ

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è äëèíà çàïèñûâàþòñÿ ñòàíäàðòíî:

〈~v, ~w〉 = ~v · ~w = v1w1 + v2w2, |~v | =
√
~v ·~v.

Åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ρ(p, q) ìåæäó òî÷êàìè îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ρ(p, q) = |−→pq |, ρ2(p, q) = −→pq · −→pq .
Âåêòîðíûå ïîëÿ è ãëàäêèå êðèâûå. Íà÷íåì ñ �îðìàëüíî-

ãî îïðåäåëåíèÿ. Âåêòîð â òî÷êå p ñ êîîðäèíàòàìè (x, y) åñòü
ïàðà v = (p; v), ãäå v ∈ R2

(ðèñ. 3.1). Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà-

÷åíèé ñòðåëî÷êè îïóñêàåì: v = ~v. Íàãëÿäíî v ïðåäñòàâëÿåòñÿ

êàê íàïðàâëåííûé îòðåçîê v, ïðèëîæåííûé ê p. Ýòî ïðèñóùå,

íàïðèìåð, ñèëå, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ íå òîëüêî âåêòîðíîé

÷àñòüþ (âåëè÷èíîé è íàïðàâëåíèåì), íî è òî÷êîé ïðèëîæåíèÿ.

Âåêòîðû â òî÷êå p îáðàçóþò âåêòîðíîå (ëèíåéíîå) ïðîñòðàíñòâî
R2

p ñî ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì íà ñêàëÿð ïî ïðàâèëàì

(p; v) + (p; w) = (p; v + w), λ(p; v) = (p;λv).
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Ñëîæåíèå âåêòîðîâ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ íå îïðåäåëåíî (êàê äëÿ

ñèë â îáùåì ñëó÷àå). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê

〈v,w〉 = v ·w = (p; v) · (p; w) = v · w = 〈v,w〉 = v1w1 + v2w2.

Äëèíà âåêòîðà v = (p; v) ∈ R2
p åñòü âåëè÷èíà |v| =

√
v · v =√

v · v = |v|, à óãîë ìåæäó äâóìÿ âåêòîðàìè â òî÷êå p íåíóëå-

âîé äëèíû v = (p; v) è w = (p; w) � ýòî ÷èñëî θ ∈ [0, π], äëÿ
êîòîðîãî cos θ = 〈v,w〉/(|v||w|). Âåêòîðíîå ïîëå V â îáëàñòè

G ⊆ R2
(ñ ìåòðèêîé ρ) åñòü îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæ-

äîé òî÷êå p ∈ G íåêîòîðûé âåêòîð â ýòîé òî÷êå V(p) =
(
p; v(p)

)
,

ãäå v : G → R2
. Â äàëüíåéøåì îáû÷íî ñ÷èòàåì, ÷òî v ∈ C1(G)

(êîìïîíåíòû v1,2 íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìû êàê �óíêöèè

êîîðäèíàò (x, y) ≡ p ∈ G), ò. å. âåêòîðíîå ïîëå V ãëàäêîå.

Ïðèìåð. Äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè f : G→ R, f = f(x, y),
ñîïîñòàâëÿåòñÿ âåêòîðíîå ïîëå å¼ ãðàäèåíòà:

(∇f)(p) =
(
p; grad f(p)

)
, grad f(p) =

(
∂xf(p), ∂yf(p)

)
.

�èñ. 3.1. Âåêòîðû â òî÷êå �èñ. 3.2. Ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ

Çàìå÷àíèå 2. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåíçîðíîãî àíàëèçà ∇f ÿâëÿåò-

ñÿ íå âåêòîðíûì, à êîâåêòîðíûì ïîëåì: åãî êîìïîíåíòû ïðè

äîïóñòèìîé çàìåíå êîîðäèíàò ïðåîáðàçóþòñÿ èíà÷å, ÷åì êîìïî-

íåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè äâèæåíèÿ âäîëü ãëàäêîé êðèâîé [19℄.

Ïðè íàëè÷èè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðàäèåíò ìîæíî îïðåäå-

ëèòü êàê âåêòîð, ïðåäñòàâëÿþùèé ëèíåéíóþ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ
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f(p+h)−f(p) â �îðìå 〈grad f(p), h〉
(
h ∈ R2

, |h| < ε
)
. Ïîñêîëüêó

â äàëüíåéøåì äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ �èêñèðîâàííûìè ïðÿ-

ìîóãîëüíûìè äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè, òî ãðàäèåíò ñ÷èòàåì

âåêòîðîì ñ êîìïîíåíòàìè èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

ßâíîå óêàçàíèå òî÷êè ïðèëîæåíèÿ p óñëîæíÿåò îáîçíà÷å-

íèÿ, ïîýòîìó óäîáíî ñëåäèòü òîëüêî çà âåêòîðíîé ÷àñòüþ v(p)
ïîëÿ V(p), ïîëàãàÿ, ÷òî p èçâåñòíà ïî êîíòåêñòó. Èíûìè ñëîâà-

ìè, ñ÷èòàåì, ÷òî â ñàìîì îáîçíà÷åíèè v(p) ñîäåðæèòñÿ óêàçàíèå
òî÷êè ïðèëîæåíèÿ è ìîæíî îòîæäåñòâèòü v = (p; v) ≡ v(p).

Ïðîäîëæèì îïðåäåëåíèÿ. Ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ãëàäêàÿ êðè-

âàÿ â îáëàñòè G � ýòî îòîáðàæåíèå

γ : I → G, I = (t1, t2), γ ∈ C1(I).

Íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ t
(
t ∈ I 7→ γ(t) =

(
γ1(t), γ2(t)

)
∈ G

)

èíòåðïðåòèðóåì êàê âðåìÿ äâèæåíèÿ. Â äàëüíåéøåì ïðåäïî-

ëàãàåì âûïîëíåííûì óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè: âåêòîð ñêîðîñòè

γ̇(t) =
(
γ̇1(t), γ̇2(t)

)
íåíóëåâîé ∀t ∈ I (ýòîò êàñàòåëüíûé âåê-

òîð ïðèëîæåí ê òî÷êå p = γ(t)). �åãóëÿðíîñòü ãàðàíòèðóåò,

÷òî êàæäàÿ òî÷êà íîñèòåëÿ êðèâîé {γ(t)| t ∈ I} ⊂ G ëåæèò

íà åãî ÷àñòè, êîòîðàÿ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ (x, y) ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåíà ãðà�èêîì ãëàäêîé �óíêöèè y = ϕ(x) èëè

x = ψ(y) íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà. Åñëè,

íàïðèìåð, γ̇1(t0) 6= 0, òî ëîêàëüíî t = t(x) è y = γ2(t) = ϕ(x).
Íîñèòåëü ãëàäêîé ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé êðàò-

êî áóäåì íàçûâàòü ãëàäêîé êðèâîé â G è îáîçíà÷àòü òîé æå

áóêâîé γ (íî óæå áåç óêàçàíèÿ ïàðàìåòðà t). Ïðè íåîáõîäèìî-

ñòè âìåñòî èíòåðâàëà I = (t1, t2) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîìå-

æóòîê 〈t1, t2〉, â òîì ÷èñëå îòðåçîê Ī = [t1, t2], ñ îãîâîðêîé îá

îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ. Äëèíà êðèâîé γ íå çàâèñèò îò ïà-

ðàìåòðèçàöèè óêàçàííîãî êëàññà è îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ℓ(γ) =

∫ t2

t1

|γ̇(t)| dt
(
t ∈ Ī

)
.

Åñëè äîïóñêàòü îòêðûòûå èíòåðâàëû, â ÷àñòíîñòè I = R, òî

íå èñêëþ÷àåòñÿ ℓ(γ) = +∞. Îðòîãîíàëüíîñòü ãëàäêèõ êðèâûõ
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â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ îçíà÷àåò îðòîãîíàëüíîñòü êàñàòåëüíûõ âåê-

òîðîâ. Ïîíÿòèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ

ëåæèò â îñíîâå äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè.

Ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ è êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü

�óíêöèÿ f îïðåäåëåíà â îáëàñòè (îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî)

G ⊆ R2 = Oxy, f : G → R. Îãðàíè÷èìñÿ ãëàäêèìè f êëàññà C1
.

Ñâîéñòâà �óíêöèè òåñíî ñâÿçàíû ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè õàðàêòå-

ðèñòèêàìè å¼ ìíîæåñòâ óðîâíÿ (ðèñ. 3.2)

Sα = f−1(α) = {(x, y) ∈ G | f(x, y) = α}.

×èñëî α íàçûâàåòñÿ âûñîòîé ìíîæåñòâà óðîâíÿ: Sα ïðè α > 0
ñîñòîèò èç òàêèõ òî÷åê îáëàñòè G, íàä êîòîðûìè ãðà�èê

Γ(f) = {(x, y, z)| (x, y) ∈ G, z = f(x, y)} ⊂ R
3

íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè α. Ïðè α < 0 ¾íàä¿ ìåíÿåòñÿ íà ¾ïîä¿.
Ïîäîáíî òîìó êàê òîïîãðà�è÷åñêàÿ êàðòà äàåò êàðòèíó ðåëüå�à

ìåñòíîñòè, òàê è ìíîæåñòâà óðîâíÿ îïèñûâàþò ãðà�èê �óíê-

öèè. �àññìàòðèâàåì òîëüêî òå âûñîòû α, äëÿ êîòîðûõ Sα 6= ∅.

Òî÷êà p0 = (x0, y0) ∈ Sα íàçûâàåòñÿ íåîñîáîé òî÷êîé ìíîæåñòâà

óðîâíÿ Sα, åñëè âûïîëíåíî grad f(p0) 6= 0 = (0, 0), â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå p0 îñîáàÿ. Îáúåêòû ñ íóëåâûìè êîîðäèíàòàìè îáîçíà÷à-

åì îäíèì ñèìâîëîì 0. Åñëè grad f(p0) 6= 0 íà Sα, òî ïî òåîðåìå î
íåÿâíîé �óíêöèè ëîêàëüíî ìíîæåñòâî óðîâíÿ ïðåäñòàâèìî ãðà-

�èêîì ãëàäêîé �óíêöèè y = ϕ(x) èëè x = ψ(y). Òîãäà â ñëó÷àå
ñâÿçíîñòè Sα ìîæíî ãîâîðèòü î ãëàäêîé ëèíèè óðîâíÿ (ïîâåðõ-

íîñòè â G ⊆ R
n
ïðè n = 3, ãèïåðïîâåðõíîñòè ïðè n > 3). Â îá-

ùåì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåì êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Sα.
Ïóñòü p0 � íåîñîáàÿ òî÷êà Sα. Âåêòîð v 6= 0, ïðèëîæåííûé ê

òî÷êå p0
(
�îðìàëüíî ðå÷ü èäåò î ïàðå v = (p0; v)

)
, íàçûâàåòñÿ

êàñàòåëüíûì ê Sα â òî÷êå p0, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãëàäêàÿ

ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ t 7→ γ(t) (|t| < ε), ÷òî

γ(0) = p0, γ̇(0) = v, γ = {γ(t) : |t| < ε} ⊆ Sα.

Òàêèå âåêòîðû âìåñòå ñ íóëåì îáðàçóþò êàñàòåëüíîå ïðîñòðàí-

ñòâî Tp0Sα ê ìíîæåñòâó óðîâíÿ Sα â òî÷êå p0. Íà ïëîñêîñòè
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(p0 ∈ Sα ⊂ G ⊆ R
2
) ýòî êàñàòåëüíàÿ ïðÿìàÿ, à åñëè, íàïðèìåð,

Sα � ñ�åðà â R
n
, òî êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü. Íå�îðìàëüíî

ïðåäñòàâëÿåì ñåáå äâèæåíèå âäîëü ãëàäêîé êðèâîé íà ïîâåðõ-

íîñòè. Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ õàðàêòåðèçóåì òðåìÿ ïàðàìåòðàìè:

òåêóùèì ïîëîæåíèåì, íàïðàâëåíèåì è âåëè÷èíîé. Ýòó èí�îð-

ìàöèþ çàïèñûâàåì êàê v = (p; v). Äëÿ ñîêðàùåíèÿ ïèñüìà îïóñ-
êàåì óêàçàíèå òî÷êè p, åñëè îíà ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïî êîíòåêñòó.

Â íåîñîáîé òî÷êå p0 ∈ Sα âåêòîð grad f(p0) îðòîãîíàëåí Sα:

grad f(p0)⊥ v, 〈grad f(p0), v〉 = 0 ∀ v ∈ Tp0Sα

(ïðè �èêñèðîâàííîé òî÷êå p0 ïîëàãàåì v = v). Äåéñòâèòåëüíî,
ïîñêîëüêó âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî f

(
γ(t)

)
≡ α = const, òî

d

dt

∣∣∣
0
f
(
γ(t)

)
= 〈grad f(p0), v〉 = 0.

Âû÷èñëèì òåïåðü ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ:

d

dt

∣∣∣
0
f(p0 + th) = 〈grad f(p0), h〉, h ∈ R2, |h| = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî íîðìàëè h = grad f(p0)/| grad f(p0)| ê ìíîæå-
ñòâó óðîâíÿ Sα �óíêöèÿ f ðàñòåò íàèñêîðåéøèì îáðàçîì.

Çäåñü â à��èííîé (òî÷å÷íî-âåêòîðíîé) òåðìèíîëîãèè p0 è

p0+ th � òî÷êè, à h è th (|t| < ε) � âåêòîðû, ïðèëîæåííûå ê p0.

�ðàäèåíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ. Â ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òåð-

ìèíîëîãèè âåêòîðíîå ïîëå óäîáíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîëå

ñêîðîñòåé óñòàíîâèâøåãîñÿ ïîòîêà æèäêîñòè. Ïðè �èêñèðîâàí-

íîé èëè èçâåñòíîé ïî êîíòåêñòó òî÷êå p ∈ G ⊆ R2
îïåðèðóåì

òîëüêî âåêòîðíîé ñîñòàâëÿþùåé ïîëÿ v(p) ∈ R2
(
v1,2 ∈ C1(G)

)
.

Ñ êàæäûì òàêèì ïîëåì àññîöèèðóþòñÿ ëèíèè òîêà. Ïóñòü îñî-

áûõ òî÷åê íåò: v 6= 0 = (0, 0)∀p ∈ G. Èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ïîëÿ

v � ýòî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ t 7→ γ(t) (óêàçàííîãî âûøå

êëàññà), âäîëü êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî γ̇(t) = v
(
γ(t)

)
,

t ∈ I = (t1, t2). Êàñàòåëüíûå âåêòîðû ñêîðîñòè ÿâëÿþòñÿ âåê-

òîðàìè ïîëÿ

(
â òî÷êàõ γ(t)

)
. �åîìåòðè÷åñêèé îáðàç ïàðàìåòðè-

çîâàííîé êðèâîé

(
å¼ íîñèòåëü γ = {γ(t)} ⊂ G

)
íàçûâàåòñÿ òðà-

åêòîðèåé äâèæåíèÿ t 7→ γ(t) è ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ëèíèè òîêà.
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Ïóñòü ïîëå ãðàäèåíòíî: v(p) = grad f(p), f ∈ C1(G). Òàêîå
ïîëå ñèë íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì. ×òîáû íå îòñòóïàòü îò

ïðåäïîëîæåíèÿ C1
-ãëàäêîñòè ïîëÿ, ñ÷èòàåì f ∈ C2(G). �àñ-

ñìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ t 7→ γ(t). Òîãäà

d

dt
f
(
γ(t)

)
= 〈grad f, v〉 = | grad f |2 > 0

è ïîòåíöèàë −f(p) ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò âäîëü òðàåêòîðèè
γ ñ ðîñòîì âðåìåíè t. Â ñëó÷àå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîëó÷àëàñü áû

çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ � öèêë. Ïåðåñå÷åíèå ¾ïîä óãëîì¿ íåâîç-

ìîæíî, òàê êàê âåêòîð v êàñàòåëüíûé. Â ãðàäèåíòíîì ïîëå öèê-

ëû îòñóòñòâóþò, ïîñêîëüêó f
(
γ(t)

)
ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòåò.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå òî÷êà p0 ∈ G íàçûâàåòñÿ íåîñîáîé òî÷-

êîé âåêòîðíîãî ïîëÿ v, åñëè âåêòîð-�óíêöèÿ v(p) íåïðåðûâíà
â îêðåñòíîñòè p0 è v(p0) 6= 0. Çäåñü 0 = (0, 0), íóëè ëèíåéíûõ

ïðîñòðàíñòâ ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü îäíèì ñèìâîëîì. Â ïðåäïîëî-

æåíèè v ∈ C1
îñòàåòñÿ v(p0) 6= 0. Îñîáûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ íó-

ëÿìè ïîëÿ, â íèõ íå îïðåäåëåíî íàïðàâëåíèå âåêòîðà v.

Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ïîñòàâèì ñëåäóþùèé âî-

ïðîñ. Êàê íàéòè èíòåãðàëüíûå êðèâûå è òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ

(ëèíèè òîêà) ãëàäêîãî ïîëÿ v = v(p)? Òàê êàê γ̇(t) = v
(
γ(t)

)
, òî

äâèæåíèå t 7→ γ(t), t ∈ I = (t1, t2), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

ẋ = v1(x, y), ẏ = v2(x, y), (x, y) ∈ G ⊆ R
2,

à γ = {γ(t)| t ∈ I} � �àçîâîé êðèâîé. Îñîáûå òî÷êè âåêòîðíîãî

ïîëÿ

(
v(p̄) = 0

)
� ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ: �àçîâàÿ ñêîðîñòü ðàâ-

íà íóëþ, îòîáðàæåíèå t 7→ p̄ (t ∈ R) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, à ñàìà

òî÷êà p̄ � �àçîâîé êðèâîé. Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ çàñëóæèâàþò

ïðèñòàëüíîãî èçó÷åíèÿ, â èõ îêðåñòíîñòè (ãëàäêîå) ïîëå ìîæåò

ðåçêî ìåíÿòü íàïðàâëåíèå. Â îáëàñòè G èõ ìîæåò è íå áûòü,

à äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïîâåðõíîñòÿõ (ãëàäêèõ

ìíîãîîáðàçèÿõ) èõ ñóùåñòâîâàíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ íåèçáåæíûì

(íàïðèìåð, íà äâóìåðíîé ñ�åðå) [2, 19℄.

Â � 2 ðàññìàòðèâàëîñü óðàâíåíèå â ñèììåòðè÷íîé �îðìå:

P (x, y) dx +Q(x, y) dy = 0, P,Q ∈ C1(G).
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Åãî ¾êîý��èöèåíòû¿ P,Q îïðåäåëÿþò â îáëàñòè G ⊆ R
2
ãëàä-

êîå âåêòîðíîå ïîëå v(p) = (v1, v2) = (P,Q), p = (x, y). Ïîëî-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñîîòâåòñòâóþò îñîáûì òî÷êàì (P = Q = 0),
â êîòîðûõ íå çàäàíî ïîëå íàïðàâëåíèé. Îïðåäåëèì òåïåðü ñî-

ïðÿæåííîå ê v ïîëå w = (−Q,P ), êîòîðîå îðòîãîíàëüíî v:
〈v,w〉 = −PQ + QP = 0. Åñëè t 7→ γ(t) =

(
ϕ(t), ψ(t)

)
ãëàäêàÿ

êðèâàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ṗ = w(p) (ñèñòåìû

ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé ẋ = −Q, ẏ = P ), òî ïî îïðåäåëåíèþ

ϕ̇(t) = −Q
(
ϕ(t), ψ(t)

)
, ψ̇(t) = P

(
ϕ(t), ψ(t)

)
, t ∈ I.

Â ìîìåíòû âðåìåíè t, êîãäà ϕ̇(t) 6= 0, ðàçäåëèì âòîðîå óðàâ-

íåíèå íà ïåðâîå (ëåâóþ ÷àñòü íà ϕ̇, ïðàâóþ íà −Q, ϕ̇ = −Q)
è ïðåîáðàçóåì ðàâåíñòâî äðîáåé:

P
(
ϕ(t), ψ(t)

)
ϕ̇(t) +Q

(
ϕ(t), ψ(t)

)
ψ̇(t) = 0.

Òî÷íî òàêîå æå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåì ïðè ψ̇(t) 6= 0. Çíà÷èò, ýòî
òîæäåñòâî ïî t ∈ I â ñèëó óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ãëàäêîé êðèâîé
ϕ̇2 + ψ̇2 6= 0 ∀ t ∈ I . Èìåííî òàê è îïðåäåëÿëàñü èíòåãðàëüíàÿ

êðèâàÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîé �îðìå äëÿ óðàâíåíèÿ P dx+Qdy = 0.

Ïóñòü G � ïðÿìîóãîëüíèê Π = (a, b) × (c, d) è ãëàäêîå ïîëå

v = (P,Q) ãðàäèåíòíî: v = grad f , f ∈ C2(Π). Òîãäà

df(x, y) = ∂xf dx+ ∂yf dy = P dx+Qdy

è óðàâíåíèå P dx + Qdy = 0 ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê df(x, y) = 0,
îòêóäà f(x, y) = C. Ñëåäîâàòåëüíî, f � èíòåãðàë, ëèíèè óðîâíÿ

êîòîðîãî ñîñòîÿò èç èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, åñëè òîëüêî èçáåãàòü

îñîáûõ òî÷åê ïîëÿ. Óòî÷íèì �îðìóëèðîâêó. Çàäàåì ïðîèçâîëü-

íûå íà÷àëüíûå äàííûå (x0, y0) ∈ Π. Ïóñòü ýòà òî÷êà íåîñîáàÿ:

v(x0, y0) = grad f(x0, y0) 6= 0. Òîãäà ïî òåîðåìå î íåÿâíîé �óíê-

öèè óðàâíåíèå f(x, y) = f(x0, y0) îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå çàäà÷è Êîøè â �îðìå y = ϕ(x) èëè x = ψ(y) íà íåêîòîðîì
èíòåðâàëå àðãóìåíòà. Âîïðîñ î ïðîäîëæèìîñòè òðåáóåò îòäåëü-

íîãî èçó÷åíèÿ. Îñîáûì òî÷êàì ñîîòâåòñòâóþò ïîëîæåíèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ óðàâíåíèÿ ṗ = v(p). Â � 2 óðàâíåíèå P dx + Qdy = 0
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ñ ãðàäèåíòíûì ïîëåì v = (P,Q) íàçûâàëîñü óðàâíåíèåì â ïîë-

íûõ äè��åðåíöèàëàõ, ïðè÷åì u(x, y) = f(x, y) ñ òî÷íîñòüþ äî

àääèòèâíîé êîíñòàíòû. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñó-

ùåñòâîâàíèÿ ïîòåíöèàëà: ∂yP = ∂xQ. Îãðàíè÷åíèå G = Π ìîæ-

íî îñëàáèòü, çàìåíèâ ïðÿìîóãîëüíèê îäíîñâÿçíîé îáëàñòüþ G
(áåç ¾äûð¿). Èíà÷å ãàðàíòèðóåòñÿ ëèøü íåîáõîäèìîñòü. ×òî êà-

ñàåòñÿ òåðìèíîëîãèè, òî â ìåõàíèêå â ñëó÷àå ïîëÿ ñèëû ãîâîðÿò

î ïîòåíöèàëå −f , à, íàïðèìåð, â ãèäðîäèíàìèêå, êîãäà v � ïîëå

ñêîðîñòåé ÷àñòèö æèäêîñòè, ïîòåíöèàëîì íàçûâàþò �óíêöèþ f .
Î ïîòåíöèàëàõ, èçó÷àåìûõ â òåðìîäèíàìèêå, ëèøü óïîìÿíåì.

Ïðèëîæåíèÿ. Ïðèâåäåì ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.

Ïóñòü v = (P,Q) � ïîëå ñêîðîñòåé ïëîñêîãî óñòàíîâèâøåãîñÿ òå-

÷åíèÿ æèäêîñòè, à w = (−Q,P ) � ñîïðÿæåííîå ïîëå â ðàññìàò-

ðèâàåìîì ïðÿìîóãîëüíèêå G = Π. Óñëîâèå ïîòåíöèàëüíîñòè v
(∂yP = ∂xQ, f � ïîòåíöèàë ñêîðîñòè) âñëåäñòâèå èçâåñòíîé èç

êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà �îðìóëû �ðèíà

∮
P dx+Qdy =

∫ ∫ (
∂yP − ∂xQ

)
dxdy

îçíà÷àåò ðàâåíñòâî íóëþ öèðêóëÿöèè ñêîðîñòè âäîëü çàìêíó-

òîãî êîíòóðà (ïîëå v áåçâèõðåâîå). Ïîòåíöèàë g ñîïðÿæåííîãî

ïîëÿ w (êîãäà ∂xP = −∂yQ ) íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé òîêà, ïðè÷åì

âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ýêâèâàëåíòíîå ñîîòíîøåíèå:

−∂yQ = ∂xP ⇔ div(v) ≡ ∂xP + ∂yQ = 0.

Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ çíàê òîæäåñòâà ≡ èìååò ñìûñë ðàâåíñòâà

ïî îïðåäåëåíèþ. �àâåíñòâî íóëþ äèâåðãåíöèè ïîëÿ v õàðàêòå-

ðèçóåò íåñæèìàåìîñòü æèäêîñòè. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïîòåíöè-

àëàìè

∂xf = ∂yg (= P ), ∂yf = −∂xg (= Q)

ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè Êîøè��èìàíà: �óíêöèÿ f + ig êîìïëåêñ-
íî àíàëèòè÷åñêàÿ. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ øèðîêîå ïðèìåíåíèå êîì-

ïëåêñíîãî àíàëèçà â ïëîñêèõ çàäà÷àõ ãèäðîäèíàìèêè. Çàìåòèì

òàêæå, ÷òî �óíêöèè f è g óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

∆u ≡ ∂2xu+ ∂2yu = 0, (x, y) ∈ Π,
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ò. å. ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè. Îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆ � îäèí èç

ñàìûõ âîñòðåáîâàííûõ â ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêå.

Äðóãîé ïðèìåð: ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

f → min, (x, y) ∈ G, f ∈ C1(G).

�åøåíèÿ (åñëè îíè åñòü) íàõîäÿòñÿ ñðåäè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê.

Àíòèãðàäèåíò − grad f 6= 0 óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå, âäîëü êî-

òîðîãî �óíêöèÿ óáûâàåò íàèñêîðåéøèì îáðàçîì: äîñòèãàåòñÿ

ìèíèìóì ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèÿì h ∈ R2
, |h| = 1. Åñëè

grad f = 0, òî óæå íàõîäèìñÿ â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå. Åñòåñòâåííî
ðàññìîòðåòü ãðàäèåíòíîå ïîëå v(p) = − grad f(p) â îáëàñòè G è

âåêòîðíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ṗ = v(p). Ïðè îïðåäå-

ëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ äâèæåíèå âäîëü òðàåêòîðèè ïðèâîäèò ê

ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè.

Äè��åðåíöèàëüíûå 1-�îðìû. Îïðåäåëèì â êàæäîé òî÷êå

îáëàñòè G ⊆ R
2
êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî. Âîçüìåì ãëàäêóþ

êðèâóþ t 7→ γ(t) ∈ G
(
|t| < ε, γ(0) = p

)
è âû÷èñëèì êàñàòåëüíûé

âåêòîð ñêîðîñòè v = γ̇(0) 6= 0 = (0, 0). Îáúåäèíåíèå âñåõ òàêèõ

v ñ íóëåì îáîçíà÷èì TpG = R2
è âîñïðèíèìàåì ýòî ìíîæåñòâî

âåêòîðîâ, ïðèêðåïëåííûõ ê òî÷êå p, êàê êàñàòåëüíîå ïðîñòðàí-

ñòâî. Áîëåå �îðìàëüíî TpG = {(p; v)| v ∈ R2}. Îáúåäèíÿÿ, ïî-
ëó÷àåì êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå

⋃
TpG = G× R2

.

Äè��åðåíöèàëüíîé 1-�îðìîé (èëè ïðîñòî 1-�îðìîé) íàçû-

âàåòñÿ �óíêöèÿ ω : G × R2 → R, êîòîðàÿ ïðè �èêñèðîâàííîé

p ∈ G ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé �óíêöèåé êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ, ò. å.

èõ âåêòîðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ v ∈ R2
. Ïðèâåäåì ïðèìåðû.

1◦. Ïóñòü w(p) � âåêòîðíîå ïîëå â îáëàñòè G. Òîãäà äâîé-

ñòâåííàÿ ê w(p) 1-�îðìà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

w(p, v) = 〈w(p), v〉, p ∈ G ⊆ R
2, v ∈ R2.

2◦. Äëÿ ãëàäêîé �óíêöèè f : G→ R îïðåäåëèì

df : G× R2 → R, df(p, v) =
d

dt

∣∣∣
0
f
(
p(t)

)
= 〈grad f(p), v〉,

ãäå p(0) = p, ṗ(0) = v. Òàêàÿ 1-�îðìà ω = df íàçûâàåòñÿ äè��å-
ðåíöèàëîì �óíêöèè f . Â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå dy(x) = y′(x)∆x �
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�óíêöèÿ òî÷êè x è ïðèðàùåíèÿ ∆x, êîòîðîå ñ ó÷åòîì çíàêà

ìîæíî ñ÷èòàòü âåêòîðîì ñìåùåíèÿ, îòëîæåííûì îò òî÷êè x.
3◦. Îïðåäåëèì îáû÷íûì îáðàçîì êîîðäèíàòíûå �óíêöèè

x : G→ R, x(p̄) = x̄, y : G→ R, y(p̄) = ȳ, p̄ =
(
x̄, ȳ

)
.

Òîãäà 1-�îðìû dx, dy ïðîñòî âûäåëÿþò ïåðâóþ è âòîðóþ êîì-

ïîíåíòû êàñàòåëüíîãî âåêòîðà v = (v1, v2):

dx(p, v) = 〈gradx, v〉 = v1, dy(p, v) = 〈grad y, v〉 = v2.

×òîáû íå óñëîæíÿòü îáîçíà÷åíèÿ, ÷àñòî èñïîëüçóþò îäíè è òå

æå ñèìâîëû äëÿ ðàçíûõ îáúåêòîâ (¾îòîæäåñòâëÿÿ¿ èõ). Âûøå

x, y è êîîðäèíàòû òî÷êè; è �óíêöèè x(t), y(t); è îòîáðàæåíèÿ

G→ R. Äè��åðåíöèàë ìîæåì çàïèñàòü â ïðèâû÷íîé �îðìå

df(p, v) = 〈grad f(p), v〉 = ∂xf(p) v1 + ∂yf(p) v2 =

= ∂xf(p) dx(v) + ∂yf(p) dy(v), p ∈ G, v ∈ R2,

èëè êðàòêî df = ∂xf(p) dx+ ∂yf(p) dy = f ′x(p) dx+ f ′y(p) dy.

Âåðíåìñÿ ê äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

P (x, y) dx +Q(x, y) dy = 0, (x, y) ∈ G, P,Q ∈ C1(G).

Âîñïðèíèìàåì ëåâóþ ÷àñòü êàê äè��åðåíöèàëüíóþ 1-�îðìó:

ω(p, v) = P (p) dx(v) +Q(p) dy(v), p ∈ G, v ∈ R2.

Ýòî äâîéñòâåííàÿ ê ïîëþ w(p) = (P,Q) 1-�îðìà, òàê êàê

ω(p, v) = 〈w(p), v〉. Èíòåãðàëüíîé ëèíèåé ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ

x = ϕ(t), y = ψ(t),
(
ϕ(t), ψ(t)

)
∈ G, t ∈ I = (t1, t2),

ñ íåíóëåâûì âåêòîðîì ñêîðîñòè v = (ϕ̇, ψ̇), âäîëü êîòîðîé ω = 0:

ω
(
p(t), v(t)

)
= (P,Q) · (ϕ̇, ψ̇) =

= P
(
ϕ(t), ψ(t)

)
ϕ̇(t) +Q

(
ϕ(t), ψ(t)

)
ψ̇(t) = 0, t ∈ I.
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Ôîðìà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëîì ãëàäêîé �óíêöèè f ,
íàçûâàåòñÿ òî÷íîé. Åñëè G = Π = (a, b)× (c, d) (èëè îáëàñòü G
îäíîñâÿçíà), òî êðèòåðèé òî÷íîñòè èçâåñòåí: ∂yP = ∂xQ.

Èíòåãðàë îò äè��åðåíöèàëüíîé �îðìû ω âäîëü ãëàäêîé

êðèâîé t 7→ γ(t) =
(
ϕ(t), ψ(t)

)
, t ∈ [α, β] ⊂ (t1, t2), îïðåäåëÿ-

åòñÿ êàê

∫

γ
ω =

∫ β

α
ω
(
γ(t), v(t)

)
dt, v(t) ≡ γ̇(t).

Èíòåãðàë îò òî÷íîé �îðìû âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà ðàâåí íó-

ëþ â ñèëó íåçàâèñèìîñòè îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ:

∫

γ
df =

∫ β

α
df
(
γ(t), v(t)

)
dt =

∫ β

α

d

dt
f
(
γ(t)

)
dt = f

(
γ(β)

)
−f

(
γ(α)

)
.

Åñëè ïàðó �óíêöèé (P,Q) èíòåðïðåòèðîâàòü êàê çàäàííîå âåê-

òîðíîå ïîëå ñèëû F , òî â òåðìèíàõ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ

ïîëó÷àåì

∫

γ
ω =

∫ β

α
F · v dt =

∫

γ
F · dr, dr ≡

(
ϕ̇dt, ψ̇dt

)
.

Ýòî ðàáîòà ñèëîâîãî ïîëÿ âäîëü ïóòè γ. Åñëè ðàáîòà âäîëü ëþ-

áîãî (ãëàäêîãî) çàìêíóòîãî êîíòóðà íóëåâàÿ, òî ñèëîâîå ïîëå

ïîòåíöèàëüíî: F = − grad f
(
∂yP = ∂xQ â ïðÿìîóãîëüíèêå Π

)
.

4. Óðàâíåíèÿ F (x, y, y′) = 0,
íå ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

F (x, y, y′) = 0, F : D → R, D ⊆ R
3, F ∈ C1(D). (4.1)

Â R
3 ≡ E3

ðàññìàòðèâàåì ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòå-

ìó êîîðäèíàò (x, y, p). Áîëåå ïðèâû÷íûì ÿâëÿåòñÿ îáîçíà÷åíèå

(x, y, z), íî â êîíòåêñòå ïðåäñòàâëåííîãî íèæå ìåòîäà ââåäåíèÿ

ïàðàìåòðà p = y′ îáîçíà÷åíèå z = p áîëåå óïîòðåáèòåëüíî.

Â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè ìíîæåñòâî D ñ÷èòàåì îáëàñòüþ.
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Óðàâíåíèå F (x, y, p) = 0 îïðåäåëÿåò ïîäìíîæåñòâî S îáëà-

ñòè D. ×òîáû èçáåæàòü âûðîæäåíèé, áóäåì ïðåäïîëàãàòü S 6= ∅

è gradF = (∂xF, ∂yF, ∂pF ) = (F ′
x, F

′
y, F

′
p) 6= 0 íà S. Ïðè íåîáõî-

äèìîñòè ðàçëè÷àòü âåêòîð-ñòðîêè è âåêòîð-ñòîëáöû ãðàäèåíò

îáû÷íî çàïèñûâàþò ñòîëáöîì. Ïðè óñëîâèè gradF 6= 0 ìíîæå-

ñòâî S áóäåò ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ, çàäàííîé íåÿâíî. Ïóñòü

(x0, y0, p0) ∈ S
(
F (x0, y0, p0) = 0

)
, F ′

p(x0, y0, p0) 6= 0.

Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé �óíêöèè íàéäåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê

Π: |x− x0| < ε1, |y − y0| < ε2, |p− p0| < ε3, Π ⊆ D,

è �óíêöèÿ f : Uε1(x0) × Uε2(y0) → Uε3(p0) (Uε � ε-îêðåñòíîñòü)
êëàññà C1

, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

F
(
x, y, f(x, y)

)
≡ 0, (x, y) ∈W = Uε1(x0)× Uε2(y0).

Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî åäèíñòâåííîñòü â ñìûñëå

(x, y, p) ∈ Π, F = 0
[
(x, y, p) ∈ S ∩Π

]
⇔ p = f(x, y).

Êðàòêî ãîâîðÿò, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè (x0, y0, p0),
â êîòîðîé óðàâíåíèå F (x, y, p) = 0 îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî îòíî-
ñèòåëüíî p: p = f(x, y), p0 = f(x0, y0), f ∈ C1

(
W

)
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàññóæäàåì, êîãäà F ′
x(x0, y0, p0) 6= 0

èëè F ′
y(x0, y0, p0) 6= 0. Ëîêàëüíî ìíîæåñòâî S ãëàäêèì îáðàçîì

çàäàåòñÿ â ÿâíîì âèäå p = p(x, y) èëè x = x(y, p), y = y(x, p).
Èíûìè ñëîâàìè, S � äâóìåðíîå C1

-ìíîãîîáðàçèå.

Ôóíêöèÿ y = ϕ(x)
(
x ∈ I = (a, b), ϕ ∈ C1(I)

)
ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.1), åñëè F
(
x, ϕ(x), ϕ′(x)

)
= 0 ∀x ∈ I .

Ïðè íåîáõîäèìîñòè â êîíêðåòíîé çàäà÷å ìîæíî îñëàáèòü îãðà-

íè÷åíèÿ: íå îáÿçàòåëüíî D îáëàñòü è �óíêöèè F, ϕ êëàññà C1
(
íî ϕ′ ∃ ∀x ∈ 〈a, b〉

)
. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê ñþð-

ïðèçàì, â òîì ÷èñëå è òîïîëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà, ïîýòîìó, íå

ïðåñëåäóÿ öåëü ¾ïðåäåëüíîé¿ îáùíîñòè, âñåãäà áóäåì ïðåäïî-

ëàãàòü êàê ìèíèìóì C1
-ãëàäêîñòü è ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàòü íà

èíòåðâàëàõ (íå ïðèâëåêàÿ îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå).
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Çàäà÷à Êîøè. Ïåðåéäåì ê ïîñòàíîâêå íà÷àëüíîé çàäà÷è. Äëÿ

óðàâíåíèÿ â íîðìàëüíîé �îðìå y ′ = f(x, y) òðåáîâàëîñü ïî íà-
÷àëüíûì äàííûì (x0, y0) íàéòè ðåøåíèå y = ϕ(x) (x ∈ I) èç
óñëîâèÿ ϕ(x0) = y0. Â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ: íàéòè èíòå-

ãðàëüíóþ êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó. Ïðîñòåé-

øèé ïðèìåð y′2 = 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî äàííûõ (x0, y0) äëÿ îäíî-

çíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.1) íåäîñòàòî÷íî:

y = ±x+ C, ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó R2
ïðîõîäÿò äâå ïðÿìûå.

Äëÿ óðàâíåíèÿ, íå ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé,

çàäà÷à Êîøè ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå. Çàäàåò-

ñÿ òî÷êà (x0, y0, p0) ∈ S è òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå èç óñëîâèé

ϕ(x0) = y0, ϕ
′(x0) = p0. Èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ {

(
x, ϕ(x)

)
|x ∈ I}

äîëæíà ïðîõîäèòü ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó (x0, y0) ñ çàäàííûì íà-

êëîíîì êàñàòåëüíîé (tgα = p0). Â ñâÿçè ñ ýòèì óäîáíî ðàññìàò-

ðèâàòü ãðà�èêè â ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå {(x, y, p)}:

Γ(ϕ) =
{(
x, ϕ(x), p(x)

)
| p(x) = ϕ′(x), x ∈ I = (a, b)

}
.

Èíòåãðàëüíûå êðèâûå â òàêîì ðàñøèðåííîì ñìûñëå ëåæàò íà

ïîâåðõíîñòè S ⊂ D ⊆ R3
, ãäå F = 0. Â îáùåé òåîðèè óæå íå

îáîéòèñü áåç äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè.

Äëÿ óðàâíåíèÿ F (x, y, y′) = 0 ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëüíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü ðåøåíèÿ â ÿâíîé �îðìå y = ϕ(x). �àñøèðèì ïîíÿ-

òèå ðåøåíèÿ äî ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîãî:

x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ I = (t1, t2), ϕ, ψ ∈ C1(I).

Ïîìèìî íåïðåðûâíîé äè��åðåíöèðóåìîñòè ïàðàìåòðèçîâàííîé

êðèâîé ïðåäïîëàãàåì ðåãóëÿðíîñòü: v(t) ≡
(
ϕ̇(t), ψ̇(t)

)
6= 0, t ∈ I .

�ëàäêàÿ (ïàðàìåòðèçîâàííàÿ) êðèâàÿ t 7→ γ(t) =
(
ϕ(t), ψ(t)

)

êàê îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.1), åñëè

F
(
ϕ(t), ψ(t), ψ̇(t)/ϕ̇(t)

)
= 0 ∀ t ∈ I,

ïîñêîëüêó y ′ = dy/dx = (ẏ dt)/(ẋ dt) = ψ̇(t)/ϕ̇(t). Ïðè ýòîì åñòå-

ñòâåííî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîðíûé àðãóìåíò �óíêöèè F íå

âûõîäèò çà ïðåäåëû îáëàñòè D çàäàíèÿ óðàâíåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè,

èñïîëüçîâàíèå îáîçíà÷åíèÿ y′ íåÿâíî ñóæàåò êëàññ äîïóñòèìûõ
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êðèâûõ: ϕ̇(t) 6= 0 ∀t ∈ I . Îáû÷íî, èñõîäÿ èç ñïåöè�èêè êîí-

êðåòíîé çàäà÷è, äîïóñòèìî ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî óðàâíåíèå

â �îðìå (4.1), íî è ¾ñîãëàñîâàííûå¿ ñ íèì óðàâíåíèÿ

F1(x, y, x
′
y) = 0, F2(x, y, dx, dy) = 0.

Â ïåðâîå èç íèõ ìîæíî ïîäñòàâëÿòü x′y = ϕ̇(t)/ψ̇(t) (êîãäà

ψ̇(t) 6= 0), à âî âòîðîå � dx = ϕ̇(t) dt, y = ψ̇(t) dt, ïðåäïîëàãàÿ
äàëüíåéøåå ñîêðàùåíèå ïðèðàùåíèÿ dt íåçàâèñèìîé ïåðåìåí-

íîé. Â îáùåì ñëó÷àå òðóäíî ïðåäóñìîòðåòü âñå âàðèàíòû.

Íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ âûáîð ïàðàìåòðà êðè-

âîé t = y ′
(ñì. äàëåå), íî ïîêà âåðíåìñÿ ê èñõîäíîìó óðàâíåíèþ

(4.1), îãðàíè÷èâàÿñü ðåøåíèÿìè â �îðìå çàâèñèìîñòè y = ϕ(x).

Åäèíñòâåííîñòü. �àññìîòðèì ñíà÷àëà óðàâíåíèå â íîðìàëü-

íîé �îðìå y ′ = f(x, y), f : G → R. Êàê ìèíèìóì ïðåäïîëàãàåì

íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè f â îáëàñòè G. Òî÷êà (x0, y0) ∈ G íàçû-

âàåòñÿ íåîñîáîé, åñëè ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó íåêîòîðîé å¼ îêðåñò-

íîñòè Uε(x0, y0) ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ

γ(ϕ) = {
(
x, ϕ(x)

)
} ⊂ G. Îñòàëüíûå òî÷êè ñ÷èòàþòñÿ îñîáûìè.

Åñëè èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ öåëèêîì ñîñòîèò èç îñîáûõ òî÷åê, òî

ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ îñîáûì.

¾Ïðîõîæäåíèå¿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé ÷åðåç òî÷êó (x̄, ȳ) îçíà-
÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå y = ϕ(x) ñ íà÷àëüíûì óñëî-

âèåì ϕ(x̄) = ȳ îïðåäåëåíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè x̄. Âêëþ-
÷åíèå f ∈ C(G) ãàðàíòèðóåò äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ

ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, îïðåäåëåííîãî íà íåêî-

òîðîì èíòåðâàëå (òåîðåìà Ïåàíî). Òðåáîâàíèå åäèíñòâåííîñòè

ïîíèìàåòñÿ ëîêàëüíî: äâå èíòåãðàëüíûå êðèâûå, ïðîõîäÿùèå

÷åðåç òî÷êó (x̄, ȳ), ñîâïàäàþò â äîñòàòî÷íî ìàëîé å¼ îêðåñò-

íîñòè. Ìîæíî èìåòü â âèäó ε-îêðåñòíîñòè: Uε1(x̄), Uε2

(
(x̄, ȳ)

)

(∃ εi > 0). Åñëè ëîêàëüíàÿ åäèíñòâåííîñòü èìååò ìåñòî äëÿ ëþ-

áûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ èç îáëàñòè G (íàïðèìåð, â óñëîâèÿõ òåî-

ðåìû Ïèêàðà f, f ′y ∈ C), òî �îðìóëèðîâêó ìîæíî óñèëèòü: ðåøå-
íèÿ y = ϕ1,2(x), ðàâíûå ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè x̃, ñîâïàäóò íà
ïåðåñå÷åíèè ïðîìåæóòêîâ îïðåäåëåíèÿ. Îáúåäèíåíèå ýòèõ ïðî-

ìåæóòêîâ è ïðîöåäóðà ïðîäîëæåíèÿ (¾ñêëåèâàíèÿ¿) äàþò ìàê-

ñèìàëüíûé èíòåðâàë ñóùåñòâîâàíèÿ (ïîëíîãî) ðåøåíèÿ.
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Ïåðå�ðàçèðóåì îïðåäåëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ F (x, y, y ′) = 0.
Òî÷êà M0 = (x0, y0, p0) ∈ S (F = 0) íàçûâàåòñÿ íåîñîáîé, åñëè

÷åðåç êàæäóþ òî÷êó M = (x̄, ȳ, p̄) íåêîòîðîé å¼ îêðåñòíîñòè US

íà ïîâåðõíîñòè S ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ

Γ(ϕ) =
{(
x, ϕ(x), ϕ′(x)

)
|x ∈ Uε(x̄)

}
⊂ S.

Óòî÷íèì òåðìèíîëîãèþ. Ïîä îêðåñòíîñòüþ òî÷êè íà S ïîíèìà-

åòñÿ ïåðåñå÷åíèå îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè â R
3
ñ ïîâåðõíîñòüþ S

(ò. å. ïîäðàçóìåâàåòñÿ èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ). Åäèíñòâåí-

íîñòü òðàêòóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè ÷åðåç òî÷êóM ∈ US

ïðîõîäÿò äâå èíòåãðàëüíûå êðèâûå

(
x ∈ Uε1,ε2(x̄)

)
â ðàñøèðåí-

íîì ñìûñëå, òî îíè ñîâïàäàþò â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè

M . Îñîáûå òî÷êè îáðàçóþò äîïîëíåíèå S \{M0}. �åøåíèå, äëÿ
êîòîðîãî âñå òî÷êè ðàñøèðåííîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé îñîáûå,

íàçûâàåòñÿ îñîáûì ðåøåíèåì. Ïóñòîå ìíîæåñòâî òîæå ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâîì � îñîáûõ òî÷åê ìîæåò è íå áûòü.

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå F ′
p(x0, y0, p0) 6= 0, òî òî÷êà M0 =

(x0, y0, p0) ∈ S íåîñîáàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â óêàçàííîì âûøå

ñìûñëå óðàâíåíèå ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé:

y′ = f(x, y), |x− x0| < ε1, |y − y0| < ε2,

f(x0, y0) = p0, |f(x, y) − p0| < ε3.

Âûáåðåì ëþáûå íà÷àëüíûå äàííûå (x̃, ỹ, p̃) ∈ Π ∩ S. Â ñèëó

f ∈ C1
ïî òåîðåìå Ïèêàðà èìååì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà-

÷è Êîøè y′ = f(x, y), y(x̃) = ỹ. Ïî îïðåäåëåíèþ �óíêöèè f

(x̃, ỹ, p̃) ∈ Π, F (x̃, ỹ, p̃) = 0 ⇒ p̃ = f(x̃, ỹ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åðåç òî÷êó (x̃, ỹ, p̃) ïðîéäåò åäèíñòâåííàÿ èíòå-
ãðàëüíàÿ êðèâàÿ Γ(ϕ) â ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå {(x, y, p)}.

Èòàê, ïîäìíîæåñòâî S, îïèñûâàåìîå ñèñòåìîé óðàâíåíèé

F (x, y, p) = 0, F ′
p(x, y, p) = 0, (x, y, p) ∈ D,

ñîäåðæèò âñå îñîáûå òî÷êè. Â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü {(x, y)} ïî-
ëó÷àåì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî R. ×àñòî îíî îïèñûâàåòñÿ â íåÿâ-

íîé �îðìå óðàâíåíèåì r(x, y) = 0 ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííîé
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p èç ñèñòåìû è ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ãëàäêèõ êðèâûõ. Ñðå-

äè íèõ ìîãóò îêàçàòüñÿ èíòåãðàëüíûå êðèâûå (â òîì ÷èñëå è â

ïàðàìåòðè÷åñêîé �îðìå). ×òî êàñàåòñÿ òåðìèíîëîãèè, òî ìíî-

æåñòâî R îáû÷íî íàçûâàþò p-äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé (èç-çà

ïðîöåäóðû èñêëþ÷åíèÿ ïàðàìåòðà p). Çäåñü ñëåäóåò èìåòü â âè-
äó óñëîâíîñòü òåðìèíà ¾êðèâàÿ¿. Â ëèòåðàòóðå ìîæíî âñòðå-

òèòü ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ òîé èëè èíîé ¾îñîáîñòè¿, òàê ÷òî

çà ýòèì íóæíî ñëåäèòü â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå.

Â ïðèëîæåíèÿõ (ãåîìåòðèÿ, îïòèêà) ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ

îñîáûå ðåøåíèÿ, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: â êàæäîé

òî÷êå èíòåãðàëüíîé êðèâîé (íà ïëîñêîñòè (x, y)) å¼ êàñàåòñÿ äðó-
ãàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, íå ñîâïàäàþùàÿ ñ èñõîäíîé â ñêîëü

óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè êàñàíèÿ. Íà ÿçûêå ãåîìåòðèè

ðå÷ü èäåò îá îãèáàþùåé ñåìåéñòâà êðèâûõ. Íà ýòîì îñòàíîâèì-

ñÿ, îáùàÿ òåîðèÿ òðåáóåò áîëåå óãëóáëåííîãî èçëîæåíèÿ [16,27℄.

Ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ. Îáùèì ïðèåìîì èíòåãðèðîâàíèÿ

óðàâíåíèÿ (4.1) ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå ïàðàìåòðà p = y′ è ïîèñê ðå-

øåíèé â ïàðàìåòðè÷åñêîé �îðìå x(p), y(p). Äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ ïðàâîìåðíîñòè ïîñëåäóþùèõ òåõíè÷åñêèõ âûêëàäîê îòíî-

ñèòåëüíî ñëîæíû, ïîýòîìó îáû÷íî ïðèäåðæèâàþòñÿ ñëåäóþùåé

ñõåìû. Ïðîâîäÿò �îðìàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, à çàòåì ïðîâå-

ðÿþò (íà÷èíàÿ ñ ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèå), äåéñòâèòåëüíî ëè

ïîëó÷åíî òî ðåøåíèå, êîòîðîå èñêàëè. Â äàëüíåéøèõ ðàññìîò-

ðåíèÿõ îáùåãî õàðàêòåðà îãðàíè÷èìñÿ ïåðâûì ýòàïîì.

Ïîÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âûáîðà ïàðàìåòðà p = y′.
�àññìîòðèì �óíêöèþ f ∈ C2(I) íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå I ,
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′′(x) íå ìåíÿåò çíàê.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè f ′′ > 0. Òîãäà �óíêöèÿ y = f(x)
âûïóêëàÿ, ïðîèçâîäíàÿ f ′ ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà èí-

òåðâàëå I , èìååò ìåñòî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

x↔ f ′(x), x ∈ I = (a, b), {f ′(x)} = J = (c, d).

Çíà÷èò, âìåñòî x ∈ I ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé

ïåðåìåíîé p ∈ J . �åîìåòðè÷åñêè: âìåñòî àáñöèññû çà ïàðà-

ìåòð ïðèíèìàåì òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ãðà�èêó

Γ = {
(
x, f(x)

)
|x ∈ I}. Çàäàíèå p ∈ J îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò
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x = ϕ(p) è òî÷êó íà ãðà�èêå (y = ψ(p)). ×òî êàñàåòñÿ ðåøå-

íèé óðàâíåíèÿ (4.1), òî, ïîñêîëüêó îíè èñêîìûå, òðóäíî çàðàíåå

îïðåäåëèòü èíòåðâàëû âûïóêëîñòè èëè âîãíóòîñòè. Ýòàï àíàëè-

çà ðåçóëüòàòà �îðìàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íåîáõîäèì.

1◦. Ïóñòü óðàâíåíèå íå ñîäåðæèò x: F (y, y′) = 0. Åñëè óäà-

åòñÿ âûðàçèòü y′ = g(y), òî èìååì óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ

ïåðåìåííûìè. Â ñëó÷àå ðàçðåøèìîñòè â �îðìå y = ψ(y′) ââî-
äèì ïàðàìåòð p = y′: y = ψ(p). Îñòàëîñü íàéòè x = ϕ(p) äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ¾êàíäèäàòà íà ðåøåíèå¿ p 7→

(
ϕ(p), ψ(p)

)
. Ïðîäè�-

�åðåíöèðóåì ñîîòíîøåíèå y = ψ(p) ïî x, ïîäðàçóìåâàÿ p = p(x):

dy

dx
= p = ψ′

p(p)
dp

dx
, dx =

ψ′
p(p)

p
dp.

Ïî êîíòåêñòó íèæíèé èíäåêñ p íå îçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîä-

íóþ: ψ = ψ(p) ⇒ ψ′
p = dψ/dp (÷òîáû îòëè÷èòü îò y′ = dy/dx).

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü x = ϕ(p,C). Êàê
óñëîâèëèñü, íå îñòàíàâëèâàåìñÿ íà äåòàëÿõ: äè��åðåíöèðóå-

ìîñòü �óíêöèè ψ, äåëåíèå íà p (ïðîâåðêà ¾ðåøåíèÿ¿ p = 0), . . .

2◦. Ïóñòü óðàâíåíèå (4.1) íå ñîäåðæèò y: F (x, y ′) = 0. Âàðè-
àíò y ′ = f(x) ïðèâîäèò ê ïåðâîîáðàçíûì, ðàññìîòðèì ñëó÷àé

x = ϕ(p) (p = y ′ = dy/dx):

dy = p dx = p dx(p) = pϕ′
p(p) dp ⇒ y = ψ(p,C).

3◦. Ïóñòü �óíêöèÿ F (x, y, p) îäíîðîäíàÿ ñòåïåíè m (îãðà-

íè÷èìñÿ äëÿ ïðîñòîòû öåëûìè m ∈ Z) ïî ïåðåìåííûì x, y:
F (λx, λy, p) = λmF (x, y, p). Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî íàáîðû àðãó-

ìåíòîâ �óíêöèè F ñëåâà è ñïðàâà íàõîäÿòñÿ â ïðåäåëàõ ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé îáëàñòè D. Ïóñòü äîïóñòèìû λ = 1/x (x 6= 0),
íàïðèìåð, D = R2 × (p1, p2). Òîãäà ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

F (1, y/x, p) = 0
(
x ≷ 0

)
. Åñëè åãî óäàëîñü ðàçðåøèòü îòíîñè-

òåëüíî p, òî ïîëó÷àåì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå y ′ = f(y/x) (� 2).
Ïðåäïîëîæèì y/x = ϕ(p). Äè��åðåíöèðóåì y = xϕ(p) ïî x:

y ′ = p = ϕ(p) + xϕ′
p(p)

dp

dx
⇒ dx

x
=

ϕ′
p(p)

p− ϕ(p)
dp.
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Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì x = ψ(p,C)
(
p 6= ϕ(p)

)
. Äàëåå àíàëèçè-

ðóåì �îðìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå x = ψ(p,C), y = ϕ(p)ψ(p,C)
è ñëó÷àé íàëè÷èÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ p = ϕ(p) â çàâèñèìîñòè îò

èìåþùåéñÿ èí�îðìàöèè îá èñêîìîì ðåøåíèè.

4◦. Óðàâíåíèå Êëåðî (1713�1765). �àññìîòðèì óðàâíåíèå êà-

ñàòåëüíîé: y = y0 + y′(x0)(x − x0) èëè y = ax + b
(
a = y′0,

b = y0 − x0y
′
0

)
. Åñëè ðåøàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è, â êî-

òîðûõ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü êðèâóþ ïî çàäàííîìó ñâîéñòâó å¼

êàñàòåëüíîé (íå çàâèñÿùåìó îò òî÷êè êàñàíèÿ), òî ïðèõîäÿò ê

ñîîòíîøåíèþ ìåæäó âåëè÷èíàìè a è b: F (y′0, y0 − x0y
′
0) = 0.

Íèæíèé èíäåêñ ìîæíî îïóñòèòü ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè òî÷êè

èñêîìîé êðèâîé. �àçðåøèâ ñîîòíîøåíèå F = 0 îòíîñèòåëüíî

âòîðîãî àðãóìåíòà, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Êëåðî:

y = xy′ + f(y′).

Èçîêëèíû, îïðåäåëÿåìûå îäèíàêîâûì íàêëîíîì êàñàòåëüíûõ

(y′ = const), ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè y = Cx + f(C). Ïîäñòàíîâ-
êîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî ýòî ðåøåíèÿ. Âñå ëè ýòî ðåøåíèÿ? Ââîäèì

ïàðàìåòð p = y′ è äè��åðåíöèðóåì óðàâíåíèå ïî ïåðåìåííîé x:

y′ = p = p+ x
dp

dx
+ f ′p(p)

dp

dx
⇒

(
x+ f ′p(p)

)dp
dx

= 0.

Âàðèàíò p ′
x = 0 äàåò p = C è óæå ïîëó÷åííîå ñåìåéñòâî ïðÿìûõ.

Îñòàåòñÿ

x = −f ′p(p), y = −p f ′p(p) + f(p).

×àñòî èìåííî ýòî ïðåäñòàâëåíèå äàåò èñêîìîå ðåøåíèå, ïðè÷åì

îñîáîå. Êðàòêî â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïàðó óðàâíåíèé

Êëåðî y = xy′ ± ay′
(
1 + y′2

)
−1/2

, îïèñûâàþùèõ êðèâûå ñî ñëå-

äóþùèì ñâîéñòâîì: îòðåçîê êàæäîé êàñàòåëüíîé, çàêëþ÷åííûé

ìåæäó êîîðäèíàòíûìè îñÿìè, èìååò �èêñèðîâàííóþ äëèíó a.
Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ïîäõîäÿò ïðÿìûå. Äåéñòâèòåëüíî, çàìå-

íÿÿ â óðàâíåíèè y′ íà ïðîèçâîëüíóþ êîíñòàíòó C, ïîëó÷àåì ñå-

ìåéñòâî ðåøåíèé (ïðîâåðÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé). Ìåòîäîì ââåäå-

íèÿ ïàðàìåòðà p = y′ äîïîëíèòåëüíî íàõîäÿòñÿ îãèáàþùèå, îá-

ðàçóþùèå àñòðîèäó (ïîäðîáíåå ñì. [26, . 109℄): x2/3+y2/3 = a2/3.
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Àñòðîèäà � ýòî íå ïðîñòî ¾êðàñèâàÿ¿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ

(ñì.: Àðíîëüä Â.È. Àñòðîèäàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ ãèïîöèêëîèä è

ãåññèàíîâà òîïîëîãèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2001. 80 .).

5◦. Óðàâíåíèå Ëàãðàíæà: y = xf(p) + g(p), p = y′.
Ôîðìàëüíî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Êëåðî ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-

íûì ñëó÷àåì: f(p) ≡ p, íî â èñòîðè÷åñêîì êîíòåêñòå óðàâíåíèå

Ëàãðàíæà � îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ Êëåðî. Äè��åðåíöèðóåì:

dy

dx
= p = f(p) + xf ′p(p)

dp

dx
+ g′p(p)

dp

dx
,

dx

dp
=

f ′p(p)

p− f(p)
x+

g′p(p)

p− f(p)
.

Ïîëó÷èëè ëèíåéíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå èíòåãðèðóåòñÿ â êâàä-

ðàòóðàõ: x = ϕ(p,C). Ïîäñòàâëÿÿ â èñõîäíîå óðàâíåíèå, èìååì

y = ψ(p,C). Åñëè ó f èìååòñÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà p̄ = f(p̄), òî
ïîäñòàíîâêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî y = xf(p̄) + g(p̄) � ðåøåíèå.

6◦.Îðòîãîíàëüíûå òðàåêòîðèè. Çàäàíî ïàðàìåòðè÷åñêîå ñå-
ìåéñòâî êðèâûõ â �îðìå f(x, y, C) = 0. Òðåáóåòñÿ íàéòè òðà-

åêòîðèè, ïåðåñåêàþùèå êðèâûå ñåìåéñòâà ïîä ïðÿìûì óãëîì.

Íàïðèìåð, ïî ñèëîâûì ëèíèÿì ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ ñèë òðåáó-

åòñÿ ïîñòðîèòü ýêâèïîòåíöèàëüíûå ëèíèè. Ñ÷èòàÿ, ÷òî y = y(x),
äè��åðåíöèðóåì ñîîòíîøåíèå f = 0 ïî x: f ′x+ f

′
yy

′ = 0. Èñêëþ-
÷èâ èç äâóõ óðàâíåíèé C, ïîëó÷èì óðàâíåíèå F (x, y, y′) = 0.
Åñëè y′ = tgα (α � óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé), òî ó èñêîìîãî

îðòîãîíàëüíîãî ñåìåéñòâà y′⊥ = tg(α ± π/2) = −1/y′. Îñòàåòñÿ
ðåøèòü äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå F (x, y,−1/y′) = 0.

5. Ïîíèæåíèå ïîðÿäêà ÎÄÓ

Â çàêëþ÷åíèå ãëàâû èçëîæèì íåêîòîðûå �îðìàëüíûå ïðèåìû,

ïîçâîëÿþùèå ïîíèçèòü ïîðÿäîê. Îãðàíè÷èìñÿ äëÿ îïðåäåëåííî-

ñòè óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â

ïðèëîæåíèÿõ. Íàïîìíèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ áåç äîñòàòî÷íîãî

ïðåäâàðèòåëüíîãî îáîñíîâàíèÿ òðåáóþò ïîñëåäóþùåé ïðîâåðêè

ðåçóëüòàòà: äåéñòâèòåëüíî ëè íàéäåíî òðåáóåìîå ðåøåíèå.
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1◦. �àññìîòðèì ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðà-

âíåíèå y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0. Ïóñòü íà èíòåðâàëå I = (a, b)
èçâåñòíî ÷àñòíîå ðåøåíèå y∗(x) 6= 0 ∀x ∈ I . Ñäåëàåì çàìåíó

y(x) = y∗(x)z(x), ãäå z(x) � íîâàÿ èñêîìàÿ �óíêöèÿ. Ïîñêîëüêó

y(k) = (y∗z)
(k) = y

(k)
∗ z + . . . ãäå òðîåòî÷èå ñîäåðæèò ïðîèçâîä-

íûå �óíêöèè z, òî ïðè z áóäåò êîý��èöèåíò y′′∗ + py′∗ + qy∗ ≡ 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå äëÿ z(x) íå ñîäåðæèò z è ïîäñòàíîâêà
z′ = w ïðèâîäèò ê ÎÄÓ 1-ãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî w(x).

2◦. Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå y′′+p(x)y′+q(x)y = 0 èìååò òðèâè-
àëüíîå ðåøåíèå y ≡ 0. Äëÿ ðåøåíèé, íå îáðàùàþùèõñÿ â íóëü

íà èíòåðâàëå I (íå îáÿçàòåëüíî çàäàííîì çàðàíåå), îïðåäåëèì

�óíêöèþ z(x) = y′(x)/y(x). Ïðåäñòàâëÿÿ ïðîèçâîäíûå â �îðìå

y′ = zy, y′′ = z′y + zy′ = [z′ + z2]y,

ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ �èêêàòè z′ + p(x)z + z2 + q(x) = 0. Êîñ-
âåííî çàêëþ÷àåì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå íå ñëåäóåò íàäåÿòüñÿ íà

èíòåãðèðîâàíèå èñõîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â êâàäðàòóðàõ.

3◦. Åñëè óðàâíåíèå F (x, y, y′, y′′) = 0 íå ñîäåðæèò ÿâíî ïåðå-
ìåííóþ x èëè y, òî ïîðÿäîê ìîæíî ïîíèçèòü íà åäèíèöó. Äåé-

ñòâèòåëüíî, åñëè îòñóòñòâóåò y, òî çàìåíÿåì y′(x) = z(x). Â ñëó-

÷àå F = Φ(y, y′, y′′) = 0 äåëàåì ïîäñòàíîâêó z = y′, ïðåäïîëàãàÿ
y â êà÷åñòâå íîâîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé:

y′ = z, y′′ = (y′)′ = z′x = z′yy
′
x = zz′y, f(y, z, z

′
y) = 0.

Íèæíèé èíäåêñ îçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî âûáðàííîé ïå-

ðåìåííîé (çäåñü íå èäåò ðå÷ü î ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ). Â îáùåì

ñëó÷àå ïðåäâàðèòåëüíî óñòàíîâèòü ïðàâîìåðíîñòü è ýêâèâàëåíò-

íîñòü ïîäîáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé çàòðóäíèòåëüíî. Â ÷àñòíîñòè,

íåÿâíî ïðè çàìåíå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x íà y èñêëþ÷àëèñü
ðåøåíèÿ y(x) = ȳ = const (åñëè Φ(ȳ, 0, 0) = 0). Íà çàêëþ÷èòåëü-
íîì ýòàïå, åñëè óäàåòñÿ íàéòè ðåøåíèå f(y, z, z′y) = 0 â �îðìå

z = z(y,C), åùå ïðåäñòîèò àíàëèçèðîâàòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå
óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè y′ = z(y,C).

4◦. �àññìîòðèì óðàâíåíèå F (x, y, y′, y′′) = 0, êîòîðîå ïîëî-

æèòåëüíî îäíîðîäíî ïî ïåðåìåííûì y, y′, y′′ â ñìûñëå ðàâåíñòâà
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F (x, ty, ty′, ty′′) = tmF (x, y, y′, y′′), t > 0 (â ïðåäåëàõ îáëàñòè ðàñ-
ñìîòðåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ). Ïîñëåäîâàòåëüíûå

çàìåíû y(x) = exp{z(x)}, z′(x) = w(x) ïîíèæàþò ïîðÿäîê:

y′ = exp{z}z′, y′′ = exp{z}[z′2 + z′′], F
(
x, 1, w,w′ + w2

)
= 0.

Åñëè ÿâíî íå âõîäèò x
(
F = Φ(y, y′, y′′)

)
, òî öåëåñîîáðàçíî èç ïî-

ëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ âûðàçèòü w′ = φ(w). Âîçìîæíî, äëÿ ðåøå-
íèÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü ÷àñòíûå

ðåøåíèÿ â �îðìå y = C exp{λx}, ïðè óñëîâèè Φ(1, λ, λ2) = 0.

Â ëèòåðàòóðå ìîæíî íàéòè áîëåå ïîäðîáíîå è îáñòîÿòåëü-

íîå èçëîæåíèå òåìû. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäñòàâëåííûå �îðìàëü-

íûå ïðèåìû íåïîñðåäñòâåííî îáîáùàþòñÿ íà óðàâíåíèÿ n-ãî
ïîðÿäêà. Â çàêëþ÷åíèå àêöåíòèðóåì âíèìàíèå íà óðàâíåíèè

ẍ = f(x) � ýòî âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, êîãäà ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ

ïîëîæåíèåì ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà ïðÿìîé. Ïîëîæèì ẋ = z è
ïåðåéäåì ê íîâîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x (íà ïðîìåæóòêàõ

ìîíîòîííîñòè äâèæåíèÿ): ẍ = d(ẋ)/dt = (dz/dx)z = f(x),

dz2 = 2f(x) dx, z2 = 2

∫
f(x) dx + C ≡ ψ(x,C), ẋ = ±

√
ψ(x,C).

Åùå îäíà êâàäðàòóðà ïðèâîäèò ê ¾ÿâíîé¿ �îðìóëå, êîòîðàÿ

îáû÷íî ñëóæèò ëèøü íà÷àëîì ïîäðîáíîãî àíàëèçà äâèæåíèé.
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Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü

ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè

Â ýòîé ãëàâå ïðè èçó÷åíèè îáùèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé ÎÄÓ, ñëå-

äóÿ îïðåäåëåííîé òðàäèöèè, áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ìåõàíè÷å-

ñêîé òåðìèíîëîãèè. Íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ îáîçíà÷àåì t è
èíòåðïðåòèðóåì êàê âðåìÿ. Ñèñòåìó ÎÄÓ â íîðìàëüíîé �îðìå

ẋ1 = f1(x1, . . . , xn), . . . , ẋn = fn(x1, . . . , xn)

çàïèñûâàåì â âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ êàê

ẋ = f(t, x), f : G→ R
n.

Ýëåìåíòû R
n
, ñîñòîÿùèå èç óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ n âåùå-

ñòâåííûõ ÷èñåë, ñ÷èòàåì è òî÷êàìè è âåêòîðàìè (ñî ñòàíäàðò-

íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì). Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ðàçëè-

÷àòü âåêòîðû-ñòðîêè è âåêòîðû-ñòîëáöû êîìïîíåíòû çàïèñûâà-

åì ñòîëáöîì: x = (x1 . . . , xn)
⊤
, f = (f1 . . . , fn)

⊤
. �àññìàòðèâàåìîå

ìíîæåñòâî G îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ (âåêòîð-�óíêöèè f) ñ÷è-
òàåì îáëàñòüþ â R

n+1
. �åøåíèåì íàçûâàåòñÿ âåêòîð-�óíêöèÿ

x = ϕ(t), t ∈ I = (t1, t2), îáðàùàþùàÿ óðàâíåíèå â òîæäå-

ñòâî ïî t ∈ I . Ïðè ýòîì èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ

(
ãðà�èê ðåøåíèÿ

t 7→ ϕ(t)
)
Γ =

{(
t, ϕ(t)

)
| t ∈ I

}
äîëæíà íàõîäèòüñÿ â ïðåäåëàõ G.

Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé ϕ̇(t) ñëåäóåò å¼ íåïðåðûâíîñòü,

ïîñêîëüêó ïî óìîë÷àíèþ f êàê ìèíèìóì íåïðåðûâíà:

ϕ̇(t) ≡ f
(
t, ϕ(t)

)
⇒ ϕ ∈ C1 = C1

(
I → R

n
)
.

Çàäà÷à Êîøè (íà÷àëüíàÿ çàäà÷à) �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì: íàéòè ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå

âðåìåíè I è óäîâëåòâîðÿþùåå çàäàííîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
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ϕ(t0) = x0
(
t0 ∈ I , (t0, x0) ∈ G

)
. �åîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ äîëæíà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (t0, x0).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå t 7→ ϕ(t)
(ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è ïðîìåæóòêè âðåìå-

íè t ∈ 〈t1, t2〉), à íîñèòåëü γ = {ϕ(t)| t ∈ I} ⊆ Rn
íàçûâàåòñÿ �à-

çîâîé êðèâîé. Ôàçîâàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöè-

åé èíòåãðàëüíîé êðèâîé â �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî X = {x} ⊆ Rn
.

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî îáðàçóþò âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà,

îïèñûâàåìûå â ìîäåëè âåêòîðîì x = (x1 . . . , xn)
⊤
. Íàçâàíèå X

ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî (â ïðîøëîì) ñîñòîÿíèÿ íàçûâàëèñü �àçàìè.

Âåêòîð ñêîðîñòè ϕ̇(t) ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê γ â òî÷êå ϕ(t),
ò. å. ïðèíàäëåæèò êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó Tϕ(t)γ � âîñïðè-

íèìàåì ϕ̇(t) êàê âåêòîð èç R
n
, ïðèêðåïëåííûé ê òî÷êå ϕ(t). Ïî

îïðåäåëåíèþ 0 ∈ Tϕ(t)γ. Âåêòîð
(
1, ϕ̇(t)

)
∈ Rn+1

â òî÷êå

(
t, ϕ(t)

)

ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê èíòåãðàëüíîé êðèâîé Γ. Âåêòîðíîå ïî-
ëå (t, x) 7→

(
1, f(t, x)

)
îïðåäåëÿåò ïîëå íàïðàâëåíèé â îáëàñòè G,

ñîñòîÿùåå èç ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè (t, x) ∈ G ñ íà-

ïðàâëÿþùèì âåêòîðîì (1, f). Èíòåãðàëüíûå êðèâûå êàñàþòñÿ

ïîëÿ íàïðàâëåíèé (ïðÿìûõ ïîëÿ â êàæäîé ñâîåé òî÷êå). Îáðàò-

íî, åñëè íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ êðèâàÿ t 7→
(
t, ϕ(t)

)
,

ϕ ∈ C1(I), êàñàåòñÿ ïîëÿ íàïðàâëåíèé

(
(1, ϕ̇) = (1, f)

)
, òî å¼

ãðà�èê {
(
t, ϕ(t)

)
} ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé.

Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-

ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñêàëÿðíîãî äè��åðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ. ¾Ñ íåïðèâû÷êè¿ äîêàçàòåëüñòâî ìîæåò ïî-

êàçàòüñÿ äëèííûì è ñëîæíûì. Åãî íåîáõîäèìî òåðïåëèâî ïðî-

÷åñòü. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å âûÿñíèòñÿ, ÷òî ñõåìà äîêàçà-

òåëüñòâà óíèâåðñàëüíà è îòíîñèòåëüíî ïðîñòà äëÿ çàïîìèíàíèÿ,

íî ñíà÷àëà íóæåí ïîâîä äëÿ îáñóæäåíèÿ àíàëîãèé è îáîáùåíèé.

1. Òåîðåìà Ïèêàðà

Ïðèâåäåì óñëîâèÿ çàäà÷è Êîøè (íàéòè ðåøåíèå x = ϕ(t) ñ íà-
÷àëüíûìè äàííûìè (t0, x0) ∈ G) êîìïàêòíî, îãðàíè÷èâøèñü äëÿ
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óïðîùåíèÿ òåõíè÷åñêèõ âûêëàäîê ñêàëÿðíûì ñëó÷àåì (n = 1):

ẋ = f(t, x), f : G→ R, G ⊆ R
2, (1.1)

(t0, x0) ∈ G, x = ϕ(t), t ∈ I = (t1, t2), ϕ(t0) = x0.

Òåîðåìà 1. Åñëè f, f ′x ∈ C(G), òî äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàí-

íûõ (t0, x0) ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ðåøåíèå x = ϕ(t) îïðåäå-
ëåíî íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå I , t0 ∈ I è ϕ(t0) = x0, ò. å. èí-
òåãðàëüíàÿ êðèâàÿ Γ =

{(
t, ϕ(t)

)
| t ∈ I

}
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó

(t0, x0). Åäèíñòâåííîñòü ïîíèìàåòñÿ â ëîêàëüíîì ñìûñëå: åñëè

ñóùåñòâóåò äðóãîå ðåøåíèå ýòîé æå çàäà÷è, òî ðåøåíèÿ ñîâïà-

äàþò â íåêîòîðîé ε-îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åãî óäîáíî ðàçáèòü íà íåñêîëüêî ýòàïîâ.

I. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå. Ïóñòü ðåøåíèå x = ϕ(t) çàäà÷è
Êîøè ñóùåñòâóåò. Ïîäñòàâèì åãî â óðàâíåíèå (1.1) è ïðîèíòå-

ãðèðóåì ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî ïî âðåìåíè îò t0 äî t:

ϕ(t) − x0 =

∫ t

t0

f
(
τ, ϕ(τ)

)
dτ, t ∈ I.

Îáðàòíî, ïóñòü íàéäåíî ðåøåíèå ϕ ∈ C(I) èíòåãðàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f
(
τ, x(τ)

)
dτ, t ∈ I, (1.2)

ò. å. ïîäñòàíîâêà x(·) = ϕ(·) äàåò òîæäåñòâî ïî t ∈ I . Ïîä èíòå-

ãðàëîì îêàæåòñÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ êàê êîìïîçèöèÿ íåïðå-

ðûâíûõ, òàê ÷òî èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì åñòü

�óíêöèÿ êëàññà C1
. Îòñþäà ϕ ∈ C1(I) è ϕ̇ ≡ f(t, ϕ), ϕ(t0) = x0.

Èòàê, ïîèñê íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ýêâèâàëåíòåí ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è. Áóäåì èñêàòü ðåøå-

íèå (1.2) â êëàññå C(Ī), Ī = [t1, t2], t0 ∈ I = (t1, t2).

II. Ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ. Îïðåäåëèì èòåðàöèè:

ϕ0(t) = x0, ϕk+1(t) = x0 +

∫ t

t0

f
(
τ, ϕk(τ)

)
dτ, k > 0. (1.3)
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Ñóùåñòâóåò ëè îòðåçîê Ī (t0 ∈ I), íà êîòîðîì âñå �óíêöèè ϕk(t)
îïðåäåëåíû? �àññìîòðèì äâà ïðÿìîóãîëüíèêà:

Π = {(t, x) : |t− t0| 6 a, |x− x0| 6 b} ⊂ G, Πδ ⊆ Π,

ãäå Πδ îòëè÷àåòñÿ îò Π ëèøü íåðàâåíñòâîì |t − t0| 6 δ 6 a.
×èñëî δ > 0 óòî÷íèì ïî õîäó äîêàçàòåëüñòâà.

Îáîçíà÷èì L0 := sup |f | = max |f |, (t, x) ∈ Π. Â ñèëó íåïðå-

ðûâíîñòè |f | è êîìïàêòíîñòè Π ìàêñèìóì ñóùåñòâóåò (ïî òåî-

ðåìå Âåéåðøòðàññà). Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

|ϕk+1(t) − x0| =
∣∣∣
∫ t

t0

f(τ, ϕk) dτ
∣∣∣ 6

∣∣∣
∫ t

t0

|f | dτ
∣∣∣ 6 L0|t− t0| 6 L0δ,

åñëè òîëüêî |t − t0| 6 δ è
(
t, ϕk(t)

)
∈ Πδ. Âûáåðåì δ èç óñëîâèÿ

L0δ 6 b. Òîãäà èç ϕ0(t) = x0,
(
t, ϕ0(t)

)
= (t, x0) ∈ Πδ, |t − t0| 6 δ

ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì |ϕk(t)−x0| 6 b ∀ t ∈ Ī = [t0−δ, t0+δ],
k > 1. Èòàê, íà äîñòàòî÷íî ìàëîì îòðåçêå Ī ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
�óíêöèé ϕk(t) îïðåäåëåíà. Ïî ïîñòðîåíèþ ϕk ∈ C(Ī), k > 0.

III. Ñõîäèìîñòü. Äîêàæåì òåïåðü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü

ϕk ⇒ ϕ ∈ C(Ī). Äëÿ ýòîãî îöåíèì ðàçíîñòü:

|ϕk+1(t)− ϕk(t)| =
∣∣∣
∫ t

t0

{
f
(
τ, ϕk(τ)

)
− f

(
τ, ϕk−1(τ)

)}
dτ

∣∣∣ 6

6
∣∣∣
∫ t

t0

∣∣{. . .}
∣∣ dτ

∣∣∣ 6 L1δmax |ϕk(t) − ϕk−1(t)|, t ∈ Ī, k > 1.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü �îðìóëîé êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé

Ëàãðàíæà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó �óíêöèè f :

∣∣f
(
t, ϕk(t)

)
− f

(
t, ϕk−1(t)

)∣∣ =
∣∣f ′x(t, ξ)

(
ϕk(t)− ϕk−1(t)

)∣∣ 6

6 L1

∣∣ϕk(t)− ϕk−1(t)
∣∣, L1 := max

Π
|f ′x(t, x)|.

Âðåìÿ t ñ÷èòàåòñÿ �èêñèðîâàííûì (íî ïðîèçâîëüíûì èç Ī), òî÷-
êà ξ = ξ(t) ëåæèò â èíòåðâàëå ìåæäó ÷èñëàìè ϕk−1(t) è ϕk(t).
Åñëè âäðóã ϕk−1(t) = ϕk(t), òî íåðàâåíñòâî ñîõðàíÿåòñÿ.
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Â îáîçíà÷åíèÿõ ‖ϕk−ϕs‖ := max |ϕk(t)−ϕs(t)| (t ∈ Ī) èìååì

‖ϕk+1 − ϕk‖ 6 q‖ϕk − ϕk−1‖, k > 1, q := L1δ.

Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè ðÿäà

ϕ0 + (ϕ1 − ϕ0) + (ϕ2 − ϕ1) + . . . , t ∈ Ī = [t0 − δ, t0 + δ],

â òîì ñìûñëå, ÷òî �óíêöèÿ ϕn ðàâíà ÷àñòè÷íîé ñóììå Sn+1

ýòîãî ðÿäà. Ïîëó÷åííûå îöåíêè ïîçâîëÿþò ïðîìàæîðèðîâàòü

�óíêöèîíàëüíûé ðÿä ñëåäóþùèì ÷èñëîâûì ðÿäîì:

|x0|+ r+ rq+ r2q+ . . . = |x0|+ r(1+ q+ q2+ . . .), r := ‖ϕ1−ϕ0‖.

Â ñêîáêàõ, åñëè äîïîëíèòåëüíî óìåíüøèòü (ïðè íåîáõîäèìîñòè)

ïàðàìåòð δ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü 0 < q = L1δ < 1, ïîëó÷àåì
ñõîäÿùóþñÿ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Ïî ïðèçíàêó Âåéåð-

øòðàññà �óíêöèîíàëüíûé ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå

âðåìåíè Ī. Èç ϕk ∈ C(Ī) è ϕk ⇒ ϕ ñëåäóåò âêëþ÷åíèå ϕ ∈ C(Ī).
Ïðîâåðèì, ÷òî �óíêöèÿ x = ϕ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòå-

ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.2) íà Ī . Îöåíèì ðàçíîñòü èíòåãðàëîâ:

∣∣∣
∫ t

t0

f
(
τ, ϕk(τ)

)
dτ −

∫ t

t0

f
(
τ, ϕ(τ)

)
dτ

∣∣∣ 6 L1δ‖ϕk − ϕ‖.

Çäåñü ñíîâà âîñïîëüçîâàëèñü �îðìóëîé êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé

Ëàãðàíæà. Èç |ϕk(t)−x0| 6 b è ϕk ⇒ ϕ ñëåäóåò |ϕ(t)−x0| 6 b, òàê
÷òî ãðà�èê {

(
t, ϕ(t)

)
} íå ïîêèäàåò ïðÿìîóãîëüíèê Πδ ⊆ Π ïðè

|t−t0| 6 δ. �àâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ϕk ⇒ ϕ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íà îòðåçêå Ī ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè

÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ‖ϕk−ϕ‖ ê íóëþ. Òàê ÷òî ðàçíîñòü
èíòåãðàëîâ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå âðåìåíè Ī ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
Îñòàåòñÿ â ñîîòíîøåíèè (1.3) ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè k → +∞.

Íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ x = ϕ(t) óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó

óðàâíåíèþ (1.2) íà îòðåçêå Ī = [t0 − δ, t0 + δ] è íà èíòåðâàëå

I = (t0−δ, t0+δ) ÿâëÿåòñÿ C1
-ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè.

IV. Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü èìååòñÿ äðóãîå ðåøåíèå çàäà÷è

x = ψ(t). Âûáåðåì δ > 0 íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òîáû îáà ðåøåíèÿ
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áûëè îïðåäåëåíû ïðè |t − t0| 6 δ è âûïîëíÿëèñü îãðàíè÷åíèÿ,

îïðåäåëåííûå äîêàçàòåëüñòâîì: L0δ 6 b, L1δ = q < 1. Òîãäà

|ϕ(t) − ψ(t)| =
∣∣∣
∫ t

t0

f
(
τ, ϕ(τ)

)
dτ − f

(
τ, ψ(τ)

)
dτ

∣∣∣ 6

6
∣∣∣
∫ t

t0

|f(τ, ϕ) − f(τ, ψ)| dτ
∣∣∣ 6 q‖ϕ− ψ‖.

Ñïðàâà ÷èñëî, íå çàâèñÿùåå îò t ∈ Ī, òàê ÷òî äëÿ ìàêñèìóìà

ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷àåì ‖ϕ−ψ‖ 6 q‖ϕ−ψ‖. Ïîñêîëüêó 0 < q < 1,
òî ‖ϕ− ψ‖ = 0, îòêóäà ϕ(t) ≡ ψ(t), t ∈ Ī . Òåîðåìà äîêàçàíà.

2. Îáîáùåíèÿ è êîììåíòàðèè

Íåïîäâèæíûå òî÷êè. Çàïèøåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (1.2)

â êîìïàêòíîé �îðìå. Äëÿ ýòîãî ïðåäâàðèòåëüíî îáîçíà÷èì

ψ(t) = x0 +

∫ t

t0

f
(
τ, ϕ(τ)

)
dτ, t ∈ Ī = [t0 − δ, t0 + δ]. (2.1)

Çäåñü x = ϕ(t) (t ∈ I) íå îáÿçàòåëüíî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè.

Ýòî ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ íà îòðåçêå âðåìåíè Ī,
ãðà�èê êîòîðîé íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ ïðÿìîóãîëüíèêà Πδ ⊆ Π.
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ �óíêöèé ÷åðåç M . Íèêàêèõ îãðà-

íè÷åíèé íà δ > 0, êðîìå Πδ ⊆ Π ⊂ G, ïîêà íå ðàññìàòðèâàåì.

Ïîñêîëüêó Π ⊂ G, òî îïðåäåëåíà ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ,

à çíà÷èò, è x = ψ(t), ψ ∈ C1(Ī). Èòàê, êàæäîé �óíêöèè ϕ ∈ M
ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå �óíêöèÿ ψ ∈ N = C1(Ī). �îâîðÿò,
÷òî íà ìíîæåñòâå M çàäàí îïåðàòîð, îòîáðàæàþùèé M â N .

Îáîçíà÷èì îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì (2.1) îïåðàòîð ÷åðåç A:

A : M → N, ϕ 7→ ψ, Aϕ = ψ.

Íàèáîëåå ¾ïîëíîé¿ ÿâëÿëàñü áû çàïèñü A
(
ϕ(·)

)
= ψ(·) (òî÷êà

âíóòðè ñêîáîê ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî îáúåêò ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê

�óíêöèÿ ¾â öåëîì¿), íî äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü áîëåå ëàêî-

íè÷íûå âàðèàíòû. Îáû÷íî ïî êîíòåêñòó ïîíÿòíî, ÷òî îçíà÷àåò
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çàïèñü f(x) � �óíêöèþ f
(
≡ f(·)

)
èëè å¼ çíà÷åíèå â òî÷êå x.

Ôîðìàëüíî çàïèñü A
(
ϕ(t)

)
= ψ(t) áûëà áû íåïðàâèëüíîé (åñ-

ëè çàðàíåå íå äîãîâîðèòüñÿ îá îáîçíà÷åíèÿõ), ïîñêîëüêó òîëüêî

ïî îäíîìó ÷èñëó ϕ(t) íå îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå ψ(t) � òðåáóåòñÿ

ìíîæåñòâî çíà÷åíèé {ϕ(τ)} ñîãëàñíî �îðìóëå (2.1). Â îïåðàòîð-

íûõ îáîçíà÷åíèÿõ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ â �îðìå

x = Ax, x(·) = Ax(·), x = x(·) ∈M.

Ýòî çàäà÷à î íåïîäâèæíîé òî÷êå: òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîé ýëå-

ìåíò, êîòîðûé ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà A íå èçìåíèòñÿ.

Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ïèêàðà ïîêàçàíî, ÷òî

∀ (t0, x0) ∈ G ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ ∈ (0, δ0) ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x(·) = ϕ(·) îïåðàòîðà A : M → N .

Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ϕk+1 = Aϕk � ýòî

àíàëîã ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè ðåøåíèÿ ñêàëÿðíîãî óðàâíå-

íèÿ x = f(x). �åøåíèå x∗ = f(x∗) îïðåäåëÿåòñÿ àáñöèññîé ïåðå-

ñå÷åíèÿ ãðà�èêîâ �óíêöèé y = x è y = f(x). Â îáùåì ñëó÷àå

èòåðàöèè xk+1 = f(xk) ìîãóò ðàñõîäèòüñÿ, íåïîäâèæíîé òî÷êè

x∗ íåò èëè îíà íå åäèíñòâåííà. Íà ðèñ. 2.1, 2.2 ïðèâåäåíû èëëþ-

ñòðàöèè ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

�èñ. 2.1. Ïðîñòûå èòåðàöèè �èñ. 2.2. Ïðèáëèæåíèÿ ϕ

Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Îáîçíà÷åíèå ‖·‖ ââåäåíî íå

ñëó÷àéíî. Ýòî íîðìà, îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ìîäóëÿ ÷èñëà. Êðàò-

êî ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ. Íà àêñèîìàõ ëèíåéíîãî (âåêòîðíîãî)
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ïðîñòðàíñòâà íå îñòàíàâëèâàåìñÿ, îãðàíè÷èìñÿ âåùåñòâåííûì

ñëó÷àåì (íàä ïîëåì R), íóëè îáîçíà÷àåì îäíèì ñèìâîëîì.

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî B íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì, åñëè

â íåì çàäàíà íîðìà � îòîáðàæåíèå ‖·‖ : B → R ñî ñâîéñòâàìè:

1) ‖x‖ > 0, ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0; 2) ‖λx‖ = |λ|·‖x‖ ∀λ ∈ R;

3) ‖x + y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖ (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

Ýòî àêñèîìû ìîäóëÿ |x|, x ∈ R. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

1◦. Â R
n
îáû÷íî ïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèìè íîðìàìè:

‖x‖1 = max
16i6n

|xi|, ‖x‖22 = 〈x, x〉, ‖x‖3 = |x1|+ . . .+ |xn|,

ãäå x = (x1, . . . , xn)
⊤
. Âòîðàÿ íîðìà íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâîé, îíà

îïðåäåëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì 〈x, x〉En
è îáîçíà÷àåò-

ñÿ |x|. Ïåðâàÿ è òðåòüÿ íîðìû íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êóáè-

÷åñêîé è îêòàýäðè÷åñêîé. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â îáùåé òåîðèè

íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ ìíîæåñòâî {x : ‖x − a‖ 6 r} íà-

çûâàåòñÿ øàðîì. Â åâêëèäîâîé (ñ�åðè÷åñêîé) íîðìå ïîëó÷àåì

ïðèâû÷íûé øàð, à â äâóõ äðóãèõ � êóá è îêòàýäð. Íà ïëîñêîñòè

(n = 2) ýòî ñîîòâåòñòâåííî êðóã, êâàäðàò è ðîìá.

Íîðìà ïîçâîëÿåò ââåñòè ðàññòîÿíèå ρ(x, y) = ‖x−y‖, òàê ÷òî
‖x‖ � ðàññòîÿíèå îò ýëåìåíòà x äî íóëÿ. Äàëåå ìîæíî ñòðîèòü

¾ïðèâû÷íûé¿ ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. Îãðàíè÷åííîñòü ìíîæå-

ñòâà M ⊂ B îçíà÷àåò ‖x‖ 6 C = const ∀ x ∈ M ; îòêðûòîñòü:

∀ x ∈M ∃ ε > 0, äëÿ êîòîðîãî {y : ‖y− x‖ < ε} ⊆M ; ñõîäèìîñòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn → x̄: ‖xn − x̄‖ → 0, n → +∞. Ââåðõó

ó ýëåìåíòà xk íîìåð, à íå ñòåïåíü, íèæíèå èíäåêñû ñîõðàíÿåì

äëÿ íóìåðàöèè êîìïîíåíò âåêòîðîâ (â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå).

Ñõîäèìîñòü ïî íîðìå â B = Rn
ýêâèâàëåíòíà ïîêîìïîíåíò-

íîé ñõîäèìîñòè xni → x̄i, 1 6 i 6 n, òàê ÷òî ïðåäåëüíûå ïåðåõî-

äû ìîæíî äåëàòü â ëþáîé íîðìå. Íîðìû â Rn
ýêâèâàëåíòíû â

ñìûñëå c1‖·‖i 6 ‖·‖j 6 c2‖·‖i, íàïðèìåð, ‖·‖1 6 ‖·‖2 6
√
n‖·‖1.

Âûáîð íîðìû äèêòóåòñÿ êîíêðåòíîé çàäà÷åé.

2◦. Ïóñòü R
n×n

� ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ìàò-

ðèö A = {aij}n1 ðàçìåðíîñòè n × n. Äëÿ ìàòðè÷íûõ íîðì äî-

áàâëÿþò òðåáîâàíèå ‖AB‖ 6 ‖A‖·‖B‖ (àêñèîìó 4). Ìàòðè÷íàÿ
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íîðìà A ñîãëàñîâàíà ñ íîðìîé âåêòîðà, åñëè ‖Ax‖ 6 ‖A‖ ·‖x‖
∀ x ∈ R

n
. Ñðåäè ñîãëàñîâàííûõ äëÿ òî÷íîñòè îöåíîê âûáèðàþò

íàèìåíüøóþ (ñðåäè ÷èñåë ‖A‖): ‖A‖ = max ‖Ax‖, ‖x‖ = 1. Òàêàÿ
ìàòðè÷íàÿ íîðìà íàçûâàåòñÿ èíäóöèðîâàííîé èëè ïîä÷èíåííîé

íîðìå âåêòîðà. Îíà îïðåäåëåíà êîððåêòíî, òàê êàê îòîáðàæåíèå

x 7→ Ax íåïðåðûâíî, à åäèíè÷íàÿ ñ�åðà êîìïàêòíà. Ïîä÷èíåí-

íûìè íîðìàì ‖·‖1,3 â R
n
ÿâëÿþòñÿ:

‖A‖1 = max
i

∑n

j=1
|aij |, ‖A‖3 = max

j

∑n

i=1
|aij|.

Äëÿ ‖A‖2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖A‖22 6
∑n

i,j=1 a
2
ij = Tr(A⊤A). Çíà-

÷åíèå ‖A‖2 îïðåäåëÿåòñÿ â òåðìèíàõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, âû÷èñ-
ëåíèå êîòîðûõ íåïðîñòàÿ çàäà÷à. Ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè â

êíèãàõ ïî òåîðèè ìàòðèö. Â äàëüíåéøåì ïîòðåáóåòñÿ ëèøü îöåí-

êà ‖Ax‖1 6 ‖A‖1‖x‖1, òàê ÷òî óáåäèìñÿ â å¼ ñïðàâåäëèâîñòè:

|(Ax)i| =
∣∣∑n

j=1
aijxj

∣∣ 6
∑n

j=1
|aij|·|xj | 6

6 ‖x‖1
∑n

j=1
|aij| 6 ‖x‖1‖A‖1 ⇒ ‖Ax‖1 6 ‖A‖1‖x‖1.

3◦. Â ïðîñòðàíñòâå C[a, b] âñåõ íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b]
�óíêöèé f(x) ïðèíÿòà ñëåäóþùàÿ íîðìà:

‖f‖ = ‖f‖
C
= max |f(x)|, x ∈ [a, b].

Ñõîäèìîñòü â íîðìå ‖·‖
C
� ýòî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íà [a, b].

Îíà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì êóáè÷åñêîé íîðìû ‖·‖1 â Rn
, òîëüêî ðîëü

èíäåêñà (íîìåðà êîìïîíåíòû âåêòîðà) èãðàåò ïåðåìåííàÿ x.
Ìîæíî ââåñòè àíàëîã åâêëèäîâîé íîðìû, çàìåíÿÿ ñóììó êî-

íå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ èíòåãðàëîì ïî ¾èíäåêñó¿ x ∈ [a, b]:

‖f‖ = ‖f‖
L2

=
√
〈f, f〉L2

=
[ ∫ b

a
f2(x) dx

]1/2
.

�àññòîÿíèå ‖f − g‖
C
îçíà÷àåò ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ óêëîíå-

íèå äðóã îò äðóãà �óíêöèé f è g, à ‖f − g‖
L2

� ñðåäíåêâàäðà-

òè÷íîå óêëîíåíèå (‖·‖
L2

îïðåäåëÿåò ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì).
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Ïåðåéäåì ê âàæíåéøåìó ïîíÿòèþ ïîëíîòû íîðìèðîâàííîãî

ïðîñòðàíñòâà B. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk ∈ B íàçûâàåòñÿ �óíäà-

ìåíòàëüíîé, åñëè lim ‖xk − xs‖ = 0, k, s→ +∞, ò. å.

∀ ε > 0 ∃N : k, s > N ⇒ ‖xk − xs‖ < ε.

Ïðîñòðàíñòâî B íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè êàæäàÿ �óíäàìåí-

òàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ. Òàêèå íîðìè-

ðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ òàêæå áàíàõîâûìè â ÷åñòü

Ñòå�àíà Áàíàõà (1892�1945), îäíîãî èç îñíîâàòåëåé òåîðèè.

Ïðîñòðàíñòâà R
n
, R

n×n
, C[a, b] ïîëíûå (C � â ñèëó êðèòåðèÿ

Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �óíêöèé).

Ñõîäèìîñòü ðÿäà x1 + . . . + xk + . . . (xk ∈ B) îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ñõîäèìîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì. Êàê è â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêî-

ãî àíàëèçà äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ â áàíàõîâîì

ïðîñòðàíñòâå ïî íîðìå (ò. å. ñõîäèòñÿ ìàæîðèðóþùèé ÷èñëîâîé

ðÿä èç íîðì ýëåìåíòîâ), òî è ñàì ðÿä ñõîäèòñÿ.

Ïðèâåäåííûå ñâåäåíèÿ è òåõíèêà îöåíîê ïî íîðìå (�îðìàëü-

íî êàê ïî ìîäóëþ) ïîçâîëÿþò êîìïàêòíî ïðåäñòàâèòü (è îòíîñè-

òåëüíî ëåãêî çàïîìíèòü) ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ïèêàðà.

Ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé. �àññìîòðèì â áàíà-

õîâîì ïðîñòðàíñòâå B çàäà÷ó î íåïîäâèæíîé òî÷êå: ϕ = Aϕ.
Èìåííî ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ (1.2). Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé (ïðîñòûõ èòå-

ðàöèé) îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì ϕ0 ∈ B è ãåíå-

ðàöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ϕk+1 = Aϕk, k > 0. Çàäà÷à ñîñòîèò

â îáîñíîâàíèè ñõîäèìîñòè {ϕk}∞k=0 ê íåïîäâèæíîé òî÷êå.

Îïåðàòîð A : M ⊆ B → B, íàçûâàåòñÿ ñæàòèåì M , åñëè:

1)A : M →M ; 2) ‖Ax−Ay‖ 6 q‖x− y‖ ∀ x, y ∈M, 0 < q < 1.

Ñæèìàþùèé îïåðàòîð (êîðî÷å, ñæàòèå) îòîáðàæàåò ïîäìíîæå-

ñòâî M â ñåáÿ è óìåíüøàåò ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè M .

Òåîðåìà 2 (ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé). Åñëè ïîäìíî-

æåñòâîM ⊆ B çàìêíóòî è îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåìM,
òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà â M ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà.
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Ñðàçó îãîâîðèìñÿ, ÷òî èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî îáîáùåíèé.

Çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà M îçíà÷àåò, ÷òî åìó ïðèíàäëåæàò âñå

åãî ïðåäåëüíûå òî÷êè. Òî÷êà x̄ ∈ B ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿM ,

åñëè â ëþáîé ε-îêðåñòíîñòè x̄ ñîäåðæàòñÿ òî÷êè y ∈M , y 6= x̄.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæå-

íèå ϕ0 ∈M è îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕk+1 = Aϕk, k > 0.
Ïîñêîëüêó ϕ0 ∈ M è A : M → M , òî {ϕk}∞k=0 ⊆ M . Åñëè âäðóã

íà êàêîé-òî èòåðàöèè ϕs+1 = ϕs, òî íàõîäèìñÿ â íåïîäâèæíîé

òî÷êå è ñðàçó ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó åäèíñòâåííîñòè.

Äîêàæåì ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èëè, ÷òî ýêâèâà-

ëåíòíî, ðÿäà ϕ0 + (ϕ1 − ϕ0) + . . .+ (ϕk+1 − ϕk) + . . . Ïîñêîëüêó

‖ϕ2 − ϕ1‖ = ‖Aϕ1 −Aϕ0‖ 6 q‖ϕ1 − ϕ0‖, . . . ,

‖ϕk+1 − ϕk‖ 6 q‖ϕk − ϕk−1‖ 6 . . . 6 qk‖ϕ1 − ϕ0‖

(ýòî íåòðóäíî �îðìàëèçîâàòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóê-

öèè), òî ïîëó÷àåì ìàæîðèðóþùèé ÷èñëîâîé ðÿä

‖ϕ0‖+ ‖ϕ1 − ϕ0‖(1 + q + q2 + . . . + qk + . . .),

ñõîäÿùèéñÿ â ñèëó 0 < q < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕk → ϕ ∈ B,
âñå ýëåìåíòû ϕk ðàçëè÷íû (íåò ¾öèêëîâ¿) è ïî ïðåäïîëîæåíèþ

çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà M èìååì âêëþ÷åíèå ϕ ∈M .

Ýëåìåíò ϕ íåïîäâèæåí. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî Aϕk → Aϕ:

‖Aϕk −Aϕ‖ 6 q‖ϕk − ϕ‖ → 0, k → +∞.

Îñòàåòñÿ ïåðåéòè â îïðåäåëåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ

ϕk+1 = Aϕk ê ïðåäåëó ïî k ñëåâà è ñïðàâà: ϕ = Aϕ.
Åäèíñòâåííîñòü äîêàçûâàåòñÿ îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ψ ∈ M

òîæå íåïîäâèæíàÿ òî÷êà: ψ = Aψ. Òîãäà ïîëó÷àåì

‖ψ − ϕ‖ = ‖Aψ −Aϕ‖ 6 q‖ψ − ϕ‖ ⇒ ψ = ϕ.



78 �ëàâà II. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé

Ïîìèìî äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü è îöå-

íêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåíèé ê ðåøåíèþ. Îöåíèì ïî

íîðìå ðàçíîñòü ϕk+s−ϕk, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà,

�îðìóëó äëÿ ñóììû ïðîãðåññèè è çíà÷åíèå r = ‖ϕ1 − ϕ0‖:

‖ϕk+s − ϕk‖ 6 ‖ϕk+s − ϕk+s−1‖+ . . .+ ‖ϕk+1 − ϕk‖ 6

6
(
qk+s−1 + . . .+ qk

)
r =

qk − qk+s

1− q
r 6

qk

1− q
r.

Îòñþäà, êñòàòè, ñëåäóåò �óíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè {ϕk} è ñõîäèìîñòü ϕk → ϕ ∈ M , òàê êàê B ïîëíî è M
çàìêíóòî. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè s → +∞, ïîëó÷àåì îöåíêó

ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè: ‖ϕ− ϕk‖ 6 rqk/(1− q).

Ïî ïðî÷òåíèè ýòîãî ìàòåðèàëà æåëàòåëüíî âåðíóòüñÿ ê ïðè-

âåäåííîìó äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Ïèêàðà è óáåäèòüñÿ â ¾ïðî-

çðà÷íîñòè¿ êàæäîãî èç ýòàïîâ ðàññóæäåíèé.

Òåîðåìà Ïèêàðà (∀n). Â âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ �îðìóëè-

ðîâêà òåîðåìû îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé: åñëè f, fx ∈ C(G), òî
∀ (t0, x0) ∈ G ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ẋ = f(t, x), x(t0) = x0 ñó-

ùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Ôîðìàëüíàÿ çàïèñü f, fx ∈ C îçíà÷à-

åò íåïðåðûâíîñòü êîìïîíåíò fi âåêòîð-�óíêöèè f è ýëåìåíòîâ

∂fi/∂xj ìàòðèöû ßêîáè fx (ðàçìåðíîñòè n× n).

Äîêàçàòåëüñòâî óñëîæíÿåòñÿ ëèøü â òåõíè÷åñêîì ïëàíå. Èí-

òåãðàëüíîå óðàâíåíèå íå ìåíÿåòñÿ, òîëüêî ñòàíîâèòñÿ âåêòîð-

íûì. Âìåñòî ìîäóëÿ óäîáíî èñïîëüçîâàòü êóáè÷åñêóþ íîðìó

‖ · ‖ = ‖ · ‖1, òàê ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè ïðÿìîóãîëüíèêîâ Π, Πδ

ïðèíèìàåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖x−x0‖ = max |xi−xi0| 6 b (1 6 i 6 n).
Â êà÷åñòâå áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà B âîçüìåì ìíîæåñòâî íåïðå-

ðûâíûõ âåêòîð-�óíêöèé íà îòðåçêå Ī = [t0 − δ, t0 + δ] ñ íîðìîé

‖x(·)‖
C
= max

16i6n
max

t
|xi(t)| = max

t
‖x(t)‖Rn, t ∈ Ī .

Ìíîæåñòâî M ⊂ B = Cn(Ī) = C(Ī → R
n) îõàðàêòåðèçóåì ïðè-

íàäëåæíîñòüþ ãðà�èêîâ âåêòîð-�óíêöèé ïðÿìîóãîëüíèêó Πδ.

Âûáîð ïàðàìåòðà δ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ñæàòèÿ.
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Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äîñòàòî÷íî íåïðå-

ðûâíîñòè f (òåîðåìà Ïåàíî). Äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå fx ∈ C
ãàðàíòèðóåò åäèíñòâåííîñòü. Ýòî îãðàíè÷åíèå ìîæíî îñëàáèòü.

Äåéñòâèòåëüíî, â ïðèâåäåííîì äîêàçàòåëüñòâå íà ñàìîì äåëå äî-

ñòàòî÷íî íåðàâåíñòâà |f(t, x) − f(t, y)| 6 L|x − y| (L = const)
â ðàññìàòðèâàåìîì ïðÿìîóãîëüíèêå Π. Ýòî òàê íàçûâàåìîå

óñëîâèå Ëèïøèöà: ãîâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ f(t, x) ëèïøèöåâà ïî

x â Π. Âêëþ÷åíèå f ′x ∈ C âëå÷åò ëèïøèöåâîñòü: â êà÷åñòâå êîí-

ñòàíòû Ëèïøèöà ìîæíî âçÿòü L = max |f ′x(t, x)|, (t, x) ∈ Π.
Ïåðåéäåì ê ñèñòåìå ÎÄÓ â íîðìàëüíîé �îðìå ẋ = f(t, x).

Âåêòîð-�óíêöèÿ f : G → R
n
íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ëèïøèöå-

âîé ïî �àçîâûì ïåðåìåííûì � êîìïîíåíòàì âåêòîðà ñîñòîÿ-

íèÿ x = (x1, . . . , xn)
⊤
, åñëè ó êàæäîé òî÷êè (t0, x0) ∈ G íàéäåò-

ñÿ îêðåñòíîñòü (ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûì ïðÿìî-

óãîëüíèêîì Π), â êîòîðîé ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖f(t, x)− f(t, y)‖ 6 L‖x− y‖, L = const.

Âûáîð íîðìû â R
n
èçìåíèò ðàçâå ëèøü çíà÷åíèå L. Íåïðåðûâ-

íîñòü ìàòðèöû fx (ò. å. ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂fi/∂xj) ÿâëÿåòñÿ
áîëåå ñèëüíûì îãðàíè÷åíèåì: fx ∈ C ⇒ f ∈ locLipx(G).

Èòàê, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè â îáëàñòè G äîñòàòî÷íî âêëþ÷åíèÿ f ∈ C(G)∩ locLipx(G).
Çàèíòåðåñîâàííîìó ÷èòàòåëþ æåëàòåëüíî íå îãðàíè÷èòüñÿ ïðè-

âåäåííûìè îáùèìè ñîîáðàæåíèÿìè, à èçó÷èòü äîêàçàòåëüñòâî

ñî âñåìè òåõíè÷åñêèìè ïîäðîáíîñòÿìè (íàïðèìåð, ïî êíèãàì

[13, 16, 21, 23, 29℄). Â ïîðÿäêå êîìïåíñàöèè ïðîïóùåííîãî äîêà-

çàòåëüñòâà âåêòîðíîé òåîðåìû Ïèêàðà áîëåå ïîäðîáíî íà òåõ-

íèêå îöåíîê ïî íîðìå îñòàíîâèìñÿ â ïàðàãðà�å, ïîñâÿùåííîì

íà÷àëüíîé çàäà÷å äëÿ ëèíåéíûõ è óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì.

Êîììåíòàðèè. 1◦. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû Ïèêàðà åäèíñòâåííîñòü

ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè èìååò ìåñòî â ñëåäóþùåì áîëåå ñèëüíîì

ñìûñëå: äâà ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò íà ïåðåñå÷åíèè ïðîìåæóòêîâ

ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ. Ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ óæå ïðîâîäèëèñü

â ãëàâå I. �àññìîòðèì äâà ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è:

{ϕ, 〈t1, t2〉}, {ψ, 〈t3, t4〉}, t0 ∈ (t1, t2) ∩ (t3, t4), ϕ(t0) = ψ(t0).
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Îáîçíà÷èì S = 〈t1, t2〉 ∩ 〈t3, t4〉, òîïîëîãèÿ èíäóöèðîâàíà èç R

(îêðåñòíîñòè òî÷êè â S � ýòî ïåðåñå÷åíèÿ ñ S îêðåñòíîñòåé ýòîé

òî÷êè â R). Ìíîæåñòâî R = {t ∈ S|ϕ(t) = ψ(t)} îòêðûòî â S,
òàê êàê åñëè t∗ ∈ R, òî íàéäåòñÿ èíòåðâàë (t∗ − δ, t∗ + δ), íà
êîòîðîì ϕ(t) = ψ(t): òî÷êó

(
t∗, ϕ(t∗)

)
ïðèíèìàåì çà íà÷àëüíóþ

(t0, x0) ∈ G. Â ïåðåñå÷åíèè ñ S ïîëó÷èì îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü

t∗ â S, ïðèíàäëåæàùóþ R. Âìåñòå ñ òåì R çàìêíóòî â S:

ti ∈ R, ti → t̄ ∈ S ⇒ ϕ(ti) = ψ(ti), ϕ(t̄) = ψ(t̄) ⇒ t̄ ∈ R.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî R îäíîâðåìåííî è îòêðûòî è çàìêíóòî â ñâÿç-

íîì ìíîæåñòâå S. Òîãäà ëèáî R = S, ëèáî R = ∅, íî R 6= ∅

(t0 ∈ R), ïîýòîìó ϕ(t) = ψ(t) äëÿ âñåõ t ∈ S = 〈t1, t2〉 ∩ 〈t3, t4〉.
2◦. �åçóëüòàò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïåðåíîñèòñÿ íà çàäà÷ó

Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà â íîðìàëüíîé �îðìå:

x(n) = g
(
t, x, ẋ, . . . , x(n−1)

)
, x(t0) = x10, . . . , x

(n−1)(t0) = xn0.

Äåéñòâèòåëüíî, â ïåðåìåííûõ x1 = x, x2 = ẋ,. . . , xn = x(n−1)

ïîëó÷àåì ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà:

ẋ1 = x2, ẋ2 = x3, . . . , ẋn = g(t, x1, . . . , xn).

3◦. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû íîñèò ëîêàëüíûé õàðàêòåð (ïðè

äîñòàòî÷íî ìàëîì δ . . . ). Âîïðîñ î ïðîäîëæèìîñòè ðåøåíèé âû-

äåëÿåòñÿ â ñàìîñòîÿòåëüíóþ çàäà÷ó. Ñ òåîðåìàìè î ïðîäîëæè-

ìîñòè ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ, íàïðèìåð, â [3, 13, 23℄. Â ÷àñòíî-

ñòè, ÷òîáû ðåøåíèå ϕ : 〈t1, t2) → Rn
áûëî ïðîäîëæèìî âïðàâî,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà z = ϕ(t2 − 0)
è âêëþ÷åíèÿ (t2, z) ∈ G. Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ äîñòàòî÷íî ïåðå-

îáîçíà÷èòü (t2, z) = (t0, x0) è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Ïèêà-

ðà. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîäîëæèìîñòü âëåâî. Êàê è

â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå, îïðåäåëåíî ïîëíîå ðåøåíèå, êîòîðîå íåëü-

çÿ ïðîäîëæèòü íè âëåâî, íè âïðàâî. Ïðîöåäóðà ïðîäîëæåíèÿ

ïðèâîäèò ê ìàêñèìàëüíîìó èíòåðâàëó ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ.
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3. Çàâèñèìîñòü ðåøåíèé îò ïàðàìåòðîâ

Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îò íà÷àëüíûõ

äàííûõ è ïàðàìåòðîâ, âêëþ÷àÿ �óíêöèîíàëüíûå âîçìóùåíèÿ

ïðàâîé ÷àñòè, òðàêòóåòñÿ êàê êîððåêòíîñòü ïîñòàíîâêè çàäà-

÷è, ïîñêîëüêó â ïðèëîæåíèÿõ ïîãðåøíîñòè ðåàëèçàöèè ìîäåëè

íåèçáåæíû. Â ïàðàãðà�å ïðèâåäåíû ëèøü íåêîòîðûå íà÷àëüíûå

ñâåäåíèÿ, äëÿ áîëåå óãëóáëåííîãî è ñèñòåìàòè÷åñêîãî èçó÷åíèÿ

òåìû ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ê êíèãàì [3,13,23,28,29℄.

�ëàäêîñòü ïî âðåìåíè. Äëÿ óïðîùåíèÿ òåõíè÷åñêèõ âûêëà-

äîê îãðàíè÷èìñÿ ñêàëÿðíûì óðàâíåíèåì (n = 1)

ẋ = f(t, x), f : G→ R, G ⊆ R
2,

â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû Ïèêàðà

(
f, f ′x ∈ C(G)

)
. �åøåíèÿ

x = ϕ(t) íà èíòåðâàëå ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ I = (t1, t2) ÿâëÿþò-
ñÿ �óíêöèÿìè êëàññà C1(I). À ÷òî åñëè èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

f ∈ Cp(G), p > 1? Òîãäà òîæäåñòâî ϕ̇(t) ≡ f
(
t, ϕ(t)

)
ìîæíî ïðî-

äè��åðåíöèðîâàòü ïî t, ïîñêîëüêó ñïðàâà �óíêöèÿ èç C1(I):

ϕ̈(t) ≡ f ′t
(
t, ϕ(t)

)
+ f ′x

(
t, ϕ(t)

)
ϕ̇(t), t ∈ I.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåì ϕ ∈ C2(I). Ïðîäîëæàÿ äè��å-

ðåíöèðîâàòü, ïîêà ïîçâîëÿåò ãëàäêîñòü �óíêöèè f , çàêëþ÷àåì,
÷òî f ∈ Cp(G) ⇒ ϕ ∈ Cp+1(I). Ñ ðîñòîì ãëàäêîñòè ïðàâîé ÷àñòè

óðàâíåíèÿ â íîðìàëüíîé �îðìå ðàñòåò è ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ.

Äëÿ ñèñòåì (n > 1) ðåçóëüòàò îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé. Òîëüêî
â âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ, â ÷àñòíîñòè, âìåñòî ÷àñòíîé ïðîèç-

âîäíîé f ′x áóäåò ìàòðèöà ßêîáè fx = {∂fi/∂xj}, 1 6 i, j 6 n.

Íåïðåðûâíîñòü ïî ïàðàìåòðó. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñî-

äåðæàò ðàçëè÷íûå ïàðàìåòðû, êîý��èöèåíòû. Èõ îöåíêà è çà-

äàíèå íà ïðàêòèêå âîçìîæíû ëèøü ñ îïðåäåëåííîé òî÷íîñòüþ.

Ìàëûå îòêëîíåíèÿ â çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè äîëæíû

ïðèâîäèòü ê ìàëûì èçìåíåíèÿì ðåøåíèé, ò. å. ðå÷ü èäåò î òðå-

áîâàíèè íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé îò ïàðàìåòðîâ.

�àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ẋ = f(t, x, µ), f : D → R, D ⊆ R
3.



82 �ëàâà II. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé

Â îáëàñòè D ñ÷èòàåì �óíêöèè f è f ′x íåïðåðûâíûìè. Çàäàíû

íà÷àëüíûå äàííûå (t0, x0) è �èêñèðîâàíî (¾èäåàëüíîå¿) çíà÷å-

íèå µ0. Ïî óêàçàííîé ïðè÷èíå íàñ èíòåðåñóåò îêðåñòíîñòü µ0,
òàê ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè áóäåò çàâèñåòü îò ïàðàìåòðà µ.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà çíà÷åíèé (t0, x0, µ0) ∈ D
ðåøåíèå x = ϕ(t, µ) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ϕ(t0) = x0 îïðåäåëåíî
â íåêîòîðîì ïðÿìîóãîëüíèêå |t − t0| < δ, |µ − µ0| < c è íåïðå-

ðûâíî â ýòîé îáëàñòè ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåñêîëüêî ìîäè�èöèðóåì ïðèâåäåííîå â §1
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïèêàðà. Îïðåäåëèì ïðÿìîóãîëüíèêè

Π: |t− t0| 6 a, |x− x0| 6 b, |µ− µ0| 6 c,

Πδ : |t− t0| 6 δ 6 a, . . . , Πδ ⊆ Π ⊂ D,

è îãðàíè÷èìñÿ t ∈ Ī = [t0 − δ, t0 + δ], µ ∈ J̄ = [µ0 − c, µ0 + c].
Ïîñêîëüêó ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (t0, x0) çàâèñèò îò

ïàðàìåòðà µ, òî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

x(t, µ) = x0 +

∫ t

t0

f
(
τ, x(τ, µ), µ

)
dτ, (t, µ) ∈ Ī × J̄ .

Îïðåäåëèì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ϕ0(t, µ) = x0 è èòåðàöèè

ϕk+1(t, µ) = x0 +

∫ t

t0

f
(
τ, ϕk(τ, µ), µ

)
dτ, k > 0.

Äàëåå ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ. Òîëüêî

âìåñòî îäíîé ïåðåìåííîé èìååì ïàðó (t, µ). Ïðè äîñòàòî÷íî

ìàëîì δ ∈ (0, δ0) ïîëó÷àåì ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ϕ(t, µ)
(
ϕ(t0, µ) = x0, |ϕ(t, µ) − x0| 6 b

)
, îïðåäåëåííîå â çàìêíó-

òîì ïðÿìîóãîëüíèêå Ī × J̄ . Ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ �óíê-

öèÿ ϕ íåïðåðûâíà, ïîñêîëüêó ïî ïîñòðîåíèþ âñå ϕk ∈ C(Ī × J̄)
è ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ϕk} ê ϕ ðàâíîìåðíàÿ íà êîì-

ïàêòå Ī× J̄ . Äðóãèõ íåïðåðûâíûõ ðåøåíèé (íåïîäâèæíûõ òî÷åê
â C(Ī × J̄)) íåò. Ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì µ ∈ J̄ �óíêöèÿ

ϕ(·, µ) : I → R ïðåäñòàâëÿåò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè. ×òî êàñà-

åòñÿ äðóãèõ ðåøåíèé, òî â ñèëó åäèíñòâåííîñòè îíè �îðìàëüíî

îòëè÷àþòñÿ îò ϕ(·, µ) ëèøü ïðîìåæóòêàìè îïðåäåëåíèÿ.
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Áîëåå ïîäðîáíî îñòàíîâèìñÿ íà îáîñíîâàíèè âêëþ÷åíèÿ

ϕk ∈ C(Ī× J̄). Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ ϕ̃ èç óñëîâèé

ϕ̃ ∈ C(Ī × J̄), |ϕ̃(t, µ)− x0| 6 b. Îïðåäåëèì

ψ(t, µ) = x0 +

∫ t

t0

g(τ, µ) dτ, g(t, µ) := f
(
t, ϕ̃(t, µ), µ

)
.

Ôóíêöèÿ g = g(t, µ) íåïðåðûâíà íà Ī × J̄ , ψ(·, µ) ∈ C1(Ī). Ïðè-
ìåíÿÿ �îðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé, ïîëó÷àåì îöåíêó

|ψ(t1, µ)− ψ(t2, µ)| = |ψ′
t(ξ, µ)(t1 − t2)| =

= |g(ξ, µ)| · |t1 − t2| 6 C|t1 − t2|, C = max
Π

|f |.

Èòàê, �óíêöèÿ ψ = ψ(t, µ) íåïðåðûâíà ïî t ∈ Ī ðàâíîìåðíî

ïî µ ∈ J̄ è íåïðåðûâíà ïî µ ∈ J̄ ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì

t ∈ Ī (ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó).

Ñëåäîâàòåëüíî (ñì., íàïðèìåð, [12℄[. 136℄), îíà íåïðåðûâíà ïî

ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ íà êîìïàêòå Ī × J̄ : ψ ∈ C(Ī × J̄). Ýòî
âëå÷åò ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü è, êàê ñëåäñòâèå, íåïðåðûâ-

íîñòü ïî µ ∈ J̄ ðàâíîìåðíóþ ïî t ∈ Ī. Ïî âûáîðó δ ∈ (0, δ0)
ñîõðàíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |ψ(t, µ) − x0| 6 b. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü,

÷òî íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ϕ0 óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì ê ϕ̃.

Ñ�îðìóëèðóåì îáîáùåíèå íà âåêòîðíûé ñëó÷àé

ẋ = f(t, x, µ), f : D → R
n, D ⊆ R

1+n+m.

Åñëè f ∈ Cp(D), p > 1, òî ∀ (t0, x0, µ0) ∈ D ðåøåíèå çàäà÷è

Êîøè x = ϕ(t, µ), ϕ(t0, µ) = x0, îïðåäåëåíî â äîñòàòî÷íî ìà-

ëîì ïðÿìîóãîëüíèêå |t − t0| < δ, ‖µ − µ0‖ = max |µi − µi0| < c
(1 6 i 6 m) è ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-�óíêöèåé êëàññà Cp

â ýòîé îá-

ëàñòè. Äëÿ íåïðåðûâíîñòè äîñòàòî÷íî f, f ′x ∈ C(D). Èññëåäî-
âàíèå çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ äàííûõ ïðîâîäèòñÿ �îðìàëü-

íîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ t̃ = t − t0, x̃ = x − x0. Âåëè÷èíû t0,
x0 ñòàíîâÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè â ïðàâîé ÷àñòè

óðàâíåíèÿ dx̃/dt̃ = f
(
t̃+ t0, x̃ + x0, µ), à íà÷àëüíûå äàííûå íåèç-

ìåííû: x̃0 = 0. Ïîäðîáíûå äîêàçàòåëüñòâà èçëîæåíû â [3,13,23℄.
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Ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà. �àññìîòðèì óðàâíåíèå

ẋ = f(t, x, µ), f : D → R, D ⊆ R
3.

Â îáëàñòè D ñ÷èòàåì �óíêöèè f , f ′x è f
′
µ íåïðåðûâíûìè. Ïóñòü

D = G× (−ε0, ε0), G ⊆ R
2, µ ∈ (−ε0, ε0), 0 < ε0 ≪ 1.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñèìâîëè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî ïîäðàçóìå-

âàþòñÿ ìàëûå îòêëîíåíèÿ ïàðàìåòðà îò ¾èäåàëüíîãî¿ çíà÷åíèÿ

µ = 0. Ïðè �èêñèðîâàííûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ (t0, x0) ∈ G ðåøå-

íèå çàäà÷è Êîøè x = ϕ(t, µ)
(
ϕ(t0, µ) = x0

)
îïðåäåëåíî â íåêî-

òîðîì ïðÿìîóãîëüíèêå P : |t − t0| < δ, |µ| < ε (0 < ε < ε0).
Èìåÿ â âèäó ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñ÷èòàåì δ è ε
òàêèìè, ÷òî �óíêöèÿ ϕ(t, µ) çàäàíà è íåïðåðûâíà íà çàìûêà-

íèè P̄ . Ïó÷îê èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ {
(
t, ϕ(t)

)
| t ∈ Ī, |µ| < ε}(

Ī = [t0 − δ, t0 + δ]
)
íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ îáëàñòè G. Ïðè µ = 0

ïîëó÷àåì íåâîçìóùåííîå ðåøåíèå x = ϕ(t, 0) = ϕ0(t):

ϕ̇0(t) ≡ f
(
t, ϕ0(t), 0

)
, t ∈ I = (t0 − δ, t0 + δ), ϕ0(t0) = x0.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ �óíêöèè ϕ1(t) = ∂ϕ/∂µ|µ=0,

÷òîáû îöåíèòü ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó. Äëÿ

ïîèñêà ñîîòíîøåíèÿ äëÿ �óíêöèè ϕ1(t) ïðîäè��åðåíöèðóåì

òîæäåñòâî ∂tϕ(t, µ) ≡ f
(
t, ϕ(t, µ), µ

)
ïî ïåðåìåííîé µ:

∂

∂µ

∂ϕ

∂t
≡ ∂f

∂µ
+
∂f

∂x
· ∂ϕ
∂µ

(
t ∈ I, |µ| < ε

)
.

Ïîìåíÿåì â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî òîæäåñòâà ïîðÿäîê äè��åðåíöè-

ðîâàíèÿ ïî t, µ è ïîëîæèì µ = 0:

ϕ̇1(t) = A(t)ϕ1(t) + b1(t), ϕ1(t0) = 0, t ∈ I,

A(t) := f ′x
(
t, ϕ0(t), 0

)
, b1(t) := f ′µ(. . .). Ïîëó÷åííîå ëèíåéíîå äè�-

�åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â âàðèàöèÿõ.

Ôóíêöèè A(t), b1(t) íåïðåðûâíû íà I , ðåøåíèå äàåòñÿ �îðìóëîé

ϕ1(t) =

∫ t

t0

exp{a(t, τ)} b1(τ) dτ, a(t, τ) :=

∫ t

τ
A(s) ds.
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Öåííîñòü ðåçóëüòàòà â òîì, ÷òî äëÿ àíàëèçà ãëàâíîé ëèíåéíîé

÷àñòè ïðèðàùåíèÿ (äè��åðåíöèàëà, âàðèàöèè)

ϕ(t, µ) − ϕ0(t) ≈ ϕ1(t)µ, t ∈ I, |µ| < ε,

íåò íåîáõîäèìîñòè â îïðåäåëåíèè çàâèñèìîñòè ϕ(t, µ).

Çàìå÷àíèå 1. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîâåäåíû áåç äîëæíîãî îáîñíî-

âàíèÿ. Â ïðèíÿòûõ îãðàíè÷åíèÿõ ϕ ∈ C1(P ) [3, 13,23℄, îòêóäà

ϕ(t, µ) = ϕ0(t) + ϕ1(t)µ+ o(µ), ϕ1 = ∂µϕ|µ=0, ϕ1(t0) = 0.

Ñóùåñòâîâàíèå è íåïðåðûâíîñòü ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ ∂t∂µ,
∂µ∂t [23℄ ïîçâîëÿåò ìåíÿòü ïîðÿäîê äè��åðåíöèðîâàíèÿ. Òåì

ñàìûì ïðèâåäåííûå �îðìàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðàâîìåðíû.

Íåñìîòðÿ íà çàìå÷àíèå, ñîäåðæàùåå ëèøü ññûëêè íà äîêàçà-

òåëüñòâà, �óíêöèÿ ϕ1(t) îïðåäåëåíà ÿâíîé �îðìóëîé. Ýòî ïîç-

âîëÿåò â òåðìèíàõ íåâÿçêè ïðèäàòü ñìûñë àïïðîêñèìàöèè

ϕ(t, µ) ≈ ξ(t, µ) := ϕ0(t) + ϕ1(t)µ, t ∈ I, |µ| < ε,

ïîäñòàíîâêîé â èñõîäíîå óðàâíåíèå. Óìåíüøèì, åñëè íåîáõîäè-

ìî, ïðÿìîóãîëüíèê P (äîñòàòî÷íî óìåíüøèòü ε) íàñòîëüêî, ÷òî-
áû â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ẋ− f(t, x, µ) = 0, êîòîðîìó óäîâëå-
òâîðÿåò òîæäåñòâåííî ðåøåíèå x = ϕ(t, µ), ìîæíî áûëî ïîäñòà-
âèòü ïðèáëèæåíèå x = ξ(t, µ) (t ∈ I, |µ| < ε). Îöåíèì íåâÿçêó,

âîñïîëüçîâàâøèñü äëÿ f �îðìóëîé Òåéëîðà â �îðìå Ïåàíî:

ϕ̇0(t) + µϕ̇1(t)− f
(
t, ξ(t, µ), µ

)
=

= ϕ̇0 + µϕ̇1 − f |µ=0 − µ
∂f

∂x

∣∣∣
µ=0

ϕ1 − µ
∂f

∂µ

∣∣∣
µ=0

+ ν =

= ϕ̇0(t) − f |µ=0 + µ
[
ϕ̇1(t) −A(t)ϕ1(t)− b0(t)

]
+ ν(t, µ) = ν(t, µ).

Èòàê, ëèíåéíàÿ ïî ïàðàìåòðó µ �óíêöèÿ ξ(t, µ) = ϕ0(t)+ϕ1(t)µ(
ξ(t0, µ) = x0

)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x, µ) ñ ïî-

ãðåøíîñòüþ ν(t, µ). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f , f ′x è f ′µ �óíêöèÿ

ν(t, µ) íåïðåðûâíà â ïðÿìîóãîëüíèêå P è ν = o(µ)∀ t. Áîëåå òîãî,
ν ∈ C(P̄ ) ⇒ ν(t, µ)/µ→ 0 (µ→ 0) ðàâíîìåðíî ïî t ∈ Ī.
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Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì: åñëè

�óíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà íà ïðÿìîóãîëüíèêå [a, b]× [c, d], òî
îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà è ∀y0 ∈ [c, d] èìååò ìåñòî ðàâíî-

ìåðíàÿ ïî x ∈ [a, b] ñõîäèìîñòü f(x, y) ⇒ f(x, y0) ïðè y → y0
(ñì.: Êóäðÿâöåâ Ë.Ä. Êðàòêèé êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Ì.: Ôèçìàòëèò, 2005. Ò. 2. Ñ. 257).

Ïðèáëèæåíèå ϕ(t, µ) ≈ ϕ0(t) + ϕ1(t)µ ïîçâîëÿåò ïî êîý��è-

öèåíòó ϕ1 ñóäèòü î ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðåøåíèÿ ê ìàëîìó âîçìó-

ùåíèþ ïàðàìåòðà µ. Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî ýòîãî äîñòàòî÷íî.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ è êîý��èöèåíòû ïðè µk, k > 1
(ϕ2 = ∂2µϕ(t, 0)/2, . . .), êîãäà f äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ. Ïðè ýòîì â

óðàâíåíèè â âàðèàöèÿõ ìåíÿåòñÿ òîëüêî íåîäíîðîäíîñòü bk(t).
Â n-ìåðíîì ñëó÷àå A(t) � n × n-ìàòðèöà, à bk(t) ∈ Rn

. Áîëåå

ñëîæíàÿ òåîðèÿ ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé, êîãäà ìàëûé ïàðà-

ìåòð ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, èçëîæåíà â [28,29℄.

Çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò àääèòèâíîãî âîçìóùåíèÿ f .
�àññìîòðèì äâà âåêòîðíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ

ẋ = f(t, x), ẏ = f(t, y) + g(t, y).

Âåêòîð-�óíêöèè f, g ñ÷èòàåì íåïðåðûâíûìè è ëèïøèöåâûìè ïî

�àçîâûì ïåðåìåííûì (f ñ èçâåñòíîé êîíñòàíòîé L) â çàäàííîé
îáëàñòè G ⊆ R

n+1
. Ôèêñèðóåì íà÷àëüíûå äàííûå (t0, x0) ∈ G è

ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè íà èíòåðâàëå I = (t1, t2):

x = ϕ(t)
(
ϕ(t0) = x0

)
, y = ψ(t)

(
ψ(t0) = x0

)
, t0 ∈ I.

Â ïðîöåññå äâèæåíèÿ î âåêòîð-�óíêöèè g
(
t, ψ(t)

)
èçâåñòíà ëèøü

îöåíêà |g| 6 σ = const. Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ åâêëèäîâà

íîðìà ‖·‖2 = |·|. Òðåáóåòñÿ îöåíèòü âåëè÷èíó |ϕ(t)−ψ(t)|. Çàäà÷à
èíòåïðåòèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñëàãàåìîå g � âîçìóùå-

íèå ïðàâîé ÷àñòè, èçâåñòíîå ëèøü â îöåíî÷íîì ïëàíå (íåó÷òåí-

íûå, íî âëèÿòåëüíûå ñèëû, ïîïðàâêà íà ¾âåòåð¿), òðåáóåòñÿ îöå-

íèòü âåëè÷èíó ¾ðàññîãëàñîâàíèÿ¿ òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ.

Îáîçíà÷èì z(t) = x(t)− y(t). Òîãäà

ż = f(t, x)− f(t, y) − g(t, y), z(t0) = 0.
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Äîìíîæèì ýòî ñîîòíîøåíèå ñêàëÿðíî íà âåêòîð z è âîñïîëüçó-

åìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî:

〈z, ż〉 = 〈f(t, x) − f(t, y), z〉 − 〈g, z〉,
1

2

d

dt
〈z, z〉 = 1

2

d

dt
|z|2 = |z|d|z|

dt
6 |f(t, x) − f(t, y)| |z| + |g| |z| 6

6 L|x− y| |z|+ σ|z| = L|z|2 + σ|z|, d|z|
dt

6 L|z| + σ, L = const.

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íà îòðåçêå âðåìåíè [t0, t]
ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ exp{−Lt}:

exp{−Lt}d|z|
dt

− exp{−Lt}|z| 6 exp{−Lt}σ,

d

dt

[
exp{−Lt}|z|

]
6 exp{−Lt}σ, |z| 6 σL−1

[
exp{L(t− t0)} − 1

]
.

Åñëè äîáàâèòü çíà÷åíèÿ t < t0, òî (t − t0) çàìåíèòñÿ íà |t − t0|.
Ïîìèìî êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ïîëó÷àåì è êà÷åñòâåííûé âû-

âîä: íà ëþáîì îòðåçêå âðåìåíè [t3, t4] ⊂ (t1, t2) ðàññîãëàñîâàíèå
äâèæåíèé z(t) = x(t)−y(t) áóäåò ðàâíîìåðíî ñêîëü óãîäíî ìàëî
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì çíà÷åíèè σ. Èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîñòü
ïî àääèòèâíîìó �óíêöèîíàëüíîìó âîçìóùåíèþ ïðàâîé ÷àñòè.

Çàìå÷àíèå 2. Âåðíåìñÿ ê ìåòîäó ìàëîãî ïàðàìåòðà. Â óêà-

çàííîì äîñòàòî÷íî ìàëîì ïðÿìîóãîëüíèêå P̄ �óíêöèÿ f(t, x, µ)
ëèïøèöåâà ïî x (ñëåäóåò èç �îðìóëû êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé) è

‖ν(·, µ)‖ = ‖ν(·, µ)‖C(Ī) = max
|t−t0|6δ

|ν(t, µ)| = σ(µ) = o(µ).

Âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé ðàññîãëàñîâàíèÿ |z(t)|:

ϕ̇ ≡ f(t, ϕ, µ), ξ̇ ≡ f(t, ξ, µ) + ν(t, µ), ‖ν‖ = σ(µ),

⇒ |ϕ(t, µ) − ξ(t, µ)| 6 σ(µ)L−1
[
exp{L|t− t0|} − 1

]
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîìèìî ïðèáëèæåíèÿ ϕ(t, µ) ≈ ξ(t, µ) ïî íåâÿç-
êå óðàâíåíèÿ ẋ − f = 0 ñ ïîãðåøíîñòüþ o(µ), äëÿ ïîñòðîåííîé

�îðìàëüíî �óíêöèè ϕ1(t) èìååì (ðàâíîìåðíî ïî t ∈ Ī)

ϕ(t, µ) = ϕ0(t) + ϕ1(t)µ+ o(µ) ⇒ ϕ1 = ∂µϕ|µ=0, ϕ1(t0) = 0.
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4. Òåîðåìà Êîøè î ãîëîìîð�íîì ðåøåíèè

Ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ñ ïîìîùüþ ñòåïåííûõ ðÿäîâ âîñõîäèò ê Íüþòîíó. Ñõîäè-

ìîñòü ðÿäîâ â àíàëèòè÷åñêîì ñëó÷àå äîêàçàíà Êîøè. Ôîðìó-

ëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ

øèðîêîãî êëàññà óðàâíåíèé òàêæå ïðèíàäëåæàò Êîøè. Ïîçä-

íåå åãî ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé â îáùåé �îðìå

ðàçðàáîòàí Ïèêàðîì. Êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé î÷åðê ñì. â [27℄.

�àññìîòðèì â îáëàñòè G ⊆ R2
óðàâíåíèå

ẋ = f(t, x), f : G→ R. (4.1)

Ïóñòü f ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé àíàëèòè÷åñêîé: f ∈ Cω
. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà (t0, x0) ∈ G îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ

Uab
(
|t− t0| < a, |x− x0| < b

)
, â êîòîðîé �óíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà

ñõîäÿùèìñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì:

f(t, x) =
∑∞

i,j=0
αij (t − t0)

i(x− x0)
j , (t, x) ∈ Uab ⊆ G.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ìîæíî

ñ÷èòàòü t0 = 0, x0 = 0 (ïåðåíîñ íà÷àëà îòñ÷åòà). Ïî òåîðåìå

Àáåëÿ èç ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà

∑
αijt

ixj â òî÷êå (t̄, x̄)(
t̄ 6= 0, x̄ 6= 0

)
ñëåäóåò åãî ñõîäèìîñòü â êîìïë�åêñíîì ïîëèêðóãå

P = {(t, x) ∈ C
2 : |t| < t̄, |x| < x̄}. Òàê ÷òî f ìîæíî ïðîäîë-

æèòü â íåêîòîðóþ îáëàñòü D ⊆ C2
(ñ ñîõðàíåíèåì çíà÷åíèé

â âåùåñòâåííîé îáëàñòè G = D ∩ R
2
). Â îêðåñòíîñòè êàæäîé

òî÷êè D êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ f êîìïëåêñíûõ àðãóìåí-

òîâ t, x ïðåäñòàâèìà ñõîäÿùèìñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì. Òàêèå �óíê-

öèè íàçûâàþòñÿ ãîëîìîð�íûìè â îáëàñòè D. Äè��åðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ â êîìïëåêñíîé îáëàñòè � ïðåäìåò àíàëèòè÷å-

ñêîé òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äàëåå èñïîëüçóåì

òîëüêî ñàìûå íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç êîìïëåêñíîãî àíàëèçà,

êàñàþùèåñÿ ëèøü ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Íàïîìíèì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

âíóòðè ïîëèêðóãà ñõîäèìîñòè ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþò-

íî (ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ),

åãî ìîæíî ïî÷ëåííî äè��åðåíöèðîâàòü è èíòåãðèðîâàòü.
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Òåîðåìà 4 (òåîðåìà Êîøè î ãîëîìîð�íîì ðåøåíèè).

Åñëè f ∈ Cω(G), òî äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ (t0, x0) â îá-
ëàñòè G ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò. �åøåíèå åäèí-

ñòâåííî è ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîð�íûì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè t0.

Äîêàçàòåëüñòâó ïðåäïîøëåì êîììåíòàðèè. Â ñèëó Cω ⊂ C∞

ñïðàâåäëèâà äîêàçàííàÿ âûøå òåîðåìà Ïèêàðà. Ñóùåñòâîâàíèå

ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

x = ϕ(t), t ∈ I = (t1, t2) ∋ t0, ϕ ∈ C1(I), ϕ̇ ≡ f(t, ϕ), ϕ(t0) = x0.

Ëîêàëüíàÿ åäèíñòâåííîñòü: äâà ðåøåíèÿ òîæäåñòâåííû â íåêî-

òîðîé ε-îêðåñòíîñòè t0. Ñëåäñòâèå: ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.1),

ðàâíûå â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, ñîâïàäàþò íà ïåðåñå-

÷åíèè ïðîìåæóòêîâ ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ. Ñóùåñòâåííî íîâûì

ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñõîäÿùèìñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì â íåêîòîðîé

δ-îêðåñòíîñòè t0. �ÿä áóäåò ñõîäèòüñÿ è ïðè êîìïëåêñíûõ t,
|t − t0| < δ. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì δ > 0 ñóììà ðÿäà áóäåò

ðåøåíèåì êîìïëåêñíîãî óðàâíåíèÿ ż = f(t, z), f : D → C. Çäåñü

óìåñòíî íàïîìíèòü òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè: åñëè äâå �óíê-

öèè ãîëîìîð�íû â îáëàñòè U ⊆ Cn
è ñîâïàäàþò íà îòêðûòîì

ïîäìíîæåñòâå U , òî îíè òîæäåñòâåííû â U .

Ïîä÷åðêíåì ëîêàëüíîñòü óòâåðæäåíèÿ ïðîñòûì ïðèìåðîì:

y′ = −2x(y + 1)2, y(0) = 0. �åøåíèå y = −1 + 1/(1 + x2) êëàññà
C∞(R) ýòîé íà÷àëüíîé çàäà÷è ðàçëàãàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä ëèøü
â êðóãå |x| < 1 (èç-çà ìíèìîé åäèíèöû).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êîøè ðàçîáüåì íà

íåñêîëüêî ýòàïîâ. Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ñìåíèì íà÷àëî

êîîðäèíàò: (t0, x0) = (0, 0). Ïî óñëîâèþ òåîðåìû

f(t, x) =
∑∞

i,j=0
αijt

ixj , |t| < a, |x| < b. (4.2)

Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â �îðìå

x = ϕ(t) =
∑∞

i=0
βit

i, (4.3)
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íå çàäàâàÿñü ïîêà âîïðîñîì î ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà. Èç

íóëåâûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ ïîëó÷àåì ϕ(0) = 0 ⇒ β0 = 0, òàê
÷òî ñóììèðîâàíèå ìîæíî íà÷èíàòü ñ i = 1.

Ïîäñòàâèì �îðìàëüíûé ðÿä â óðàâíåíèå (4.1) è ïðèðàâíÿåì

êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ t ñëåâà è ñïðàâà:

ϕ̇(t) = f
(
t, ϕ(t)

)
⇒

∑∞

k=1
kβkt

k−1 =

=
∑∞

i,j=0
αijt

i
(∑∞

k=1
βkt

k
)j
,

t0 : β1 = α00, t1 : 2β2 = α01 + α01β1, (4.4)

t2 : 3β2 = α20 + α01β2 + α11β1 + α02β
2
1 , . . .

�ðîìîçäêîñòü âûðàæåíèé áûñòðî íàðàñòàåò, íî ìîæíî çàìåòèòü,

÷òî áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ êî-

ý��èöèåíòîâ βj ðåøàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî îäíîçíà÷íûì îáðà-

çîì. Èòàê, åñëè ãîëîìîð�íîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò,

òî îíî îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì, òàê êàê äëÿ ñõîäÿ-

ùèõñÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïðîäåëàííûå îïåðàöèè çàêîííû.

Ñõîäèìîñòü. Ïîñòðîèì ìàæîðàíòíîå óðàâíåíèå. �àññìîò-

ðèì ðÿä (4.2) äëÿ �óíêöèè f . Âîçüìåì t̄ ∈ (0, a), x̄ ∈ (0, b). Èç
àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ÷ëåíîâ ðÿäà:

|αijx̄
j t̄i| 6M ⇒ |αij | 6 α̃ij :=M

(
x̄j t̄ i

)−1
.

Òîãäà â ïîëèêðóãå |t| < t̄, |x| < x̄ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|f | 6
∑

|αij | |t|i|x|j 6
∑

α̃ij |t|i|x|j =

=M
∑[ |t|

t̄

]i[ |x|
x̄

]j
=M

([
1− |t|

t̄

][
1− |x|

x̄

])−1

.

Çäåñü ïðîñóììèðîâàíî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðî-

ãðåññèé ñî çíàìåíàòåëÿìè q1 = |t|/t̄ < 1 è q1 = |x|/x̄ < 1.
�àññìîòðèì òåïåðü â ïîëèêðóãå |t| < t̄, |x| < x̄ óðàâíåíèå

ẋ = g(t, x) :=
∑

α̃ij t
ixj =M

([
1− t

t̄

][
1− x

x̄

])−1

. (4.5)
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Ýòî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåí-

íûìè, îíî èíòåãðèðóåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ:

[
1− x

x̄

]
dx =

Mt̄

t̄− t
dt,

x2

2x̄
−Mt̄ ln

[
1− t

t̄

]
= 0.

Èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ äàííûõ (0, 0),
êîòîðûå ê òîìó æå âûäåëÿþò îäèí êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíå-

íèÿ ïî x. Ýòî ðåøåíèå x = ϕ̃(t) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä
â îêðåñòíîñòè t0 = 0 (|t| < r) ñ êîý��èöèåíòàìè β̃i, i > 1.

Â ïîðÿäêå óïðàæíåíèÿ ðåêîìåíäóåòñÿ âûïèñàòü âûðàæåíèå

äëÿ ϕ̃(t) è óêàçàòü r > 0 (çíà÷åíèÿ β̃i íàõîäèòü íå îáÿçàòåëüíî).

Ïîäñòàíîâêà x = ϕ̃(t) â ìàæîðàíòíîå óðàâíåíèå (4.5) äàåò

òîæäåñòâî ïî t. Êîý��èöèåíòû β̃i è α̃ij îòëè÷àþòñÿ îò êîý��è-

öèåíòîâ â ïðåäñòàâëåíèÿõ (4.2), (4.3) ëèøü òèëüäàìè â îáîçíà-

÷åíèÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èì òó æå ñèñòåìó óðàâíåíèé (4.4)

(òîëüêî ¾âîëíèñòóþ¿). Ïîêàæåì, ÷òî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä

∑∞

i=1
β̃it

i = ϕ̃(t), |t| < r,

ÿâëÿåòñÿ ìàæîðèðóþùèì äëÿ �îðìàëüíîãî ðÿäà (4.3):

β1 = α00 ⇒ |β1| = |α00| 6 α̃00 = β̃1,

2|β2| = |α01|+ |α01||β1| 6 α̃01 + α̃01β̃1 = 2β̃2 ⇒ |β2| 6 β̃2, . . .

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä (4.3) ñõîäèòñÿ ïðè |t| < r è ÿâëÿåòñÿ èñ-

êîìûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè. Äðóãèõ ðåøåíèé, ãîëîìîð�íûõ

èëè ãëàäêèõ, êîòîðûå áû íå ñîâïàäàëè â ñêîëü óãîäíî ìàëîé

îêðåñòíîñòè t0 = 0 ñ �óíêöèåé ϕ(t), íå ñóùåñòâóåò.

Òåîðåìà ïîçâîëÿåò îáîñíîâàííî ïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì íåîï-

ðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ, âû÷èñëÿÿ äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðå-

øåíèÿ íåñêîëüêî êîý��èöèåíòîâ ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà (4.3). Äîêà-

çàòåëüñòâî (áåç óïðîùåíèÿ ðàññóæäåíèé òðîåòî÷èÿìè) â âåêòîð-

íîì ñëó÷àå ñì., íàïðèìåð, â ó÷åáíûõ ïîñîáèÿõ [3,10℄.
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Îñîáûå òî÷êè. Â çàäà÷àõ ìåõàíèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçè-

êè ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

a2(x)y
′′(x) + a1(x)y

′(x) + a0(x)y(x) = 0,

ai(x) =
∑∞

j=1
αij x

j , |x| < R.

Ïðè ïðèâåäåíèè ê íîðìàëüíîìó âèäó (ðàçðåøåííîìó îòíîñè-

òåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé) äåëåíèåì íà a2(x) ìîãóò ïîÿâèòü-
ñÿ îñîáûå òî÷êè, â êîòîðûõ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç �óíêöèé

a1/a2, a0/a2 îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Â íåêîòîðûõ ñëó÷à-

ÿõ óäàåòñÿ íàéòè óäà÷íóþ çàìåíó íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, êàê,

íàïðèìåð, â óðàâíåíèè Ýéëåðà:

x2y′′(x) + axy′(x) + by(x) = 0, a, b = const.

Çàìåíà x = exp t ïðè x > 0 ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííû-

ìè êîý��èöèåíòàìè (x < 0 ⇒ x = − exp t). Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ

óäàåòñÿ ñòðîèòü ðåøåíèÿ â �îðìå îáîáùåííûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ,

êàê äëÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ:

x2y′′(x) + xy′(x) + (x2 − ν2) y(x) = 0, y(x) = xλ
∑∞

k=0
ykx

k.

Â îáùåì ñëó÷àå ν, λ êîìïëåêñíûå. Îãðàíè÷èâàÿñü x > 0, ïî-
ëàãàåì ïî îïðåäåëåíèþ xλ = exp{λ lnx}. �åøåíèÿ, êîòîðûå
íàçûâàþòñÿ �óíêöèÿìè Áåññåëÿ, îòíîñÿòñÿ ê òàê íàçûâàåìûì

ñïåöèàëüíûì �óíêöèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Èì ïîñâÿùå-

íà îáøèðíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëèòåðàòóðà. Èçó÷åíèå ðåøåíèé

â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê � ïðåäìåò àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñì. [3, 15,29℄).

5. Ëèíåéíûå è óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû

�àññìîòðèì ëèíåéíîå âåêòîðíîå óðàâíåíèå

ẋ = A(t)x + q(t), t ∈ Ī = [t1, t2]. (5.1)

Â ñêàëÿðíîé �îðìå ýòî ñèñòåìà n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî

ïîðÿäêà:

ẋi =
∑n

j=1
aij(t)xj + qi(t), 1 6 i 6 n.
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Ìàòðèöà A = {aij} è âåêòîð-�óíêöèÿ q = {qi} íåïðåðûâíû

íà îòðåçêå âðåìåíè Ī. Èíûìè ñëîâàìè, îòîáðàæåíèÿ t 7→ aij,
t 7→ qi � èç êëàññà C(Ī). Ïðîèçâîäíûå â òî÷êàõ t1,2 ïîíèìàþò-
ñÿ êàê îäíîñòîðîííèå. Çàïèñü ëèíåéíîé ñèñòåìû â �îðìå (5.1)

ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âåêòîð �àçîâûõ ïåðåìåííûõ x = {x1, . . . , xn}
ñ÷èòàåòñÿ âåêòîðîì-ñòîëáöîì: x = (x1, . . . , xn)

⊤ ∈ R
n
.

Íàðÿäó ñ (5.1) ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẋ = A(t)x + B(t)u, t ∈ [t0,T ] ⊆ Ī . (5.2)

Íåîäíîðîäíîñòü q(t) èìååò ñïåöèàëüíóþ ñòðóêòóðó:

q(t) = B(t)u, B = {bij} = Bn×r, u = (u1, . . . , ur)
⊤ ∈ R

r.

Ïàðàìåòðû ui ÿâëÿþòñÿ óïðàâëåíèÿìè. Íàïðèìåð, â ìîäåëè

(ïðàâäà, íåëèíåéíîé) äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ ëåòàòåëüíîãî àïïà-

ðàòà (ËÀ), ïðåäñòàâëåííîé âî ââåäåíèè, ýòî òÿãà äâèãàòåëÿ, óãîë

àòàêè, ìèäåëåâî ñå÷åíèå. Ëèíåéíûå ñèñòåìû, êàê ïðàâèëî, ÿâ-

ëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îáúåêòà

(�óíêöèîíèðîâàíèÿ òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà . . . ) â îêðåñò-

íîñòè çàäàííîãî ðåæèìà. Âûáîð óïðàâëåíèé ïîçâîëÿåò ìåíÿòü

òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ. Ìîæíî ñòàâèòü çàäà÷ó î âûáîðå íàè-

ëó÷øåãî, îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìà-

ëèçàöèÿ òðåáóåò òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ

óïðàâëåíèé U = {u(·)} è êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè J = J
(
u(·)

)
.

Êðèòåðèÿìè îïòèìàëüíîñòè â óïîìÿíóòîé çàäà÷å î äâèæåíèè

öåíòðà ìàññ ËÀ ìîãóò áûòü: ðàññòîÿíèå äî çàäàííîé òî÷êè íà

ïîâåðõíîñòè, ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà ïîëåòà, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-

ãèÿ ïðè ïîäëåòå ê çàäàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, âðåìÿ ïîïàäà-

íèÿ â öåëü (çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ). Â îáùåé �îðìå ñòàâèòñÿ

çàäà÷à î ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà êà÷åñòâà:

J(u) = F
(
x(T )

)
+

∫ T

t0

f0
(
τ, x(τ), u(τ)

)
dτ → min .

Íà÷àëüíûå äàííûå (t0, x0) çàäàíû ëèáî ïîä÷èíåíû îïðåäåëåí-

íûì îãðàíè÷åíèÿì. Íå áóäåì óãëóáëÿòüñÿ â òåîðèþ óïðàâëåíèÿ,

à ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà îïèñàíèè ìíîæåñòâà U è óòî÷íåíèè ïîíÿ-

òèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5.2) â ñîîòâåòñòâèè ñ öåëÿìè êóðñà ÎÄÓ.
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Â òåõíèêå ðàñïðîñòðàíåíû ðàçëè÷íîãî ðîäà ïåðåêëþ÷àòåëè,

òàê ÷òî äîïóñòèìûìè ñ÷èòàåì êóñî÷íî íåïðåðûâíûå �óíêöèè

íà îòðåçêå óïðàâëåíèÿ [t0,T ]: êîìïîíåíòû ui = ui(t) èìåþò êî-

íå÷íîå ÷èñëî ðàçðûâîâ ïåðâîãî ðîäà. Êðîìå òîãî, âîçìîæíîñòè

óïðàâëåíèÿ îãðàíè÷åíû. Îáû÷íî çàäàåòñÿ ìíîæåñòâî äîïóñòè-

ìûõ çíà÷åíèé: u(t) ∈ U ⊂ R
r
, t ∈ [t0,T ]. Ôîðìàëüíî íå èñêëþ÷àÿ

U = R
r
, ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ñ÷èòàåì

U =
{
u(·)|ui ∈ KC[t0,T ], u(t) ∈ U ⊆ R

r
}
. (5.3)

×òî ïîíèìàòü ïîä ðåøåíèåì ñèñòåìû (5.2) ïðè äîïóñòèìîì

óïðàâëåíèè, åñëè â ïðàâîé ÷àñòè âîçìîæíû ðàçðûâû (ñêà÷êè)?

Îïðåäåëåíèå 1. Íåïðåðûâíóþ âåêòîð-�óíêöèþ x = ϕ(t),
îïðåäåëåííóþ íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè 〈α, β〉 ⊆ [t0,T ], íàçîâåì
ðåøåíèåì ñèñòåìû (5.2) (íà ýòîì ïðîìåæóòêå), åñëè ïðè ëþáîì
�èêñèðîâàííîì s ∈ 〈α, β〉 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ϕ(t) = ϕ(s) +

∫ t

s

{
A(τ)ϕ(τ) +B(τ)u(τ)

}
dτ, t ∈ 〈α, β〉. (5.4)

Òàêèì îáðàçîì, çà îñíîâó ïðèíÿòà ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà÷

ẋ = f(t, x), x(t0) = x0, x(t) = x0 +

∫ t

t0

f
(
τ, x(τ)

)
dτ,

êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëàñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ïèêàðà

(ïðè óñëîâèè íåïðåðûâíîñòè �óíêöèé f , f ′x).
Â äàëüíåéøåì íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5.2)

íà âñåì îòðåçêå óïðàâëåíèÿ ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ

(t0, x0)
(
x(t0) = x0 ∈ Rn

)
. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, òàêîå ðåøå-

íèå x = ϕ(t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì íà îòðåçêå âðåìåíè [t0,T ]
ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

x(t) = x0 +

∫ t

t0

{
A(τ)x(τ) +B(τ)u(τ)

}
dτ, t ∈ [t0,T ]. (5.5)

Íà÷àëüíîå óñëîâèå ϕ(t0) = x0, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè èñ-

êëþ÷èòü òî÷êè ðàçðûâà óïðàâëåíèÿ t1, . . . , tk, òî íà ìíîæåñòâå
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[t0,T ]\{ti} èìååì ðàâåíñòâî ϕ̇ = Aϕ+Bu. Òàê ÷òî çàäà÷à Êîøè

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (t0, x0) äëÿ óðàâíåíèÿ (5.2) ýêâèâàëåíò-

íà â ýòîì ñìûñëå èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (5.5). Ïðè t = ti
òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ (íåïðåðûâíîãî) ìîæåò èñïûòûâàòü ñêà÷-

êè ïðîèçâîäíîé (èçëîìû). Èçìåíåíèå ïîäûíòåãðàëüíîé �óíê-

öèè â (5.5) â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê (⊆ {ti}) íå èçìåíèò èíòå-

ãðàëà, ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðîèçâîëüíî

ïåðåîïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ u(ti). Îáû÷íî äîîïðåäåëÿþò óïðàâëå-
íèÿ ïî íåïðåðûâíîñòè (ñëåâà èëè ñïðàâà), íàïðèìåð,

u(t) = u(t+ 0), t ∈ [t0,T ), u(T ) = u(T − 0). (5.6)

Ïðè òàêîé äîãîâîðåííîñòè ñ÷èòàåì ti ∈ (t0,T ) (1 6 i 6 k) è, åñ-
ëè íå èñêëþ÷àòü èç ðàññìîòðåíèÿ îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå

(ñïðàâà ïðè t ∈ [0,T ) è ñëåâà â ìîìåíò âðåìåíè T ), â ñèëó (5.5)

èìååì ẋ = Ax + Bu ∀t ∈ [t0,T ]. Èíòåãðàëüíàÿ �îðìà îïðåäåëå-

íèÿ ðåøåíèÿ ïîçâîëÿåò îáîáùàòü òåîðèþ íà áîëåå îáùèå êëàññû

äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, ñîõðàíÿÿ, íàïðèìåð, ëèøü òðåáîâàíèå

àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ ϕ è âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà

ϕ̇ = Aϕ+Bu ïî÷òè âñþäó íà îòðåçêå óïðàâëåíèÿ [t0,T ].
Îáîáùèì çàäà÷ó íà íåëèíåéíûå ñèñòåìû:

ẋ = f(t, x, u), f : Ω = [t0,T ]× R
n × U → R

n. (5.7)

Îòðåçîê óïðàâëåíèÿ [t0,T ] �èêñèðîâàí, âåêòîð-�óíêöèÿ f êàê

ìèíèìóì íåïðåðûâíà. Îãðàíè÷åíèé íà �àçîâûé âåêòîð x íåò,

çàäàíèå �àçîâûõ îãðàíè÷åíèé x(t) ∈ X(t) ⊂ R
n
ñóùåñòâåííî

óñëîæíÿåò çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâ-

ëåíèé U = {u(·)} õàðàêòåðèçóåòñÿ òðåáîâàíèåì

u(·) ∈ KC
(
[t0,T ] → U ⊆ R

r
)

è äîîïðåäåëåíèåì çíà÷åíèé â òî÷êàõ ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà â ñî-

îòâåòñòâèè ñ ñîãëàøåíèåì (5.6). Îñòàåòñÿ ðàçâå ëèøü êîíå÷íîå

÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà óïðàâëåíèÿ ti ∈ (t0,T ) (t1 < . . . < tk).
Ïðåæäå ÷åì ñòàâèòü è ðåøàòü çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ íà îòðåçêå

[t0,T ], íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5.7) ñóùå-

ñòâóþò. Ïîä ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5.7) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè
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(t0, x0) íà îòðåçêå [t0,T ] ïîíèìàåì òàêóþ íåïðåðûâíóþ âåêòîð-

�óíêöèþ x = ϕ(t), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî ïî t

ϕ(t) ≡ x0 +

∫ t

t0

f
(
τ, ϕ(τ), u(τ)

)
dτ, t ∈ [t0,T ]. (5.8)

Ïðè íåîáõîäèìîñòè ïèøóò x = ϕ(t; t0, x0, u), ÷òîáû îòðàçèòü çà-

âèñèìîñòü îò íà÷àëüíûõ äàííûõ (t0, x0) ∈ [t0,T ]×Rn
è óïðàâëå-

íèÿ u(·) ∈ U . Íà ìíîæåñòâå [t0,T ]\{ti} âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

ϕ̇ ≡ f(t, ϕ, u). Äëÿ ti ∈ (t0,T ) ðàâåíñòâî ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè ïðî-

èçâîäíóþ ϕ̇ ïîíèìàòü ïðàâîñòîðîííåé (ïðè íåîáõîäèìîñòè).

Íà îòðåçêàõ âðåìåíè [ti, ti+1] (t0 < t1 < . . . < tk < tk+1 :=T )

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ ẋ = g(t, x) = f
(
t, x, u(t)

)
, ïûòà-

ÿñü ¾ñêëåèòü¿ èç ëîêàëüíûõ ãëîáàëüíîå ðåøåíèå íà âñåì îòðåçêå

âðåìåíè [t0,T ]. Â îáùåì ñëó÷àå çäåñü âîçíèêàåò ïðîáëåìà ïðî-

äîëæèìîñòè ëîêàëüíûõ ðåøåíèé. Ïðèâåäåì äîñòàòî÷íûå óñëî-

âèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ãàðàíòèðóþòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è

åäèíñòâåííîñòü ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü f ∈ C(Ω) è f ∈ Lipx(Ω):

‖f(t, x, u) − f(t, y, u)‖ 6 L‖x− y‖, (5.9)

∀ (t, x, u), (t, y, u) ∈ Ω = [t0,T ]× R
n × U, L = const.

Òîãäà ∀ x0 ∈ Rn, ∀u(·) ∈ U ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

x = ϕ(t; t0, x0, u)
(
ϕ(t0) = x0

)
, îïðåäåëåííîå íà îòðåçêå [t0,T ].

Äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ðåøåíèÿ x = ψ(t) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x(t0) = x0
(
t ∈ [t0, β〉, ψ(t0) = x0

)
èìååì ϕ(t) ≡ ψ(t), t ∈ [t0, β〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ: k > 0,

ϕ0(t) = x0, ϕ
k+1 = Aϕk, ϕk+1 = x0 +

∫ t

t0

f
(
τ, ϕk, u

)
dτ. (5.10)

Çäåñü t ∈ [t0,T ] è â ñèëó îòñóòñòâèÿ �àçîâûõ îãðàíè÷åíèé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ âåêòîð-�óíêöèé êîððåêòíî îïðåäå-

ëåíà (âåðõíèé èíäåêñ � íîìåð, íèæíèé � äëÿ êîìïîíåíò):

ϕk(t) =
(
ϕk
1 , . . . , ϕ

k
n

)
⊤, ϕk ∈ C[t0,T ] = Cn[t0,T ] = C

(
[t0,T ],Rn

)
.
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Îñòàåòñÿ äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ϕk → ϕ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà C,
ò. å. ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà îòðåçêå [t0,T ]

(
ϕk ⇒ ϕ

)
.

�àññìîòðèì ñëåäóþùèé �óíêöèîíàëüíûé ðÿä: t ∈ [t0,T ],

ϕ0 +
(
ϕ1 − ϕ0

)
+ . . .+

(
ϕk+1 − ϕk

)
+ . . . , Sn+1 = ϕn.

Äëÿ îöåíîê (6) íîðìó â R
n
óäîáíî âûáðàòü êóáè÷åñêîé:

‖x‖ = max
16i6n

|xi|, ‖ψ‖
C
= max

16i6n
max

t∈[t0,T ]
|ψi(t)|.

Îöåíèì ÷ëåíû ðÿäà: ‖ϕ0‖
C
= ‖x0‖, ‖ϕ1 − ϕ0‖

C
:= Q,

‖ϕ2(t)− ϕ1(t)‖ =
∥∥∥
∫ t

t0

{
f
(
τ, ϕ1, u

)
− f

(
τ, ϕ0, u

)}
dτ

∥∥∥ 6

6

∫ t

t0

∥∥{f
(
τ, ϕ1, u

)
− f

(
τ, ϕ0, u

)}∥∥dτ 6 LQ(t − t0),

‖ϕ3(t)− ϕ2(t)‖ 6 L

∫ t

t0

‖ϕ2(τ)− ϕ1(τ)‖ dτ 6

6 L2Q

∫ t

t0

(τ − t0) dτ = L2Q
(t− t0)

2

2
. . .

Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè äîêàçûâàåòñÿ îöåíêà

‖ϕk+1(t) − ϕk(t)‖ 6 LkQ
(t− t0)

k

k!
, k > 1, t ∈ [t0,T ].

Ïîëó÷èëè ñõîäÿùèéñÿ ÷èñëîâîé ìàæîðèðóþùèé ðÿä

‖x0‖+Q+ LQ(T − t0) + . . .+ LkQ
(T − t0)

k

k!
+ . . . =

= ‖x0‖+Q
(
1 + L(T − t0) + . . .

)
= ‖x0‖+Q exp{(T − t0)L}.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ϕk ⇒ ϕ ∈ C.
Äîêàæåì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëîâ:

∥∥∥
∫ t

t0

f
(
τ, ϕk, u

)
dτ −

∫ t

t0

f
(
τ, ϕ, u

)
dτ

∥∥∥ 6

6 L‖ϕk − ϕ‖
C
(T − t0) → 0, k → +∞.



98 �ëàâà II. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â îïðåäåëåíèè (5.10), ïîëó÷àåì íåïîäâèæ-

íóþ òî÷êó ϕ(·) = Aϕ(·), ò. å. ðåøåíèå x = ϕ(t; t0, x0, u) çàäà÷è
Êîøè

(
ϕ(t0) = x0

)
. Îíî îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [t0,T ].

Åäèíñòâåííîñòü äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü íà ïðîìåæóò-

êå [t0, β〉 îïðåäåëåíî äðóãîå ðåøåíèå x = ψ(t), ψ(t0) = x0. Äî-
îïðåäåëèì çíà÷åíèå ψ(β) (åñëè [t0, β〉 = [t0, β)), ïîëîæèâ â îïðå-
äåëåíèè ðåøåíèÿ (5.8) (ïðè çàìåíå ϕ → ψ) ñïðàâà t = β â èí-

òåãðàëå (�îðìàëüíî çíà÷åíèå ψ(τ) ïðè τ = β ïîä èíòåãðàëîì

ìîæíî ñ÷èòàòü ëþáûì). Îáîçíà÷èì P = ‖ϕ− ψ‖
C
, C = C[t0, β],

è âûïîëíèì ïîñëåäîâàòåëüíî îöåíêè ïðè t ∈ [t0, β]:

‖ϕ(t) − ψ(t)‖ =
∥∥∥
∫ t

t0

{
f
(
τ, ϕ, u

)
− f

(
τ, ψ, u

)}
dτ

∥∥∥ 6

6 L

∫ t

t0

‖ϕ(τ)− ψ(τ)‖ dτ 6 LP (t− t0),

‖ϕ(t) − ψ(t)‖ 6 L

∫ t

t0

LP (τ − t0) dτ = L2P
(t− t0)

2

2
.

Ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

‖ϕ(t)− ψ(t)‖ 6 PLk (t− t0)
k

k!
6 PLk β

k

k!
→ 0.

Â èòîãå ϕ(t) ≡ ψ(t), t ∈ [t0, β〉
(
β ∈ (t0,T ]

)
.

�åçóëüòàò íå èçìåíèòñÿ, åñëè âìåñòî íà÷àëüíûõ äàííûõ

(t0, x0) âçÿòü íàáîð (t∗, x∗) ïðè �èêñèðîâàííîì t∗ ∈ (t0,T ].

Äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì óñëîâèå Ëèïøèöà (5.9) âûïîëíåíî:

‖f(t, x, u) − f(t, y, u)‖ = ‖A(t)(x − y)‖ 6 max
t∈[t1,t2]

‖A(t)‖·‖x− y‖.

Íîðìó ìàòðèöû áåðåì ñîãëàñîâàííîé ñ íîðìîé âåêòîðà:

‖x‖ = max
16i6n

|xi| ⇒ ‖A(t)‖ = max
16i6n

∑n

j=1
|aij|.

Â ëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ÎÄÓ âñå ðåøåíèÿ ïðîäîëæèìû íà âåñü

ïðîìåæóòîê âðåìåíè, íà êîòîðîì ìàòðèöà A(t) íåïðåðûâíà,

à íåîäíîðîäíîñòü q(t) èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçðûâîâ ïåðâîãî

ðîäà (ïðè íåîáõîäèìîñòè ýòè îãðàíè÷åíèÿ ìîæíî îñëàáèòü).



�ëàâà III

Ëèíåéíûå äè��åðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ

Ïðèìåì èíäóêòèâíóþ ñõåìó èçëîæåíèÿ, èñïîëüçóÿ òðàäèöèîí-

íóþ ìåõàíè÷åñêóþ òåðìèíîëîãèþ. Îáùóþ òåîðèþ ïðåèìóùå-

ñòâåííî áóäåì èçëàãàòü äëÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, îðèåí-

òèðóÿñü íà âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, èçâåñòíûé èç øêîëüíîãî êóð-

ñà �èçèêè. Ñ äðóãèìè ïðèëîæåíèÿìè (òåïëîïðîâîäíîñòü, äè�-

�óçèÿ . . . ) ÷èòàòåëü îçíàêîìèòñÿ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîé �èçè-

êè. Äëÿ ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà
òåõíè÷åñêèå âûêëàäêè àíàëîãè÷íû.

1. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Óðàâíåíèå âèäà

x(n) + an−1(t)x
(n−1) + . . . + a0(t)x = 0 (1.1)

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíå-

íèåì n-ãî ïîðÿäêà. Â ëèíåéíîì ¾îäíîðîäíîì¿ ïðèáëèæåíèè âòî-

ðîé çàêîí Íüþòîíà mẍ = F (t, x, ẋ) çàïèøåòñÿ â �îðìå

ẍ(t) + a1(t)ẋ(t) + a0(t)x(t) = 0. (1.2)

Íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ t ∈ I = (t1, t2) èíòåðïðåòèðóåì êàê

âðåìÿ. Êîý��èöèåíòû ai(t) ñ÷èòàåì íåïðåðûâíûìè: ai ∈ C(I).
Ïðè íåîáõîäèìîñòè ñ ïðèâëå÷åíèåì ïîíÿòèÿ îäíîñòîðîííåé ïðî-

èçâîäíîé âìåñòî èíòåðâàëà I ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîìåæóòîê
âðåìåíè 〈t1, t2〉, â ÷àñòíîñòè, îòðåçîê Ī = [t1, t2].

Ñòàíäàðòíîé çàìåíîé x1 = x, x2 = ẋ (ïåðåõîä ê �àçîâûì

ïåðåìåííûì ¾ïîëîæåíèå-ñêîðîñòü¿) óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê íîð-
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ìàëüíîé (ðàçðåøåííîé îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ) ñèñòåìå ëè-

íåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

ẋ1 = x2, ẋ2 = −a0(t)x1 − a1(t)x2.

Îáùèé ïîðÿäîê ñèñòåìû ðàâåí äâóì. Â ãëàâå I ïðåäñòàâëåíû

ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà,

òàê ÷òî öåëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåòü âîïðîñ î ïîíèæåíèè ïîðÿä-

êà. Äëÿ ðåøåíèé, íå ïðèíèìàþùèõ íóëåâûõ çíà÷åíèé (íà íåêî-

òîðîì ïðîìåæóòêå 〈α, β〉 ⊆ I), ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó y = ẋ/x.
Òîãäà ẏ = ẍ/x−(ẋ/x)2 = ẍ/x−y2 è ïîñëå äåëåíèÿ (1.2) íà x ïîëó-
÷àåì óðàâíåíèå �èêêàòè ẏ+y2+a1(t)y+a0(t) = 0. Ýòî ñêàëÿðíîå
äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, íî íåëèíåéíîå è

â îáùåì ñëó÷àå â êâàäðàòóðàõ íå èíòåãðèðóåòñÿ. Ïîðÿäîê èñõîä-

íîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî òàêæå ïîíèçèòü, åñëè èçâåñòíî ÷àñòíîå

ðåøåíèå x̃(t) 6= 0 (t ∈ 〈α, β〉). Çàìåíà x = x̃(t)z ïðèâîäèò ê îäíî-
ðîäíîìó ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ âèäà z̈+a(t)ż = 0. Íîâàÿ çàìåíà
w = ż ïîíèæàåò ïîðÿäîê, è óðàâíåíèå èíòåãðèðóåòñÿ.

Ïðè ïðîèçâîëüíûõ âåùåñòâåííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

x(t0) = x0 = x01, ẋ(t0) = v0 = x02 (t0 ∈ I)

ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè x = ϕ(t) ñóùåñòâóåò,

åäèíñòâåííî è ïðîäîëæèìî íà âåñü èíòåðâàë I . Â äàëüíåéøåì

ïîä ðåøåíèåì ïîíèìàåì ïðîäîëæåííîå íà I (ïîëíîå) ðåøåíèå.

Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé ϕ̈(t) ñëåäóåò å¼ íåïðåðûâíîñòü:

ϕ̈(t) = −a1(t)ϕ̇(t) − a0(t)ϕ(t), ai ∈ C(I) ⇒ ϕ ∈ C2(I).

Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî n > 2:

ẋ1 = x2, . . . , ẋn−1 = xn, ẋn = −a0x1 − . . .− an−1xn−1,

ϕ(n) = −an−1ϕ
(n−1) − . . .− a0ϕ, ai ∈ C(I) ⇒ ϕ ∈ Cn(I).

Ïðè ïîñòðîåíèè îáùåé òåîðèè íåäîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ

�óíêöèÿìè ñ âåùåñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, ïîýòîìó äàëåå äîïóñ-

êàåì êîìïëåêñíîçíà÷íîñòü �óíêöèé aj : I → C. Íåçàâèñèìàÿ

ïåðåìåííàÿ t îñòàåòñÿ âåùåñòâåííîé. �àçâèòèå íà ñëó÷àé t ∈ C
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ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé. Ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé è èíòåãðàëà îò êîìïëåêñíî-

çíà÷íîé �óíêöèè x(t) = u(t) + iv(t) (u = Rex, v = Im x) âåùå-
ñòâåííîãî àðãóìåíòà îïðåäåëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì:

ẋ(t) = u̇(t) + iv̇(t),

∫
x(t) dt =

∫
u(t) dt + i

∫
v(t) dt.

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà êîý��èöèåíòû aj ∈ C(I → C) è íà÷àëü-

íûå äàííûå x(s−1)(t0) = x0s ∈ C (1 6 s 6 n), ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ (1.1) òàêæå êîìïëåêñíîçíà÷íî: ϕ ∈ Cn(I → C). Êîìïëåêñ-
íîå óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê äâóì âåùåñòâåííûì. Äëÿ ýòîãî ñëåäó-

åò âûäåëèòü âåùåñòâåííûå (Re) è ìíèìûå (Im) ÷àñòè �óíêöèé

aj(t), x(t) è ïðèðàâíÿòü ê íóëþ Re è Im ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.

Ïðèâåäåì óêàçàííûå âûêëàäêè ïðè n = 2:

ẍ+ a1(t)ẋ + a0(t)x = 0, x = u+ iv, aj = αj + iβj ⇒
ü+ iv̈ + (α1 + iβ1)(u̇+ iv̇) + (α0 + iβ0)(u+ iv) = 0 ⇒
{
ü(t) + α1u̇(t) − β1v̇(t) + α0u(t) − β0v(t) = 0

v̈(t) + β1u̇(t) + α1v̇(t) + β0u(t) + α0v(t) = 0,

u1 = u(t), u2 = u̇(t), v1 = v(t), v2 = v̇(t) ⇒

d

dt




u1
v1
u2
v2


 =




0 0 1 0
0 0 0 1

−α0 β0 −α1 β1
−β0 −α0 −β1 −α1







u1
v1
u2
v2


.

Èçëàãàåìûå íèæå îáùèå ïîëîæåíèÿ òåîðèè ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé ñïðàâåäëèâû êàê â âåùåñòâåííîì, òàê è â êîìïëåêñíîì

ñëó÷àÿõ (íî íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ t ∈ R). Ïî óìîë÷àíèþ ïîä-

ðàçóìåâàåì îáùèé êîìïëåêñíîçíà÷íûé ñëó÷àé, à R-óòî÷íåíèÿ

áóäåì ïðèâîäèòü ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè.

Ïåðåéäåì ê ëàêîíè÷íîé îïåðàòîðíîé �îðìå çàïèñè óðàâ-

íåíèÿ (1.1). Äëÿ ýòîãî ââåäåì ñèìâîë D = d/dt. Åãî ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèå (îïåðàòîð). Äè��åðåíöèðóå-

ìîé �óíêöèè ψ(t) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå å¼ ïðîèçâîäíàÿ:

D : ψ 7→ ψ̇, Dψ = ψ̇
(
(Dψ)(t) = ψ̇(t), t ∈ I

)
.
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Ñòåïåíü îïåðàòîðà äè��åðåíöèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîì-

ïîçèöèÿ: Dk = D ◦ . . . ◦D = dk/dtk. Ïðè ýòîì D0 = id � åäèíè÷-

íûé îïåðàòîð, äëÿ êîòîðîãî D0ψ = ψ. Ñèìâîë D0
â âûêëàäêàõ

îáû÷íî îïóñêàþò. Ýòîò óäîáíûé �îðìàëèçì ïîçâîëÿåò ïåðåïè-

ñàòü óðàâíåíèå (1.1) â êîìïàêòíîì âèäå:

L(D)x = 0, L(D) := Dn + an−1D
n−1 + . . .+ a0. (1.3)

Óòî÷íèì, êàê ñëåäóåò ïîíèìàòü óðàâíåíèå (1.3). Åñëè n ðàç

äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ ϕ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (ïîëíûì)

óðàâíåíèÿ (1.1), òî ϕ ∈ Cn(I). Â ñâÿçè ñ ýòèì îãðàíè÷èì îáëàñòü

îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà L(D) êëàññîì n ðàç íåïðåðûâíî äè��å-
ðåíöèðóåìûõ �óíêöèé. Òàêèì îáðàçîì, L(D) : Cn(I) → C(I),

ψ ∈ Cn(I) ⇒ L(D)ψ = ψ(n) + an−1ψ
(n−1) + . . .+ a0ψ ∈ C(I).

Ôóíêöèÿ ψ ïîíèìàåòñÿ êàê ýëåìåíò �óíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà. Êîãäà ýòî íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà-

÷åíèå ψ(·), ÷òîáû îòëè÷èòü �óíêöèþ îò ÷èñëà ψ(t) � çíà÷åíèÿ

�óíêöèè ψ = ψ(·) â òî÷êå t ∈ I . Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíå-

íèå (1.3) ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê îïåðàòîðíîå:

L(D)x(·) = x(n)(·) + an−1(·)x(n−1)(·) + . . .+ a0(·)x(·) = 0.

Ïîä åãî ðåøåíèåì ïîíèìàåòñÿ ýëåìåíò ϕ ∈ Cn(I), êîòîðûé ïå-

ðåâîäèòñÿ îïåðàòîðîì L(D) â íóëü. Íóëè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ
îáîçíà÷àåì îäíèì ñèìâîëîì. Òàê ÷òî íóëü â ïðàâîé ÷àñòè óðàâ-

íåíèÿ (1.3) îçíà÷àåò �óíêöèþ, òîæäåñòâåííî ðàâíóþ íóëþ íà

ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå âðåìåíè I
(
0 ∈ C(I)

)
. Â áîëåå ïî-

äðîáíîé çàïèñè

[
L(D)x(·)

]
(t) ≡ 0 (t ∈ I), íî â äàëüíåéøåì áóäåì

èçáåãàòü èçëèøíåé äåòàëèçàöèè â îáîçíà÷åíèÿõ.

Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ L(D)x = 0 îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ò. å. ëè-

íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Ýòî ñëåäóåò èç

ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà äè��åðåíöèðîâàíèÿ. Ôîðìàëüíî

L(D)(λϕ1 + µϕ2) = λL(D)ϕ1 + µL(D)ϕ2 = 0.
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Çäåñü ϕ1,2 � ïðîèçâîëüíûå ðåøåíèÿ, à λ, µ � ïðîèçâîëüíûå

÷èñëà. �àññìàòðèâàåì êîìïëåêñíûé ñëó÷àé: aj ∈ C(I → C),
ϕj : I → C, λ, µ ∈ C, R-âåðñèþ óòâåðæäåíèé ïðèâåäåì ïîçæå.

Èòàê, {ϕ} ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì Cn(I).

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèè ψ1(t), . . . , ψm(t) íàçûâàþòñÿ ëèíåé-

íî íåçàâèñèìûìè íà èíòåðâàëå I , åñëè ñïðàâåäëèâî ñëåäñòâèå

c1ψ1(t) + . . . + cmψm(t) ≡ 0
(
t ∈ I

)
⇒ c1 = . . . = cm = 0.

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ �óíêöèé òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ

íà I òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâíû íóëþ âñå êîý��èöèåíòû cj
(êîòîðûå â îïðåäåëåíèè ïîäðàçóìåâàþòñÿ êîíñòàíòàìè èç C).

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå �óíêöèè ψj ëèíåéíî çàâèñèìû (ïî îïðå-

äåëåíèþ) íà ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Ïðè ýòîì ïî

êðàéíåé ìåðå îäíó èç �óíêöèé ψj ìîæíî ïðåäñòàâèòü ëèíåé-

íîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ. Ýòè ïîíÿòèÿ àíàëîãè÷íû ëèíåéíîé

íåçàâèñèìîñòè (çàâèñèìîñòè) âåêòîðîâ èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåá-

ðû. Ïðîñòðàíñòâî Cn(I) êàê ëèíåéíîå áåñêîíå÷íîìåðíî: ìîæ-

íî óêàçàòü ëþáîå êîëè÷åñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà óêàæåì ñòåïåííûå �óíêöèè tk, k ∈ N. Åñ-

ëè ïðèðàâíÿòü ê íóëþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ëþáîãî êîíå÷íîãî

÷èñëà òàêèõ �óíêöèé, òî ïîëó÷èì, ÷òî ó ïîëèíîìà (p) èìååòñÿ
êîíòèíóóì ðàçëè÷íûõ êîðíåé t ∈ I . Â ñëó÷àå ∃ cν 6= 0 (p 6≡ 0) èõ
ìîæåò áûòü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî, îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî âñå

÷èñëîâûå êîý��èöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðàâíû íóëþ.

Áëèæàéøàÿ öåëü � äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

S = {ϕ} ⊂ Cn(I) ðåøåíèé îäíîðîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ êîíå÷íîìåðíî (òî÷íåå, n-ìåðíî).

Òåîðåìà 1. Â ìíîæåñòâå ðåøåíèé S ìîæíî âûáðàòü n ëè-

íåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ ϕ1, . . . , ϕn, òàêèõ, ÷òî ëþáîå ðå-
øåíèå ϕ ∈ S ïðåäñòàâèìî èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé:

ϕ(t) = c1ϕ1(t) + . . . + cnϕn(t), t ∈ I, cj ∈ C. (1.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé îãðàíè÷èì-

ñÿ n = 2. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåê-

òîðû b1, b2 ∈ C
2
è íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ∈ I . Âåðõíèé
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èíäåêñ îçíà÷àåò íîìåð: bj = (bj1, b
j
2)
⊤
. Îïðåäåëèì ðåøåíèÿ ϕ1, ϕ2

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè b1, b2:
(
ϕj(t0), ϕ̇j(t0)

)
=

(
bj1, b

j
2

)
.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòè ðåøåíèÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà èíòåðâà-

ëå ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ I . Ñîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëå-

íèåì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ è ïðèðàâíÿåì å¼ íóëþ:

c1ϕ1(t) + c2ϕ2(t) = 0, t ∈ I, cj ∈ C.

Äè��åðåíöèðóÿ ýòî òîæäåñòâî (ïî t ∈ I) â òî÷êå t = t0, ïîëó÷èì

c1ϕ1(t0) + c2ϕ2(t0) = 0, c1ϕ̇1(t0) + c2ϕ̇2(t0) = 0.

Â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé çàïèñè èìååì

(
ϕ1(t0), ϕ2(t0)
ϕ̇1(t0), ϕ̇2(t0)

)(
c1
c2

)
=

(
b11, b

2
1

b12, b
2
2

)(
c1
c2

)
=

(
0
0

)
.

Ñòîëáöû ìàòðèöû ñîñòîÿò èç êîìïîíåíò áàçèñíûõ â C
2
âåêòîðîâ

b1, b2. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà íåîñîáàÿ è ðåøåíèåì îäíîðîäíîé

ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî

òðèâèàëüíûé íàáîð c1 = c2 = 0.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ðåøåíèÿ ϕ1, ϕ2 îáðàçóþò áàçèñ ëèíåé-

íîãî ïðîñòðàíñòâà S. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü äîêàçàíà, îñòà-

åòñÿ äîêàçàòü ïðåäñòàâèìîñòü ëþáîãî ðåøåíèÿ èõ ëèíåéíîé

êîìáèíàöèåé. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ϕ óðàâíåíèÿ

L(D)x = 0. Äè��åðåíöèðóåì ϕ â ìîìåíò âðåìåíè t0 è îáðàçóåì
âåêòîð b ñ êîìïîíåíòàìè b1 = ϕ(t0), b2 = ϕ̇(t0). Ôèêñèðóåì êî-

ý��èöèåíòû cj ðàçëîæåíèÿ b ïî áàçèñó: b = c1b
1+c2b

2
. Ôóíêöèÿ

ψ(t) = c1ϕ1(t)+ c2ϕ2(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äè��åðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé. Ïî ïîñòðîåíèþ

âåêòîðîì íà÷àëüíûõ äàííûõ ïðè t = t0 áóäåò b:

(
ψ

ψ̇

)
= c1

(
ϕ1

ϕ̇1

)
+ c2

(
ϕ2

ϕ̇2

)
= c1b

1 + c2b
2 = b (t = t0).

Ñëåäîâàòåëüíî, ó ðåøåíèé ϕ è ψ îäèíàêîâûå íà÷àëüíûå äàí-

íûå. Ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè çàêëþ÷àåì, ÷òî ϕ(t) ≡ ψ(t) íà
èíòåðâàëå I , ò. å. âûïîëíåíî ïðåäñòàâëåíèå (1.4).
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Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n > 2 ñëîæíåå ëèøü â

îáîçíà÷åíèÿõ. Âìåñòî b1, b2 áåðåì áàçèñ b1, . . . , bn ∈ C
n
. Áàçèñ-

íûå ðåøåíèÿ ϕ1, . . . , ϕn ∈ S îïðåäåëÿåì íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

(
ϕs(t0), ϕ̇s(t0), . . . , ϕ

(n−1)
s (t0)

)⊤
= bs, 1 6 s 6 n.

Ýòè ðåøåíèÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìû, è èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè

îáðàçóþò ìíîæåñòâî S. Òåì ñàìûì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðå-

øåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ n-ìåðíî: dimS = n.
Áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà S íàçûâàåòñÿ �óíäàìåíòàëü-

íîé ñèñòåìîé ðåøåíèé. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

�óíäàìåíòàëüíûõ ñèñòåì áåñêîíå÷íî ìíîãî. Ôóíêöèÿ

x = c1ϕ1(t) + . . .+ cnϕn(t) (t ∈ I)

íàçûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äè��åðåí-

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ L(D)x = 0: ïðè ëþáûõ cj ∈ C ïîëó÷àåì

ðåøåíèå, è ëþáîå ðåøåíèå ïðåäñòàâèìî â òàêîé �îðìå. Àðãó-

ìåíòîì îáùåãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàáîð ïåðåìåííûõ t, c1, . . . , cn.

Ìàòðèöà Âðîíñêîãî (1776�1853). Èññëåäîâàíèå ëèíåéíîé

íåçàâèñèìîñòè (çàâèñèìîñòè) ðåøåíèé ϕ1, . . . , ϕn íà èíòåðâàëå

âðåìåíè óäîáíî ïðîâîäèòü ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû Âðîíñêîãî

W (t) =




ϕ1(t) . . . ϕn(t)
ϕ̇1(t) . . . ϕ̇n(t)
.

.

.

.

.

.

ϕ
(n−1)
1 . . . ϕ

(n−1)
n


, t ∈ I.

Îïðåäåëèòåëü w(t) = detW (t) = |W (t)| ìàòðèöû Âðîíñêîãî

íàçûâàåòñÿ âðîíñêèàíîì. Åñëè ðåøåíèÿ ϕj çàâèñèìû, òî âû-

ïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî w(t) ≡ 0. Äåéñòâèòåëüíî, äè��åðåíöèðóÿ
c1ϕ1(t) + . . . + cnϕn(t) ≡ 0 (t ∈ I , ∃ cν 6= 0) (n − 1) ðàç, ïîëó-
÷àåì â ìàòðè÷íîé çàïèñè W (t)c ≡ 0, ãäå c = (c1, . . . , cn)

⊤ 6= 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñòîëáöû W (t) ëèíåéíî çàâèñèìû è w(t) ≡ 0.

Ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàåòñÿ íà ëþáûå �óíêöèè, íå îáÿçàòåëü-

íî ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.1) (ëèøü áû ìàò-

ðèöà W (t) áûëà îïðåäåëåíà). Åñëè æå ϕ1, . . . , ϕn ðåøåíèÿ, òî
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ñïðàâåäëèâî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå è äàæå åãî óñèëåíèå: åñëè

õîòÿ áû ïðè îäíîì t = t0 âðîíñêèàí ðàâåí íóëþ, òî ðåøåíèÿ

ëèíåéíî çàâèñèìû (è òîãäà êàê ñëåäñòâèå w(t) ≡ 0).

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå: ϕ1, . . . , ϕn ∈ S, w(t0) = 0 ⇒ w(t) ≡ 0.
Óñëîâèå w(t0) = 0 îçíà÷àåò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ñòîëáöîâ

ìàòðèöû W (t0) (è å¼ ñòðîê). �àññìîòðèì ñòîëáöû êàê âåêòîðû

íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ ðåøåíèé ϕ1, . . . , ϕn ïðè t = t0. Ïîñêîëü-
êó â ñèëó çàâèñèìîñòè ñòîëáöîâW (t0)c = 0 äëÿ íåêîòîðîãî íåíó-
ëåâîãî âåêòîðà c = (c1, . . . , cn)

⊤
, òî ðåøåíèå ϕ = c1ϕ1+ . . .+cnϕn

èìååò íóëåâîé âåêòîð íà÷àëüíûõ äàííûõ ïðè t = t0. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîå äè��åðåíöèðîâàíèå ëèíåéíîé êîìáè-

íàöèè c1ϕ1 + . . . + cnϕn ïî t äàåò â ìàòðè÷íîé çàïèñè âåêòîð

W (t)c. Ïðè t = t0 ïîëó÷àåì íóëåâûå íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ ϕ.
Òîæäåñòâåííî ðàâíîå íóëþ ðåøåíèå, åñòåñòâåííî, òîæå îáëàäà-

åò òàêèì ñâîéñòâîì. Ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè ϕ(t) ≡ 0, ò. å.
ðåøåíèÿ ϕ1, . . . , ϕn ëèíåéíî çàâèñèìû (∃ cν 6= 0).

Ïîäâåäåì íåêîòîðûé èòîã òåêóùèõ ðàññóæäåíèé. Ëèíåéíóþ

íåçàâèñèìîñòü (çàâèñèìîñòü) íàáîðà n ðåøåíèé ìîæíî óñòà-

íîâèòü, âû÷èñëèâ âðîíñêèàí â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

t∗ ∈ I : w(t∗) 6= 0 îçíà÷àåò íåçàâèñèìîñòü, w(t∗) = 0 � çàâèñè-

ìîñòü. Ñèñòåìà ϕ1, . . . , ϕn ∈ S �óíäàìåíòàëüíà (áàçèñ ðåøåíèé)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Ôóíäà-

ìåíòàëüíîñòü ïî îïðåäåëåíèþ âëå÷åò íåçàâèñèìîñòü. Íåçàâèñè-

ìîñòü äàåò w(t0) 6= 0, ÷òî îçíà÷àåò íåçàâèñèìîñòü ñòîëáöîâ ìàò-
ðèöû W (t0). Ýòè ñòîëáöû ñóòü íàáîðû íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ

ðåøåíèé ϕj â ìîìåíò âðåìåíè t0, ïîýòîìó ðåøåíèÿ ϕj îáðàçóþò

áàçèñ S (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ (1.4)).

Ôîðìóëà Ëèóâèëëÿ. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ îáðàòíóþ çàäà-

÷ó. Ïóñòü çàäàíû òàêèå �óíêöèè ϕ1, ϕ2 ∈ C2(I), ÷òî âðîíñêèàí
w(t) 6= 0 ∀ t ∈ I . Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü ëèíåéíîå îäíîðîäíîå

äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, äëÿ êîòîðîãî ïàðà ϕ1, ϕ2 îáðàçó-

åò �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé? Ïîñêîëüêó dimS = n,
òî îãðàíè÷èìñÿ óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà (1.2). Ïîäñòàâëÿÿ

�óíêöèè ϕ1, ϕ2, ïîëó÷èì ëèíåéíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó
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óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ a0, a1:
{
a1ϕ̇1 + a0ϕ1 = −ϕ̈1

a1ϕ̇2 + a0ϕ2 = −ϕ̈2

∼
(
ϕ1, ϕ̇1

ϕ2, ϕ̇2

)(
a0
a1

)
=

(
−ϕ̈1

−ϕ̈2

)
.

Ìàòðèöà ñèñòåìû � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà Âðîíñêîãî

W (t), òàê ÷òî å¼ îïðåäåëèòåëü ñîâïàäàåò ñ âðîíñêèàíîì w(t).
Ïî �îðìóëàì Êðàìåðà (ðàáîòîñïîñîáíûì ïðè íåáîëüøèõ n) èñ-
êîìûå êîý��èöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì:

a0 = w−1

∣∣∣∣∣
−ϕ̈1, ϕ̇1

−ϕ̈2, ϕ̇2

∣∣∣∣∣ , a1 = w−1

∣∣∣∣∣
ϕ1,−ϕ̈1

ϕ2,−ϕ̈2

∣∣∣∣∣ , aj ∈ C(I).

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñâÿçü

ìåæäó ðàçëè÷íûìè �óíäàìåíòàëüíûìè ñèñòåìàìè.

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû èìååò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îðèåí-

òèðîâàííîãî îáúåìà ïàðàëëåëåïèïåäà (ïðè n = 2 � ±ïëîùàäü
ïàðàëëåëîãðàììà), íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû-ñòîëáöû. Ñòîëáöàìè

ìàòðèöû Âðîíñêîãî ÿâëÿþòñÿ �àçîâûå âåêòîðû. Ñ ïðèêëàäíîé,

¾ãèäðîäèíàìè÷åñêîé¿, òî÷êè çðåíèÿ âàæåí âîïðîñ îá èçìåíåíèè

�àçîâîãî îáúåìà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Âû÷èñëèâ ñêîðîñòü èçìå-

íåíèÿ âðîíñêèàíà ẇ = ϕ1ϕ̈2 − ϕ2ϕ̈1, çàìå÷àåì, ÷òî ẇ = −a1w.
Èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ äàåò

w(t) = w(t0) exp
{
−
∫ t

t0

a1(τ) dτ
}
, t ∈ I (1.5)

(t0 ∈ I ïðîèçâîëüíîå �èêñèðîâàííîå). Ýòî è åñòü �îðìóëà Ëè-

óâèëëÿ. Ê å¼ îáîáùåíèþ äëÿ n > 2 âåðíåìñÿ â ñëåäóþùåé ãëà-

âå. Òðóäîåìêóþ îïåðàöèþ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ (ïðè áîëü-

øèõ n) äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü ëèøü åäèíîæäû. Èç �îðìóëû

ñëåäóåò, ÷òî ëèáî w(t) ≡ 0, ëèáî w(t) 6= 0 ∀ t ∈ I .
Îñòàíîâèìñÿ íà ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà a1(t) ≡ 0. Â ìåõà-

íè÷åñêîé òåðìèíîëîãèè: ñèëîé òðåíèÿ, çàâèñÿùåé îò ñêîðîñòè

ẋ, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òîãäà ïî �îðìóëå Ëèóâèëëÿ âûïîëíÿåò-

ñÿ ðàâåíñòâî w(t) = C = const, t ∈ I . Ïóñòü èçâåñòíî ðåøåíèå

x = ϕ1(t) 6= 0 ∀ t ∈ I (èëè t ∈ 〈α, β〉 ⊂ I). Òîãäà
∣∣∣∣∣
ϕ1, ϕ2

ϕ̇1, ϕ̇2

∣∣∣∣∣ = C ⇒ ϕ̇2 −
ϕ̇1

ϕ1
ϕ2 =

C

ϕ1
.
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Èíòåãðèðóÿ ýòî ëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî ϕ2 óðàâíåíèå ïåðâîãî

ïîðÿäêà, ïîëó÷àåì îòëè÷íîå îò ϕ1 ÷àñòíîå ðåøåíèå èñõîäíîãî

óðàâíåíèÿ ẍ+a0(t)x = 0 (ïðîâåðÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé ïðè C = 1):

ϕ2(t) = ϕ1(t)

∫ t

t0

ϕ−2
1 (τ) dτ, t ∈ I

(
t ∈ 〈α, β〉

)
.

Èíòåãðàë íå ðàâåí êîíñòàíòå, òàê êàê åãî ïðîèçâîäíàÿ (ïî âåðõ-

íåìó ïðåäåëó) ðàâíà 1/ϕ2
1 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà ϕ1, ϕ2 ëè-

íåéíî íåçàâèñèìà è îáðàçóåò �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó.

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðà�à îñòàíîâèìñÿ íà âåùåñòâåííîì ñëó-

÷àå. Â ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèÿõ ñïåöè�èêà C (ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ R) íå èñïîëüçîâàëàñü, ïîýòîìó ìíîæåñòâî ðåøåíèé

ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ âåùå-

ñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè è âåùåñòâåííûìè íà÷àëüíûìè äàí-

íûìè ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì n-ìåðíûì ëèíåéíûì ïðîñòðàí-

ñòâîì. Ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó îáðàçóþò ëþáûå n ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé (íàä ïîëåì R, ci ∈ R). Äîñòàòî÷íî çàäàòü

n âåêòîðîâ íà÷àëüíûõ äàííûõ (â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìå-

íè t0 ∈ I), êîòîðûå îáðàçóþò áàçèñ Rn
. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü

n-ìåðíûõ âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ

(
ϕ(t), ϕ̇(t), . . .

)
⊤
äëÿ áàçèñíûõ ðå-

øåíèé ñîõðàíÿåòñÿ è ïðè t 6= t0
(
w(t) 6= 0 ∀ t ∈ I

)
.

2. Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ íåîäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

L(D)x = f, aj, f ∈ C(I → C). (2.1)

Â áîëåå ïîäðîáíîé çàïèñè:

x(n) + an−1(t)x
(n−1) + . . . + a0(t)x = f(t), t ∈ I = (t1, t2).

Ïîäñòàâèì äâà ïðîèçâîëüíûõ ðåøåíèÿ ϕ1, ϕ2 â (2.1) è âû÷òåì

îäíî óðàâíåíèå èç äðóãîãî. Ïîëó÷èì L(D)(ϕ1−ϕ2) = 0, ò. å. ðàç-
íîñòü äâóõ ðåøåíèé íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-

åì îäíîðîäíîãî, ïîýòîìó ìíîæåñòâî ðåøåíèé (2.1) îïèñûâàåòñÿ

�îðìóëîé (îáùèì ðåøåíèåì)

x = x∗(t) + c1ϕ1(t) + . . .+ ϕn(t), t ∈ I, cj ∈ C.
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Çäåñü x∗ � ïðîèçâîëüíîå �èêñèðîâàííîå (÷àñòíîå) ðåøåíèå, à

ϕ1, . . . , ϕn � �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé îäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ L(D)x = 0. Àðãóìåíòàìè îáùåãî ðåøåíèÿ ÿâëÿþò-

ñÿ âðåìÿ t è ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå cj . Íà÷àëüíûå äàííûå

x(t0) = x01, . . ., x
(n−1)(t0) = x0n îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò çíà÷å-

íèÿ cj . Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíî äè��åðåíöèðóÿ îáùåå

ðåøåíèå (n − 1) ðàç ïðè t = t0, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî c1, . . . , cn. Ìàòðèöåé

ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà Âðîíñêîãî W (t0):
W (t0)c = x0. Çàìåíÿÿ â îáùåì ðåøåíèè âåêòîð ïðîèçâîëüíûõ

ïîñòîÿííûõ c = (c1, . . . , cn)
⊤
íà åãî âûðàæåíèå c = W−1(t0)x

0

÷åðåç íà÷àëüíûå äàííûå, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå îáùåãî ðå-

øåíèÿ â �îðìå Êîøè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè áàçèñíûå ðåøåíèÿ

ϕj îïðåäåëèòü íà÷àëüíûìè âåêòîðàìè ej = (0, . . . , 1, . . . 0)⊤, òî
W (t0) = En×n è âåêòîð ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ c èìååò ñìûñë
âåêòîðà íà÷àëüíûõ äàííûõ ïðè t = t0.

Â ðàìêàõ ïàðàãðà�à ñ÷èòàåì, ÷òî ϕj èçâåñòíû. Òîãäà îñòà-

åòñÿ ïðåäëîæèòü ñïîñîá ïîèñêà êàêîãî-ëèáî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ.

Ìåòîä Ëàãðàíæà (âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ).

Â âûêëàäêàõ îãðàíè÷èìñÿ n = 2. Îáùèì ðåøåíèåì îäíîðîäíî-

ãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ c1ϕ1(t) + c2ϕ2(t).
¾�àñêðåïîñòèì¿ êîíñòàíòû cj è áóäåì èñêàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå

â �îðìå

x∗(t) = c1(t)ϕ1(t) + c2(t)ϕ2(t), t ∈ I.

Äëÿ ïîñëåäóþùåé ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèå âû÷èñëèì ïðîèçâîä-

íóþ:

ẋ∗ = ċ1ϕ1 + ċ2ϕ2 + c1ϕ̇1 + c2ϕ̇2.

Äàëüíåéøåå äè��åðåíöèðîâàíèå ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ c̈j , ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò ïîðÿäêó èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. ×òîáû ýòîãî íå

ïðîèçîøëî, ïðèìåì îãðàíè÷åíèå íà âûáîð cj(t): ċ1ϕ1+ ċ2ϕ2 = 0.
Òàêàÿ ¾âîëüíîñòü¿ äîïóñòèìà, ïîñêîëüêó èùåì îäíî ðåøåíèå

è ìîæåì ðàñïîðÿæàòüñÿ äâóìÿ ïîêà ïðîèçâîëüíûìè �óíêöèÿ-

ìè cj(t). Âû÷èñëèì òåïåðü âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ:

ẍ∗ = ċ1ϕ̇1 + ċ2ϕ̇2 + c1ϕ̈1 + c2ϕ̈2, , t ∈ I.
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Ïîäñòàâëÿåì x∗, ẋ∗, ẍ∗ â èñõîäíîå óðàâíåíèå ẍ+ a1ẋ+ a0x = f :

ċ1ϕ̇1 + ċ2ϕ̇2 + c1ϕ̈1 + c2ϕ̈2+

+ a1(c1ϕ̇1 + c2ϕ̇2) + a0(c1ϕ1 + c2ϕ2) = f.

Çàìåòèì, ÷òî ñóììà ñëàãàåìûõ â ëåâîé ÷àñòè, íà÷èíàÿ ñ òðåòüå-

ãî, ïðåäñòàâèìà â �îðìå c1L(D)ϕ1+ c2L(D)ϕ2. Ýòà êîìáèíàöèÿ

ðàâíà íóëþ, ïîñêîëüêó ϕj � ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

L(D)x = 0. Îñòàåòñÿ ñîîòíîøåíèå ċ1ϕ̇1 + ċ2ϕ̇2 = f . Âìåñòå ñ

óêàçàííûì âûøå îãðàíè÷åíèåì ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àë-

ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ ċj(t):

{
ċ1ϕ1 + ċ2ϕ2 = 0

ċ1ϕ̇1 + ċ2ϕ̇2 = f
∼

(
ϕ1, ϕ2

ϕ̇1, ϕ̇2

)(
ċ1
ċ2

)
=

(
0
f

)
. (2.2)

Ìàòðèöà ñèñòåìû � ìàòðèöà Âðîíñêîãî W (t). Ïîñêîëüêó ϕj �

ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, òî âðîí-

ñêèàí w(t) = detW (t) 6= 0 ∀ t ∈ I . Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèè ċj(t)
îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî, íàïðèìåð, ïî �îðìóëàì Êðàìåðà:

ċ1 = w−1

∣∣∣∣∣
0, ϕ2

f, ϕ̇2

∣∣∣∣∣ = −fϕ2

w
, ċ2 = w−1

∣∣∣∣∣
ϕ1, 0

ϕ̇1, f

∣∣∣∣∣ =
fϕ1

w
.

Òàê êàê íàñ èíòåðåñóåò ÷àñòíîå ðåøåíèå, òî â êà÷åñòâå c1(t),
c2(t) ìîæíî âçÿòü èíòåãðàëû ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì t
îò ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ. Íèæíèé ïðåäåë �èêñèðóåì ïðîèç-

âîëüíûì (t0 ∈ I). Â èòîãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå

îáùåãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

x = −ϕ1(t)

∫ t

t0

f(τ)ϕ2(τ)

w(τ)
dτ + ϕ2(t)

∫ t

t0

f(τ)ϕ1(τ)

w(τ)
dτ+

+c1ϕ1(t) + c2ϕ2(t), t ∈ I, cj ∈ C. (2.3)

Îáùèé ñëó÷àé n > 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Èùåì

÷àñòíîå ðåøåíèå â �îðìå

x∗(t) = c1(t)ϕ1(t) + . . .+ cn(t)ϕn(t), t ∈ I.
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Ïîñëåäîâàòåëüíî äè��åðåíöèðóåì, ïðèðàâíèâàÿ ñóììó ñëàãàå-

ìûõ, ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîäíûå ċj , ê íóëþ. Ïîñêîëüêó èñêîìûõ

�óíêöèé cj(t) n øòóê, òî äè��åðåíöèðóåì (n− 1) ðàç (èìååòñÿ
èñõîäíîå óðàâíåíèå, íóæíî åùå (n−1)). Àíàëîãè÷íî (2.2) ïîëó-
÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ċj(t):




ϕ1(t) . . . ϕn(t)
ϕ̇1(t) . . . ϕ̇n(t)
.

.

.

.

.

.

ϕ
(n−1)
1 . . . ϕ

(n−1)
n







ċ1
ċ2
.

.

.

ċn


 =




0
.

.

.

0
f


, t ∈ I.

Îïðåäåëèòåëü w(t) = detW (t) 6= 0, òàê ÷òî �óíêöèè ċj(t) îïðå-
äåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî. Ïîñëå èõ èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì èñêî-

ìûå êîý��èöèåíòû cj(t) è ÷àñòíîå ðåøåíèå x∗(t).

Ìåòîä Êîøè. �àññìîòðèì äëÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíå-

íèÿ ẍ + a1ẋ + a0x = 0 íà÷àëüíûå óñëîâèÿ x(τ) = 0, ẋ(τ) = 1.
Çäåñü τ ∈ I ñ÷èòàåì ïàðàìåòðîì, èãðàþùèì ðîëü ïåðåìåííî-

ãî ìîìåíòà âðåìåíè t0, â êîòîðûé çàäàþòñÿ íà÷àëüíûå äàííûå.

Åñòåñòâåííî, ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè áóäåò çàâèñåòü îò ýòîãî ïà-

ðàìåòðà: x = ϕ(t, τ). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííûõ (ïî îòíîøå-

íèþ ê ïåðåìåííîé t) â îáùåì ðåøåíèè ïîëó÷àåì ñèñòåìó

{
c1ϕ1(τ) + c2ϕ2(τ) = 0

c1ϕ̇1(τ) + c2ϕ̇2(τ) = 1
∼

(
ϕ1, ϕ2

ϕ̇1, ϕ̇2

)(
c1
c2

)
=

(
0
1

)
. (2.4)

Îíà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî cj = cj(τ), òàê ÷òî

â èòîãå ïîëó÷àåì ϕ(t, τ) = c1(τ)ϕ1(t) + c2(τ)ϕ2(t). Ôèêñèðóåì
ïðîèçâîëüíîå t0 ∈ I è óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ÷àñòíîå ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ L(D)x = f ìîæíî çàäàòü �îðìóëîé

x∗(t) =

∫ t

t0

ϕ(t, τ)f(τ) dτ, t ∈ I. (2.5)

Ïî ïîñòðîåíèþ ϕ(·, τ) ∈ C2(I) êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøå-

íèé ϕ1(t), ϕ2(t) ïðè �èêñèðîâàííîì τ . Ïðè êàæäîì t �óíêöèÿ
ϕ(t, ·) êëàññà C1

ïî τ ∈ I (äîñòàòî÷íî ÿâíî âûïèñàòü ðåøåíèå

cj(τ) ñèñòåìû (2.4) ïî �îðìóëàì Êðàìåðà), ïîýòîìó ëèíåéíàÿ
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êîìáèíàöèÿ ϕ(t, τ) = c1(τ)ϕ1(t) + c2(τ)ϕ2(t) íåïðåðûâíî äè�-

�åðåíöèðóåìà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ â êâàäðàòå I × I .
Ýòî æå îòíîñèòñÿ è ê ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∂ϕ/∂t, êîòîðóþ áó-

äåì îáîçíà÷àòü ϕ̇(t, τ) (òî÷êè êàê ñèìâîëû äè��åðåíöèðîâàíèÿ

áóäåì îòíîñèòü ê ïåðâîìó àðãóìåíòó). Ïî ïîñòðîåíèþ

ϕ(t, t) = ϕ(ξ, ξ) = . . . = 0, ϕ̇(t, t) = ϕ̇(ζ, ζ) = . . . = 1.

Óêàçàííûå ñâîéñòâà �óíêöèè ϕ(t, τ) äîñòàòî÷íû äëÿ ñïðàâåä-

ëèâîñòè ïðèâîäèìûõ íèæå âûêëàäîê. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî,

÷òî ïåðåìåííàÿ t, ïî êîòîðîé áóäåò ïðîâîäèòüñÿ äè��åðåí-

öèðîâàíèå, ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì è âõîäèò

â ïîäûíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ ïðåäñòàâëåíèÿ (2.5). Ïîäõîäÿùàÿ

�îðìóëà èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà:

d

dy

∫ β(y)

α(y)
f(x, y) dx =

∫ β(y)

α(y)
f ′y(x, y) dx+

+f
(
β(y), y

)
β′(y) − f

(
α(y), y

)
α′(y).

Òåïåðü ïðîâåäåì ïîäñòàíîâêó èíòåãðàëà â èñõîäíîå óðàâíå-

íèå L(D)x = f , ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëèâ ïðîèçâîäíûå:

ẋ∗(t) = ϕ(t, t)f(t) +

∫ t

t0

ϕ̇(t, τ)f(τ) dτ, ϕ(t, t) = 0,

ẍ∗(t) = ϕ̇(t, t)f(t) +

∫ t

t0

ϕ̈(t, τ)f(τ) dτ, ϕ̇(t, t) = 1,

f(t) +

∫ t

t0

ϕ̈f dτ + a1(t)

∫ t

t0

ϕ̇f dτ + a0(t)

∫ t

t0

ϕf dτ =

= f(t) +

∫ t

t0

[
ϕ̈+ a1ϕ̇+ a0ϕ

]
f dτ = f(t).

Êâàäðàòíàÿ ñêîáêà ðàâíà íóëþ, ïîñêîëüêó ϕ � ðåøåíèå îäíî-

ðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Èòàê, íåïîñðåäñòâåííî óáåäèëèñü, ÷òî x∗(t)
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì. Ïðè ýòîì x∗(t0) = 0, ẋ∗(t0) = 0.

Â îáùåì ñëó÷àå n > 2 �óíêöèÿ ϕ(t, τ) îïðåäåëÿåòñÿ çàäà÷åé

x(n) + an−1(t)x
(n−1) + . . . + a0(t)x = 0, t ∈ I,

x(τ) = . . . = x(n−2)(τ) = 0, x(n−1)(τ) = 1, τ ∈ I.
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Ôîðìóëà (2.5), îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòíîå ðåøåíèå ñ íóëåâûìè íà-

÷àëüíûìè äàííûìè ïðè t = t0, îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé.
Ôîðìàëüíî ìåòîä Êîøè âûãëÿäèò áîëåå ãðîìîçäêèì, ïî-

ñêîëüêó íà÷àëüíóþ çàäà÷ó íóæíî ðåøàòü ñ êîíòèíóàëüíûì ïà-

ðàìåòðîì τ ∈ I . Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî f èìååò ñìûñë âíåøíåé

ñèëû (íàãðóçêè). Åñëè ïðèõîäèòñÿ ïîñòîÿííî ðàññ÷èòûâàòü îäíó

è òó æå êîíñòðóêöèþ, íî ïðè ïîñòîÿííî ìåíÿþùèõñÿ âíåøíèõ

âîçäåéñòâèÿõ, òî óäîáíî íàéòè ϕ(t, τ) ¾ðàç è íàâñåãäà¿, èñïîëü-

çóÿ çàòåì �îðìóëó (2.5) äëÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ.

Ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ è âûêëàäêè íå íóæäàþòñÿ

â óòî÷íåíèè R-âåðñèè, íèêàêèõ ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé.

3. Óðàâíåíèÿ

ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè

Êàê îáû÷íî, íà÷íåì ñ n = 2:

L(D)x = f(t), L(D) = D2 + a1D+ a0, aj ∈ C, f ∈ C(I). (3.1)

Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå. Ïîëàãàåì f ≡ 0, I = R. Òðåáóåòñÿ

ïîñòðîèòü �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ϕ1, ϕ2. Îáùèì

ðåøåíèåì áóäåò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ c1ϕ1(t) + c2ϕ2(t) ñ ïðî-

èçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè cj ∈ C. Ñëåäóÿ Ýéëåðó, èùåì ðåøå-

íèå â �îðìå ϕ(t) = exp{λt}. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèå

L(D)x = 0 è ñîêðàùåíèÿ íà ýêñïîíåíòó, ïîëó÷àåì:

L(D)eλt = (D2 + a1D + a0)e
λt = (λ2 + a1λ+ a0)e

λt =

= L(λ)eλt = 0, t ∈ I ⇒ L(λ) = λ2 + a1λ+ a0 = 0.

Èòàê, �óíêöèÿ ϕ(t) = exp{λt} áóäåò ðåøåíèåì ëèíåéíîãî îä-

íîðîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè ÷èñëî λ ÿâëÿåò-
ñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà L(λ). Ïîëèíîì L(λ)
�îðìàëüíî ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé â îïåðàòîðå L(D) ïðîèçâîäíûõ
Dk

íà ñòåïåíü λk. Ïðîàíàëèçèðóåì âîçìîæíûå âàðèàíòû.

1◦. Ïóñòü êîðíè λ1, λ2 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ðàç-

ëè÷íû. Òîãäà èìååì äâà ðåøåíèÿ ϕj(t) = exp{λjt}. Ïðîâåðèì,
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÷òî îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì âðîíñêèàí:

w(t) = det

(
eλ1t , eλ2t

λ1e
λ1t, λ2e

λ2t

)
= e(λ1+λ2)t

∣∣∣∣
1 , 1
λ1, λ2

∣∣∣∣ = e...(λ2 − λ1) 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå äàåòñÿ �îðìóëîé

x(t) = c1e
λ1t + c2e

λ2t, t ∈ I = R, cj ∈ C.

2◦. Ïóñòü êîðåíü êðàòíûé: λ1 = λ2 = µ, L(λ) = (λ − µ)2.
Çàìåòèì, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåìîå ðàâåíñòâî

L(D)eλt = L(λ)eλt, t ∈ R, λ ∈ C, (3.2)

ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì ïî ïåðåìåííûì (t, λ). Ñìåøàííûå ïðîèç-
âîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà îò exp{λt} íåïðåðûâíû è íå çàâèñÿò

îò ïîðÿäêà äè��åðåíöèðîâàíèÿ. Äè��åðåíöèðóåì òîæäåñòâî

(3.2) ïî λ, ìåíÿÿ ïðîèçâîäíûå ïî t è λ ìåñòàìè â ëåâîé ÷àñòè:

L(D)teλt ≡ L′(λ)eλt + L(λ)teλt, t ∈ R, λ ∈ C. (3.3)

Ïîñêîëüêó λ = µ � êðàòíûé êîðåíü ïîëèíîìà L(λ), òî â ñèëó

L′(λ) = 2(λ−µ) ÷èñëî µ áóäåò è êîðíåì L′(λ). Òîãäà èç (3.3) çà-
êëþ÷àåì, ÷òî L(D)[t exp{µt}] = 0 (t ∈ R), ò. å. ïîìèìî �óíêöèè

ϕ1(t) = exp{µt} ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ è ϕ2(t) = t exp{µt}.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áàçèñíîñòè ϕj ñîñòàâèì ëèíåéíóþ êîì-

áèíàöèþ è ïðèðàâíÿåì å¼ ê íóëþ: c1 expµt+ c2t expµt ≡ 0. Ñî-
êðàùàÿ ýêñïîíåíòó, ïîëó÷àåì c1 + c2t ≡ 0 ⇒ c1 = c2 = 0. Èòàê,
îáùåå ðåøåíèå â ñëó÷àå êðàòíîãî êîðíÿ èìååò âèä

x(t) = c1e
µt + c2te

µt, t ∈ R, cj ∈ C.

Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå. Ïðè f 6≡ 0 îáùåå ðåøåíèå èìå-

åò âèä x = x∗(t) + c1ϕ1(t) + c2ϕ2(t). Çäåñü x∗(t) � êàêîå-ëèáî

÷àñòíîå ðåøåíèå, ϕ1, ϕ2 � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ îä-

íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, c1, c2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Åñëè

I ⊂ R, òî ϕj áóäóò áàçèñîì è íà I . Äëÿ ïîèñêà x∗ ïðèìåíèìû îá-

ùèå ìåòîäû Ëàãðàíæà è Êîøè. Äîïîëíèì ýòîò àðñåíàë ìåòîäîì

íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ, êîãäà f(t) êâàçèïîëèíîì:

f(t) = p1(t)e
σ1t + . . . + ps(t)e

σst, t ∈ I = R, σj ∈ C.
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Ôóíêöèè pj(t) ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè. Äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè. Åñëè íàéäåíû ðåøåíèÿ ψj

óðàâíåíèé L(D)x = fj (1 6 j 6 s),òî èõ ñóììà ψ = ψ1 + . . .+ψs

áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ L(D)x = f1 + . . . + fs. Â ìåõàíè÷å-

ñêèõ òåðìèíàõ: â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ñóììå âíåøíèõ ñèë

ñîîòâåòñòâóåò ñóììà äâèæåíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò ñîñðåäîòî÷èòüñÿ

íà âàðèàíòå òîëüêî îäíîãî ñëàãàåìîãî f(t) = p(t) exp{σt}.
Âíà÷àëå ðàçáåðåì íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé, êîãäà L(σ) 6= 0:

ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû â f íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîãî ïîëèíîìà. Ïðè÷åì çäåñü ðåçîíàíñ âûÿñíèòñÿ ÷óòü ïîçæå

ïðè èçëîæåíèè îñíîâ òåîðèè êîëåáàíèé.

Áóäåì èñêàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå x∗(t) â òàêîì æå âèäå, ÷òî è

f(t): x∗(t) = q(t) exp{σt}, q(t) � ïîëèíîì. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â

óðàâíåíèå L(D)x = f è ñîêðàùåíèÿ ýêñïîíåíòû, ïîëó÷àåì

q̈ + [2σ + a1]q̇ + [σ2 + a1σ + a0]q ≡ q̈ + L′(σ)q̇ + L(σ)q = p. (3.4)

Çàìåòèì, ÷òî êîý��èöèåíòîì ïðè q(t) ñëóæèò L(σ) 6= 0. Âîçü-
ìåì ïîëèíîì q(t) ñ íåîïðåäåëåííûìè êîý��èöèåíòàìè òîé æå

ñòåïåíè, ÷òî è p(t): deg q = deg p = m. Ñòàðøèé êîý��èöèåíò

qm îòëè÷àåòñÿ ëèøü ìíîæèòåëåì L(σ) îò ñòàðøåãî êîý��èöè-

åíòà pm è íàõîäèòñÿ îäíîçíà÷íî. Äàëåå ó÷òåì, ÷òî ïðîèçâîä-

íàÿ ïîíèæàåò ñòåïåíü ïîëèíîìà, ¾ïåðåáðàñûâàÿ¿ êîý��èöèåí-

òû ê ìåíüøèì ñòåïåíÿì t. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè èçâåñòíîì óæå

qm, ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ ïðè tm−1
â ñîîòíîøåíèè (3.4), ïî-

ëó÷èì qm−1L(σ) = pm−1+γ(qm). Äåéñòâóÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, íà-
õîäèì èç ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé âñå êîý��èöèåíòû ïîëèíîìà

q(t). Èòàê, â íåðåçîíàíñíîì ñëó÷àå (L(σ) 6= 0) ÷àñòíîå ðåøåíèå
ìîæíî íàéòè ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ â òîé æå

�îðìå, ÷òî è f : x∗(t) = q(t) exp{σt}, deg q = deg p.

Ïåðåéäåì ê ðåçîíàíñíîìó ñëó÷àþ, êîãäà L(σ) = 0. Åñëè êî-

ðåíü σ íå êðàòíûé, òî L′(σ) 6= 0. Èç óðàâíåíèÿ (3.4) äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ q(t) âèäíî, ÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè óêàçàííîãî âûøå àëãîðèò-
ìà îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ¾ñâåðõó âíèç¿ äîñòàòî÷íî âçÿòü

q(t) â �îðìå tq1(t), deg q1 = deg p. Åñëè æå êîðåíü σ îêàæåòñÿ

êðàòíîñòè 2 (σ = µ), òî ïîëó÷àåì q̈ = p. ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî
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âçÿòü q(t) = t2q2(t), deg q2 = deg p, ÷òîáû îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü

êîý��èöèåíòû ïîëèíîìà q2, íà÷èíàÿ ñî ñòàðøåãî.

Âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ. Â ïðèëîæåíèÿõ îáû÷íî êîý��èöè-

åíòû óðàâíåíèÿ âåùåñòâåííû, è ïî ïîñòàíîâêå çàäà÷è òðåáóåòñÿ

íàéòè âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ. Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì ïîäðîáíåå.

Èòàê, L(D)x = f , aj ∈ R, f ∈ C(I → R). Âíà÷àëå ðàññìîò-

ðèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (f ≡ 0). Êîý��èöèåíòû õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà L = λ2 + a1λ + a0 âåùåñòâåííû. Çíà÷èò,

êîðíè λ1, λ2 ëèáî âåùåñòâåííûå, ëèáî êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå:
λ1 = µ, λ2 = µ̄. Ýòî îäíà èç ïðè÷èí, ïî êîòîðîé ìû ñ ñàìîãî íà-

÷àëà ïåðåøëè ê êîìïëåêñíîçíà÷íûì �óíêöèÿì. Â ïåðâîì ñëó-

÷àå �óíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé exp{λ1t}, exp{λ2t} èëè

exp{λ1t}, t exp{λ1t} (åñëè λ1 = λ2) âåùåñòâåííû. Îáùåå âåùå-

ñòâåííîå ðåøåíèå ñóòü ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ áàçèñà

ñ âåùåñòâåííûìè ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè c1, c2.
Ïóñòü λ1 = µ = α+ iβ, λ2 = µ = α− iβ. Ïîñêîëüêó λ1 6= λ2,

òî îáùèì êîìïëåêñíûì ðåøåíèåì áóäåò

x(t) = c1e
µt + c2e

µ̄t, t ∈ R, cj ∈ C.

Êàê âûäåëèòü â ýòîé �îðìóëå òîëüêî âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ?

Âåùåñòâåííûå ÷èñëà õàðàêòåðèçóþòñÿ óñëîâèåì z = z̄. Îòñþäà

x(t) = x̄(t) ⇒ c1e
µt + c2e

µ̄t = c̄1e
µ̄t + c̄2e

µt.

Âñëåäñòâèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ýêñïîíåíò (µ 6= µ̄) ïîëó-

÷àåì c̄1 = c2, ò. å. êîý��èöèåíòû ïðè ñîïðÿæåííûõ ýêñïîíåíòàõ

äîëæíû áûòü ñîïðÿæåííûìè. Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü îáùåå ðå-

øåíèå áåç èñïîëüçîâàíèÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ �óíêöèé:

x(t) = ceµt + c̄eµ̄t = (a+ ib)eαt(cos βt+ i sinβt)+

+ (a− ib)eαt(cos βt− i sinβt) = c1e
αt cos βt+ c1e

αt sinβt.

Çäåñü c1 = 2a, c2 = −2b ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè èç R.

Ôóíêöèè exp{αt} sinβt, exp{αt} cosβt ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðèðàâíÿòü èõ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ê íó-

ëþ (t ∈ R), òî, ïîëàãàÿ t = 0 è t = π/(2β), óáåæäàåìñÿ, ÷òî êîý�-
�èöèåíòû íóëåâûå. Îñòàíîâèìñÿ íà ýòèõ �óíêöèÿõ ïîäðîáíåå.
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Èç ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ è âåùåñòâåííîñòè aj ñëåäóåò, ÷òî âå-
ùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè: äî-

ñòàòî÷íî ïðèìåíèòü îïåðàöèè Re, Im ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

eµt →
{
eαt cosβt, eαt sinβt

}
=

{
Re eµt, Im eµt

}
,

eµ̄t →
{
eαt cosβt, −eαt sinβt

}
=

{
Re eµ̄t, Im eµ̄t

}
.

Ñðåäè ïîëó÷åííûõ ÷åòûðåõ ðåøåíèé òîëüêî äâà ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìûõ. Îíè è ñîñòàâëÿþò �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé.

Çàìåòèì çäåñü îáùóþ êàðòèíó. Â êîìïëåêñíîì áàçèñå âå-

ùåñòâåííîãî îäíîðîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èìååì

�óíêöèè ϕ1 = ϕ = u+iv è ϕ2 = ϕ̄ = u−iv. �åøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ
è u = Reϕ, v = Imϕ. Ïîêàæåì, ÷òî ïàðà u, v îáðàçóåò �óíäà-

ìåíòàëüíóþ ñèñòåìó âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé. Îñòàëîñü äîêàçàòü

èõ ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íàä ïîëåì R:

c1u+ c2v ≡ 0, cj ∈ R ⇒ c1 − ic2
2

ϕ+
c1 + ic2

2
ϕ̄ ≡ 0 ⇒ cj = 0

(c1 − ic2 = c1 + ic2 = 0 â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ðåøåíèé ϕ, ϕ̄).
×òî êàñàåòñÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, òî ïðè âåùåñòâåí-

íûõ aj, f(t), ϕj(t) àëãîðèòìû Ëàãðàíæà, Êîøè è íåîïðåäå-

ëåííûõ êîý��èöèåíòîâ ïðèâåäóò ê ïîñòðîåíèþ âåùåñòâåííîãî

÷àñòíîãî ðåøåíèÿ x∗(t). Çäåñü ëèøü äîáàâèì ïîëåçíûé íà ïðàê-

òèêå ïðèåì, íàçûâàåìûé ìåòîäîì êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä.

Ïóñòü aj ∈ R, f(t) = p(t) cos(βt + ν), p(t) � ïîëèíîì. Çà-

ìåòèì, ÷òî f(t) = Re g(t), ãäå g(t) = q(t) exp{σt}, σ = iβ,
q(t) = p(t) exp{iν} ∈ C. �àññìîòðèì êîìïëåêñíîå óðàâíåíèå

z̈ + a1ż + a0z = g(t), z : R → C,

è ïîñòðîèì åãî ÷àñíîå ðåøåíèå z∗(t) ìåòîäîì íåîïðåäåëåí-

íûõ êîý��èöèåíòîâ. Òîãäà äëÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì

x∗(t) = Re z∗(t). Íàçâàíèå ìåòîäà ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ñëó÷àå

p(t) = A ∈ R íîâàÿ ¾àìïëèòóäà¿ q(t) = A exp{iν} êîìïëåêñíàÿ.
Óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà. Èçëîæèì òåïåðü êîíñïåêòèâíî îáîá-

ùåíèå ïðîéäåííîãî ìàòåðèàëà äëÿ óðàâíåíèÿ

L(D)x = f(t), L(D) = Dn + . . .+ a1D + a0, aj ∈ C, f ∈ C(I).
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Íåîäíîðîäíîñòü â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èì êëàññîì êâàçèïîëè-

íîìîâ, I = R. Ïîêà ñ÷èòàåì f ≡ 0. Èùåì ðåøåíèå â �îðìå

ϕ(t) = exp{λt}. Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå L(D)x = 0, ïîëó÷àåì,
÷òî ÷èñëî λ äîëæíî áûòü êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíî-

ìà L(λ) = λn+an−1λ
n−1+ . . .+a0. Äàæå åñëè âñå aj ∈ R, êîðåíü

λ óæå â îáùåì ñëó÷àå êîìïëåêñíûé.

1◦. Ïóñòü êîðíè λ1, . . . , λn ðàçëè÷íû. Èìååì n ðàçëè÷íûõ

ðåøåíèé ϕj(t) = exp{λjt}. Âû÷èñëèì âðîíñêèàí:

w(t) = det




eλ1t , . . . , eλnt

λ1e
λ1t , . . . , λne

λnt

.

.

. . . .
.

.

.

λn−1
1 eλ1t, . . . , λn−1

n eλnt


= e

∑
λj t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 , . . . , 1
λ1 , . . . , λn
.

.

. . . .
.

.

.

λn−1
1 , . . . , λn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Ïîëó÷èëè èçâåñòíûé îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà, êîòîðûé ÷èñ-

ëåííî ðàâåí

∏
i<j(λj − λi) 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, {ϕj}n1 � �óíäà-

ìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà è îáùåå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

x(t) = c1e
λ1t + . . .+ cne

λnt, t ∈ R, cj ∈ C.

2◦. Â ñëó÷àå êðàòíûõ êîðíåé îáîçíà÷èì ðàçëè÷íûå êîðíè

÷åðåç λ1, . . . , λs, èõ êðàòíîñòè ðàâíû m1, . . . ,ms. Òîãäà

L(λ) = (λ− λ1)
m1 · . . . · (λ− λs)

ms , m1 + . . .+ms = n.

Åñëè mi > 1, òî λi áóäåò êîðíåì è ïðîèçâîäíîé L′(λ) â ñèëó

L′(λ) =
(
(λ− λi)

mi [. . .]
)′
= mi(λ− λi)

mi−1[. . .] + (λ− λi)
mi [. . .]′.

Ïðîäîëæàÿ äè��åðåíöèðîâàíèå, óáåæäàåìñÿ, ÷òî

L(λi) = L′(λi) = . . . = L(mi−1)(λi) = 0.

Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ïðîâåðÿåì òîæäåñòâî

L(D)eλt = Dneλt + an−1D
n−1eλt + . . . + a0e

λt ≡ L(λ)eλt

ïî ïåðåìåííûì (t, λ) ∈ R × C. Äè��åðåíöèðóÿ òîæäåñòâî ïî λ
(ìåíÿÿ ïîðÿäîê ïðîèçâîäíûõ ïî t è λ), ïîëó÷àåì

L(D)teλt ≡ L′(λ)eλt + L(λ)teλt, t ∈ R, λ ∈ C.
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Êîãäà mi > 1, ïîëó÷èì, ÷òî ïðè λ = λi ñïðàâà íóëü, ò. å. âìå-

ñòå ñ exp{λit} ðåøåíèåì áóäåò è �óíêöèÿ t exp{λit}. �àññóæäàÿ
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëó÷èì ñèñòåìó n ðåøåíèé

eλ1t, teλ1t, . . . , tm1−1eλ1t,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

eλst, teλst, . . . , tms−1eλ1t.

Äîêàæåì èõ ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü. Äëÿ ýòîãî ñîñòàâèì ëè-

íåéíóþ êîìáèíàöèþ è ïðèðàâíÿåì å¼ ê íóëþ:

∑s

i=1
pi(t)e

λit ≡ 0, deg pi 6 mi − 1, t ∈ R.

Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå êîý��èöèåíòû ïîëèíîìîâ pi(t) ðàâíû
íóëþ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: p1(t) 6≡ 0 (òàê ïðîíóìåðîâàëè).

Äîìíîæèì òîæäåñòâî ïî t íà exp{−λst}:

p1(t)e
(λ1−λs)t + . . . + ps−1(t)e

(λs−1−λs)t + ps(t) ≡ 0.

Äè��åðåíöèðóåì ïî t ms ðàç, ÷òîáû ¾èñ÷åç¿ ïîëèíîì ps(t):

p̃1(t)e
(λ1−λs)t + . . . + p̃s−1(t)e

(λs−1−λs)t ≡ 0, t ∈ R.

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó λ1−λs 6= 0 èìååì deg p1 = deg p̃1. Òåïåðü äî-
ìíîæèì íà exp{(λs−λs−1)t} è äè��åðåíöèðóåì ms−1 ðàç. Ïðî-

äîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, â èòîãå ïîëó÷èì q(t) ≡ 0, deg q = deg p1,
íî òîãäà p1(t) ≡ 0. Ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, îáùèì ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

x =
∑s

i=1
pi(t)e

λit, deg pi 6 mi − 1,

ãäå mi êîý��èöèåíòîâ êàæäîãî ïîëèíîìà pi(t) ÿâëÿþòñÿ ïðîèç-
âîëüíûìè ïîñòîÿííûìè (èõ îáùåå êîëè÷åñòâî ðàâíî n).

3◦. �àññìîòðèì íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå, êîãäà f(t) êâàçèïî-
ëèíîì. Â ñèëó ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè (ñëåäñòâèå ëèíåéíîñòè)

äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ îäíèì ñëàãàåìûì: f(t) = p(t) exp{σt}.
Åñëè L(σ) 6= 0 (σ 6= λi, íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé), òî ÷àñòíîå ðåøå-
íèå x∗(t) ìîæíî íàéòè ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ
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â �îðìå x∗(t) = q(t) exp{σt}, deg q = deg p. Åñëè σ � êîðåíü õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà L(λ) êðàòíîñòè k, òî ñëåäóåò áðàòü
q(t) = tkq1(t), deg q1 = deg p. Êîý��èöèåíòû ïîëèíîìîâ q(t),
q1(t) íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, êî-

òîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè x∗(t) â óðàâíåíèå è ïðè-

ðàâíèâàíèÿ ñëåâà è ñïðàâà âûðàæåíèé ïðè �óíêöèÿõ tj exp{σt}.
4◦. ×òî êàñàåòñÿ âåùåñòâåííîãî ñëó÷àÿ, òî ïî ïîñòðîåííî-

ìó âûøå êîìïëåêñíîìó áàçèñó ðåøåíèé ϕij = ti exp{λjt} îä-

íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ íåòðóäíî ïîñòðîèòü âåùåñòâåííûé. Åñëè

λj ∈ R, òî îñòàâëÿåì ϕij â áàçèñå. Åñëè êîðåíü λj êîìïëåêñ-

íûé, òî îáÿçàòåëüíî åñòü ñîïðÿæåííîå ðåøåíèå ϕik. Âìåñòî ïà-

ðû {ϕij, ϕik} èç êîìïëåêñíîãî áàçèñà â âåùåñòâåííûé âêëþ÷àåì

{Reϕij , Imϕij}. Îáùåå âåùåñòâåííîå ðåøåíèå � ñóììà ÷àñòíîãî

x∗(t) è ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåùåñòâåííûõ áàçèñíûõ ðåøåíèé

îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè.

Ïðèâîäèìûå óðàâíåíèÿ. Ïîñêîëüêó ëèíåéíûå îäíîðîäíûå

óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè èíòåãðèðóþòñÿ â

ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ, òî åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ñëåäóþùèé

âîïðîñ. Ìîæíî ëè äàííîå óðàâíåíèå ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöè-

åíòàìè ai = ai(t) ñâåñòè ê ñëó÷àþ ai = const ñ ïîìîùüþ çàìåíû

íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé è (èëè) èñêîìîé �óíêöèè?

Èçó÷èì âîçìîæíîñòè çàìåíû íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé

τ = s(t)
(
s ∈ C2(I), ṡ(t) 6= 0

)
â óðàâíåíèè âòîðîãî ïîðÿäêà

L(D)x ≡ ẍ+ a1(t)ẋ+ a0(t)x = 0, ai ∈ C(I). (3.5)

Äëÿ ïðàâîìåðíîñòè ñëåäóþùèõ âûêëàäîê äîïîëíèòåëüíî ïðåä-

ïîëàãàåì a0 ∈ C1(I) è a0(t) 6= 0. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè a0(t) > 0.
Ïðåîáðàçóåì ïðîèçâîäíûå (ïî τ îáîçíà÷àåì èõ øòðèõîì):

dx

dt
=
dx

dτ

dτ

dt
= x′ṡ,

d2x

dt2
=

d

dt

(dx
dt

)
=

d

dt

(
x′ṡ

)
=
dx′

dt
ṡ+ x′s̈

=
dx′

dτ

dτ

dt
ṡ+ x′s̈ = x′′ṡ2 + x′s̈.
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Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

x′′ṡ2 +
(
s̈+ a2ṡ

)
+ a0x = 0, τ ∈ s(I).

Çäåñü x = x(τ), à â âûðàæåíèÿõ ṡ(t), s̈(t), ai(t) ñäåëàíà çàìåíà

t = s−1(τ). Ïîäåëèâ íà ṡ2, ïîëó÷àåì ïðè x êîý��èöèåíò a0/ṡ
2
,

êîòîðûé äîëæåí áûòü ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé. Òîãäà

a0(t)

ṡ2(t)
=

1

c2
= const ⇒ ṡ = c

√
a0 ⇒ s(t) = c

∫ √
a0 dt. (3.6)

Êîíñòàíòà c ïîëîæèòåëüíà, åñëè ṡ > 0, èíà÷å c < 0. Ïîñêîëüêó
ìû íå ñëåäèëè çà êîý��èöèåíòîì ïðè x′, òî ïîëó÷åííîå óñëîâèå
ïðèâîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ëèøü íåîáõîäèìûì. Èòàê, åñëè èñêîìàÿ

çàìåíà τ = s(t) ñóùåñòâóåò, òî îíà îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (3.6).
Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåíû τ = s(t) â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.6)

ïîëó÷àåì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

x′′ +
1

c

{
ȧ0

2a
3/2
0

+
a1√
a0

}
x′ +

1

c2
x = 0, τ ∈ s(I). (3.7)

Çäåñü â âûðàæåíèÿõ a0(t), a1(t), ȧ0(t) ïðåäïîëàãàåòñÿ çàìåíà

t = s−1(τ). Óñëîâèå {. . .} = const (â ïåðåìåííîé t) ÿâëÿåòñÿ

äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì íà êîý��èöèåíòû a0(t), a1(t).

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ×åáûø¼âà (1821�1894):

(
1− t2

)
ẍ− tẋ+ n2x = 0. (3.8)

Â êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (−∞,−1), (−1, 1), (1,+∞) âûïîëíåíû
óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çà-

äà÷è Êîøè. Ïîñòðîèì îáùåå ðåøåíèå äëÿ I = (−1.1), n ∈ N.

Çàìåíà τ = s(t) ïî �îðìóëå (3.6) äàåò τ = arccos t, t = cos τ .
Ïðè ýòîì âûáèðàåì c = −1/n è îïóñêàåì êîíñòàíòó â íåîïðåäå-

ëåííîì èíòåãðàëå. Ïîñëå çàìåíû ïîëó÷àåì {. . .} = 0 â (3.7):

x′′ + n2x = 0, τ ∈ (0, π) ⇒ x(τ) = c1 cosnτ + sinnτ.

Òîãäà îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ×åáûø¼âà áóäåò

x(t) = c1 cos(n arccos t) + c2 sin(n arccos t), t ∈ I = (−1, 1).
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�åøåíèå Tn = cos(n arccos t) íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìîì ×åáûø¼âà.

Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ Tn(t) äåéñòâèòåëüíî ïîëèíîì. Îïðå-
äåëèì T0(t) = 1. Èç òîæäåñòâà

cos(n+ 1)ϕ = 2 cosϕ cosnϕ− cos(n− 1)ϕ,

ïîëàãàÿ ϕ = arccos t, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì Tn(t) ïîëó-
÷àåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

Tn+1(t) = 2tTn(t) − Tn−1(t), n ∈ N, T0 = 1, T1 = t.

Îòñþäà T2 = 2t2 − 1, T3 = 4t3 − 3t, T4 = 8t4 − 8t2 + 1,
T5 = 16t5 − 20t3 + 5t, . . . Îòìåòèì, ÷òî èçíà÷àëüíî íàìè ïðè-

íÿòî îïðåäåëåíèå Tn = cos(n arccos t), t ∈ (−1, 1), íî è ïðè t > 1
�îðìóëà èìååò ñìûñë, òîëüêî arccos t áóäåò êîìïëåêñíûì ïðè

|t| > 1 è êîñèíóñ òàêîãî ÷èñëà áóäåò áîëüøå 1. Â èòîãå ïîëó÷è-

ëè ïîëèíîìû Tn(t) (t ∈ R), íå èìåþùèå îñîáåííîñòè â îñîáûõ

òî÷êàõ t± 1 äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.8).

Ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà (ýòî âûÿñíèòñÿ,

â ÷àñòíîñòè, â êóðñå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ) çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäó-

þùåì ñâîéñòâå. Ïîëèíîì T̄n(t) = 21−nTn(t) (n > 1) ñðåäè ïîëè-

íîìîâ n-é ñòåïåíè ñî ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì 1 èìååò íà îò-

ðåçêå [−1, 1] íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ (íàèìåíü-
øåå óêëîíåíèå îò íóëÿ). Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà

Pn(t) = tn + pn−1t
n−1 + . . . âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

max
[−1,1]

|Pn(t)| > max
[−1,1]

|T̄n(t)| = 21−n.

4. Ýëåìåíòû òåîðèè êîëåáàíèé

�àññìîòðèì ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó ìàññûm, äâèæóùóþñÿ ïî ïðÿ-
ìîé (îñè Ox). Äåéñòâóþùèå ñèëû â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè:

ñèëà ¾óïðóãîñòè¿ F1 = −a0x, ïðèòÿãèâàþùàÿ òî÷êó ê íà÷àëó

êîîðäèíàò; ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû F2 = −a1ẋ, ïðîïîðöèî-
íàëüíàÿ ñêîðîñòè; âîçìóùàþùàÿ ñèëà F (t). Ïî âòîðîìó çàêîíó
Íüþòîíà ẍ = −a1ẋ− a0x+ F (t), èëè â áîëåå óäîáíîé çàïèñè

ẍ+ 2kẋ+ ω2
0x = f(t), k =

a1
2m

> 0, ω2
0 =

a0
m
> 0, f =

F

m
.
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Àíàëîãè÷íûì óðàâíåíèåì îïèñûâàþòñÿ ìàëûå ýëåêòðè÷åñêèå

êîëåáàíèÿ â êîíòóðå, ñîñòîÿùåì èç åìêîñòè, èíäóêòèâíîñòè è

ñîïðîòèâëåíèÿ (áåç ó÷åòà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ f(t)).

1◦. �àðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð. Ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåé ñè-

ëû è ïðåíåáðåæèìî ìàëîì ñîïðîòèâëåíèè èìååì ẍ + ω2
0x = 0.

Íàéäåì îáùåå âåùåñòâåííîå ðåøåíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåõàíè-

÷åñêèì ñìûñëîì óðàâíåíèÿ. Âû÷èñëÿåì êîðíè õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîãî ïîëèíîìà L(λ) = λ2 + ω2
0 : λ1,2 = ±iω0. Íàïîìíèì, ÷òî

õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå L(λ) = 0 ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòà-

òå ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèå x = exp{λt}. Ïîñêîëüêó λ1 6= λ2,
îáùèì êîìïëåêñíûì ðåøåíèåì áóäåò �óíêöèÿ

x = c1e
iω0t + c2e

−iω0t, cj ∈ C.

Âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ óñëîâèåì x(t) = x̄(t),
îòêóäà c1 = c̄2 (c1 = a+ ib, c2 = a− ib) è ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

x(t) = (a+ ib)(cosω0t+ i sinω0t) + (a− ib)(cosω0t− i sinω0t) =

= 2a cosω0t− 2b sinω0t = c1 cosω0t+ c2 sinω0t, ci ∈ R.

Ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå êîíñòàíòû 2a,−2b òðàäèöèîííî

îáîçíà÷èëè êàê ci (íî óæå ci ∈ R).

Â îáîçíà÷åíèÿõ A =
√
c21 + c22, sinψ = c1/A, cosψ = c2/A

ïîëó÷àåì x = A sin(ω0t + ψ), ò. å. ïåðèîäè÷åñêîå êîëåáàíèå

ñ àìïëèòóäîé A, íà÷àëüíîé �àçîé ψ, ÷àñòîòîé ω0 è ïåðèîäîì

2π/ω0. Çíà÷åíèÿ A, ψ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ çàäàíèåì íà-

÷àëüíûõ ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìå-

íè: x(t0) = x0, ẋ(t0) = v0. Íåçàâèñèìîñòü ÷àñòîòû îò àìïëèòóäû

(èçîõðîííîñòü) � ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå îò áîëåå òî÷íûõ (áîëåå

àäåêâàòíûõ) íåëèíåéíûõ ìîäåëåé êîëåáàíèé.

2◦. Àíãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Ó÷òåì ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ:

ẍ+ 2kẋ+ ω2
0x = 0, L(λ) = λ2 + 2kλ+ ω2

0.

Åñëè k > ω0 (îòíîñèòåëüíî ñèëüíîå ñîïðîòèâëåíèå ñðåäû), òî

êîðíè λ1,2 = −k±
√
k2 − ω2

0 ðàçëè÷íû è îòðèöàòåëüíû. Äâèæå-

íèå x(t) = c1 exp{λ1t}+ c2 exp{λ2t} àïåðèîäè÷åñêè çàòóõàåò.
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Åñëè k < ω0, òî λ1,2 = −k ± iω1, ω1 :=
√
ω2
0 − k2,

x(t) = c1e
λ1t + c2e

λ2t = e−kt(c1 cosω1t+ c2 sinω1t) =

= e−ktA sin(ω1t+ ψ), A, ψ ∈ R.

Ïðîèñõîäÿò êîëåáàíèÿ ñ óáûâàþùåé àìïëèòóäîé. Ñëó÷àé k = ω0

ïðåäëàãàåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

3◦. Âëèÿíèå âíåøíåé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû. Âíà÷àëå ðàññìîò-
ðèì óðàâíåíèå áåç ó÷åòà ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû:

ẍ+ ω2
0x = G cosωt, G, ω = const ∈ R.

Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä. Ïåðåéäåì ñ ó÷å-

òîì G cosωt = ReG exp{iωt} ê êîìïëåêñíîìó äè��åðåíöèàëü-

íîìó óðàâíåíèþ z̈ + ω2
0z = G exp{iωt}. Äàëåå âñå çàâèñèò îò ñî-

îòíîøåíèÿ âíåøíåé ÷àñòîòû ω ñ ñîáñòâåííîé ω0. Ïðàâàÿ ÷àñòü �

êâàçèïîëèíîì. Â íåðåçîíàíñíîì ñëó÷àå, êîãäà σ = iω 6= λ1,2 =
±iω0 (ω 6= ω0), èùåì ÷àñòíîå ðåøåíèå z∗(t) â �îðìå H exp{iωt},
H = const. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèå è ñîêðàùåíèÿ ýêñïî-
íåíòû íàõîäèì ÷àñòíîå è îáùåå ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:

−Hω2 +Hω2
0 = G ⇒ H =

G

ω2
0 − ω2

,

x∗(t) = Re z∗(t) = ReHeiωt = H cosωt,

x(t) =
G

ω2
0 − ω2

cosωt+A sin(ω0t+ ψ). (4.1)

Â ðåçóëüòàòå íàëîæåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ áëèçêèìè

÷àñòîòàìè ìîãóò íàáëþäàòüñÿ áèåíèÿ � ñèãíàë ïîî÷åðåäíî óñè-

ëèâàåòñÿ è îñëàáëÿåòñÿ (ðàäèîëþáèòåëè, åñëè îíè åùå ñóùåñòâó-

þò, õîðîøî çíàêîìû ñ ýòèì ý��åêòîì).

Ïåðåéäåì ê ðåçîíàíñíîì ó ñëó÷àþ, êîãäà ω = ω0. Ïðè ýòîì

σ = iω = λ1 = iω0 6= λ2 = −iω0, ò. å. σ � êîðåíü êðàòíîñòè 1.
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Ïîýòîìó èùåì z∗(t) â �îðìå tH exp{iω0t}:

2iω0H + ω2
0t−Hω2

0t = G ⇒ H = − iG

2ω0
,

z∗(t) = − iGt
2ω0

eiω0t, x∗(t) = Re z∗(t) =
G

2ω0
t sinω0t,

x(t) =
Gt

2ω0
sinω0t+A sin(ω0t+ ψ). (4.2)

Ôîðìàëüíî ðàçìàõ êîëåáàíèé íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ñ ðî-

ñòîì âðåìåíè t. Ñ ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì è ñâÿçàí òåðìèí ðå-

çîíàíñ. Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ëèíåéíûå ìîäåëè ïîëó÷àþò-

ñÿ â ðåçóëüòàòå ëèíåàðèçàöèè (ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ). Îíè

àäåêâàòíû â ìàëîì è âûâîäû íå ñëåäóåò îáîáùàòü ¾íà áåñêî-

íå÷íîñòü¿. �åàëüíî íàáëþäàåòñÿ ëèøü óñèëåíèå êîëåáàíèé. Ý�-

�åêò èçâåñòåí ñ äåòñòâà � äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü êà÷åëè.

4◦. Âëèÿíèå ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû è ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû.

�àññìîòðèì ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

ẍ+ 2kẋ+ ω2
0x = G cosωt, G = const ∈ R.

Ïóñòü ñîïðîòèâëåíèå íåâåëèêî (k < ω0). �åøåíèÿ îäíîðîä-

íîãî óðàâíåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþò ñ ïîêàçàòåëåì −k.
Ñëó÷àé íåðåçîíàíñíûé, ïîñêîëüêó σ = iω 6= λ1,2. Ìåòîäîì

íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ ïîëó÷èì ÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà

x∗(t) = A cosωt + B sinωt. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè

x(t) ≈ x∗(t). Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó òðåíèåì ( ñëàãàåìîå 2kẋ)
è âíåøíåé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé ïðèâîäèò ê óñòàíîâëåíèþ êîëå-

áàíèé, áëèçêèõ ê ïåðèîäè÷åñêèì ñ ÷àñòîòîé âíåøíåé ñèëû ω.

5◦. Â çàêëþ÷åíèå ýëåìåíòàðíîãî (¾ëèíåàðèçîâàííîãî¿) ýêñ-

êóðñà â òåîðèþ êîëåáàíèé ðàññìîòðèì îäèí èç âîïðîñîâ î êîð-

ðåêòíîñòè ìîäåëè: âûïîëíÿåòñÿ ëè ïðè ω → ω0 ïðåäåëüíûé ïå-

ðåõîä (4.1)→(4.2)? Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå íà÷àëüíûå äàííûå

x(0) = x0, ẋ(0) = v0. Òîãäà èç ïðåäñòàâëåíèÿ (4.1) ïîëó÷àåì
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îáùåå ðåøåíèå â �îðìå Êîøè:

x(0) = x0, ẋ(0) = v0 ⇒ x0 =
G

ω2
0 − ω2

+A sinψ, v0 = ω0A cosψ,

x(t) =
G

ω2
0 − ω2

cosωt+A
[
sinω0t cosψ + cosω0t sinψ

]
=

=
G

ω2
0 − ω2

(cosωt− cosω0t) +
v0
ω0

sinω0t+ x0 cosω0t.

Àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ �îðìóëû (4.2):

x0 = A sinψ, v0 = ω0A cosψ ⇒

x(t) =
Gt

2ω0
sinω0t+

v0
ω0

sinω0t+ x0 cosω0t.

Ñðàâíèâàÿ äâà îáùèõ ðåøåíèÿ, óòî÷íÿåì ïîñòàâëåííûé âîïðîñ:

G
cosωt− cosω0t

ω2
0 − ω2

→ Gt

2ω0
sinω0t (ω → ω0) ?

Óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïî

÷àñòîòå ω ïðè �èêñèðîâàííîì t, ðàñêðûâàÿ íåîïðåäåëåííîñòü

ñëåâà (òèïà 0/0 ïðè ω → ω0) ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ:

(cosωt)′ω
∣∣
ω=ω0

= −t sinω0t,
(
ω2
0 − ω2

)′
ω

∣∣
ω=ω0

= −2ω0.

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì ïî t > 0, òàê êàê
ìîäåëüíîå ðåçîíàíñíîå ðåøåíèå ïðè ω = ω0 íåîãðàíè÷åíî.

5. δ-�óíêöèÿ è å¼ ïðèìåíåíèå

Ìîäåëè îïåðèðóþò èäåàëèçèðîâàííûìè îáúåêòàìè. Ôèçèêè èñ-

ïîëüçóþò ïîíÿòèÿ ïëîòíîñòè ìàññû, çàðÿäà è â òî æå âðåìÿ

ãîâîðÿò î òî÷å÷íîé ìàññå, òî÷å÷íîì çàðÿäå. Êàê ìàòåìàòè÷å-

ñêè �îðìàëèçîâàòü âîçíèêøåå êàçàëîñü áû ïðîòèâîðå÷èå? Âåäü

åñëè åäèíè÷íàÿ ìàññà íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ñîñðåäîòî÷åíà

â íà÷àëå êîîðäèíàò, òî äëÿ ïëîòíîñòè ρ(x) ñëåäóåò íàïèñàòü

1 =

∫ ε

−ε
ρ(x) dx =

∫ ∞

−∞
ρ(x) dx, ε > 0.
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Â òî æå âðåìÿ âûïîëíÿåòñÿ ρ(x) = 0 ïðè x 6= 0. Ýòî íå ñî-

ãëàñóåòñÿ ñ ðàâåíñòâîì åäèíèöå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Âû-

õîä ñîñòîèò â ðàñøèðåíèè ïîíÿòèÿ �óíêöèè. Ñèñòåìàòè÷åñêîå

ïðèìåíåíèå îáîáùåííûõ �óíêöèé â òåîðåòè÷åñêîé �èçèêå ñâÿ-

çàíî ñ èìåíåì Ïîëÿ Äèðàêà (1902�1984) (δ-�óíêöèÿ Äèðàêà).

�àíåå ¾èìïóëüñíàÿ¿ �óíêöèÿ ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ Êî-

øè (1789�1857), Ïóàññîíà (1781�1840), Êèðõãî�à (1824�1887),

àêòèâíî èñïîëüçîâàëàñü Õåâèñàéäîì (1850�1925). Ñîâðåìåííàÿ

ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îáîáùåíííûõ �óíêöèé ñ�îðìèðîâàëàñü

ïîçæå â ðàáîòàõ Ñîáîëåâà (1908�1989) è Øâàðöà (1915�2002).

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ. Òî÷êà � ìàòå-

ìàòè÷åñêàÿ èäåàëèçàöèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà, íå èìåþùàÿ

ðàçìåðîâ. Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè �óíêöèè, çàäàííûå ïî-

òî÷å÷íî: f(x), x ∈ X, íî êàêîé ¾òî÷íûé¿ ñìûñë âûñêàçûâà-

íèÿ î çíà÷åíèè, íàïðèìåð, òåìïåðàòóðû â çàäàííîé òî÷êå òåëà?

Ëþáîé èçìåðèòåëüíûé ïðèáîð (â äàííîì ñëó÷àå ¾ãðàäóñíèê¿)

äàñò ëèøü óñðåäíåííûé èíòåãðàëüíûé ïîêàçàòåëü â îêðåñòíî-

ñòè ¾òî÷êè ïðèëîæåíèÿ¿. Íà ñàìîì äåëå ìû îáû÷íî èìååì äå-

ëî ñ �óíêöèîíàëàìè. Íè÷åãî ñòðàøíîãî, åñëè óêàçàííàÿ âûøå

¾íåïðàâèëüíàÿ¿ �óíêöèÿ ρ(x) �èãóðèðóåò â ïðîìåæóòî÷íûõ

âûêëàäêàõ, ëèøü áû â èòîãå îíà îêàçàëàñü ïîä èíòåãðàëîì.

Îáîáùåííûå �óíêöèè. Ñíà÷àëà ïðèâåäåì �îðìàëüíûå îïðå-

äåëåíèÿ. Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ (ïðîáíûõ) �óíêöèé K.

Ïî îïðåäåëåíèþ ϕ ∈ K, åñëè ϕ ∈ C∞(R) è �óíêöèÿ ϕ �èíèòíà.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îòðåçîê [a, b] ⊂ R, âíå êîòî-

ðîãî ϕ(t) ≡ 0. Ó êàæäîé ϕ ñâîé [a, b]. Îïðåäåëèì ñõîäèìîñòü â

ïðîñòðàíñòâå K: {ϕj}∞j=1 ⊂ K, ϕj → ϕ ∈ K ïðè j → +∞, åñëè

1) ∃ [a, b] : ϕj(t) = ϕ(t) = 0 ∀ t /∈ [a, b],∀ j;

2) ϕj ⇒ ϕ, ϕ
(n)
j ⇒ ϕ(n) ∀n ∈ N, j → +∞.

Ïóíêò 1) îçíà÷àåò, ÷òî åñòü îáùèé îòðåçîê, âíå êîòîðîãî âñå

÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ ðàâíû íó-

ëþ. Â ïóíêòå 2) ðå÷ü î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà îòðåçêå

[a, b] �óíêöèé ϕj(t) è ïðîèçâîäíûõ ϕ
(n)
j (t). Ñõîäèìîñòü ïîç-

âîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè. Ôóíêöèîíàë
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J : K → R íåïðåðûâåí â òî÷êå ϕ ∈ K, åñëè

ϕj → ϕ ⇒ J(ϕj) → J(ϕ), j → +∞.

Ïåðâàÿ ñòðåëî÷êà → îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå K,

à âòîðàÿ � ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â R.

Îïðåäåëåíèå 2. Îáîáùåííîé �óíêöèåé íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé

íåïðåðûâíûé �óíêöèîíàë J íà ïðîñòðàíñòâå K.

Ëèíåéíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî

J(λ1ϕ1 + λ2ϕ2) = λ1J(ϕ1) + λ2J(ϕ2), ∀ϕi ∈ K, ∀λi ∈ R.

Íà÷íåì íàïîëíÿòü ñîäåðæàíèåì ýòî ïîêà ñëèøêîì àáñòðàêò-

íîå ïîíÿòèå. �àññìîòðèì îáû÷íóþ �óíêöèþ f(t) íà R. Äëÿ

îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì å¼ íåïðåðûâíîé (äîñòàòî÷íî ëîêàëüíîé

èíòåãðèðóåìîñòè). Òîãäà �îðìóëà

J(ϕ) = 〈f, ϕ〉 :=
∫ ∞

−∞
f(t)ϕ(t) dt , ϕ ∈ K, (5.1)

îïðåäåëÿåò îáîáùåííóþ �óíêöèþ. Èíòåãðàë ïèøåòñÿ íåñîá-

ñòâåííûì, íî �àêòè÷åñêè èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ íà íåêî-

òîðîì îòðåçêå [a, b] (∀ϕ). Èòàê, îòíîñèòåëüíî îáû÷íîé �óíêöèè

f èçâåñòíî, êàê îíà ¾äåéñòâóåò¿ íà êàæäóþ ïðîáíóþ ϕ.

Îáðàòíî, ïî ýòîé èí�îðìàöèè âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñàìà f :

f, g ∈ C(R),

∫ ∞

−∞
fϕdt =

∫ ∞

−∞
gϕdt ∀ϕ ∈ K ⇒ f(t) ≡ g(t).

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: f(t0) 6= g(t0), äëÿ îïðåäåëåííîñòè

f(t0)− g(t0) > 0, t0 = 0. Âîçüìåì ïðîáíóþ �óíêöèþ

ϕ(t) = exp{(t2 − ε2)−1}, t ∈ (−ε, ε), ϕ ≡ 0, |t| > ε.

Ýòî êîëîêîëîîáðàçíûé âñïëåñê â ε-îêðåñòíîñòè t0. Ïðè òàêîì

âûáîðå ϕ è ε ≪ 1 èìååì 〈f, ϕ〉 − 〈g, ϕ〉 = 〈f − g, ϕ〉 > 0. Ïðîòè-
âîðå÷èå îçíà÷àåò f(t) ≡ g(t). Åñëè áðàòü êóñî÷íî íåïðåðûâíûå
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�óíêöèè f(t), òî îíè âîññòàíàâëèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî çíà-

÷åíèé â òî÷êàõ ðàçðûâà. Ïî óìîë÷àíèþ óñëîâèìñÿ ïåðåîïðåäå-

ëÿòü ýòè çíà÷åíèÿ ïî íåïðåðûâíîñòè ñïðàâà, ñîõðàíÿÿ òåì ñà-

ìûì åäèíñòâåííîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ïîòî÷å÷íî. Ñèòóàöèÿ àíà-

ëîãè÷íà âîññòàíîâëåíèþ âåêòîðà ïî íàáîðó ïðîåêöèé íà áàçèñ-

íûå ýëåìåíòû. Îäíîçíà÷íîñòü ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü âåêòîð

ñ íàáîðîì êîîðäèíàò. Â îáùèõ òåðìèíàõ êàæäûé îáúåêò îäíî-

çíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì âçàèìîäåéñòâèé ñ äðóãèìè îáúåê-

òàìè (¾ñêàæè ìíå, êòî òâîè äðóçüÿ, è ÿ ñêàæó, êòî òû¿).

Èòàê, â óêàçàííîì ñìûñëå ìîæíî îòîæäåñòâèòü êóñî÷íî íåï-

ðåðûâíûå �óíêöèè f(t) ñ �óíêöèîíàëàìè J(ϕ) = 〈f, ϕ〉 (ñ íà-
áîðîì ¾ïðîåêöèé¿ íà ýëåìåíòû K). Íå äëÿ âñÿêîé îáîáùåííîé

�óíêöèè J íàéäåòñÿ �óíêöèÿ f èç óñëîâèÿ J(ϕ) = 〈f, ϕ〉, íî
�îðìàëüíî ïðèíÿòî ñîõðàíÿòü èíòåãðàëüíîå îáîçíà÷åíèå (5.1).

Ïî îïðåäåëåíèþ δ-�óíêöèåé íàçûâàåòñÿ îáîáùåííàÿ �óíê-

öèÿ, äåéñòâóþùàÿ ïî ïðàâèëó J(ϕ) = ϕ(0)∀ϕ ∈ K. Ïðîáíîé

�óíêöèè ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå å¼ çíà÷åíèå â íóëå. Ïðè ýòîì

ñîõðàíÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå îáîçíà÷åíèå (5.1):

δ(ϕ) = 〈δ, ϕ〉 =
∫ ∞

−∞
δ(t)ϕ(t) dt.

Îáîáùåííóþ �óíêöèþ δ(ϕ) îáîçíà÷àþò ¾îáû÷íîé¿ δ(t).
Òåïåðü óòî÷íèì, â êàêîì ñìûñëå ïëîòíîñòü ρ(x) òî÷å÷íîé

åäèíè÷íîé ìàññû ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíîé δ(x). �àññìîòðèì êó-

ñî÷íî íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ δε(x):

δε(x) = (2ε)−1, |x| 6 ε, δε(x) = 0, |x| > ε > 0.

Ýòó ñòóïåíüêó âûñîòîé 2ε íà îòðåçêå [−ε, ε] ñ÷èòàåì ïðè ìà-

ëûõ çíà÷åíèÿõ ε àïïðîêñèìàöèåé ρ(x). Âìåñòî òî÷êè åäèíè÷íàÿ
ìàññà ¾ðàññðåäîòî÷åíà¿ íà ìàëîì îòðåçêå [−ε, ε]:

∫ ε

−ε
δε(x) dx =

∫ ∞

−∞
δε(x) dx = 1.

Èíòóèòèâíî δε(x) → δ(x) = ρ(x) ïðè ε→ +0. Îñòàëîñü óòî÷íèòü
ìàòåìàòè÷åñêè, êàê ñëåäóåò ïîíèìàòü ýòîò ïðåäåëüíûé ïåðåõîä.
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Ïîêàæåì, ÷òî δε → δ â îáîáùåííîì ñìûñëå: δε(ϕ) → δ(ϕ) (â R)

∀ϕ ∈ K. Â òðàäèöèîííûõ èíòåãðàëüíûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

∫ ∞

−∞
δε(x)ϕ(x) dx →

∫ ∞

−∞
δ(x)ϕ(x) dx ∀ϕ ∈ K, ε→ +0.

Âû÷èñëèì èíòåãðàë ñëåâà ñ îáû÷íîé �óíêöèåé δε(x):
∫ ∞

−∞
δε(x)ϕ(x) dx =

1

2ε

∫ ε

−ε
ϕ(x) dx =

1

2ε

(∫ ε

0
−
∫ −ε

0

)
,

F (ε) :=

∫ ε

0
ϕdx = F (0) + F ′(0)ε+ o(ε) = 0 + ϕ(0)ε+ o(ε),

∫ ∞

−∞
δεϕdx =

1

2ε

[
ϕ(0)ε− ϕ(0)(−ε) + o(ε)

]
= ϕ(0) +O(ε).

Îòñþäà 〈δε, ϕ〉 → ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉 ∀ϕ ∈ K ïðè ε→ +0.
Óêàæåì àíàëîãèþ. Ñõîäèìîñòü ìàòðèö Aj → A ìîæíî îïðå-

äåëèòü ñ ïîìîùüþ ìàòðè÷íîé íîðìû: ‖Aj − A‖ → 0. Ñëàáàÿ
ñõîäèìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê |Ajx − Ax| → 0 ∀x ∈ Rn

. Äëÿ

ìàòðèö ýòè ïîíÿòèÿ ýêâèâàëåíòíû. Äëÿ îáîáùåííûõ �óíêöèé

ñõîäèìîñòü δε(x) → δ(x) ïîíèìàåòñÿ èìåííî â ñëàáîì ñìûñëå:

〈δε, ϕ〉 → 〈δ, ϕ〉 ∀ϕ ∈ K.

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé îò îáîáùåííîé �óíêöèè.

Äëÿ f ∈ C1(R) èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåì

∫ ∞

−∞
ḟ(t)ϕ(t) dt = −

∫ ∞

−∞
f(t)ϕ̇(t) dt ∀ϕ ∈ K. (5.2)

Âíåèíòåãðàëüíàÿ ðàçíîñòü ϕf |+∞
−∞ ðàâíà íóëþ âñëåäñòâèå �è-

íèòíîñòè ϕ. Âîçüìåì ýòî ñîîòíîøåíèå çà îñíîâó îïðåäåëåíèÿ.

Îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ g, çàäàííàÿ íà K ðàâåíñòâîì 〈g, ϕ〉 =
−〈f, ϕ̇〉 ∀ϕ, íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé îáîáùåííîé �óíêöèè f .
Ïîäðàçóìåâàåòñÿ (ïî îïðåäåëåíèþ) g(ϕ) = −f(ϕ̇), íî ïðèíÿ-

òà òðàäèöèîííàÿ èíòåãðàëüíàÿ çàïèñü (5.2), êàê áóäòî f è g �
îáû÷íûå �óíêöèè. Îáîçíà÷åíèå g = ḟ ñîõðàíÿåòñÿ, äàæå åñëè

â îáû÷íîì ñìûñëå �óíêöèé f(t) è g(t) = ḟ(t) íå ñóùåñòâóåò.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ âûñøèå ïðîèçâîäíûå, íàïðèìåð,

〈g, ϕ〉 = 〈f, ϕ̈〉 ∀ϕ ∈ K ⇒ g := f̈ : K → R.
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Çíà÷åíèå 〈f̈ , ϕ〉 ∀ϕ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì 〈f, ϕ̈〉. Ëèíåéíîñòü òà-

êèì îáðàçîì çàäàííîãî �óíêöèîíàëà f̈ î÷åâèäíà, íåïðåðûâ-

íîñòü ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå K:

ϕj → ϕ⇒ 〈f̈ , ϕj〉 = 〈f, ϕ̈j〉 → 〈f, ϕ̈〉 = 〈f̈ , ϕ〉.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ëþáîãî ïî-

ðÿäêà îò ïðîèçâîëüíîé îáîáùåííîé �óíêöèè. È ýòà ïðîèçâîäíàÿ

ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé �óíêöèåé. Â ðàìêàõ ìåõàíè÷åñêîé òåðìè-

íîëîãèè íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ îáîçíà÷àåì t è íàçûâàåì âðå-

ìåíåì. Ïðîèçâîäíûå (íåâûñîêîãî ïîðÿäêà) îáîçíà÷àþòñÿ òî÷-

êàìè ñâåðõó. Äàëåå äëÿ àêöåíòà îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ïè-

øåì ñî øòðèõàìè: f ′, f ′′. Â ñèëó �îðìóëû (5.2), åñëè ñóùåñòâó-

åò îáû÷íàÿ íåïðåðûâíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ḟ(t), òî ḟ = f ′ â ñìûñëå

ïðèíÿòîãî îòîæäåñòâëåíèÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèè h(t) ñ �óíê-
öèîíàëîì 〈h, ϕ〉 (íàáîðîì ¾ïðîåêöèé¿ íà ýëåìåíòû ϕ ∈ K).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âû÷èñëåíèÿ îáîáùåííûõ ïðîèçâîäíûõ

ðàññìîòðèì ñòóïåí÷àòóþ �óíêöèþ Õåâèñàéäà θ(t): θ(t) = 0 ïðè
t < 0 è θ(t) = 1, t > 0. Âû÷èñëèì ïðàâóþ ÷àñòü (5.2) äëÿ f = θ:

〈θ, ϕ̇〉 =
∫ ∞

−∞
θ(t)ϕ̇(t) dt =

∫ ∞

0
ϕ̇(t) dt =

= ϕ|∞0 = −ϕ(0) = −〈δ, ϕ〉 = −
∫ ∞

−∞
δ(t)ϕ(t) dt ∀ϕ ∈ K.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ θ′(t) = δ(t)
(
〈δ, ϕ〉 = −〈θ, ϕ̇〉

)
.

Â îáû÷íîì ñìûñëå �óíêöèÿ θ(t) íåäè��åðåíöèðóåìà â íóëå.

Ïðèìåíåíèå â òåîðèè ÎÄÓ. Ïîñëå íà÷àëüíîãî çíàêîìñòâà

ñ îáîáùåííûìè �óíêöèÿìè âåðíåìñÿ ê äè��åðåíöèàëüíûì óðà-

âíåíèÿì. Îãðàíè÷èìñÿ ïðèìåðîì ìåõàíè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ:

x′′ + a1(t)x
′ + a0(t)x = V δ(t − t∗), ai ∈ C(R), V > 0. (5.3)

Ïðàâàÿ ÷àñòü èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñîñðåäîòî÷åííàÿ â ìîìåíò

âðåìåíè t∗ ñèëà ñ êîíå÷íûì èìïóëüñîì (ìãíîâåííûé óäàð):

∫ ∞

−∞
V δ(t − t∗) dt = V

∫ t∗+ε

t∗−ε
δ(t− t∗) dt = V, ε > 0.
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Âíå òî÷êè t = t∗ íà èíòåðâàëàõ (−∞, t∗), (t∗,+∞) óðàâíåíèå ÿâ-
ëÿåòñÿ îáû÷íûì ëèíåéíûì îäíîðîäíûì âòîðîãî ïîðÿäêà. Â öå-

ëîì (íà R) â óðàâíåíèè (5.3) èìååòñÿ â âèäó ðàâåíñòâî îáîáùåí-

íûõ �óíêöèé: 〈ëåâàÿ ÷àñòü, ϕ〉 = V ϕ(t∗) ∀ϕ ∈ K.

Ïîäðîáíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò [29℄, ÷òî äâèæåíèå íåïðåðûâ-

íî, à â ìîìåíò âðåìåíè t = t∗ ïðîèñõîäèò ñêà÷îê ïðîèçâîäíîé

ẋ(t∗ + 0)− ẋ(t∗ − 0) = V (èçëîì òðàåêòîðèè èç-çà òîë÷êà).

Ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, îñòàâàÿñü â ðàìêàõ

îáû÷íûõ �óíêöèé. �àññìîòðèì óðàâíåíèå ñ ïàðàìåòðîì ε > 0:

ẍ+ a1(t)ẋ + a0(t)x = V δε(t− t∗), ai ∈ C(R), V > 0. (5.4)

Îïðåäåëåíî ñåìåéñòâî ðåøåíèé xε(t). Ïðè ýòîì â êëàññè÷å-

ñêîì ñìûñëå óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ íà èíòåðâàëàõ âðåìå-

íè (−∞, t∗ − ε), (t∗ − ε, t∗ + ε), (t∗ + ε,+∞) è èõ çàìûêàíèÿõ.

Â òî÷êàõ t = ±ε ðàçðûâà ïðàâîé ÷àñòè ðåøåíèÿ ñêëåèâàþòñÿ ïî
íåïðåðûâíîñòè x(t) è ẋ(t), ïîñêîëüêó, åñëè ñòàíäàðòíî ïåðåéòè ê
ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, �àçîâûé âåêòîð

(
x(t), ẋ(t)

)

(ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ) áóäåò íåïðåðûâíûì â ñèëó

êóñî÷íîé íåïðåðûâíîñòè ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû.

Ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ x = lim xε (ε → +0) áóäåò îòðàæàòü

ðåàêöèþ ñèñòåìû íà óäàð. Àïïàðàò îáîáùåííûõ �óíêöèé ïîç-

âîëÿåò èçáåãàòü êàæäûé ðàç ïîäîáíîãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà.

Ïîäðîáíî òåîðèÿ îáîáùåííûõ �óíêöèé èçëîæåíà â ñïåöèàëü-

íîé ëèòåðàòóðå (ñì.: �åëü�àíä È.Ì., Øèëîâ �. Å. Îáîáùåííûå

�óíêöèè è äåéñòâèÿ íàä íèìè. Ì.: Ôèçìàòëèò, 1959).

Ïðèâåäåì óêàçàííûå òåõíè÷åñêèå âûêëàäêè äëÿ ¾ãàðìîíè-

÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà¿ ïîä âîçäåéñòâèåì åäèíè÷íîãî èìïóëüñà:

x′′(t) + ω2
0x(t) = δ(t), x(t) = 0, t < 0. (5.5)

Ïî òðàäèöèè çàïèñûâàåì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â îáû÷-

íûõ �óíêöèÿõ, õîòÿ äëÿ èñêîìîé îáîáùåííîé �óíêöèè x óêà-

çàíèå àðãóìåíòà t (êàê è äëÿ δ-�óíêöèè) íîñèò óñëîâíûé õà-

ðàêòåð. Èìååòñÿ â âèäó 〈ëåâàÿ ÷àñòü, ϕ〉 = 〈ïðàâàÿ ÷àñòü, ϕ〉 ∀ϕ.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé ðàâåí-

ñòâîì 〈x′′, ϕ〉 = 〈x, ϕ̈〉
(
ò. å. x′′(ϕ) = x(ϕ̈)∀ϕ ∈ K

)
, ïðèõîäèì ê
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ñëåäóþùåé �îðìàëèçîâàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è: òðåáóåòñÿ íàé-

òè îáîáùåííóþ �óíêöèþ x : K → R èç óñëîâèé

〈x, ϕ̈ + ω2
0ϕ〉 = ϕ(0)∀ϕ ∈ K, (5.6)

〈x, ϕ〉 = 0 ∀ϕ : [a, b] ⊂ {t < 0}. (5.7)

Ñîîòíîøåíèå (5.6) ÿâëÿåòñÿ ¾òî÷íîé¿ çàïèñüþ äè��åðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ â (5.5), à (5.7) ïðåäñòàâëÿåò óñëîâèå ïîêîÿ

x(t) = 0 (t < 0) äî ìîìåíòà èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ. Îòðå-

çîê [a, b] ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâà K: ϕ(t) ≡ 0
âíå [a, b] = [a, b]ϕ. Çàïèñü 〈x, ·〉 îçíà÷àåò x(·), íî �îðìàëüíî èñ-

ïîëüçóþòñÿ èíòåãðàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ.

Ïåðåéäåì ê îáû÷íîìó óðàâíåíèþ ñ ïàðàìåòðîì ε > 0:

ẍ(t) + ω2
0x(t) = δε(t), x(t) = 0, t < −ε.

Íà ïðîìåæóòêàõ (−∞,−ε], [−ε, ε], [ε,+∞) îïðåäåëåíû ðåøåíèÿ

x(t) = 0, x(t) =
1

2εω2
0

+A sin(ω0t+ α), x(t) = B sin(ω0t+ β).

Ïàðàìåòðû A,α,B, β = const âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ ñêëåéêè

ðåøåíèé ïî x è ẋ ïðè t = ±ε. Íà÷íåì ñ t = −ε:

0 =
1

2εω2
0

+A sin(−ω0ε+ α), 0 = Aω0 cos(−ω0ε+ α)

⇒ −ω0ε+ α =
π

2
, A = − 1

2εω2
0

⇒

x(t) =
1

2εω2
0

[
1− sin(ω0t+ ω0ε+ π/2)

]
, t ∈ [−ε, ε].

Âàðèàíò π/2 → −π/2 ïðèâåäåò ê A → −A è ê òîìó æå îêîí÷à-

òåëüíîìó ðåçóëüòàòó. Ïðîäîëæàåì ñêëåéêó ðåøåíèé (t = ε):

1

2εω2
0

[
1− sin(2ω0ε+ π/2)

]
= B sin(ω0ε+ β),

− ω0

2εω2
0

cos(2ω0ε+ π/2) = ω0B cos(ω0ε+ β).



134 �ëàâà III. Ëèíåéíûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Îòñþäà äëÿ àìïëèòóäû B è íà÷àëüíîé �àçû β ïîëó÷àåì

tg(ω0ε+ β) =
1− sin(2ω0ε+ π/2)

cos(2ω0ε+ π/2)
, B =

− cos(2ω0ε+ π/2)

2εω2
0 cos(ω0ε+ β)

.

Âû÷èñëèì ïðè ε → +0 ïðåäåëû β = lim β(ε) è B = limB(ε),
ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòè:

tg(β) =
2ω0 cos(2ω0ε+ π/2)

2ω0 sin(2ω0ε+ π/2)

∣∣∣
ε=0

= 0 ⇒ β = 0,

B = −cos(2ω0ε+ π/2)

2εω2
0 cos 0

∣∣∣
ε=0

=
2ω0 sin(2ω0ε+ π/2)

2ω2
0

∣∣∣
ε=0

=
1

ω0
.

Èòàê, ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ε→ +0 íàõîäèì

x(t) =
1

ω0
sinω0t (t > 0) ⇒ x(t) =

θ(t)

ω0
sinω0t (t ∈ R). (5.8)

Äâèæåíèå íà R íåïðåðûâíî (êëàññà Cω ⊂ C∞
ïðè t < 0 è

t > 0), íî â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ïðîèñõîäèò ñêà÷îê ïðîèçâîä-

íîé: ẋ(+0)− ẋ(−0) = 1. Ïðîâåðèì íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâ-

êîé, ÷òî íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ x(t), çàäàííàÿ �îðìóëîé (5.8),

îïðåäåëÿåò �óíêöèîíàë 〈x, ϕ〉, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çà-

äà÷è (5.5) â êëàññå îáîáùåííûõ �óíêöèé. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò

ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèå (5.6):

〈x, ϕ̈ + ω2
0ϕ〉 =

1

ω0

∫ ∞

0
sinω0t

[
ϕ̈(t) + ω2

0ϕ(t)
]
dt = ϕ(0).

Çäåñü èíòåãðàë ñ ϕ̈ âû÷èñëÿåì ïî ÷àñòÿì ñ ó÷åòîì �èíèòíîñòè

�óíêöèé ϕ (ïðè ýòîì èíòåãðàë 〈sinω0t, ϕ〉 ñîêðàòèòñÿ).
Êîíå÷íî, åùå îñòàåòñÿ òåîðåòè÷åñêèé âîïðîñ: à íåò ëè ó çàäà-

÷è (5.5) äðóãîãî ðåøåíèÿ â êëàññå îáîáùåííûõ �óíêöèé? Äëÿ

ðàçíîñòè âîçìîæíûõ ðåøåíèé ïîëó÷àåì ëèíåéíîå îäíîðîäíîå

óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè (z′′ + ω2
0z = 0). Òà-

êèå óðàâíåíèÿ íå èìåþò èíûõ ðåøåíèé â îáîáùåííûõ �óíêöèÿõ,

êðîìå êëàññè÷åñêèõ (ñì. óïîìÿíóòóþ êíèãó �åëü�àíäà è Øèëî-

âà, ñ. 60). Êëàññè÷åñêîå òðèâèàëüíîå ðåøåíèå î÷åâèäíî (z ≡ 0),
òàê ÷òî äðóãèõ îáîáùåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è (5.5) íåò.
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6. Îïåðàöèîííûé ìåòîä

Îïåðàöèîííîå èñ÷èñëåíèå ïåðâîíà÷àëüíî âîçíèêëî â ýëåêòðî-

òåõíèêå (Î. Õåâèñàéä). Ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ïîÿâèëîñü

ïîçæå. Èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ (ñèì-

âîëè÷åñêèõ ìåòîäîâ) íàøëî øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ïðèêëàäíîé

ìàòåìàòèêå, �èçèêå è èíæåíåðíûõ äèñöèïëèíàõ.

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Â ïðèëîæåíèÿõ ðåäêî âñòðå÷àþòñÿ

�óíêöèè, ðàñòóùèå ïî ìîäóëþ áûñòðåå ýêñïîíåíòû, ïîýòîìó

îãðàíè÷èìñÿ êëàññîì îðèãèíàëîâ, ñîñòîÿùèì èç �óíêöèé f(t)
ñ ïåðå÷èñëåííûìè íèæå ñâîéñòâàìè.

1) Íà ïîëóîñè t > 0 èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàç-

ðûâà ïåðâîãî ðîäà. Â ýòèõ òî÷êàõ îïðåäåëÿåì çíà÷åíèÿ f
ïî íåïðåðûâíîñòè ñïðàâà: f(t) = f(t + 0). Ïîñêîëüêó íàñ

èíòåðåñóåò ¾áóäóùåå âðåìÿ¿, òî ïîëàãàåì f(t) = 0, t < 0.

2) Ìîäóëü ðàñòåò íå áûñòðåå ýêñïîíåíòû:

∀ f ∃ a,M ∈ R : |f(t)| 6Meat.

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îðèãèíàëîâ ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì, òàê

÷òî ìíîæåñòâî {f} � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïðè òàêèõ åñòå-

ñòâåííûõ äëÿ òåîðèè ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

îãðàíè÷åíèÿõ êîððåêòíî îïðåäåëåíî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà:

L(f)(p) := F (p) =

∫ ∞

0
e−ptf(t) dt, p ∈ C. (6.1)

Ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî F (p) íàçûâàåòñÿ èçîáðàæå-

íèåì. Ïðåîáðàçîâàíèå îðèãèíàëà â èçîáðàæåíèå çàïèñûâàåì êàê

f(t) → F (p) (âñòðå÷àþòñÿ è äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ).

Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà â îïðåäå-

ëåíèè (6.1) ñëåäóåò èç îöåíêè

|e−ptf(t)| = |e−i Im pt| · |e−Re ptf(t)| 6Me−(Re p−a)t.

Äàëåå îãðàíè÷èâàåìñÿ çíà÷åíèÿìè p, äëÿ êîòîðûõ Re p > a. Ïî-
ëóïëîñêîñòü Re p > a â C îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíûì îðèãèíàëîì.
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Åñëè â ðàññìîòðåíèÿõ ó÷àñòâóåò íåñêîëüêî îðèãèíàëîâ, òî ñ÷è-

òàþò Re p äîñòàòî÷íî áîëüøèì, óòî÷íÿÿ ëèøü ïî ìåðå íåîáõîäè-
ìîñòè. Â òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî äîêàçûâà-

åòñÿ, ÷òî F (p) â ïîëóïëîñêîñòè Re p > a ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé

àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé. Êàê ñëåäñòâèå, F (p) ìîæíî äè��å-

ðåíöèðîâàòü ëþáîå êîëè÷åñòâî ðàç.

Èç îïðåäåëåíèÿ (6.1) ñëåäóåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì: fi → Fi, λi ∈ C, Re p > ai ⇒

L
(
λ1f1(t) + λ2f2(t)

)
= λ1L(f1) + λ2L(f2) = λ1F1(p) + λ2F2(p).

Îïåðàòîð L îáðàòèì: ïî èçîáðàæåíèþ îðèãèíàë âîññòàíàâëè-

âàåòñÿ îäíîçíà÷íî. Çäåñü íå áóäåì íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ. Íà

ïðàêòèêå äëÿ òèïîâûõ ðàñ÷åòîâ ïîëüçóþòñÿ òàáëèöàìè îðèãèíà-

ëîâ è èçîáðàæåíèé. Äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè è ïðàâîé ÷àñòüþ â

âèäå êâàçèïîëèíîìà âïîëíå äîñòàòî÷íî ïðåîáðàçîâàíèÿ

tne−λt →
∫ ∞

0
e−(p+λ)ttn dt =

n!

(p+ λ)n+1
, n ∈ N ∪ {0}, λ ∈ C.

Â ÷àñòíîñòè, èç ïîëó÷åííîé �îðìóëû, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ

eit + e−it = 2 cos t, eit − e−it = 2i sin t, íàõîäèì

cosωt→ p

p2 + ω2
, sinωt→ ω

p2 + ω2
, (6.2)

t cosωt→ p2 − ω2

(p2 + ω2)2
, t sinωt→ 2pω

(p2 + ω2)2
.

Îòìåòèì, ÷òî ìîæíî ïðåîáðàçîâûâàòü è îáîáùåííûå �óíêöèè.

Òîëüêî, íàïðèìåð, äëÿ îïðåäåëåííîé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å

δ-�óíêöèè èíòåãðèðîâàòü íóæíî â ïðåäåëàõ îò t = −0 äî +∞
èç-çà ¾èñêóñòâåííîãî óñå÷åíèÿ¿ f(t) = 0, t < 0:

δ(t) →
∫ +∞

−0
e−ptδ(t) dt =

∫ +∞

−∞
e−ptδ(t) dt = 1.
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Èçîáðàæåíèå ïðîèçâîäíûõ. Â êîíòåêñòå êóðñà ÎÄÓ íåîáõî-

äèìà �îðìóëà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé:

ḟ(t) →
∫ ∞

0
e−ptḟ(t) dt = e−ptf

∣∣∞
0
+p

∫ ∞

0
e−ptf(t) dt = pF (p)−f(0).

Çäåñü ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì ó÷òåíî, ÷òî Re p äîñòà-

òî÷íî âåëèêî, ÷òîáû exp{−pt}f(t) → 0 ïðè t → +∞. Â ñèëó

ïðåäâàðèòåëüíîãî ñîãëàøåíèÿ f(0) = f(+0). Ïî èíäóêöèè

f (n)(t) → pnF (p) − p(n−1)f(0)− . . .− f (n−1)(0).

Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ïðîèçâîäíûå f (k)(t) ïðèíàäëåæàò ïðî-

ñòðàíñòâó îðèãèíàëîâ, f (k)(t) = f (k)(t + 0). Äëÿ ïðèìåðà ïðè-

âåäåì ïîäðîáíûå âûêëàäêè äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé:

f̈(t) →
∫ ∞

0
e−ptf̈(t) dt = e−ptḟ

∣∣∞
0

+ p

∫ ∞

0
e−ptḟ(t) dt =

= −ḟ(0) + p
(
pF (p) − f(0)

)
= p2F (p)− pf(0)− ḟ(0).

Îñîáåííî ïðîñòà �îðìóëà ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ:

f(0) = ḟ(0) = . . . = f (n−1)(0) ⇒ f (n)(t) → pnF (p).

Â ýòîì ïðèòÿãàòåëüíîñòü îïåðàöèîííîãî ìåòîäà: îïåðàöèÿ äè�-

�åðåíöèðîâàíèÿ çàìåíÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé óìíîæå-

íèÿ íà p. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü

f(t) → F (p) ⇒
∫ t

0
f(τ) dτ → 1

p
F (p).

�åøåíèå çàäà÷è Êîøè. �àññìîòðèì íà÷àëüíóþ çàäà÷ó

L(D)x = f(t), L(D) = Dn + an−1D
(n−1) + . . .+ a0, (6.3)

x(0) = x01, ẋ(0) = x02, . . . , x
(n−1)(0) = x0n, ai ∈ R(C).

Ïðàâóþ ÷àñòü f(t) ñ÷èòàåì êâàçèìíîãî÷ëåíîì (â îáùåì ñëó÷àå

êîìïëåêñíîçíà÷íûì), íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 6= 0 çàìå-

íîé íà÷àëà îòñ÷åòà ïðåîáðàçóåòñÿ â t0 = 0. Ïîñêîëüêó íàñ èíòå-
ðåñóåò áóäóùåå (t > 0, èíà÷å çàìåíèì t 7→ −t), òî âñå ðàññìàò-
ðèâàåìûå �óíêöèè áóäåì äîîïðåäåëÿòü íóëåì ïðè t < 0.
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Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ëèíåéíîå äè��åðåíöè-

àëüíîå óðàâíåíèå (6.3) ïðåîáðàçóåì â àëãåáðàè÷åñêîå:

f(t) → F (p), x(t) → X(p),

x(k)(t) → pkX(p)− pk−1x01 − . . . − px0k−1 − x0k ⇒
[
pnX(p)− pn−1x01 −. . .− x0n

]
+ an−1

[
pn−1X(p)−. . .− x0n−1

]
+. . .

+ a1
[
pX(p)− x01

]
+ a0X(p) = F (p), L(p)X(p) +G(p) = F (p).

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæèòåëü ïðè X(p) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëè-

íîì

L(p) = pn + an−1p
n−1 + . . . + a0.

Åñëè �óíêöèÿ f êâàçèïîëèíîì, òî è ðåøåíèå âìåñòå ñ ïðîèç-

âîäíûìè òîæå êâàçèïîëèíîìû, òàê ÷òî âñå ó÷àñòâóþùèå â ïðå-

îáðàçîâàíèÿõ �óíêöèè âðåìåíè ÿâëÿþòñÿ îðèãèíàëàìè.

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæå-

íèé (åñëè äâå àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàçâàòü ðåøåíèåì):

X(p) =
F (p)−X0(p)

L(p) , Re p > ã. (6.4)

Çäåñü ã ∈ R áåðåì íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû â ïîëóïëîñêî-

ñòè Re p > ã íå áûëî êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà,

îêàçàâøåãîñÿ â çíàìåíàòåëå. Ñòåïåíü ïîëèíîìà X0(p) íå âûøå
n − 1. Îòìåòèì, ÷òî X0(p) îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè

x0 = (x01, . . . , x
0
n), êîòîðûå ÿâíî �èãóðèðóþò â îòâåòå X(p). Ýòî

óäîáíåå, ÷åì â ïåðåìåííîé t íàõîäèòü ñíà÷àëà îáùåå ðåøåíèå ñ
ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè, à çàòåì èõ óòî÷íÿòü ïî íà÷àëü-

íûì äàííûì. Äàëåå äðîáü â âûðàæåíèè (6.4) ïðåîáðàçóåòñÿ â

ñóììó òàê, ÷òîáû ñëàãàåìûå îêàçàëèñü â òàáëèöàõ èçîáðàæå-

íèé. Îðèãèíàë x(t) âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ïðèìåð. Ïðèâåäåì ðåøåíèå îïåðàöèîííûì ìåòîäîì çàäà÷è

î âëèÿíèè íà ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû:

ẍ+ ω2
0x = G cosωt, x(0) = 0, ẋ(0) = 0.
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Íàñ èíòåðåñóåò ïîëóîñü âðåìåíè t > 0. Ïåðåõîäÿ ê èçîáðàæåíè-

ÿì, ïîëó÷àåì ðåøåíèå

X(p) =
Gp

(p2 + ω2
0)(p

2 + ω2)
.

Åñëè ω 6= ω0 (íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé), òî

X(p) =
G

ω2
0 − ω2

[
p

p2 + ω2
− p

p2 + ω2
0

]
,

è ïî �îðìóëå (6.2) íàõîäèì îðèãèíàë

x(t) = G
[
ω2
0 − ω2

]−1(
cosωt− cosω0t

)
.

Â ðåçîíàíñíîì ñëó÷àå (ω = ω0) ïîëó÷àåì

X(p) =
Gp

(p2 + ω2
0)

2
⇒ x(t) =

Gt

2ω0
sinω0t.

Êîììåíòàðèé. Ôîðìóëà (6.4) óïðîùàåòñÿ â ÷àñòíîì ñëó÷àå íó-

ëåâûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ: x0 = 0 ⇒ X0(p) = 0,

X(p) = Z(p)F (p), Z(p) := [L(p)]−1.

Ôóíêöèþ Z(p) íàçûâàþò ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèåé. Ïðèâåäåì èí-

òåðïðåòàöèþ â �èçè÷åñêèõ òåðìèíàõ. Äî íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìå-

íè t0 = 0 ñèñòåìà ïîêîèëàñü, x(t) ≡ 0. Íà÷èíàÿ ñ t0 = 0 (x0 = 0)
äåéñòâóåò âîçìóùàþùàÿ ñèëà f(t). Îòêëèêîì ñèñòåìû ÿâëÿåò-

ñÿ x(t) (t > 0): f � âõîä, x � âûõîä. Â èçîáðàæåíèÿõ âûõîä

ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèåì âõîäà íà ïåðåäàòî÷íóþ �óíêöèþ Z(p)
(îòñþäà è íàçâàíèå). Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî èíòåðåñóþòñÿ îòêëè-

êîì íà ãàðìîíè÷åñêîå âîçäåéñòâèå f(t) = exp{iωt} (t > 0).
Ñìûñë ïðîîáðàçà z(t) ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè Z(p) (êàê ýëå-

ìåíòà ïðîñòðàíñòâà èçîáðàæåíèé) èíòåðïðåòèðóåòñÿ â òåðìè-

íàõ îáîáùåííûõ �óíêöèé: Z(p) = X(p) ïðè x0 = 0 è F (p) = 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, z(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòêëèê ñèñòåìû, ïîêîÿ-
ùåéñÿ äî íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè, íà âíåøíåå âîçäåéñòâèå

δ(t) � åäèíè÷íûé èìïóëüñ â ìîìåíò t0 = 0.
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7. Êðàåâàÿ çàäà÷à

Äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëèñü ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå çàäàí-

íûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Êðàåâûå çàäà÷è õàðàêòåðèçóþòñÿ

òåì, ÷òî èí�îðìàöèÿ îá èñêîìîì ðåøåíèè çàäàåòñÿ â ðàçëè÷-

íûå ìîìåíòû âðåìåíè. �åøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó â îáùåì ñëó÷àå

òðóäíåå, ÷åì çàäà÷ó Êîøè. Ñèñòåìàòè÷åñêè èññëåäîâàíèå êðà-

åâûõ çàäà÷ ïðîâîäèòñÿ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Çäåñü

ëèøü êðàòêî (ñëåäóÿ [10℄) îñòàíîâèìñÿ íà ìåòîäå ïðîãîíêè, êî-

òîðûé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ý��åêòèâíûõ ñ ó÷åòîì âëè-

ÿíèÿ ïîãðåøíîñòåé âû÷èñëåíèé.

Îáùàÿ ñõåìà. �àññìîòðèì íà îòðåçêå t ∈ [0,T ] êðàåâóþ çàäà÷ó

ẍ = f(t, x, ẋ), ϕ(x0, v0) = 0, ψ(x
T
, v

T
) = 0, (7.1)

ãäå x0 = x(0), v0 = ẋ(0), x
T
= x(T ), v

T
= ẋ(T ). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî

ñàìè çíà÷åíèÿ x0, v0, xT
, v

T
íåèçâåñòíû. Ïóñòü ðåøåíèå x = y(t)

çàäà÷è ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Â ýòîì âîïðîñå ïîìîãàåò ìå-

õàíè÷åñêîå, �èçè÷åñêîå . . . ñîäåðæàíèå çàäà÷è. Çäåñü íà îáùåé

òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ íå îñòàíàâëèâàåìñÿ. Ïîñòàâèì ïðàêòè÷å-

ñêóþ öåëü: óêàçàòü ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ y(t), t ∈ [0,T ].

Íàïîìíèì, ÷òî èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ

(â äàííîì ñëó÷àå òðåõ ïåðåìåííûõ t, x, v), êîòîðàÿ ñîõðàíÿåò ïî-
ñòîÿííîå çíà÷åíèå âäîëü ðåøåíèé (ïîñëå ïîäñòàíîâêè x = x(t),
v = ẋ(t)

)
. Äëÿ ñîäåðæàòåëüíîñòè èññëåäîâàíèé èíòåðåñóþòñÿ

èíòåãðàëàìè, êîòîðûå íå âûðîæäàþòñÿ â êîíñòàíòû, äàæå ëî-

êàëüíî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ ãëàäêîñòü, ÷òîáû â âûêëàäêàõ ìîæíî

áûëî äè��åðåíöèðîâàòü íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî ðàç.

Îïðåäåëÿþùèì äëÿ èíòåãðàëîâ u = u(t, x, v) ÿâëÿåòñÿ ëè-

íåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂u

∂t
+
∂u

∂x
v +

∂u

∂v
f(t, x, v) = 0. (7.2)

Èíòåãðàëû óæå ðàññìàòðèâàëèñü â ãëàâå I, ìû åùå ê íèì âåðíåì-

ñÿ â ãëàâåV. Çäåñü ïðîêîììåíòèðóåì óðàâíåíèå (7.2) êîíñïåê-

òèâíî. Óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà â çàäà÷å (7.1) ýêâèâàëåíòíî
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ñèñòåìå äâóõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

ẋ = v, v̇ = f(t, x, v), t ∈ I ⊃ [0,T ], (x, v) ∈ U,

ãäå I ⊆ R, U ⊆ R2
� ðàññìàòðèâàåìûå (äîïóñòèìûå) èíòåðâàë

âðåìåíè è îáëàñòü èçìåíåíèÿ �àçîâîãî âåêòîðà (x, ẋ). Áåç íåîá-
õîäèìîñòè íå ðàçëè÷àåì âåêòîðû-ñòðîêè è âåêòîðû-ñòîëáöû.

Ñ÷èòàåì f ∈ C1
(
I × U

)
, ÷òîáû îêàçàòüñÿ â óñëîâèÿõ òåîðåìû

Ïèêàðà. Ïóñòü u� ãëàäêèé èíòåãðàë â îáëàñòè I×U . Äëÿ ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êè (t, x, v) ∈ I×U âîçüìåì ðåøåíèå x(τ) ñ íà÷àëüíû-
ìè äàííûìè x(t) = x, ẋ(t) = v (τ ∈ (t−ε, t+ε)). Äè��åðåíöèðóÿ
â ìîìåíò âðåìåíè τ = t òîæäåñòâî u

(
τ, x(τ), ẋ(τ)

)
≡ const, ïî-

ëó÷àåì (7.2). Îáðàòíî, åñëè â ðåøåíèå u ∈ C1
óðàâíåíèÿ (7.2)

ïîäñòàâèòü èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ, òî ïîëó÷èì, ÷òî ïîëíàÿ ïðî-

èçâîäíàÿ ïî t îò u
(
t, x(t), ẋ(t)

)
ðàâíà íóëþ, îòêóäà u = const.

Â çàâèñèìîñòè îò çàäà÷è èíòåãðàë u = u(t, x, v) ìîæíî èñêàòü

íå âî âñåé îáëàñòè I × U , à ëèøü â íåêîòîðîé ïîäîáëàñòè.

Ïóñòü g(t, x, v), h(t, x, v) � òàêèå èíòåãðàëû, ÷òî

g(0, x, v) = ϕ(x, v), h(T , x, v) = ψ(x, v), (x, v) ∈ U.

Â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â (7.1) íà èíòåðåñóþùåì íàñ ðåøåíèè

âûïîëíÿåòñÿ ϕ
(
y(0), ẏ(0)

)
= 0, ψ

(
y(T ), ẏ(T )

)
= 0, îòêóäà

g
(
t, y(t), ẏ(t)

)
= 0, h

(
t, y(t), ẏ(t)

)
= 0, t ∈ [0,T ]. (7.3)

Ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñâåñòè êðàåâóþ çàäà÷ó ê íà÷àëüíîé,

îïðåäåëÿÿ çíà÷åíèÿ x0, v0 (èëè xT
, v

T
) èç ñîîòíîøåíèé

ϕ(x0, v0) = 0, h(0, x0, v0) = 0
(
ψ(x

T
, v

T
) = 0, g(T , x

T
, v

T
) = 0

)
.

Îáðàçíî ãîâîðÿ, èíòåãðàëû g(t, x, v), h(t, x, v) ïîçâîëÿþò ïåðå-

íîñèòü çàäàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â òðåáóåìûå ìîìåíòû âðå-

ìåíè. Öåëåñîîáðàçíåå íåïîñðåäñòâåííî èñêàòü ðåøåíèå x = y(t)
èç óðàâíåíèé (7.3) èñêëþ÷åíèåì ïåðåìåííîé ẏ(t), t ∈ [0,T ].

Òðåáîâàíèÿ ìîæíî îñëàáèòü. Èíòåãðàëû äîñòàòî÷íî îïðå-

äåëèòü â ïîäîáëàñòè, çàâåäîìî ñîäåðæàùåé èíòåãðàëüíóþ êðè-

âóþ {
(
t, y(t), ẏ(t)

)
} èñêîìîãî ðåøåíèÿ. Áîëåå ñóùåñòâåííûì ÿâ-

ëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå, íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (7.2) äëÿ èíòåãðàëà
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u = g (g(0, ·) = ϕ), äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ g(t, x, ẋ) = 0
(äîïîëíèòåëüíîé ñâÿçè g(t, x, v) = 0). Ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåé-

ñòâî ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ (â îáùåì ñëó÷àå íå ðàçðåøåííîãî

îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

ïðè t = 0 â ñèëó g(0, ·) = ϕ. Îñòàåòñÿ èç ýòîãî ñåìåéñòâà âûäå-

ëèòü òàêîå ðåøåíèå, ÷òî ψ
(
x(T ), ẋ(T )

)
= 0. Àíàëîãè÷íî èñïîëü-

çóåòñÿ èíòåãðàë h, òîëüêî ¾â îáðàòíîì âðåìåíè¿: h(t, x, ẋ) = 0,
ϕ
(
x(0), ẋ(0)

)
= 0. Åñëè óêàçàííûå ñåìåéñòâà ðåøåíèé äîñòàòî÷-

íî ¾ïðåäñòàâèòåëüíû¿, òî ñðåäè íèõ íàéäåòñÿ èñêîìîå x = y(t).
Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñèñòåìû (7.3) èñêëþ÷åíèåì ẏ(t).

Îáùèå ðàññóæäåíèÿ äåòàëèçèðóåì â ÷àñòíîì ñëó÷àå.

Ëèíåéíàÿ çàäà÷à. Îñòàíîâèìñÿ íà ëèíåéíîì ñëó÷àå:

ẍ+ a1(t)ẋ+ a0(t)x = q(t), ai, q ∈ C[0,T ], (7.4)

ẋ(0) = α0x(0) + β0, ẋ(T ) = α1x(T ) + β1, αj , βj ∈ R. (7.5)

Îãðàíè÷èâàÿñü îòðåçêîì âðåìåíè [0,T ], ïðîèçâîäíûå â ãðàíè÷-
íûõ òî÷êàõ ïîíèìàåì êàê îäíîñòîðîííèå. Â îáùèõ îáîçíà÷åíèÿõ

f(t, x, v) = −a1(t)v − a0(t)x + q(t), t ∈ [0,T ],

ϕ(x, v) = v − α0x− β0, ψ(x, v) = v − α1x− β1, (x, v) ∈ R
2,

ϕ(x0, v0) = v0 − α0x0 − β0 = 0, ψ(x
T
, v

T
) = v

T
− α1xT

− β1 = 0.

Îãðàíè÷èìñÿ ëèíåéíûìè ïî �àçîâûì ïåðåìåííûì �óíêöèÿìè

u(t, x, v) = v − α(t)x − β(t), α, β ∈ C1[0,T ], (x, v) ∈ R
2.

Ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (7.5) �èêñèðóåì ïðè t = 0 çíà-

÷åíèÿ α(0) = α0, β(0) = β0. Ñîîòâåòñòâóþùóþ �óíêöèþ u,
êîòîðóþ ÷óòü ïîçæå ïðîäîëæèì êîíêðåòèçèðîâàòü, îáîçíà÷èì

u = g(t, x, v). Àíàëîãè÷íî, ïîëàãàÿ α(T ) = α1, β(T ) = β1, �èêñè-
ðóåì u = h(t, x, v) (ïîêà ýòî êëàññ �óíêöèé). Ïî ïîñòðîåíèþ

g(0, x, v) = ϕ(x, v), h(T , x, v) = ψ(x, v), (x, v) ∈ R
2,

è äëÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ x = y(t) êðàåâîé çàäà÷è (7.4), (7.5)

âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà g(0, x0, v0) = 0, h(T , x
T
, v

T
) = 0 ïîñëå

ïîäñòàíîâêè x0 = y(0), v0 = ẏ(0), x
T
= y(T ), v

T
= ẏ(T ).
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Ñíà÷àëà ïðèâåäåì �îðìàëüíûé âûâîä óðàâíåíèé äëÿ �óíê-

öèé α(t), β(t). Ïîäñòàâèì u = v−α(t)x− β(t) â óðàâíåíèå (7.2):

−α̇(t)x − β̇(t)− α(t)v − a1(t)v − a0(t)x + q(t) = 0. (7.6)

Îäíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ äâóõ �óíêöèé íåäîñòàòî÷-

íî, ïîýòîìó, îðèåíòèðóÿñü íà ëèíåéíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è

ðàâåíñòâà g = 0, h = 0 íà èñêîìîì ðåøåíèè x = y(t), äîáàâèì
ëèíåéíóþ ñâÿçü v = αx + β. Ïîäñòàâëÿÿ â (7.6) è ïðèðàâíèâàÿ

êîý��èöèåíòû ïðè x è 1 ñëåâà è ñïðàâà, ïîëó÷àåì:

x
[
− α̇− α2 − a1(t)α − a0(t)

]
− β̇ − αβ − a1(t)β + q(t) = 0,

α̇+ α2 + a1(t)α + a0(t) = 0, β̇ +
(
α(t) + a1(t)

)
β = q(t). (7.7)

Ïåðâîå ÎÄÓ äëÿ �óíêöèè α(t) � óðàâíåíèå �èêêàòè, âòîðîå

(ïîñëå îïðåäåëåíèÿ α(t)) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïî β(t). Ïðèâåäåí-
íûå ïîñòðîåíèÿ îïðàâäûâàþòñÿ ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì.

Ïðîâåðèì, ÷òî åñëè �óíêöèè α(t), β(t) (t ∈ [0,T ]) � ðåøåíèå

ñèñòåìû (7.7), òî ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ż = α(t)z + β(t)
óäîâëåòâîðÿåò èñõîäíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà (7.4):

ż = αz + β ⇒ z̈ − α̇z − αż − β̇ = 0,

z̈ −
[
− α2 − a1α− a0

]
z − α[αz + β] + [α+ a1]β − q = 0,

z̈ + a1[αz + β] + a0z − q = z̈ + a1(t)ż + a0(t)z − q(t) = 0.

Èòàê, åñëè �èêñèðîâàíî êàêîå-ëèáî ðåøåíèå ñèñòåìû (7.7)

{α, β}, îïðåäåëåííîå íà îòðåçêå âðåìåíè [0,T ], òî ëèíåéíîå óðàâ-
íåíèå ż = α(t)z + β(t) çàäàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå (z(t0) = z0)
ñåìåéñòâî ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (7.4). Íà ýòèõ ðåøåíè-

ÿõ �óíêöèÿ u(t, x, v) = v − α(t)x − β(t)
(
x = z(t), v = ż(t)

)

ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå ïðè t ∈ [0,T ], ðàâíîå íóëþ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç α0(t), β0(t) � ðåøåíèå ñèñòåìû (7.7) ñ íà-

÷àëüíûìè äàííûìè α(0) = α0, β(0) = β0, à ÷åðåç α
1(t), β1(t) �

ðåøåíèå ñ óñëîâèÿìè α(T ) = α1, β(T ) = β1. �àññìîòðèì äâà

ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

ẏ = α0(t)y + β0(t), ẏ = α1(t)y + β1(t). (7.8)
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Ïî ïîñòðîåíèþ âñå ðåøåíèÿ ïåðâîãî îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè-

÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿä-

êà (7.4), óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ ïðè t = 0. Àíà-
ëîãè÷íî, âòîðîå óðàâíåíèå äàåò ðåøåíèÿ ñ óñëîâèåì ïðè t =T .

Èñêîìîå ðåøåíèå x = y(t) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü îáîèì

óñëîâèÿì. Âîçíèêàåò íåñêîëüêî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ. Ïåðâûé

ñîñòîèò â ñâåäåíèè ãðàíè÷íîé çàäà÷è ê íà÷àëüíîé â ñèëó

ẏ(0) = α0y(0) + β0, ẏ(0) = α1(0)y(0) + β1(0).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ¾ïåðåãíàòü¿ ê t =T ïåðâîå óñëîâèå â (7.5):

ẏ(T ) = α0(T )y(T ) + β0(T ), ẏ(T ) = α1y(T ) + β1.

Ñëåäóåò, îäíàêî, èìåòü â âèäó, ÷òî èç âû÷èñëèòåëüíûõ ñîîáðà-

æåíèé ñâîäèòü äåëî ê íà÷àëüíîé çàäà÷å äëÿ èñõîäíîãî óðàâíå-

íèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â îáùåì ñëó÷àå íå ðåêîìåíäóåòñÿ.

Âòîðîé âàðèàíò: èñêëþ÷àÿ ẏ(t) èç ñèñòåìû (7.8), íàõîäèì

y(t) = [β1(t)− β0(t)][α1(t) − α0(t)]−1, t ∈ [0,T ].

Íåâûðîæäåííîñòü òàêîé ïðîöåäóðû ñâÿçàíà íå òîëüêî ñ ïðî-

äîëæèìîñòüþ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ �èêêàòè â ñèñòåìå (7.7) íà

îòðåçîê âðåìåíè [0,T ], íî è ñ íåðàâåíñòâîì α1(t) 6= α0(t).
Òðåòèé âàðèàíò: ïîñëå ïðÿìîé ïðîãîíêè (îïðåäåëåíèÿ �óíê-

öèé α0, β0
) íå èñêàòü ïðîãîíî÷íûå êîý��èöèåíòû α1(t) è β1(t),

à ïðîâîäèòü îáðàòíóþ ïðîãîíêó, ò. å. ðåøàòü çàäà÷ó

ẏ = α0(t)y + β0(t), ẏ(T ) = α1y(T ) + β1, t ∈ [0,T ].

Â äàííîì èçëîæåíèè ñõåìû âû÷èñëåíèé íå ïðèâåäåíû äî-

ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðàâîìåðíîñòè âñåõ òåõíè÷åñêèõ ïðåîáðà-

çîâàíèé, íà÷èíàÿ ñ ïðåäïîëîæåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ

êðàåâîé çàäà÷è è íàëè÷èè ëèíåéíîé äè��åðåíöèàëüíîé ñâÿçè

ïåðâîãî ïîðÿäêà ẏ(t) = α(t)y(t) + β(t). Â òàêîé ñèòóàöèè îáÿçà-

òåëüíûì ýëåìåíòîì ðåøåíèÿ çàäà÷è äîëæíà ñëóæèòü ïðîâåðêà

ïîëó÷åííîé �óíêöèè y(t) ïîäñòàíîâêîé â èñõîäíûå óðàâíåíèÿ.

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå �èêêàòè â îáùåì ñëó÷àå íå èíòåãðèðóåòñÿ

â êâàäðàòóðàõ, òî ðå÷ü èäåò î ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà.

Êâàçèëèíåéíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à èññëåäîâàíà â [10℄.



�ëàâà IV

Ëèíåéíûå ñèñòåìû ÎÄÓ

Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ. Â âåêòîðíîé �îðìå ñèñòåìà ëè-

íåéíûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èìååò âèä

ẋ = A(t)x + f(t), A, f ∈ C(I), I = (t1, t2) ⊆ R.

Çäåñü A = An×n = {aij}, f = (f1, . . . , fn)
⊤
. Â ñêàëÿðíîé �îðìå

ẋi =
∑n

j=1
aij(t)xj + fi(t), 1 6 i 6 n.

Çàïèñü A, f ∈ C(I) îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíòû aij ìàòðèöû A è

êîìïîíåíòû fj âåêòîð-�óíêöèè f íåïðåðûâíû íà èíòåðâàëå I .
Ñ îãîâîðêîé îá îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ âìåñòî I ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü ïðîìåæóòîê 〈t1, t2〉, â ÷àñòíîñòè îòðåçîê Ī = [t1, t2].

�åøåíèåì íàçûâàåòñÿ âåêòîð-�óíêöèÿ x = ϕ(t), êîòîðàÿ
äè��åðåíöèðóåìà íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå 〈α, β〉 ⊆ I è ïðè

ïîäñòàíîâêå â âåêòîðíîå ÎÄÓ äàåò òîæäåñòâî ïî t. Èç òîæäå-
ñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ðåøåíèÿ íåïðåðûâíà. Äëÿ ëþáûõ

íà÷àëüíûõ äàííûõ t0 ∈ I , x0 = (x01, . . . , x0n)
⊤ ∈ R

n
ðåøåíèå

çàäà÷è Êîøè x = ϕ(t)
(
ϕ(t0) = x0

)
ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è

ïðîäîëæèìî íà èíòåðâàë I (ïðîìåæóòîê 〈t1, t2〉). Äàëåå ðàññìàò-
ðèâàåì òîëüêî ïîëíûå (ïðîäîëæåííûå) ðåøåíèÿ. Êàê è ïðè èçó-

÷åíèè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà, äîïóñêàåì êîìïëåêñ-

íîçíà÷íîñòü �óíêöèé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé (âðåìåíè t):

aij, fj ∈ C(I → C), x0 ∈ C
n, ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn)

⊤ ∈ C1(I → C
n).

Êîìïëåêñíàÿ ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê âåùåñòâåííîé ïîðÿäêà 2n:

x = u+ iv, u = Re x: I → R
n, v = Imx: I → R

n,

ẋ = u̇+ iv̇ = (ARe + iAIm)(u+ iv) + fRe + ifIm ⇒
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⇒ d

dt

(
u
v

)
=

(
ARe −AIm

AIm ARe

)(
u
v

)
+

(
fRe

fIm

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùèå ðåçóëüòàòû òåîðèè âåùåñòâåííûõ ëèíåé-

íûõ ñèñòåì ÎÄÓ ïåðåíîñÿòñÿ íà êîìïëåêñíîçíà÷íûé ñëó÷àé.

1. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå ñèñòåìû

Â ïðåäåëàõ ïàðàãðà�à ñ÷èòàåì f ≡ 0: ẋ = A(t)x. Ìíîæåñòâî ðå-

øåíèé {ϕ} îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî (ëèíåéíàÿ êîìáèíà-
öèÿ ðåøåíèé ñíîâà ðåøåíèå). Â îáùåì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î ëèíåé-

íîì ïðîñòðàíñòâå (íàä ïîëåì C) êîìïëåêñíîçíà÷íûõ �óíêöèé,

R-âåðñèÿ óòâåðæäåíèé óòî÷íÿåòñÿ ëèøü ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè.

Â èçëîæåíèè ñëåäóåì ñõåìå ãëàâû III. Âåêòîð-�óíêöèè íóìåðó-

åì âåðõíèìè èíäåêñàìè, îñòàâëÿÿ íèæíèå äëÿ êîìïîíåíò.

Ëèíåéíàÿ (íå)çàâèñèìîñòü âåêòîð-�óíêöèé

Îïðåäåëåíèå 1. Âåêòîð-�óíêöèè ψj : I → C
n (1 6 j 6 m)

íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè íà èíòåðâàëå I , åñëè

c1ψ
1(t) + . . . + cmψ

m(t) ≡ 0
(
t ∈ I

)
⇒ c1 = . . . = cm = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî íóëþ (ïî t ∈ I) ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ âåêòîð-�óíêöèé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè

cj ∈ C âîçìîæíà òîëüêî ïðè cj = 0 ∀ j. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ãîâîðÿò î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè. Åñëè ψj
ëèíåéíî çàâèñèìû,

òî ∀ t0 ∈ I ëèíåéíî çàâèñèìû âåêòîðû ψj(t0) ∈ Cn
. Îáðàòíîå

íåâåðíî: â îáùåì ñëó÷àå êîý��èöèåíòû çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ

ψj(t0) ìîãóò çàâèñåòü îò t0, ÷òî íå äîïóñêàåò îïðåäåëåíèå. Â îá-

ùåé òåîðèè ýëåìåíòû ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàþòñÿ âåêòî-

ðàìè, íóëè îáîçíà÷àþòñÿ îäíèì ñèìâîëîì. Â ýòîé òåðìèíîëî-

ãèè ïðèâåäåíî îáû÷íîå îïðåäåëåíèå (íå)çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ

(â äàííîì ñëó÷àå âåêòîð-�óíêöèé). Ïðè íåîáõîäèìîñòè èíòåð-

âàë I çàìåíÿåòñÿ íà ïðîìåæóòîê 〈t1, t2〉.
Ïðèâåäåì êðèòåðèé ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè. Â C

n
îïðåäå-

ëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ è íîðìà (äëèíà) âåêòîðà:

〈x, y〉 = x1ȳ1 + . . . + xnȳn, |x| =
√
〈x, x〉.



1. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå ñèñòåìû 147

×åðòà îáîçíà÷àåò ñîïðÿæåíèå. �àññìîòðèì m âåêòîðîâ bj ∈ C
n
.

Ìàòðèöà �ðàìà ñîñòàâëÿåòñÿ èç ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé:

Γ = Γ
(
b1, . . . , bm

)
=




〈b1, b1〉, . . . , 〈b1, bm〉
.

.

. · · · .

.

.

〈bm, b1〉, . . . , 〈bm, bm〉


.

Óòâåðæäåíèå: âåêòîðû bj ëèíåéíî íåçàâèñèìû ⇔ det Γ 6= 0.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âåêòîðû bj ëèíåéíî çàâèñèìû, òî

∃ c = (c1, . . . , cm)⊤ 6= 0 ∈ C
m : c1b

1 + . . . + cmb
m = 0 ∈ C

n.

Äîìíîæàÿ j-þ ñòðîêó Γ íà cj è ñêëàäûâàÿ ñòðîêè, ïîëó÷èì

(
〈h, b1〉, . . . , 〈h, bm〉

)
= (0, . . . , 0), h :=

∑
cjb

j .

Çíà÷èò, ñòðîêè ìàòðèöû Γ ëèíåéíî çàâèñèìû è det Γ = 0.

Îáðàòíî. Åñëè det Γ = 0, òî ñòðîêè ìàòðèöû ëèíåéíî çàâè-

ñèìû:

(
〈h, b1〉, . . . , 〈h, bm〉

)
= (0, . . . , 0) (∃ cν 6= 0). Äîìíîæàÿ j-é

ýëåìåíò ýòîé êîìáèíàöèè ñòðîê íà cj è ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷àåì

〈h, h〉 = |h|2 = 0, îòêóäà h = 0, ò. å. âåêòîðû bj çàâèñèìû.

Ïåðåéäåì îò âåêòîðîâ b ∈ Cn
ê êîìïëåêñíîçíà÷íûì âåêòîð-

�óíêöèÿì ψ ∈ C[t1, t2]. Ïî àíàëîãèè îïðåäåëèì âåëè÷èíó

〈ψ1, ψ2〉 =
∫ t2

t1

{
ψ1
1ψ̄

2
1 + . . . + ψ1

nψ̄
2
n

}
dt =

∫ t2

t1

〈
ψ1(t), ψ2(t)

〉
dt.

Ñåé÷àñ äàæå íå áóäåì íàçûâàòü ýòî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(÷òîáû íå ïðîâåðÿòü àêñèîìû). Äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî,

÷òî êðèòåðèé ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íà îòðåçêå Ī íåïðåðûâ-

íûõ âåêòîð-�óíêöèé ψ1, . . . , ψm : Ī → Cn
â òåðìèíàõ ìàòðèöû

�ðàìà ñîõðàíÿåòñÿ: det Γ
(
ψ1, . . . , ψm

)
6= 0. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

äîñòàòî÷íî çàíîâî ïðîñìîòðåòü ïðèâåäåííûå âûêëàäêè. Ïðî-

êîììåíòèðóåì òîëüêî çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï 〈h, h〉 = 0 ⇒ h = 0:

h(t) =
∑m

j=1
cjψ

j(t),

∫ t2

t1

〈
h(t), h(t)

〉
dt = 0.
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Ïîä èíòåãðàëîì íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ |h1(t)|2+. . .+|hm(t)|2.
Åñëè |hν(τ)| 6= 0 ïðè íåêîòîðûõ ν è τ , òî ïî íåïðåðûâíîñòè íåðà-
âåíñòâî ñîõðàíèòñÿ â îêðåñòíîñòè τ è èíòåãðàë îêàæåòñÿ ïîëî-

æèòåëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî òîæäåñòâî h(t) ≡ 0,
÷òî ïðè íàëè÷èè cν 6= 0 îçíà÷àåò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü âåêòîð-

�óíêöèé ψ1, . . . , ψm
íà îòðåçêå Ī.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê 〈t1, t2〉 è íåïðå-

ðûâíûå âåêòîð-�óíêöèè, ïðîäîëæèìûå (è ïðîäîëæåííûå) ïî

íåïðåðûâíîñòè íà Ī = [t1, t2], òî èíòåãðàëüíûé êðèòåðèé ëè-

íåéíîé íåçàâèñèìîñòè det Γ
(
ψ1, . . . , ψm

)
6= 0 îñòàåòñÿ â ñèëå.

R-âåðñèÿ çàêëþ÷àåòñÿ ëèøü â îãðàíè÷åíèè ψ(t) ∈ R
n
, cj ∈ R.

Îáùåå ðåøåíèå. �åøåíèÿ ϕ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ÎÄÓ ÿâ-

ëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè áåñêîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà

C1(I → Cn). Áåñêîíå÷íîìåðíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî óêà-

çàòü ëþáîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ (äîñòàòî÷-

íî, íàïðèìåð, â êà÷åñòâå ïåðâîé êîìïîíåíòû âåêòîð-�óíêöèé

áðàòü tk). Áëèæàéøàÿ öåëü � äîêàçàòü êîíå÷íîìåðíîñòü âåê-

òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé {ϕ} îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé {ϕ} n-ìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ bj,
îáðàçóþùèõ áàçèñ C

n
. Ôèêñèðóåì ìîìåíò âðåìåíè t0 ∈ I è îïðå-

äåëèì ðåøåíèÿ ϕj : I → Cn
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

ϕj(t0) = bj ∼



ϕj
1(t0)
.

.

.

ϕj
n(t0)


 =



bj1
.

.

.

bjn


 , 1 6 j 6 n.

Ýòè ðåøåíèÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà èíòåðâàëå I . Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè ñîñòàâèòü èõ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñ êîý��èöèåíòàìè

cj = const è ïðèðàâíÿòü å¼ ê íóëþ íà I , òî ïðè t = t0 ïîëó÷èì

c1b
1 + . . . + cnb

n = 0 ∈ C
n ⇒ cj = 0 ∀ j.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ϕ : I → Cn
îäíîðîäíîé

ñèñòåìû ẋ = A(t)x ìîæíî ïðåäñòàâèòü ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé:

ϕ(t) = c1ϕ
1(t) + . . .+ cnϕ

n(t), cj ∈ C, t ∈ I. (1.1)
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Äëÿ ýòîãî âåêòîð b = ϕ(t0) ðàçëîæèì ïî áàçèñó bj è �èêñèðó-

åì ïîëó÷åííûé íàáîð êîý��èöèåíòîâ cj . Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
ψ = c1ϕ

1 + . . . + cnϕ
n
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, ïðè÷åì ψ(t0) = b ïî

ïîñòðîåíèþ. Ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè ψ(t) ≡ ϕ(t), t ∈ I .

Ñîâîêóïíîñòü áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ ϕj
(1 6 j 6 n) ëèíåé-

íîãî ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé {ϕ} íàçûâàåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé

ñèñòåìîé ðåøåíèé. Ëþáàÿ ñèñòåìà n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðå-

øåíèé �óíäàìåíòàëüíà, òàêèõ ñèñòåì áåñêîíå÷íî ìíîãî: â äî-

êàçàòåëüñòâå �èêñèðîâàëèñü ïðîèçâîëüíûå t0 ∈ I è áàçèñ C
n
.

Âåêòîð-�óíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (1.1) íàçûâàåòñÿ îá-

ùèì ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = A(t)x.
Àðãóìåíòàìè îáùåãî ðåøåíèÿ (ïðè �èêñèðîâàííîì áàçèñå {ϕj}

)

ÿâëÿþòñÿ âðåìÿ t ∈ I è ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå cj ∈ C. Íàçâà-

íèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ∀ {cj} ïîëó÷àåì ðåøåíèå è ëþáîå ðåøå-

íèå ïðåäñòàâèìî â �îðìå (1.1). Åñëè ìàòðèöà A(t) âåùåñòâåííà
è íàñ èíòåðåñóþò ëèøü âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ (x0 ∈ Rn

), òî

ïðè ïîñòðîåíèè �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû îãðàíè÷èìñÿ áàçè-

ñîì {bj} â Rn
è ñ÷èòàåì ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè cj ∈ R.

Âåêòîðíàÿ �îðìà ẋ = A(t)x çàïèñè ñèñòåìû n ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîçâîëÿåò áåç òðóäà ïåðåéòè ê îáîá-

ùåíèþ � ìàòðè÷íîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

Ẋ = A(t)X, A ∈ C(I), X = Xn×m. (1.2)

Ýòó çàïèñü â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö ïî-

íèìàåì êàê ñîâîêóïíîñòüm âåêòîðíûõ óðàâíåíèé äëÿ n-ìåðíûõ
ñòîëáöîâ Xj

ìàòðèöû X =
(
X1, . . . ,Xm

)
:

(
Ẋ1, . . . , Ẋm

)
=

(
AX1, . . . , AXm

)
∼ Ẋj = A(t)Xj .

Äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö (n = m) îïðåäåëèòåëü w(t) = detX(t)
íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî èëè âðîíñêèàíîì. Ýòî ïî-

íÿòèå óæå âñòðå÷àëîñü ïðè èçó÷åíèè óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà

L(D)x ≡ x(n) + an−1(t)x
(n−1) + . . . + a0(t)x = 0, aj ∈ C(I).

Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà Âðîíñêîãî è âðîíñêèàí äëÿ ðåøåíèé

ϕ1(t), . . . , ϕn(t) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ L(D)x = 0 îïðåäåëÿëèñü
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êàê

W (t) =




ϕ1(t) . . . ϕn(t)
ϕ̇1(t) . . . ϕ̇n(t)
.

.

.

.

.

.

ϕ
(n−1)
1 . . . ϕ

(n−1)
n


, w(t) = detW (t).

Ïåðåéäåì ñòàíäàðòíîé çàìåíîé ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà: x1 = x, x2 = ẋ, . . . , xn = x(n−1)
, x = (x1, . . . , xn)

⊤
,

ẋ = A(t)x, A =




0 1 0 . . . 0
.

.

. . . . . . . . . . 0
0 . . . . . . . . . 1

−a0 −a1 . . . . . . −an−1


.

Êàæäîìó ðåøåíèþ x = ϕ(t) ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâó-
åò â íîâûõ ïåðåìåííûõ âåêòîðíîå ðåøåíèå x =

(
ϕ, ϕ̇, . . . , ϕ(n−1)

)
⊤.

Ëþáîå ðåøåíèå x(t) èìååò òàêîé âèä. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëå-

íèå w(t) = detX(t) ñîãëàñóåòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì w(t) = detW (t)
äëÿ ñêàëÿðíîãî ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà.

Âåðíåìñÿ ê èñõîäíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìå ẋ = A(t)x, t ∈ I .
Ïóñòü ϕ1(t), . . . , ϕn(t) êàêèå-ëèáî n ðåøåíèé. Ñîñòàâèì ìàòðèöó,

ðàñïîëîæèâ âåêòîð-�óíêöèè ϕj : I → C
n
ïî ñòîëáöàì:

Φ(t) =
(
ϕ1, . . . , ϕn

)
, Φ = Φn×n, Φ̇ = A(t)Φ.

Òåîðåìà 2. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) w(t) = detΦ(t) = 0 ∀ t ∈ I ; 2) ∃ t0 ∈ I : w(t0) = 0;
3) ðåøåíèÿ ϕ1, . . . , ϕn

ëèíåéíî çàâèñèìû íà I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäñòâèå 1)⇒2) î÷åâèäíî. Äîêàæåì 2)⇒3).
Åñëè w(t0) = 0, òî ñòîëáöû ìàòðèöû Φ(t0) ëèíåéíî çàâèñèìû:

∃ c = (c1, . . . , cn)
⊤ 6= 0: c1ϕ

1(t0) + . . . + cnϕ
n(t0) = 0 ∈ C

n.

Ôèêñèðóåì ýòîò íåòðèâèàëüíûé íàáîð ÷èñëîâûõ êîý��èöèåí-

òîâ {cj} (∃ cν 6= 0). Òîãäà ðåøåíèå ψ = c1ϕ
1 + . . . + cnϕ

n
îáðà-

ùàåòñÿ â íóëü ïðè t = t0, êàê è òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ϕ ≡ 0.
Ïî åäèíñòâåííîñòè ψ ≡ 0, ò. å. ðåøåíèÿ ϕ1, . . . , ϕn

ëèíåéíî çà-

âèñèìû íà I . Â ÷àñòíîñòè, ∀ t ∈ I âåêòîðû ϕ1(t), . . . , ϕn(t) ∈ Cn

ëèíåéíî çàâèñèìû è òîãäà w(t) ≡ 0, 3)⇒1).
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Åñëè ϕ1, . . . , ϕn
� �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé, òî

Φ(t) =
(
ϕ1, . . . , ϕn

)
íàçûâàåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé.

Ïðè ýòîì èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî w(t) = detΦ(t) 6= 0 ∀ t ∈ I .
Îáùåå ðåøåíèå â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé �îðìå çàïèñûâàåòñÿ êàê

x = c1ϕ
1(t) + . . .+ cnϕ

n(t) = Φ(t)c, c ∈ C
n.

Åñëè ïåðåéòè ê ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ äàííûõ â ìî-

ìåíò âðåìåíè t0 ∈ I , òî ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå â �îðìå Êîøè:

x(t0) = x0 ⇒ x0 = Φ(t0)c, c = Φ−1(t0)x0, x = Φ(t)Φ−1(t0)x0.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñî ñâîéñòâîì Φ(t0) = E (E � åäè-

íè÷íàÿ ìàòðèöà n × n) íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííîé ïðè t = t0.
Ïî å¼ ñòîëáöàì ðàñïîëîæåíû ðåøåíèÿ ϕ1, . . . , ϕn

ñ íà÷àëüíûìè

äàííûìè ϕj(t0) = ej = (0, . . . , 1, . . . , 0)⊤ (åäèíèöà íà j-ì ìåñòå).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü Φ∗(t) � �èêñèðîâàííàÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ

ìàòðèöà. Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ �óíäàìåíòàëüíûõ ìàòðèö

îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé Φ(t) = Φ∗(t)B, ãäå B � ïðîèçâîëüíàÿ

íåâûðîæäåííàÿ ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà n× n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöà Φ(t) �óíäàìåíòàëüíàÿ. Ïî-

ñêîëüêó å¼ ñòîëáöû ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè, òî îíè ðàñêëàäûâàþò-

ñÿ ïî áàçèñó {ϕ1
∗, . . . , ϕ

n
∗}, îáðàçóþùåìó ñòîëáöû ìàòðèöû Φ∗(t):

ϕj = cj1ϕ
1
∗ + . . .+ cjnϕ

n
∗ = (ϕ1

∗, . . . , ϕ
n
∗ ) · (cj1, . . . , cjn)⊤, 1 6 j 6 n.

Çíà÷èò, j-é ñòîëáåö ìàòðèöû B îáðàçóåò íàáîð êîý��èöèåí-

òîâ cjk. Ïî ñâîéñòâó îïðåäåëèòåëåé ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå:

detΦ(t) = detΦ∗(t) detB ⇒ detB 6= 0.

Îáðàòíî: Φ̇ = Φ̇∗B = AΦ∗B = AΦ, detB 6= 0 ⇒ detΦ 6= 0 ∀ t ∈ I .
Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Φ(t) ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé.

Ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå. Ïóñòü Φ � �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàò-

ðèöà. Êàêîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà Φ−1
?
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Äè��åðåíöèðóÿ ïî t òîæäåñòâî Φ−1(t)Φ(t) ≡ E, ïîëó÷èì:

Dt(Φ
−1Φ) = Dt(Φ

−1)Φ + Φ−1Φ̇ = 0n×n, Φ̇ = AΦ

⇒ Dt(Φ
−1) = −Φ−1A, Dt(Φ

−1)∗ = −A∗(Φ−1)∗.

Çäåñü Dt = d/dt � îïåðàòîð äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè

(êàê è òî÷êà ñâåðõó). Ïðàâèëî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäå-

íèÿ ìàòðèö èìååò îáû÷íûé âèä (uv)′ = u′v+uv′, ÷òî ïðîâåðÿåò-
ñÿ ïîêîìïîíåíòíî. Çâåçäî÷êà îáîçíà÷àåò ñîïðÿæåííóþ ìàòðèöó:

èñõîäíàÿ ìàòðèöà òðàíñïîíèðóåòñÿ, è ýëåìåíòû çàìåíÿþòñÿ íà

êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå ÷èñëà. Â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå ∗ = ⊤.
Óðàâíåíèå ẏ = −A∗(t)y íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ïî îòíî-

øåíèþ ê èñõîäíîìó ẋ = A(t)x. Â êà÷åñòâå �óíäàìåíòàëüíîé

ìîæíî âçÿòü ìàòðèöó (Φ−1)∗. Òîãäà ïðîèçâîëüíàÿ �óíäàìåí-

òàëüíàÿ ìàòðèöà Ψ(t) ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû çàïèøåòñÿ â �îðìå

Ψ(t) = (Φ−1)∗B ñ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé B, detB 6= 0. Îòñþäà

y = Ψ(t)d, d ∈ C
n, Ψ∗ = B∗Φ−1, Ψ∗(t)Φ(t) = B∗,

〈x(t), y(t)〉 = y∗(t)x(t) = (Ψd)∗Φc = d∗B∗c = const.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðåøåíèé ñîïðÿæåííûõ ñèñòåì íå çàâè-

ñèò îò t (c, d ∈ C
n
). Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèè u(t, x) = y∗(t)x

ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè ñèñòåìû ẋ = A(t)x. Ýòè èíòåãðàëû ëè-

íåéíû ïî �àçîâûì ïåðåìåííûì, è ñðåäè íèõ òîëüêî n ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ â I×Cn
. Â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå ∗ çàìåíÿåòñÿ íà⊤.

Ôîðìóëà Ëèóâèëëÿ. Ïóñòü X(t) � ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî óðàâ-

íåíèÿ Ẋ = A(t)X, t ∈ I , X = Xn×n. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ

âðîíñêèàíà w(t) = detX(t). Ïî ñòîëáöàì X(t) ðàñïîëîæåíû

�àçîâûå âåêòîðû ðåøåíèé, òàê ÷òî íàñ èíòåðåñóåò èçìåíåíèå

îðèåíòèðîâàííîãî îáúåìà ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà ýòè

âåêòîðû (äèíàìèêà �àçîâîãî îáúåìà). Âñëåäñòâèå äè��åðåíöè-

ðóåìîñòè X(t) çàïèøåì X(t+ h) = X(t) + Ẋ(t)h+ o(h) (h→ 0).
Çäåñü êàæäîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé n × n, â òîì ÷èñëå

o(h) � ìàòðèöà èç ¾î ìàëûõ¿. Çàìåíÿÿ Ẋ íà AX, ïîëó÷èì:

w(t+ h) = detX(t+ h) = det
[
X(t) + hA(t)X(t) + o(h)

]
=

= det
[
X + hAX + o(h)X−1X

]
= det

[
E + hA+ o(h)

]
detX.
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�àññìîòðèì ïîäðîáíåå îïðåäåëèòåëü det
[
E + hA+ o(h)

]
:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + ha11 + o, ha12 + o(h), . . . , ha1n + o(h)

ha21 + o(h), 1 + ha22 + o, . . . , ha2n + o(h)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

han1 + o(h), han2 + o(h), . . . , 1 + hann + o

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= 1 + h
[
a11(t) + . . . + ann(t)

]
+ o(h), t ∈ I = (t1, t2).

Çäåñü âñå o(h) ñêàëÿðíûå. Åäèíèöà âûäåëèòñÿ â ðåçóëüòàòå

óìíîæåíèÿ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, êàê è êâàäðàòíàÿ ñêîá-

êà. Äðóãèå ñëàãàåìûå â ýòîì ïðîèçâåäåíèè ÿâëÿþòñÿ o(h). Àíà-
ëîãè÷íî, ëþáîå ¾îòñòóïëåíèå¿ îò äèàãîíàëè ïðèâîäèò ê ñëàãà-

åìûì ïîðÿäêà o(h). Ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû

íàçûâàåòñÿ å¼ ñëåäîì è îáîçíà÷àåòñÿ êàê TrA(t) (èëè SpA(t)).
Èòàê, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå:

w(t+ h) =
[
1 + hTrA(t) + o(h)

]
w(t) ⇒

w(t+ h)− w(t) = hw(t)TrA(t) + o(h).

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî o(h)w(t) = o(h) ïðè �èêñèðîâàííîì t ∈ I . �àç-
äåëèâ íà h è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè h→ 0, ïîëó÷àåì ëèíåéíîå

îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ẇ(t) = w(t)TrA(t), îòêóäà íàõîäèì

w(t) = w(t0) exp
{∫ t

t0

TrA(τ) dτ
}
, t ∈ I. (1.3)

Ýòî è åñòü �îðìóëà Ëèóâèëëÿ. Èç íåå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäó-

åò, ÷òî ëèáî w(t0) = 0 ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè t0 (ïðîèçâîëü-

íîì �èêñèðîâàííîì) è òîãäà w(t) ≡ 0, ëèáî w(t) 6= 0 ∀ t ∈ I .
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìàòðèöà Φ(t) íåâûðîæäåíà, ïî å¼ ñòîëá-

öàì ðàñïîëîæåíû ðåøåíèÿ, îáðàçóþùèå �óíäàìåíòàëüíóþ ñè-

ñòåìó ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = A(t)x. Îáðàòèì âíè-

ìàíèå íà òî, ÷òî ïîä èíòåãðàëîì òîëüêî ñóììà äèàãîíàëüíûõ

ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A. Êàê ñëåäñòâèå, äëÿ ñêàëÿðíîãî îäíîðîä-

íîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà ïîñëå åãî ñòàíäàðòíîãî ñâåäåíèÿ

ê ëèíåéíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà â �îðìóëå (1.3)

ïîëó÷àåì TrA(t) = −an−1(t).
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2. Íåîäíîðîäíûå ëèíåéíûå ñèñòåìû

Ôîðìóëà Êîøè. �àññìîòðèì òåïåðü íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó

ëèíåéíûõ ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà â íîðìàëüíîé �îðìå:

ẋ = A(t)x + f(t), A, f ∈ C(I), I = (t1, t2) ⊆ R. (2.1)

Ïîäñòàâèì äâà ïðîèçâîëüíûõ ðåøåíèÿ ϕ1, ϕ2 ∈ C1(I → Cn)
è âû÷òåì èç îäíîãî òîæäåñòâà ïî t äðóãîå:

Dt

(
ϕ1(t)− ϕ2(t)

)
= A(t)

(
ϕ1(t)− ϕ2(t)

) (
Dt ≡ d/dt

)
.

�àçíîñòü äâóõ ðåøåíèé åñòü ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå èìååò ñòðóêòóðó

x = x∗(t) + c1ϕ
1(t) + . . .+ cnϕ

n(t), t ∈ I, cj ∈ C
n.

Çäåñü x∗(t) � �èêñèðîâàííîå ÷àñòíîå ðåøåíèå, {ϕj} � �óí-

äàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, cj �

ïðîèçâîëüíûå âàðüèðóåìûå ïîñòîÿííûå. Ñ ïîìîùüþ �óíäàìåí-

òàëüíîé ìàòðèöû Φ(t) =
(
ϕ1, . . . , ϕn

)
n×n

îáùåå ðåøåíèå çàïèñû-

âàåòñÿ áîëåå êîìïàêòíî: x = x∗(t) + Φ(t)c, c ∈ C
n
. Áóäåì ïðåä-

ïîëàãàòü áàçèñ {ϕj} èçâåñòíûì. Òîãäà îñòàåòñÿ óêàçàòü ñïîñîá

íàõîæäåíèÿ êàêîãî-ëèáî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ. Ñëåäóÿ ìåòîäó âà-

ðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, èùåì x∗(t) â �îðìå

x∗(t) = Φ(t)c(t), c(·) ∈ C1(I → C
n).

Âåêòîð-�óíêöèÿ c(t) îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé x∗(t) â (2.1):

Φ̇c+Φċ = AΦc+ f, Φ̇ = AΦ ⇒ Φċ = f,

ċ = Φ−1f, c(t) =

∫ t

t0

Φ−1(τ)f(τ) dτ, t ∈ I.

Çäåñü t0 � ïðîèçâîëüíûé �èêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè èç

ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåðâàëà I . Êîíñòàíòó èíòåãðèðîâàíèÿ íå
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ïèøåì, ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå. Óêà-

çàííîìó âûáîðó c(t) ñîîòâåòñòâóåò x∗(t) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè
x∗(t0) = 0 ∈ C

n
. Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

x(t) = Φ(t)
[
c+

∫ t

t0

Φ−1(τ)f(τ) dτ
]
, c ∈ C

n.

Åñëè t0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè è x(t0) = x0, òî

x0 = Φ(t0)c ⇒ c = Φ−1(t0)x0,

x(t) = K(t, t0)x0 +

∫ t

t0

K(t, τ)f(τ) dτ, t ∈ I. (2.2)

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå K(t, s) = Φ(t)Φ−1(s). Óäîáíî áðàòü

íîðìèðîâàííóþ ïðè t = t0 �óíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó, òîãäà

K(t, t0) = Φ(t). Ôîðìóëà (2.2) íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé Êîøè.

Èòàê, åñëè èçâåñòíà �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ëè-

íåéíîãî îäíîðîäíîãî âåêòîðíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ, òî îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî íàõîäèòñÿ êâàäðàòóðîé.

Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè. Ôîðìóëà Êîøè ïîêàçûâàåò, ÷òî

{x(t)} = Cn ∀ t ∈ I , êîãäà íà÷àëüíûå äàííûå x0 ¾ïðîáåãàþò¿ Cn
.

Â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå {x(t)| x0 ∈ R
n} = R

n
. Â òåîðèè óïðàâ-

ëåíèÿ èçó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïóñòü x0 � �èêñèðîâàí-

íûé âåêòîð (ïðîèçâîëüíûé), à èçìåíÿåòñÿ â îïðåäåëåííûõ ïðå-

äåëàõ íåîäíîðîäíîñòü f . Òðåáóåòñÿ îïèñàòü ìíîæåñòâî {x(t)}
ïðè t 6= t0. Óòî÷íèì çàäà÷ó. �àññìîòðèì óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẋ = A(t)x +B(t)u, x0 ∈ R
n, t ∈ Ī = [0,T ]. (2.3)

Ýëåìåíòû ìàòðèö An×n è Bn×r ñ÷èòàåì âåùåñòâåííûìè è íåïðå-

ðûâíûìè íà îòðåçêå óïðàâëåíèÿ [0,T ]. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-

ìåíè t0 = 0 �àçîâîå ñîñòîÿíèå çàäàåòñÿ âåêòîðîì x0 ∈ Rn
. Äîïó-

ñòèìûìè óïðàâëåíèÿìè ñ÷èòàåì êóñî÷íî íåïðåðûâíûå âåêòîð-

�óíêöèè âðåìåíè ñî çíà÷åíèÿìè â Rr
. Ïîñêîëüêó â ñèëó èí-

òåãðàëüíîãî õàðàêòåðà �îðìóëû Êîøè çíà÷åíèÿ u(t) â òî÷-

êàõ ðàçðûâà ti (èõ êîíå÷íîå ÷èñëî è ïåðâîãî ðîäà) íå âëèÿ-

þò íà äâèæåíèå x(t), òî óäîáíî äîîïðåäåëÿòü çíà÷åíèÿ u(ti) ïî
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íåïðåðûâíîñòè ñïðàâà (äëÿ îïðåäåëåííîñòè), çà èñêëþ÷åíèåì

u(T ) = u(T −0). Êðàòêîå îïèñàíèå äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé u(·):

u ∈ U = KC
(
[0,T ] → R

r
)
, u(t) = u(t+0), t <T , u(T ) = u(T −0).

Òðåáóåòñÿ îïèñàòü ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè:

D
T
(x0) =

{
x(T )| x(0) = x0, u(·) ∈ U

}
.

Â ÷àñòíîñòè, âàæíî âûÿñíèòü, ìîæíî ëè çà âðåìÿ T ïåðåâåñòè

(ïðîèçâîëüíîå) �àçîâîå ñîñòîÿíèå x0 â ëþáîå äðóãîå ñîñòîÿíèå
x(T ) ∈ R

n
ñ ïîìîùüþ äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ u(t), t ∈ [0,T ].

Òàêîå ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòüþ. Ïåðåéäåì

ê ïîèñêó ñîîòâåòñòâóþùåãî êðèòåðèÿ.

Ñâåäåì çàäà÷ó ê àíàëèçó èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñè-

òåëüíî u(·). Âûáåðåì �óíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó îäíîðîäíîé ñè-

ñòåìû íîðìèðîâàííîé â íóëå: Φ̇ = A(t)Φ, Φ(0) = E, t ∈ [0,T ].
Âñëåäñòâèå �îðìóëû Êîøè

x(T ) = Φ(T )x0 +

∫ T

0
Φ(T )Φ−1(τ)B(τ)u(τ) dτ,

Φ−1(T )x(T )− x0 =

∫ T

0
Φ−1(τ)B(τ)u(τ) dτ.

Îáîçíà÷èâ z = Φ−1(T )x(T ) − x0 è Q(t) = Φ−1(t)B(t), ïîëó÷èì
ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå

z =

∫ T

0
Q(τ)u(τ) dτ, u(·) ∈ U . (2.4)

Ïðåæäå ÷åì àíàëèçèðîâàòü îòîáðàæåíèå u(·) 7→ z, ïðèâåäåì
åùå îäèí âûâîä (2.4) íåçàâèñèìî îò �îðìóëû Êîøè, íå ñàìîé

ëåãêîé äëÿ çàïîìèíàíèÿ. Ïî-âèäèìîìó, ëåã÷å çàïîìíèòü èíòå-

ãðèðóþùèé ìíîæèòåëü Φ−1
äëÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïðåäâà-

ðèòåëüíî äè��åðåíöèðîâàíèåì òîæäåñòâà Φ−1(t)Φ(t) = E óáå-

äèìñÿ, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ Dt(Φ
−1) ðàâíà −Φ−1A (Dt ≡ d/dt):

Dt

(
Φ−1

)
Φ+ Φ−1Φ̇ = 0n×n, Φ̇ = AΦ ⇒ Dt(Φ

−1) = −Φ−1A.
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Äîìíîæèì óðàâíåíèå (2.3) ñëåâà íà ìàòðèöó Φ−1(t):

Φ−1ẋ− Φ−1Ax = Φ−1Bu⇒ Dt

(
Φ−1x

)
= Qu.

Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì ëèíåéíîå ïî u(·) óðàâíåíèå (2.4).
Ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü

(
D

T
(x0) = R

n
)
ñèñòåìû (2.3) ýêâè-

âàëåíòíà óñëîâèþ {z|u(·) ∈ U} = R
n
. Âûðàæåíèå ïðàâîé ÷à-

ñòè (2.4) ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî ñâîéñòâî íå çàâèñèò îò x0.

Òåîðåìà 4. Ñèñòåìà (2.3) ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìà òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòðîêè ìàòðèöû Q(t) = Φ−1(t)B(t) ëèíåé-
íî íåçàâèñèìû íà îòðåçêå [0,T ]. Â òåðìèíàõ ìàòðèöû �ðàìà:

D
T
= R

n ⇔ det Γ 6= 0, Γ =

∫ T

0
Q(t)Q⊤(t) dt. (2.5)

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó, îòìåòèì, ÷òî îïðå-

äåëåíèå ëèíåéíîé (íå)çàâèñèìîñòè âåêòîð-�óíêöèé-ñòðîê íè-

÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëåíèÿ äëÿ âåêòîð-�óíêöèé-ñòîëáöîâ

(íàä ïîëåì R â êîíòåêñòå çàäà÷è). Íåçàâèñèìîñòü ñòðîê Qi

(¾äëèíû¿ r) ìàòðèöû Qn×r íà îòðåçêå âðåìåíè [0,T ] îçíà÷àåò:

c1Q1(t) + . . . + cnQn(t) = 01×r, cj ∈ R, t ∈ [0,T ] ⇒ cj = 0 ∀ j.

Ýëåìåíòàìè ìàòðèöû �ðàìà ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëû

Γij = 〈Qi, Qj〉 =
∫ T

0
Qi(t)Q

⊤
j(t) dt, 1 6 i, j 6 n.

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñòðîêè íà ñòîë-

áåö ïî ïðàâèëàì ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ èëè ñêàëÿðíîìó ïðî-

èçâåäåíèþ â R
r
âåêòîðà-ñòîëáöà Q⊤

i(t) íà ñòîëáåö Q
⊤
j(t). Ýêâèâà-

ëåíòíîñòü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîð-�óíêöèé è óñëîâèÿ

det Γ 6= 0 äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû �ðàìà ïîêàçàíà â � 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü det Γ 6= 0. Ôèêñèðóåì ëþáîé âåêòîð

x(T ) ∈ Rn
è âû÷èñëèì z = Φ−1(T )x(T )− x0. Èíòåãðàëüíîå óðàâ-

íåíèå (2.4) ðåøàåì âûáîðîì u(t) = Q⊤(t)c, c ∈ R
n
:

z =

∫ T

0
Q(t)u(t) dt =

∫ T

0
Q(t)Q⊤(t) dt c = Γc⇒ c = Γ−1z.
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Îáðàòíî, åñëè ñòðîêè ìàòðèöû Q(t) ëèíåéíî çàâèñèìû íà

îòðåçêå âðåìåíè [0,T ]
(
det Γ = 0

)
, òî íàéäåòñÿ íåíóëåâîé âåêòîð

c ∈ R
n
èç óñëîâèÿ c⊤Q(t) ≡ 01×r, t ∈ [0,T ]. Äîìíîæàÿ ñêàëÿðíî

íà ýòîò âåêòîð óðàâíåíèå (2.4), ïîëó÷èì c⊤z = 0. Ýòî óðàâíåíèå
ãèïåðïëîñêîñòè â R

n
, ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè íåò.

Íå ñëåäóåò äóìàòü, ÷òî ¾çàäà÷à ïîëíîñòüþ ðåøåíà¿. Â ðàì-

êàõ êóðñà ÎÄÓ íå îñòàíàâëèâàåìñÿ íà àëãîðèòìè÷åñêîé è âû-

÷èñëèòåëüíîé ñòîðîíå ïðîáëåìû óïðàâëÿåìîñòè.

Ìíîæåñòâî óïðàâëÿåìîñòè. Â ïðèëîæåíèÿõ ñèñòåìà óïðàâ-

ëåíèÿ (2.3) îáû÷íî ïîÿâëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ëèíåàðèçàöèè â

îêðåñòíîñòè çàäàííîãî ðåæèìà. Âåêòîð x(t) èìååò ñìûñë îòêëî-
íåíèÿ. �àññìîòðèì çàäà÷ó ïåðåâîäà íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x0 â
òî÷êó x(T ) = 0 âûáîðîì äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ u(·) ∈ U [11℄.

Â ëåâîé ÷àñòè (2.4) ïîëó÷àåì z = Φ−1(T )x(T )− x0 = −x0.
Êîãäà det Γ 6= 0 çàäà÷à ðåøàåòñÿ âûáîðîì u(t) = Q⊤(t)c :

−x0 =

∫ T

0
Qudt = Γc⇒ c = −Γ−1x0, u(t) = −Q⊤(t)Γ−1x0.

Êàê ïðàâèëî, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷å-

íèÿ óïðàâëåíèÿ: u(t) ∈ U ⊂ Rr
. Íàïðèìåð, |ui(t)| 6 ūi, 1 6 i 6 r.

Çàäà÷à îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè D
T
(x0) è ìíîæå-

ñòâà óïðàâëÿåìîñòè R
T
= {x0 ∈ R

n| x(T ) = 0} óñëîæíÿåòñÿ.
Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì èíòåãðàëüíîãî íåðàâåíñòâà

〈u, u〉 =
∫ T

0
u⊤(t)u(t) dt =

∫ T

0

∑r

i=1
u2i (t) dt 6 h2, (2.6)

êîòîðîå èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ¾îãðàíè÷åíèå ïî ýíåðãèè¿. Âû-

áèðàåì u(t) = −Q⊤(t)Γ−1x0. Ïðåäâàðèòåëüíî óáåäèìñÿ, ÷òî îá-

ðàòíàÿ ìàòðèöà Γ−1
ñèììåòðè÷íà, êàê è Γ = Γ⊤

:

Γ−1Γ = E ⇒ Γ⊤(Γ−1)⊤ = Γ(Γ−1)⊤ = E ⇒ (Γ−1)⊤ = Γ−1.

Òåïåðü ïîäñòàâëÿåì u(t) = −Q⊤(t)Γ−1x0 â îãðàíè÷åíèå (2.6):

x⊤0Γ
−1

∫ T

0
Q(t)Q⊤(t) dt Γ−1x0 = x⊤0Γ

−1x0 6 h2.

Èòàê, íàéäåí ýëëèïñîèä îòêëîíåíèé x0, êîòîðûå ìîæíî ïåðåâå-
ñòè â ñîñòîÿíèå x(T ) = 0 ïðè óñëîâèÿõ det Γ 6= 0, 〈u, u〉 6 h2.
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3. Ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè

Ïóñòü A = const ∈ C
n×n

. Çàéìåìñÿ âíà÷àëå ïîñòðîåíèåì �óí-

äàìåíòàëüíîé ìàòðèöû îäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû

ẋ = Ax, A = An×n, aij ∈ C, t ∈ I = R. (3.1)

Ñëó÷àé ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A. Ïóñòü

êîðíè λj õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà χ(λ) = |λE − A| ìàò-
ðèöû A ðàçëè÷íû. Èùåì íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå (3.1) â �îðìå

x = ϕ(t) = eλtb, λ ∈ C, b ∈ C
n (b 6= 0).

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ñîêðàùàåì ýêñïîíåíòó (íî íå âåêòîð b!):
λb = Ab. Ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ çàäà÷à ïîèñêà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è
ñîáñòâåííûûõ âåêòîðîâ. Èç (λE−A)b = 0 ∈ Cn

ñëåäóåò χ(λ) = 0.
Äëÿ êàæäîãî êîðíÿ λ = λj ðåøàåì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó àëãåáðà-

è÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò âåêòîðà b = bj 6= 0.
Çíà÷åíèÿ λ1, . . . , λn ðàçëè÷íû, òàê ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû bj

ëèíåéíî íåçàâèñèìû. �åøåíèÿ ϕj(t) = exp{λjt}bj ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû (âñëåäñòâèå ϕj(0) = bj) è îáðàçóþò �óíäàìåíòàëüíóþ

ñèñòåìó. Îáùèì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-�óíêöèÿ

x = ϕ(t, c) = c1e
λ1tb1 + . . . + cne

λntbn, cj ∈ C
n. (3.2)

Åñëè â (3.1) ñäåëàòü çàìåíó x = Py, P = (b1, . . . , bn), òî

ẋ = Ax ⇒ ẏ = P−1AP y, P−1AP = Λ = diag{λ1, . . . , λn},

è â íîâûõ ïåðåìåííûõ yj ñèñòåìà ðàñïàäàåòñÿ íà n íåçàâèñèìûõ
óðàâíåíèé: ẏj = λjyj ⇒ yj(t) = cj exp{λjt}, 1 6 j 6 n.

Âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ. Ïóñòü ìàòðèöà A âåùåñòâåííà, è

íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ (x(0) = x0 ∈ Rn).
Ïî-ïðåæíåìó ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîðíè λ1, . . . , λn õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà χ(λ) = |λE −A| ðàçëè÷íû. Â îáùåì ðåøå-

íèè (3.2) èñïîëüçóþòñÿ áàçèñíûå ðåøåíèÿ âèäà ϕ(t) = exp{λt}b.
Åñëè λ âåùåñòâåííîå ÷èñëî, òî è ñîáñòâåííûé âåêòîð b èç ðåøå-
íèé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû λb = Ab âûáåðåì âåùåñòâåííûì.
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Òàêîå ðåøåíèå ϕ(t) îñòàâëÿåì â áàçèñå. Åñëè êîðåíü λ = µ êîì-

ïëåêñíûé, òî â ñèëó âåùåñòâåííîñòè êîý��èöèåíòîâ χ(λ) êîð-
íåì áóäåò è ñîïðÿæåííîå ÷èñëî µ̄. Ïîñêîëüêó λb = Ab⇒ λ̄b̄ = Ab̄
(Ā = A), òî â êîìïëåêñíûé áàçèñ ìîæíî âêëþ÷èòü ïàðó

ϕ(t) = eµtb, ϕ̄(t) = eµ̄tb̄, t ∈ R.

Ýòè ñîïðÿæåííûå ðåøåíèÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òàê êàê µ 6= µ̄
è âûïîëíÿåòñÿ ϕ(0) = b, ϕ̄(0) = b̄ (ñîáñòâåííûå âåêòîðû b, b̄
ëèíåéíî íåçàâèñèìû). Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó âåùåñòâåííîñòè A

ϕ̇ = Aϕ ⇒ Re ϕ̇ = AReϕ, Im ϕ̇ = A Imϕ,

ò. å. �óíêöèè Reϕ(t) è Imϕ(t) � òîæå ðåøåíèÿ. �åøåíèå ϕ̄ íî-

âûõ âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé íå äàåò: Reϕ = Re ϕ̄, Imϕ = − Im ϕ̄.
Èñêëþ÷àåì èç áàçèñà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííóþ ïàðó {ϕ, ϕ̄} è çà-
ìåíÿåì å¼ íà âåùåñòâåííóþ ïàðó {Reϕ, Imϕ}. Â èòîãå â áàçèñå n
âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé. Èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ ïðîèçâîëü-

íûìè âåùåñòâåííûìè ïîñòîÿííûìè cj ∈ R è áóäåò îáùèì âåùå-

ñòâåííûì ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ñèñòåìû ẋ = Ax. Çàìåòèì, ÷òî
âñëåäñòâèå �îðìóëû Ýéëåðà exp{iν} = cos ν + i sin ν (ν = Imµ)
è â ðåøåíèÿõ Reϕ è Imϕ ïîÿâÿòñÿ ñèíóñû è êîñèíóñû.

Â ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèÿõ èìååòñÿ ïðîáåë: îïóùåíî äî-

êàçàòåëüñòâî ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íàä ïîëåì R ïîëó÷åííûõ

n âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé. Ýòî äåëàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïåðåõîäó îò

êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîãî áàçèñà ê âåùåñòâåííîìó äëÿ ëèíåéíî-

ãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (ãëàâà III). Çäåñü äëÿ ðàçíîîáðàçèÿ

ïðèâåäåì äðóãîå ðàññóæäåíèå. Âåùåñòâåííîå ðåøåíèå õàðàêòå-

ðèçóåòñÿ óñëîâèåì x̄(t) = x(t). Ñ÷èòàåì, ÷òî êîìïëåêñíûé áàçèñ

â îáùåì ðåøåíèè (3.2) ïîñòðîåí ïî óêàçàííîìó âûøå ïðèíöèïó:

λ ∈ R ⇒ b ∈ R
n, {µ, µ̄} ⊂ C ⇒ {b, b̄} ⊂ C

n.

Çàïèñàâ ðàâåíñòâî x̄ = x, ïîëó÷àåì (â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñè-

ìîñòè ýêñïîíåíò), ÷òî ïðè âåùåñòâåííûõ ýêñïîíåíòàõ äîëæíû

áûòü âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå (c = c̄), à ïðè ñîïðÿæåííûõ �

ñîïðÿæåííûå. ×òîáû ¾èçáàâèòüñÿ¿ îò ìíèìîé åäèíèöû îñòàåòñÿ
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ïðåîáðàçîâàòü ñóììó ñîïðÿæåííûõ ñëàãàåìûõ:

c = ξ + iη, µ = α+ iβ, b = f + ih
(
ξ, η, α, β ∈ R, f, h ∈ R

n
)

⇒ ceµtb+ c̄eµ̄tb̄ = (ξ + iη)eαt(cos βt+ i sinβt)(f + ih) + . . .

Ïðåäëàãàåòñÿ çàâåðøèòü âûêëàäêè â ïîðÿäêå óïðàæíåíèÿ. Ïî-

ñêîëüêó ñêëàäûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûå ÷èñëà, òî îñòàíåòñÿ âåùå-

ñòâåííîå âûðàæåíèå ñ äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè âåùåñòâåííûìè

ïîñòîÿííûìè ξ, η. Â íå ñòîëü ïîäðîáíîé çàïèñè: ϕ = exp{µt}b,

(ξ + iη)(Reϕ+ i Imϕ) + (ξ − iη)(Reϕ− i Imϕ) =

= 2ξReϕ− 2η Imϕ, 2ξ = c1 ∈ R, −2η = c2 ∈ R.

Îáùèé ñëó÷àé. Ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà. Èçëîæèì îáùèé

ìåòîä ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (3.1), ïðèãîäíûé è äëÿ ñëó-

÷àÿ êðàòíûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà. Ôèêñèðó-

åì ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê âðåìåíè [t1, t2], íà÷àëüíûå äàííûå

x(t0) = x0 ∈ C
n
(
t0 ∈ [t1, t2]

)
è ïåðåéäåì ê èíòåãðàëüíîìó óðàâ-

íåíèþ

x(t) = x0 +

∫ t

t0

Ax(τ) dτ, t ∈ [t1, t2].

Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé èçó÷àëñÿ â ãëàâå I. Çäåñü

ëèøü êîíêðåòèçèðóåì åãî äëÿ âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ (3.1):

ϕ0(t) = x0 = x(t0), ϕk+1(t) = x0 +

∫ t

t0

Aϕk(τ) dτ,

ϕ1(t) = x0 +Ax0(t− t0) =
[
E + (t− t0)A

]
x0, . . . ,

ϕk(t) =
[
E + (t− t0)A+ . . .+

(t− t0)
k

k!
Ak

]
x0, . . .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ (êîíå÷íûõ

ñóìì) ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ïðè k → +∞. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

áðàòü íà÷àëüíûå äàííûå x0 = ej = (0, . . . , 1, . . . , 0)⊤ (ðàçëè÷àåì

ïî êîíòåêñòó ýêñïîíåíòó è ýëåìåíòû êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà R
n
),
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òî ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïðèâîäèò ê ñõîäèìî-

ñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè j-õ ñòîëáöîâ, ðàâíîìåðíîé ïî t ∈ [t1, t2].
Èòàê, ñõîäèòñÿ ìàòðè÷íûé ðÿä

(
[. . .] � åãî ÷àñòè÷íàÿ ñóììà)

E + (t− t0)A+ . . .+
(t− t0)

k

k!
Ak + . . .

Ýòîò ðÿä àíàëîãè÷åí 1 + x + . . . + xk/k! + . . . = exp{x}, ÷òî äà-
åò îñíîâàíèå íàçâàòü åãî ñóììó ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòîé (÷èñ-

ëî ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé 1× 1). Ñîõðàíÿÿ ïðèâû÷íîå îáîçíà÷åíèå,
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ïðåäñòàâëåíèþ îáùåãî ðåøåíèÿ:

x(t) = e(t−t0)Ax0, x0 = x(t0) ∈ C
n, t ∈ R. (3.3)

Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî îòðåçîê [t1, t2] �èêñèðîâàëñÿ ïðîèçâîëüíûì.

Åñëè x0 = ej = (0, . . . , 1, . . . , 0)⊤, òî ïîëó÷àåì ñëåâà ðåøåíèå

ñ íà÷àëüíûìè âåêòîðîì x(t0) = ej , à ñïðàâà � j-é ñòîëáåö ìàò-

ðèöû exp{(t − t0)A}. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñòîëáöàì ýêñïîíåíòû

ðàñïîëîæåíà �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé è äëÿ �óíäà-

ìåíòàëüíîé ìàòðèöû, íîðìèðîâàííîé ïðè t = t0, èìååì

Φ̇ = AΦ, Φ(t0) = E ⇒ Φ(t) = e(t−t0)A, t ∈ R.

Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì ïðèâû÷íîå ïðàâèëî äè��åðåíöèðîâà-

íèÿ

Dte
(t−t0)A = Ae(t−t0)A = e(t−t0)AA.

Âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïåðåñòàíîâî÷íîñòè AAk = AkA.

Äîêàæåì ãðóïïîâîå ñâîéñòâî ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû

e(t1+t2)A = et1Aet2A = et2Aet1A. (3.4)

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé x0 è ðàññìîòðèì âåêòîð-�óíêöèè

ϕ1(t) = e(t+t2)Ax0, ϕ2(t) = etA
[
et2Ax0

]
.

Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì t2 = −t0, y0 = exp{t2A}x0. Òîãäà
ϕ1(t) � ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè ϕ1(t0) = x0. Ïðè



3. Ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè 163

t = 0 èìååì ϕ1(0) = y0. Àíàëîãè÷íî ϕ
2(t) = exp{tA}y0 � ðå-

øåíèå ñ óñëîâèåì ϕ2(0) = y0 (�îðìàëüíî ìîæíî ïåðåïèñàòü

ϕ2(t) = exp{(t− t0)A}y0, ñ÷èòàÿ t0 = 0). Ïî åäèíñòâåííîñòè

ϕ1(0) = ϕ2(0) ⇒ ϕ1(t) ≡ ϕ2(t).

Ïðè t = t1 ïîëó÷àåì exp{(t1 + t2)A}x0 = exp{t1A} exp{t2A}x0.
Âåêòîð x0 ïðîèçâîëåí, òàê ÷òî ïåðâîå ðàâåíñòâî â (3.4) âûïîë-

íåíî. Âòîðîå òðèâèàëüíî ñëåäóåò èç t1+t2 = t2+t1. Â ÷àñòíîñòè,

ïðè t = t1 = −t2 ïîëó÷àåì �îðìóëó îáðàùåíèÿ ýêñïîíåíòû:

eAte−At = E ⇒
(
eAt

)
−1 = e−At.

Ïðåäîñòåðåæåíèå: â îáùåì ñëó÷àå exp{A+B} 6= exp{A} exp{B}
(ðàâåíñòâî ãàðàíòèðóåòñÿ êîììóòèðîâàíèåì AB = BA).

Ôóíêöèè îò ìàòðèö. Â ìàòðè÷íîì àíàëèçå ðàçðàáîòàíà îá-

ùàÿ òåîðèÿ �óíêöèé îò ìàòðèö è ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé. Â ïðè-

ëîæåíèÿõ ïîëåçíû íå òîëüêî ýêñïîíåíòû, íî è ìàòðè÷íûå ëîãà-

ðè�ìû, êîðíè . . . Êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà îñíîâíîé èäåå. �àñ-

ñìîòðèì ñêàëÿðíóþ �óíêöèþ, ïðåäñòàâèìóþ ñòåïåííûì ðÿäîì:

f(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n + . . . , |x| < R, x ∈ C.

Äëÿ ìàòðèöû B ∈ C
n×n

ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì

f(B) = a0E + a1B + . . .+ anB
n + . . .

×òîáû òàêîå îïðåäåëåíèå áûëî êîððåêòíûì, íåîáõîäèìî ïîçàáî-

òèòüñÿ î ñõîäèìîñòè ìàòðè÷íîãî ðÿäà. Åãî ñóììà è îáîçíà÷àåòñÿ

êàê f(B). Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ó ìàòðèöû

B âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðàçëè÷íû. Íàïîìíèì, ÷òî ñîáñòâåí-

íîå ÷èñëî λ ∈ C è è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð

b 6= 0 ∈ C
n
îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì Bb = λb. Äàæå åñëè

ìàòðèöà B âåùåñòâåííà, òî â îáùåì ñëó÷àå λ, b êîìïëåêñíûå.
Ýòî îäíà èç ïðè÷èí, ïî êîòîðîé òåîðèÿ ëèíåéíûõ ÎÄÓ èçëàãà-

åòñÿ íà ÿçûêå êîìïëåêñíîçíà÷íûõ �óíêöèé. Èñòîðè÷åñêè öåëûå

ðàçäåëû ëèíåéíîé àëãåáðû ðàçâèâàëèñü â ñâÿçè ñ èññëåäîâàíè-

ÿìè ñèñòåì ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëèòåëüíîå âðåìÿ íàçûâàëîñü âåêîâûì
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(â òåðìèíîëîãèè íåáåñíîé ìåõàíèêè). Ïî÷åìó â àëãåáðå ïîäðîá-

íî èçó÷àåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ P−1AP? Â êîíòåêñòå ÎÄÓ

ýòî ñëåäñòâèå ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ:

ẋ = Ax, x = Py ⇒ ẏ = P−1APy.

Åñëè ñîáñòâåííûå ÷èñëà λj ìàòðèöû B ðàçëè÷íû, òî ïðåîá-

ðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ îíà ñâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîé:

∃P = Pn×n, detP 6= 0, P−1BP = Λ = diag {λ1, . . . , λn}.

Ïðè ýòîì BP = (BP 1, . . . , BPn) = PΛ = (λ1P
1, . . . , λnP

n), òàê
÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ P ñóòü ñîáñòâåííûå âåê-

òîðû. Îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, êîãäà âñå λj ðàçëè÷íû.
Ïîäñòàâèì B = PΛP−1

â �îðìàëüíûé ðÿä äëÿ f(B):

f(B) = a0E + a1PΛP
−1 + a2(PΛP

−1)(PΛP−1) + . . .

= a0PP
−1 + a1PΛP

−1 + a2PΛ
2P−1 + . . .

= P diag {f(λ1), . . . , f(λn)}P−1.

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ìàòðèöà f(B) îïðåäåëåíà, åñëè ñîáñòâåííûå

÷èñëà íàõîäÿòñÿ â êðóãå ñõîäèìîñòè: |λj | < R. �åçóëüòàò âåðåí
è â îáùåì ñëó÷àå (èñïîëüçóåòñÿ æîðäàíîâà �îðìà ìàòðèöû).

¾Êîíå÷íîå¿ ïðåäñòàâëåíèå ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû. Åñëè

ïîëüçîâàòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëåíèåì ìàòðè÷íîé ýêñïî-

íåíòû exp{(t− t0)A} êàê ñóììû ðÿäà, òî �îðìóëà îáùåãî ðåøå-

íèÿ x(t) = exp{(t − t0)A}x0
(
x0 = x(t0) ∈ C

n
)
âûãëÿäèò íåêîí-

ñòðóêòèâíî. Ïîïûòàåìñÿ íàéòè ¾êîíå÷íîå¿ ïðåäñòàâëåíèå ìàò-

ðè÷íîé ýêñïîíåíòû. Ïðèâåäåì ñíà÷àëà íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ.

Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé äàëåå ïðèíèìàåì t0 çà íà÷à-

ëî îòñ÷åòà âðåìåíè (t0 = 0). Òîãäà îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

x(t) = exp{At}x0
(
x0 = x(0)

)
. Ìàòðèöà Φ(t) = exp{At} ÿâëÿåòñÿ

�óíäàìåíòàëüíîé, íîðìèðîâàííîé â íóëå: Φ̇ = AΦ, Φ(0) = E.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ìàòðèöû A ∈ C

n×n

χ(λ) = |λE −A| = λn + pn−1λ
n−1 + . . .+ p0
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ïî òåîðåìå �àìèëüòîíà�Êýëè ÿâëÿåòñÿ àííóëèðóþùèì:

χ(A) = An + pn−1A
n−1 + . . .+ p0E = 0n×n.

Ñëåäîâàòåëüíî, n-ÿ ñòåïåíü An
� ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ìàòðèö

E, A, . . . , An−1
. Òîãäà è An+1

îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì:

An+1 = AAn = A(−pn−1A
n−1 − . . .− p0E) =

= −pn−1A
n − . . . = −pn−1(−pn−1A

n−1 − . . . − p0E)− . . .

Ïðèìåíÿÿ ýòîò ïðîöåññ äëÿ Aj
, j > n, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

eAt = α0(t)E + α1(t)A+ . . .+ αn−1(t)A
n−1. (3.5)

Ïîêà ýòî �îðìàëüíîå ðàâåíñòâî: ¾ñîáèðàÿ êîý��èöèåíòû¿ ïðè

Aj
(0 6 j 6 n− 1), ìû íå àíàëèçèðîâàëè ñõîäèìîñòü ðÿäîâ.

Òåîðåìà 5. Ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó exp{At} ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â �îðìå (3.5), ãäå êîý��èöèåíòû αj(t) � êâàçèïîëèíîìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü (3.5) â óðàâíåíèå

ẋ = Ax è ïðèðàâíÿåì âûðàæåíèÿ ïðè ñòåïåíÿõ Aj
, j 6 n− 1:

∑n−1

i=0
α̇i(t)A

i = αn−1(t)A
n +

∑n−2

i=0
αi(t)A

i+1,

An = −pn−1A
n−1 − pn−2A

n−2 − . . . − p0E ⇒





α̇0(t) = −p0αn−1(t)

α̇1(t) = α0(t)− p1αn−1(t)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

α̇n−1(t) = αn−2(t) − pn−1αn−1(t).

(3.6)

Ïîñêîëüêó exp{At}|t=0 = E, òî �èêñèðóåì íà÷àëüíûå äàííûå

α0(0) = 1, α1(0) = 0, . . . , αn−1(0) = 0. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîêà

óòâåðæäàåòñÿ ñëåäóþùåå: åñëè îïðåäåëèòü �óíêöèè αj(t) êàê

ðåøåíèå óêàçàííîé çàäà÷è Êîøè, òî â ïðàâîé ÷àñòè (3.5) áóäåò

ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì Φ̇(t) = AΦ(t), Φ(0) = E.
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Òîãäà ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà

Φ(t) = exp{At} ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (3.5).

Èòàê, ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ êîý��èöèåíòîâ αj:

d

dt




α0
.

.

.

αn−1


 =




0 0 . . . 0 −p0
1 0 . . . 0 −p1
.

.

.

.

.

. . . .
.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 1 −pn−1







α0
.

.

.

αn−1


,

α0(0) = 1, α1(0) = 0, . . . , αn−1(0) = 0.

Ìàòðèöà ñèñòåìû ÎÄÓ (ñ òî÷íîñòüþ äî òðàíñïîíèðîâàíèÿ) �

èçâåñòíàÿ èç êóðñà àëãåáðû ñîïðîâîæäàþùàÿ ìàòðèöà õàðàê-

òåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà χ(λ). Ñâåäåì ñèñòåìó ê ñêàëÿðíî-

ìó ëèíåéíîìó îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ n-ãî ïîðÿäêà. Ïîëîæèì
ψ(t) = αn−1(t). Òîãäà èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.6)

íàõîäèì ψ̇ = αn−2 − pn−1ψ, αn−2 = ψ̇ + pn−1ψ. Ïîäñòàâèì ýòî

âûðàæåíèå �óíêöèè αn−2(t) â ïðåäïîñëåäíåå óðàâíåíèå:

α̇n−2 = αn−3 − pn−2αn−1 ⇒ ψ̈ + pn−1ψ̇ + pn−2ψ = αn−3.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ ñíèçó ââåðõ, ïîëó÷èì ñêàëÿðíîå ëèíåé-

íîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà χ(D)ψ = 0:

ψ(n)(t) + pn−1ψ
(n−1)(t) + . . .+ p0ψ(t) = 0, t ∈ R. (3.7)

Çàìåòèì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì óðàâíåíèÿ (3.7) ñîâ-

ïàäàåò ñ χ(λ) = |λE −A|. ×òî êàñàåòñÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ, òî

ψ(0) = αn−1(0) = 0, ψ̇(0) = αn−2(0)− pn−1ψ(0) = 0,

. . . , ψ(n−2)(0) = 0, ψ(n−1)(0) = α0(0) = 1.

Òàêàÿ çàäà÷à Êîøè èçó÷åíà â ãëàâå III. �åøåíèå ñóùåñòâóåò,

åäèíñòâåííî è ÿâëÿåòñÿ êâàçèïîëèíîìîì. Ôóíêöèè αj(t) � ëè-

íåéíûå êîìáèíàöèè ψ(t) è å¼ ïðîèçâîäíûõ, òàê ÷òî îíè òîæå

êâàçèïîëèíîìû. Ýêñïîíåíòû èìåþò ïîêàçàòåëè λj (ñîáñòâåííûå
÷èñëà ìàòðèöû A), à ñòåïåíè ïîëèíîìîâ ïðè exp{λjt} íå ïðåâû-
øàþò mj−1, ãäå mj � êðàòíîñòü êîðíÿ λj õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ïîëèíîìà χ(λ) = |λE −A|.
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Âìåñòî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìèíèìàëü-

íûé àííóëèðóþùèé ïîëèíîì ìàòðèöû A, åñëè îí èçâåñòåí.

Èç äîêàçàòåëüñòâà èçâëåêàåì ïðèåì äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû-

÷èñëåíèé (ìåòîä Ýéëåðà). Ïî ðàçëè÷íûì êîðíÿì λ1, . . . , λs õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ñîñòàâëÿåì âåêòîð-�óíêöèè

ϕi(t) = pi(t)eλit, deg pij 6 mi − 1, 1 6 i 6 s, 1 6 j 6 n,

ñ íåîïðåäåëåííûìè êîý��èöèåíòàìè ïîëèíîìîâ pij(t) (êîìïî-

íåíò âåêòîðíûõ ïîëèíîìîâ pi). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ẋ = Ax è

ñîêðàùåíèÿ ýêñïîíåíòû, ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè-

÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ êîý��èöèåíòîâ (mi øòóê èç íèõ îñòàíóò-

ñÿ ïðîèçâîëüíûìè). Îáùåå ðåøåíèå áóäåò ñóììîé ϕi(t), ïðè÷åì
êîëè÷åñòâî ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ áóäåò m1 + . . . +ms = n
[3, 5, 16,24℄. Îíè óòî÷íÿþòñÿ, íàïðèìåð, íà÷àëüíûìè äàííûìè.

×òî êàñàåòñÿ âûäåëåíèÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé â ñëó-

÷àå A ∈ Rn×n
, òî, ïî-âèäèìîìó, ðàöèîíàëüíåå ïîñòðîèòü îáùåå

êîìïëåêñíîå ðåøåíèå è çàòåì äîáàâèòü óñëîâèå x = x̄.

Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî îáùåå ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ẋ = Ax + f çàäàåòñÿ �îðìóëîé Êîøè:

x(t) = K(t, t0)x(t0) +

∫ t

t0

K(t, τ)f(τ) dτ, K(t, s) = Φ(t)Φ−1(s).

Óäîáíî áðàòü íîðìèðîâàííóþ ïðè t = t0 �óíäàìåíòàëüíóþ ìàò-

ðèöó Φ(t), òîãäà K(t, t0) = Φ(t). Â ñëó÷àå A(t) = A = const

x(t) = e(t−t0)Ax0 +

∫ t

t0

e(t−τ)Af(τ) dτ, x0 = x(t0).

Äåéñòâèòåëüíî, íîðìèðîâàííîé ïðè t = t0 �óíäàìåíòàëüíîé

ìàòðèöåé ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà Φ(t) = exp{(t− t0)A},
K(t, τ) = Φ(t)Φ−1(τ) = e(t−t0)Ae(t0−τ)A = e(t−τ)A.

Åñëè f(t) � âåêòîðíûé êâàçèïîëèíîì, òî ìîæíî ïîëüçîâàòü-

ñÿ àíàëîãîì ìåòîäà íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ, èçëîæåí-

íîãî â ãëàâå III. Â ñèëó ëèíåéíîñòè âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï ñóïåð-

ïîçèöèè, òàê ÷òî îãðàíè÷èìñÿ îäíèì âåêòîðíûì ñëàãàåìûì:

f(t) = eσtp(t), deg pj 6 m, 1 6 j 6 n.
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Ïóñòü ïîêàçàòåëü σ íå êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà

χ(λ) (σ 6= λj, íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé). Òîãäà èùåì ÷àñòíîå ðå-

øåíèå â òàêîé æå �îðìå: x∗(t) = exp{σt}q(t), deg qj 6 m. Ïîä-
ñòàâëÿÿ â èñõîäíîå óðàâíåíèå ẋ = Ax + f , ïîëó÷èì

(σE −A)q(t) = p(t)− q̇(t), t ∈ R.

Ìàòðèöà σE−A íåâûðîæäåíà, ïîñêîëüêó σ 6= λj. Ïðèðàâíèâàÿ
ñëåâà è ñïðàâà êîý��èöèåíòû ïðè tm, tm−1

, . . . , ïîñëåäîâàòåëü-

íî íàõîäèì âñå âåêòîðíûå êîý��èöèåíòû ïîëèíîìà q(t).

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðà�à âåðíåìñÿ ê àíàëèçó ñâîéñòâà ïîë-

íîé óïðàâëÿåìîñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå:

ẋ = Ax +Bu, t ∈ [0,T ], aij, bks ∈ R.

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ óïðàâëåíèÿ u(·) ïðèìåò âèä

z =

∫ T

0
e−AtBu(t) dt =

∑n−1

j=0
AjBγj , γj :=

∫ T

0
α(−t)u(t) dt.

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó γj ∈ Rr
âåêòîð z = exp{−AT}x(T ) − x0

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòîëáöîâ ìàòðèöû

K = (B,AB,A2B, . . . , An−1B), K = Kn×nr.

Åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî rankK < n, òî ïîëíîé óïðàâëÿ-

åìîñòè

(
{z|u ∈ U} = Rn

)
áûòü íå ìîæåò. Ìàòðèöà K èãðà-

åò âàæíóþ ðîëü â ëèíåéíîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ è íàçûâàåòñÿ

ìàòðèöåé óïðàâëÿåìîñòè (ìàòðèöåé Êàëìàíà). Íà ñàìîì äå-

ëå óñëîâèå rankK = n íå òîëüêî íåîáõîäèìî, íî è äîñòàòî÷íî

äëÿ ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè. Çäåñü íà ýòîì íå îñòàíàâëèâàåìñÿ.

4. Ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè

êîý��èöèåíòàìè

Îäíîðîäíûå ñèñòåìû. �àññìîòðèì âåêòîðíîå äè��åðåíöè-

àëüíîå óðàâíåíèå ñ íåïðåðûâíîé ïåðèîäè÷åñêîé ìàòðèöåé:

ẋ(t) = A(t)x(t), aij ∈ C(R), aij(t+ ω) = aij(t), ω > 0. (4.1)
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Ïîñòàâèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ω-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ

(ïîìèìî òðèâèàëüíîãî x(t) ≡ 0). Èíà÷å, áóäåò ëè â ω-ïåðè-
îäè÷åñêîé ñèñòåìå íàáëþäàòüñÿ ω-ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå?

Âàæíûì ñâîéñòâîì ω-ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ñëå-

äóþùèé �àêò. Åñëè x = ϕ(t) � ðåøåíèå (ïîëíîå, t ∈ R), òî

âåêòîð-�óíêöèÿ ψ(t) = ϕ(t + ω) � òîæå ðåøåíèå. Ïðîâåðèì:

ψ̇(t) =
dϕ(t+ ω)

dt
=
dϕ(t+ ω)

d(t+ ω)
= A(t+ ω)ϕ(t+ ω) = A(t)ψ(t).

Ïóñòü Φ(t) � �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà, íîðìèðîâàííàÿ â íóëå:

Φ̇(t) = A(t)Φ(t), Φ(0) = E.

Ïî ñòîëáöàì ðàñïîëîæåíû ðåøåíèÿ ϕi(t) ñ íà÷àëüíûìè äàííû-

ìè ϕi(0) = ei = (0, . . . , 1, . . . , 0)⊤, îáðàçóþùèå �óíäàìåíòàëüíóþ
ñèñòåìó. �àññìîòðèì ìàòðèöó Ψ(t) = Φ(t + ω). Ñòîëáöû ÿâëÿ-

þòñÿ ðåøåíèÿìè. Èç Ψ(−ω) = Φ(0) = E çàêëþ÷àåì, ÷òî Ψ(t)
íåâûðîæäåíà è, ñëåäîâàòåëüíî, îíà �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðè-

öà. Ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû ñâÿçàíû íåîñîáûì ìíîæèòåëåì:

Ψ(t) = Φ(t)B, detBn×n 6= 0. Ïîëàãàÿ t = 0, ïîëó÷àåì

Ψ(0) = Φ(ω) = Φ(0)B ⇒ B = Φ(ω) ⇒ Φ(t+ ω) = Φ(t)Φ(ω).

Èòàê, ïåðèîäè÷íîñòü A(t) ïðèâîäèò ê ìóëüòèïëèêàòèâíîìó ñâîé-
ñòâó ìàòðèöû Φ(t). Ìàòðèöó Φ(ω) íàçûâàþò ìàòðèöåé ìîíî-

äðîìèè, à å¼ ñîáñòâåííûå ÷èñëà � ìóëüòèïëèêàòîðàìè.

Çàìå÷àíèå 1. Âîçüìåì äðóãóþ �óíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó Φ̃(t)
è îïðåäåëèì ìàòðèöó ìîíîäðîìèè M àíàëîãè÷íûì óñëîâèåì

Φ̃(t+ ω) = Φ̃(t)M . Ïîñêîëüêó Φ̃(t) = Φ(t)P (detP 6= 0), òî

Φ(t+ω)P = Φ(t)PM, Φ(t+ω) = Φ(t)PMP−1 ⇒ PMP−1= Φ(ω).

Ìàòðèöû ìîíîäðîìèè, îïðåäåëåííûå ðàçëè÷íûìè �óíäàìåí-

òàëüíûìè ìàòðèöàìè, ïîäîáíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ìóëüòèïëèêà-

òîðû îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî (êàê êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

ìíîãî÷ëåíà): |λE −M | = |P (λE −M)P−1| = |λE − Φ(ω)|.
Íàçâàíèå ìóëüòèïëèêàòîð îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì.
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Òåîðåìà 6. ×èñëî µ ∈ C ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ϕ(
ϕ(t) 6= 0 ∀ t

)
, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ϕ(t+ω) = µϕ(t), t ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ìóëüòèïëèêàòîðà èìååì ñî-

îòíîøåíèå µb = Φ(ω)b, ãäå b 6= 0 ∈ Cn
� ñîîòâåòñòâóþùèé

ñîáñòâåííûé âåêòîð. Âîçüìåì ðåøåíèå x = ϕ(t) ñ íà÷àëüíûìè
äàííûìè ϕ(0) = b. Òîãäà âûïîëíåíà öåïî÷êà ðàâåíñòâ

ϕ(t+ ω) = Φ(t+ ω)b = Φ(t)Φ(ω)b = µΦ(t)b = µϕ(t).

Îáðàòíî, òîæäåñòâî ϕ(t + ω) = µϕ(t) ïî t ∈ R âëå÷åò

Φ(t+ ω)ϕ(0) = µΦ(t)ϕ(0) ⇒ (t = 0) Φ(ω)ϕ(0) = µϕ(0).

Ïîñêîëüêó ïî âûáîðó ϕ(0) 6= 0 (èíà÷å ϕ(t) ≡ 0), òî µ � ñîáñòâåí-

íîå ÷èñëî ìàòðèöû ìîíîäðîìèè Φ(ω), ò. å. ìóëüòèïëèêàòîð.

Ñëåäñòâèå: íåòðèâèàëüíîå ω-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñóùå-

ñòâóåò òîëüêî ïðè íàëè÷èè ìóëüòèïëèêàòîðà µ = 1. Èòàê, ïî-
ñòàâëåííûé âíà÷àëå ïàðàãðà�à âîïðîñ ðåøàåòñÿ âû÷èñëåíèåì

ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû ìîíîäðîìèè. Îòìåòèì, ÷òî è â ñëó-

÷àå A(t) ∈ Rn×n
ìóëüòèïëèêàòîðû µ1, . . . , µn, âîîáùå ãîâîðÿ,

êîìïëåêñíûå, íå èñêëþ÷àþòñÿ è êðàòíûå çíà÷åíèÿ. Âñëåäñòâèå

�îðìóëû Ëèóâèëëÿ ìóëüòèïëèêàòîðû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

µ1 · . . . · µn = detΦ(ω) = exp
{∫ ω

0
TrA(τ) dτ

}
.

Ïðèâîäèìîñòü. Íåïðåðûâíûå ω-ïåðèîäè÷åñêèå ñèñòåìû ïðè-

âîäèìû â òîì ñìûñëå, ÷òî ñóùåñòâóåò çàìåíà x = P (t)y
(
P ∈ C1

,

detP 6= 0
)
, ïðè êîòîðîé â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà çàïèøåòñÿ

â âèäå ẏ = Ry ñ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé R. Ýòî ñëåäóåò èç òåî-

ðåìû Ôëîêå [3, 6, 14℄: �óíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó Φ(t) ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â �îðìå Φ(t) = P (t) exp{Rt}, ãäå P ∈ C1(R) ÿâëÿ-
åòñÿ ω-ïåðèîäè÷åñêîé ìàòðèöåé, à R íå çàâèñèò îò t. Â îáùåì

ñëó÷àå ìàòðèöû P è R êîìïëåêñíûå, äàæå åñëè A âåùåñòâåííàÿ.

Íå óãëóáëÿÿñü â òåîðèþ �óíêöèé îò ìàòðèö, óêàæåì ëèøü,

÷òî äîñòàòî÷íî âçÿòü R = ω−1LnΦ(ω), P (t) = Φ(t) exp{−Rt}.
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Ìàòðè÷íûé ëîãàðè�ì LnB íåîñîáîé ìàòðèöû Bn×n îïðåäåëÿ-

åòñÿ óñëîâèåì exp{LnB} = B. Åäèíñòâåííîñòè íåò äàæå ïðè

n = 1 (B ∈ C, B 6= 0): LnB = ln |B|+ i argB + i2πk, k ∈ Z.

Ïðîâåðèì, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå ìàòðèö R è P ñïðàâåä-

ëèâî óêàçàííîå â òåîðåìå Ôëîêå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû Φ(t).
�àâåíñòâî Φ(t) = P (t) exp{Rt} è âêëþ÷åíèå P ∈ C1(R) âåðíû
ïî ïîñòðîåíèþ. Ïîêàæåì ω-ïåðèîäè÷íîñòü P : P (t+ ω) =

= Φ(t+ ω)e−(ω+t)R = Φ(t)Φ(ω)e−LnΦ(ω)e−Rt = Φ(t)e−Rt = P (t).

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî çàìåíà x = P (t)y (P ∈ C1
, detP 6= 0)

ïðèâîäèò èñõîäíîå óðàâíåíèå (4.1) ê ẏ = Ry:

ẋ = Ṗy + P ẏ =
[
Φ̇e−Rt − ΦRe−Rt

]
y + P ẏ,

Ax = APy = ẋ =
[
AΦe−Rt − Φe−RtR

]
y + P ẏ,

P = Φe−Rt ⇒ APy =
[
AP − PR

]
y + P ẏ ⇒ ẏ = Ry.

Íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû. �àññìîòðèì âåêòîðíîå óðàâíåíèå

ẋ(t) = A(t)x(t) + f(t), A(t+ ω) = A(t), f(t+ ω) = f(t). (4.2)

Ýëåìåíòû ìàòðèöû A è êîìïîíåíòû âåêòîðà f íåïðåðûâíû

íà R. Ñóùåñòâóþò ëè ω-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå?

Òåîðåìà 7. Åñëè ñðåäè ìóëüòèïëèêàòîðîâ íåò åäèíèöû, òî
óðàâíåíèå (4.2) èìååò åäèíñòâåííîå ω-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ω-ïåðèîäè÷íîñòè ðåøåíèÿ x = ϕ(t) íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ϕ(ω) = ϕ(0). Íåîáõîäèìîñòü î÷å-

âèäíà (t = 0). Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. �àññìîòðèì âåêòîð-

�óíêöèþ ψ(t) = ϕ(t + ω). Îíà áóäåò ðåøåíèåì � ïðîâåðÿåòñÿ

íåïîñðåäñòâåííî, êàê è â îäíîðîäíîì ñëó÷àå. Ïî òåîðåìå åäèí-

ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è èç ψ(0) = ϕ(ω) = ϕ(0)
ñëåäóåò ψ(t) ≡ ϕ(t), ò. å. ϕ(t+ ω) = ϕ(t)∀ t ∈ R.

Çàïèøåì óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè ðåøåíèÿ ϕ(ω) = ϕ(0) ñ ïî-
ìîùüþ �îðìóëû Êîøè: Φ̇(t) = A(t)Φ(t), Φ(0) = E, x0 = ϕ(0),

ϕ(ω) = ϕ(0) ∼ Φ(ω)x0 +

∫ ω

0
Φ(ω)Φ−1(τ)f(τ) dτ = x0.
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Ïðè âåêòîðå x0 ïîëó÷àåì ìàòðèöó E − Φ(ω). Ïðåîáðàçîâàíèåì
ïîäîáèÿ îíà ïðèâîäèòñÿ ê òðåóãîëüíîìó âèäó ñ äèàãîíàëüíûìè

ýëåìåíòàìè 1 − µj . Ïî óñëîâèþ òåîðåìû µj 6= 1 (1 6 j 6 n),
òàê ÷òî det

(
E − Φ(ω)

)
=

∏
(1 − µj) 6= 0 è âåêòîð x0 äëÿ ω-

ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Åñëè îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ẋ = A(t)x èìååò íåòðèâèàëüíîå ω-
ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå (∃µ = 1), òî ìàòðèöà E−Φ(ω) âûðîæäå-
íà è ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà îòíîñèòåëüíî âåêòîðà x0
ëèáî íåñîâìåñòíà (íåò ω-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ), ëèáî èìååò-
ñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ω-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.

5. Íàáëþäàåìîñòü ëèíåéíûõ ñèñòåì

Òðàäèöèîííî â êóðñå ÎÄÓ èçó÷àåòñÿ â îñíîâíîì çàäà÷à Êîøè.

Êðàåâûå çàäà÷è áîëåå äåòàëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ â êóðñå ìàòå-

ìàòè÷åñêîé �èçèêè. Â äàííîì ïàðàãðà�å êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà

ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòíûõ âåëè÷èí ìåíüøå ðàçìåðíîñòè �àçîâîãî

âåêòîðà, íî îíè íàáëþäàþòñÿ íà íåêîòîðîì îòðåçêå âðåìåíè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü äâèæåíèå îáúåêòà îïèñûâàåòñÿ âå-

ùåñòâåííûì âåêòîðíûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

ẋ(t) = A(t)x(t) + f(t), A, f ∈ C(Ī), Ī = [0,T ]. (5.1)

Çàïèñü A, f ∈ C ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî âñå êîìïîíåíòû aij(t) ìàò-
ðèöû An×n è êîìïîíåíòû fj(t) âåêòîð-�óíêöèè fn×1 íåïðåðûâ-

íû íà ðàññìàòðèâàåìîì îòðåçêå âðåìåíè [0,T ].

Íà÷àëüíûå äàííûå x(0) = x0 ∈ R
n
íåèçâåñòíû. Ïî ðåçóëüòà-

òàì íàáëþäåíèé (èçìåðåíèé) äîñòóïíà èí�îðìàöèÿ y(t) ∈ R
m
:

y(t) = G(t)x(t) + g(t), t ∈ Θ = [0, ϑ], ϑ 6 T , m < n. (5.2)

Ïðåäïîëàãàåì âêëþ÷åíèå Gm×n, gm×1 ∈ C(Ī). Íàïðèìåð, åñëè
G⊤ = (e1, . . . , em), ãäå {ei}n1 � êàíîíè÷åñêèé áàçèñ R

n
, è g = 0,

òî íà îòðåçêå íàáëþäåíèÿ Θ èçâåñòíû ïåðâûå m �àçîâûõ êî-

îðäèíàò yi(t) = xi(t). Êîëè÷åñòâî m èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí ìåíü-

øå n, íî ýòî â îïðåäåëåííîé ìåðå êîìïåíñèðóåòñÿ ó÷åòîì äè-

íàìèêè (5.1) è èí�îðìàöèè y(t), t ∈ Θ. Íåïîñðåäñòâåííî èç
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ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (5.2) ïîëíûé �àçîâûé âåêòîð x(t) ïî y(t)
îïðåäåëèòü íåëüçÿ. Ñ÷èòàåì íåîäíîðîäíîñòè f(t), g(t) èçâåñòíû-
ìè. Çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé, êîãäà âåêòîð-�óíêöèè

f(t), g(t) èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê âîçìóùåíèå óðàâíåíèé äâèæå-

íèÿ è îøèáêè èçìåðåíèé, èçâåñòíûå ëèøü â îöåíî÷íîì ïëàíå,

ðàññìàòðèâàåòñÿ â êóðñå òåîðèè óïðàâëåíèÿ.

Äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ äîñòà-

òî÷íî çíàòü �àçîâîå ñîñòîÿíèå x(s) â êàêîé-ëèáî ìîìåíò âðåìå-
íè s ∈ [0,T ]. Áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ x(T ) (÷òî íå ÿâëÿåòñÿ ïðèí-
öèïèàëüíûì îãðàíè÷åíèåì). Â ïðèëîæåíèÿõ îáû÷íî èäåò íàêîï-

ëåíèå èí�îðìàöèè íà îòðåçêå âðåìåíè Θ, è ïî ýòîé ïðåäûñòî-

ðèè âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå x(T ). Â çàâèñèìîñòè îò çàäà÷è ïðî-

ìåæóòîê âðåìåíè [T − ϑ,T ] ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòîì ïðîãíîçà ëè-

áî íåîáõîäèì äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà îáðàáîòêè èçìåðåíèé.

Â ñëó÷àå ϑ = T â ìàñøòàáå ðåàëüíîãî âðåìåíè ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî

âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî.

ßñíî, ÷òî îïðåäåëåíèå �àçîâîãî âåêòîðà x(T ) ýêâèâàëåíòíî
îïðåäåëåíèþ íàáîðà ïðîåêöèé h⊤x(T ), êîãäà âåêòîð h ¾ïðîáåãà-
åò¿ áàçèñ Rn

. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñ�îðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Äëÿ äàííîãî (�èêñèðîâàííîãî) âåêòîðà h ∈ R
n
òðåáóåòñÿ ïî-

ñòðîèòü îïåðàòîð âîññòàíîâëåíèÿ ïðîåêöèè âåêòîðà x
T
= x(T ):

h⊤x
T
= F

(
y(·)

)
, y(· ;T , x

T
) : Θ → R

m, x
T
∈ R

n. (5.3)

Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ h : |h| = 1. Ïîä÷åðê-
íåì, ÷òî ðå÷ü èäåò îá îïåðàöèè: ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ

(T , x
T
) ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ñîãëàñíî (5.1), (5.2) èí�îðìàöèè

y(t) = y(t ;T , x
T
) íà îòðåçêå íàáëþäåíèÿ Θ (àïðèîðè âåêòîð x

T

íåèçâåñòåí) äîëæíà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿòüñÿ ïðîåêöèÿ h⊤x
T
.

Óñëîâíî çàäà÷à ðàçáèâàåòñÿ íà äâå. Ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíè-

ÿõ âîññòàíîâëåíèå ïðîåêöèè �àçîâîãî âåêòîðà âîçìîæíî? Åñëè

îïåðàòîð F ñóùåñòâóåò, òî ïðîåêöèÿ ϕ(x) = h⊤x íàçûâàåòñÿ íà-

áëþäàåìîé èëè ïðîãíîçèðóåìîé (êîãäà àêöåíòèðóåì âíèìàíèå

íà óñëîâèè ϑ < T ). Êàê ñðåäè ðåøåíèé çàäà÷è (5.3) âûáðàòü

ïîäõîäÿùèé ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ îïåðàòîð F?
Èòàê, ïóñòü f(t), g(t) èçâåñòíû. Íàïîìíèì �îðìóëó Êîøè.

Äîìíîæèì óðàâíåíèå (5.1) íà Φ−1(t), ãäå Φ(t)� íîðìèðîâàííàÿ
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â íóëå �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà îäíîðîäíîé ñèñòåìû:

Φ̇ = AΦ, Φ(0) = En, Φ−1ẋ− Φ−1Ax = Φ−1f.

Ëåâàÿ ÷àñòü åñòü ïðîèçâîäíàÿ Dt(Φ
−1x) (Dt ≡ d/dt) â ñèëó

Dt(Φ
−1Φ) = Dt(Φ

−1)Φ + Φ−1AΦ = 0 ⇒ Dt(Φ
−1) = −Φ−1A.

Èíòåãðèðóÿ â ïðåäåëàõ îòT äî t, ïðèõîäèì ê ðåçóëüòàòó:

Dt(Φ
−1x) = Φ−1f ⇒ x(t) = Φ(t)

[
Φ−1(T ) x

T
+

∫ t

T
Φ−1f dτ

]
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (5.2) ïîëó÷èì

(
ñ ó÷åòîì

∫ b
a = −

∫ a
b

)

ỹ(t) := y(t)− g(t) +G(t)Φ(t)

∫ T

t
. . . dτ = G(t)Φ(t)Φ−1(T )x

T
.

Çíà÷èò, åñëè êîððåêòèðîâàòü èçìåðåíèÿ y(t) (ïîïðàâêà âû÷èñ-

ëÿåòñÿ çàðàíåå è íå çàâèñèò îò x
T
), òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ìîæíî âìåñòî (5.1), (5.2) ðàññìàòðèâàòü îäíîðîäíóþ ñèñòåìó

ẋ(t) = A(t)x(t), y(t) = G(t)x(t), (5.4)

y(t) = y(t ;T , x
T
) = G(t)Φ(t)Φ−1(T ) x

T
, t ∈ Θ.

Èòàê, îòìå÷àÿ òî, ÷òî ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (5.3) îïðåäåëÿåòñÿ

òîëüêî ñâîéñòâàìè ïàðû (A,G), ïåðåõîäèì ê èññëåäîâàíèþ îä-

íîðîäíîé ñèñòåìû íàáëþäåíèÿ (5.4) � �îðìàëüíî f = 0, g = 0.

Êðèòåðèé íàáëþäàåìîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Y = {y(· ;T , x
T
)| x

T
∈ R

n}, t ∈ Θ ⊆ [0,T ],

ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ èçìåðåíèé, y(t) = G(t)Φ(t)Φ−1(T )x
T
.

Î÷åâèäíî, Y � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî (dim 6 n), ïîñêîëü-
êó y(·) ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé ñòîëáöîâ m × n-ìàòðèöû Ψ(·),
Ψ(t) = G(t)Φ(t)Φ−1(T ), ñ âåêòîðîì êîý��èöèåíòîâ x

T
∈ R

n
.

Íàáëþäàåìîñòü (ïðîãíîçèðóåìîñòü) ïðîåêöèè ϕ(x) = h⊤x
îçíà÷àåò òîæäåñòâî h⊤x

T
≡ F

(
y(·)

)
ïî x

T
, ãäå âåêòîð-�óíêöèÿ
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y(·) = y(· ;T , x
T
) ∈ Y . Îïåðàòîð F àïðèîðè íåèçâåñòåí è ïîä-

ëåæèò îïðåäåëåíèþ. Åñëè äîïóñêàåòñÿ y(· ;T , x1
T
) = y(· ;T , x2

T
)

ïðè x1
T
6= x2

T
, òî îáÿçàòåëüíî äîëæíî áûòü h⊤x1

T
= h⊤x2

T
. Íåíà-

áëþäàåìîñòü ïðîåêöèè ϕ(x) = h⊤x îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå òà-

êèõ ðàçëè÷íûõ x1,2
T
, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå âûõîäû y1,2(·) ðàâíû,

à h⊤x1
T

6= h⊤x2
T
. Òîãäà, çíàÿ yi(·) (íî íå ïîðîæäàþùèå èõ xi

T
),

íåëüçÿ îäíîçíà÷íî óêàçàòü çíà÷åíèå ïðîåêöèè ϕ.

Âûÿñíèì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïåðàöèè F ∀h. Èíûìè

ñëîâàìè, íàñ èíòåðåñóþò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè y(·) = y(· ;T , x
T
) ↔ x

T
∈ R

n
, ïîçâî-

ëÿþùåé îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàòü �àçîâûé âåêòîð x
T
ïî èí-

�îðìàöèè y(·). Ïðèâåäåì ïðåäâàðèòåëüíûå ðàññóæäåíèÿ. Êà-

íîíè÷åñêèé áàçèñ Rn
ïðè ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè Λ: x

T
7→ y(·)

ïåðåõîäèò â ñòîëáöû ìàòðèöû Ψ(·), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåïðå-

ðûâíûìè âåêòîð-�óíêöèÿìè íà îòðåçêå Θ. Åñëè ñòîëáöû ëè-

íåéíî íåçàâèñèìû, ò. å. Ψ(t)c = 0 ∀ t ∈ Θ ⇒ c = 0 ∈ R
n
, òî

dimY = dimL(Ψ(·)) = n è ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Λ îáðàòè-

ìî � èìååò ìåñòî ïîëíàÿ íàáëþäàåìîñòü (ïðîãíîçèðóåìîñòü).

Ñèìâîë L îáîçíà÷àåò ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ñòîëáöîâ ìàòðèöû.

Òåîðåìà 8. Ïàðà (A,G)
(
ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (5.4)

)
ïîëíîñòüþ

íàáëþäàåìà

(
x
T

↔ y(·) ∈ Y
)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñòîëáöû ìàòðèöû Ψ(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà îòðåçêå âðå-

ìåíè Θ.

Íàïîìíèì, ÷òî y(t) = Ψ(t)x
T
, Ψ(t) = G(t)Φ(t)Φ−1(T ). Íåâû-

ðîæäåííûé ìíîæèòåëü Φ−1(T ) íå ìåíÿåò ñâîéñòâà (íå)çàâèñè-

ìîñòè ñòîëáöîâ

(
â ñèëó Ψ(t)c = G(t)Φ(t)c̃, c = Φ(T )c̃

)
, òàê ÷òî â

�îðìóëèðîâêå òåîðåìû âìåñòî Ψ ìîæíî óêàçàòü ìàòðèöó GΦ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåðìèíàõ ìàòðèöû �ðàìà ëèíåéíàÿ íåçàâè-

ñèìîñòü ñòîëáöîâ Ψ(t) íà îòðåçêå Θ ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ

det Γ 6= 0, Γn×n = 〈Ψ,Ψ〉 =
∫

Θ
Ψ⊤(t)Ψ(t) dt.

Ïóñòü det Γ 6= 0. Òîãäà ìîæíî îäíîçíà÷íî âû÷èñëèòü x
T
ïî y(·):

y(t) = Ψ(t)x
T
, γ :=

∫

Θ
Ψ⊤(t)y(t) dt = Γx

T
⇒ x

T
= Γ−1γ.
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Ïîñòðîåííûé îïåðàòîð âîññòàíîâëåíèÿ �àçîâîãî âåêòîðà x
T
ïî

èçìåðåíèÿì y(·) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì.

Îáðàòíî. Åñëè ñòîëáöû Ψ(t) ëèíåéíî çàâèñèìû, òî íàéäåòñÿ
x
T
6= 0 ∈ R

n
èç óñëîâèÿ y(t) = Ψ(t)x

T
= 0 ïðè t ∈ Θ. Âìåñòå

ñ òåì x
T
= 0 äàåò y(t) ≡ 0. Íàáëþäàåìîñòè (ïîëíîé) íåò.

Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ öåëåñîîáðàçíî íå îáðàùàòü

ìàòðèöó �ðàìà Γ, à ðåøàòü îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò âåêòîðà

X = Φ−1(T )x
T
ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Γ̃X = γ̃, ãäå

Γ̃ = 〈GΦ, GΦ 〉 =
∫

Θ
Φ⊤G⊤ΦGdt, γ̃ =

∫

Θ
Φ⊤(τ)G⊤(τ)y(τ) dτ,

÷èñëåííûì ìåòîäîì, îïðåäåëÿÿ çàòåì âåêòîð x
T
= Φ(T )X.

Äâîéñòâåííîñòü çàäà÷ íàáëþäåíèÿ è óïðàâëåíèÿ. �àñ-

ñìàòðèâàåì îäíîðîäíóþ çàäà÷ó ïðîãíîçèðîâàíèÿ (5.3), (5.4).

Îïåðàòîð âîññòàíîâëåíèÿ ïðîåêöèè ϕ(x
T
) = h⊤x

T
= F

(
y(·)

)
áó-

äåì èñêàòü â �îðìå ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî �óíêöèîíàëà:

h⊤x
T
= 〈k, y〉 =

∫

Θ
k⊤(τ)y(τ) dτ, x

T
∈ R

n. (5.5)

Ñ ó÷åòîì y(t) = Ψ(t)x
T

= G(t)Φ(t)Φ−1(T )x
T
ïîëó÷àåì èíòå-

ãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîð-�óíêöèè k(·):

h = Φ−1⊤(T )

∫

Θ
Φ⊤(τ)G⊤(τ)k(τ) dτ. (5.6)

Âûáîð k(·) îãðàíè÷èì ëèíåéíîé îáîëî÷êîé L
(
Ψ̃(·)

)
ñòîëáöîâ

ìàòðèöû Ψ̃(t) = G(t)Φ(t), t ∈ Θ. Ïîëàãàÿ k(t) = G(t)Φ(t)c, ïðè-
õîäèì ê ëèíåéíîé ñèñòåìå Φ⊤(T )h = Γ̃c îòíîñèòåëüíî c ∈ R

n
.

Óêàæåì ñâÿçü ñ çàäà÷åé óïðàâëåíèÿ. Îïðåäåëèì íà îòðåçêå

âðåìåíè [0,T ] âñïîìîãàòåëüíóþ âåêòîð-�óíêöèþ

V (t) = Φ−1⊤(t)

∫ t

0
Φ⊤G⊤k dτ, k(τ) = 0, τ ∈ (ϑ,T ]. (5.7)

Îðèåíòèðóÿñü íà òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå (5.6) �èêñèðóåì óñëî-

âèÿ V (0) = 0, V (T ) = h. Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèÿ äëÿ V (t) ïðî-
äè��åðåíöèðóåì (ïðè t 6= ϑ) (5.7) ñ ó÷åòîì DtΦ

−1= −Φ−1A:

V̇ (t) = −A⊤(t)V (t) +G⊤(t)k(t). (5.8)
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Èíòåðïðåòèðóåì óðàâíåíèå (5.8) êàê ëèíåéíóþ ñèñòåìó óïðàâ-

ëåíèÿ ñ �àçîâûì âåêòîðîì V (t). Òðåáóåòñÿ ïåðåâåñòè �àçîâóþ

òî÷êó èç íóëÿ â h çà âðåìÿ T ïðè îãðàíè÷åíèè íà óïðàâëåíèå

k(τ) = 0, τ > ϑ. Åñëè ýòî óäàåòñÿ, òî h⊤x
T
= 〈k, y〉 ∀ x

T
∈ R

n
.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ (5.8)
(
ïàðà (−A⊤, G⊤)

)

íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé ê èñõîäíîé ñèñòåìå íàáëþäåíèÿ (A,G).

Â òåðìèíàõ òåîðèè óïðàâëåíèÿ ïðîåêöèè h⊤x
T
ñîñòîÿíèÿ

x(T ) = x
T
ãàðàíòèðîâàííî íàáëþäàåìû (ïðîãíîçèðóåìû) ïî èí-

�îðìàöèè y : Θ → Rm
, åñëè âåêòîð h ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó

äîñòèæèìîñòè ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ

D
T
=

{
V (T )|V (0) = 0, k(·) ∈ C(Θ), k(τ) = 0, τ > ϑ

}
.

Òåîðåìà 9 (ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè). Ïàðà (A,G) íàáëþäàå-
ìà (ïðîãíîçèðóåìà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîïðÿæåííàÿ

ñèñòåìà

(
ïàðà (−A⊤, G⊤)

)
óïðàâëÿåìà, ò. å. D

T
= Rn

.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî êðèòåðèè íà-

áëþäàåìîñòè è óïðàâëÿåìîñòè (íà îòðåçêå Θ) ñîâïàäàþò. Îãðà-
íè÷åíèå íà k(τ) âëå÷åò V (t) = Φ∗(t)Φ∗−1(ϑ)V (ϑ), ãäå t > ϑ,
Φ∗ = Φ−1⊤

� �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà îäíîðîäíîé ñèñòåìû

ẋ = −A⊤x. Ñëåäîâàòåëüíî, D
T
= R

n ⇔ Dϑ := {V (ϑ)} = R
n
. Êðè-

òåðèé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè íà îòðåçêå âðåìåíè Θ
(
Dϑ = R

n
)

� ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñòîëáöîâ ìàòðèöû Ψ̃ = GΦ, t ∈ Θ.

Îòìåòèì, ÷òî èç óïðàâëÿåìîñòè íà îòðåçêå âðåìåíè Θ ñëå-

äóåò óïðàâëÿåìîñòü íà [0,T ]. Îáðàòíîå áåç óêàçàííîãî îãðàíè-

÷åíèÿ íà âåêòîð-�óíêöèþ k(·) íå ñëåäóåò: èç ëèíåéíîé íåçàâè-

ñèìîñòè ñòîëáöîâ Ψ̃(·) íà [0,T ] íå ñëåäóåò èõ íåçàâèñèìîñòü íà

Θ ïðè ϑ < T . Äâîéñòâåííîñòü ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü àëãîðèòìû

òåîðèè óïðàâëåíèÿ â çàäà÷àõ íàáëþäåíèÿ è íàîáîðîò.

Ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à. Ïóñòü ìàòðèöû A, G â (5.4) íå çàâè-

ñÿò îò âðåìåíè è Θ = [0,T ]. Ñ�îðìóëèðóåì êðèòåðèé íàáëþ-

äàåìîñòè (âîçìîæíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ äâèæåíèÿ ïî äîñòóïíîé

èí�îðìàöèè y : Θ → Rn
), íå òðåáóþùèé äëÿ ñâîåé ïðîâåðêè ïî-

ñòðîåíèÿ �óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû Φ(t) = exp{At}. �àññìîò-
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ðèì ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò s ∈ (0,T ) è âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå:

y(s) = Gx(s), ẏ(s) = GAx(s), . . . , y(n)(s) = GAnx(s), . . .

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì χ(λ) = λn + pn−1λ
n−1 + . . . + p0(

χ(λ) = |λE − A|
)
ÿâëÿåòñÿ àííóëèðóþùèì äëÿ ìàòðèöû A:

χ(A) = 0n×n. Ïîñëåäîâàòåëüíî âñå ñòåïåíè Aj
, j > n, âûðàæà-

þòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ìàòðèö E, A, . . . , An−1
è â ñèëó

âåùåñòâåííîé àíàëèòè÷íîñòè �óíêöèé yi(·) (êâàçèïîëèíîìîâ)

èìååò ìåñòî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

y(·) ↔ Y (s) =
(
y⊤(s), ẏ⊤(s), . . . , y(n−1)⊤(s)

)
⊤ ∈ R

nm.

Äåéñòâèòåëüíî, y(·) ↔
{
y(i)(s), i > 0

}
, íî âñå ïðîèçâîäíûå

y(i)(s) ïðè i > n íå íåñóò íîâîé èí�îðìàöèè, ÿâëÿÿñü ëèíåé-

íûìè êîìáèíàöèÿìè y(j)(s) = GAjx(s), j < n.
Çàäà÷à íàáëþäåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé

K⊤x(s) = Y (s), K =
(
G⊤, A⊤G⊤, . . . , A⊤n−1G⊤

)
.

Ïîëó÷àåì êðèòåðèé (ïîëíîé) íàáëþäàåìîñòè: rankK = n.

Íàáëþäàåìîñòü (ïðîãíîçèðóåìîñòü â ñëó÷àå ϑ <T ) ïðîåêöèè

ϕ(x) = h⊤x �àçîâîãî âåêòîðà â ìîìåíò âðåìåíè T âîçìîæíà

ëèøü êîãäà h ∈ L(K), ïîñêîëüêó â ñèëó òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè

äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé ñïðàâåäëèâî

y|Θ ↔ y|R, y(t) = Gx(t) = eAtx(0), t ∈ R,

è K⊤x(T ) = Y (T ) ↔ y(·). Â ñòàöèîíàðíîé çàäà÷å, êîãäà ìàòðè-

öû A,G ïîñòîÿííû, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü

çíà÷åíèÿ y(t) èçâåñòíûìè äëÿ âñåõ t ∈ R. Âñ¼, ÷òî èçâåñòíî(
Y (T ) ↔ y(·)

)
îá èíòåðåñóþùåì íàñ �àçîâîì ñîñòîÿíèè � ýòî

ïðîåêöèè x(T ) íà ñòîëáöû ìàòðèöû K. Êðàòêîñòü ðàññóæäåíèé

îáóñëîâëåíà ñëåäóþùèì. Êðèòåðèè íàáëþäàåìîñòè ëåã÷å âûâî-

äÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíûõ, è �îðìàëüíî äåëî ñâîäèòñÿ ê ëè-

íåéíûì àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèÿì. Â óñëîâèÿõ çàøóìëåííî-

ñòè èçìåðåíèé y(t) èñïîëüçîâàíèå âû÷èñëèòåëüíî íåêîððåêòíîé
îïåðàöèè äè��åðåíöèðîâàíèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê áîëüøèì ïî-

ãðåøíîñòÿì è íåðàáîòîñïîñîáíîñòè àëãîðèòìà âîññòàíîâëåíèÿ

h⊤x
T
, x

T
. Èíòåãðàëüíûå îïåðàöèè ïðåäïî÷òèòåëüíåå.



�ëàâà V

Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû:

óñòîé÷èâîñòü è îïòèìàëüíîñòü

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ãëàâå êóðñà ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ

è ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

1. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ. �àññìîòðèì àâòîíîìíóþ

ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â íîðìàëüíîé �îðìå

ẋ = f(x), f ∈ C1(X), X = R
n. (1.1)

Íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ t èíòåðïðåòèðóåì êàê âðåìÿ. Ôàçî-

âûì ïðîñòðàíñòâîì X ñ÷èòàåì R
n
(â áîëåå îáùåì ñëó÷àå X �

äè��åðåíöèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå [2℄). Íàïîìíèì, ÷òî ðåøåíèåì

âåêòîðíîãî ÎÄÓ (1.1) ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå

x = ϕ(t), t 7→ ϕ(t), t ∈ 〈t1, t2〉,

à ìíîæåñòâî

γ = {ϕ(t)| t ∈ 〈t1, t2〉} ⊂ X

íàçûâàåòñÿ �àçîâîé êðèâîé. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîåêöèþ

èíòåãðàëüíîé êðèâîé (ãðà�èêà {
(
t, ϕ(t)

)
} ðåøåíèÿ) íà �àçîâîå

ïðîñòðàíñòâî ïàðàëëåëüíî îñè t. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü �àçî-
âûå êðèâûå, èëè â ìåõàíè÷åñêèõ òåðìèíàõ � òðàåêòîðèè äâè-

æåíèÿ (îðáèòû). Ïàðàìåòðèçàöèÿ âðåìåíåì íà âòîðîì ïëàíå.

Òåðìèí àâòîíîìíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü äè��å-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (â íîðìàëüíîé �îðìå) íå çàâèñèò îò t.
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Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè, êàê ïðàâèëî, ïîÿâëÿåòñÿ, êîãäà èñ-

ñëåäóåìóþ ñèñòåìó íåëüçÿ ñ÷èòàòü èçîëèðîâàííîé ñ ïðèåìëå-

ìîé òî÷íîñòüþ è òðåáóåòñÿ ó÷åñòü âëèÿíèå âíåøíèõ îáúåêòîâ.

Íàïðèìåð, ïðèòÿæåíèå Ëóíû â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè ìîæíî

ó÷åñòü, ñ÷èòàÿ óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ èçâåñòíîé �óíêöè-

åé âðåìåíè. Ôîðìàëüíî íåàâòîíîìíóþ ñèñòåìó ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü àâòîíîìíîé çà ñ÷åò ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé

xn+1 = t, äîáàâèâ óðàâíåíèå ẋn+1 = 1, íî óâåëè÷åíèå ðàçìåðíî-
ñòè �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà � ñëèøêîì äîðîãàÿ öåíà.

Ïîñêîëüêó îáúåêòîì èçó÷åíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííî ïà-

ðàìåòðèçàöèÿ t 7→ ϕ(t), òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì

ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ðåøåíèÿ x = ϕ(t, x0) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

ϕ(0, x0) = x0 ∈ R
n
ïðîäîëæèìû íà R. Ïðèâåäåì íåîáõîäèìóþ

àðãóìåíòàöèþ. Â êàæäîé òî÷êå x ∈ X = Rn
çàäàí âåêòîð �àçî-

âîé ñêîðîñòè f(x). Â íàãëÿäíîì ïðåäñòàâëåíèè ê êàæäîé òî÷êå

x ∈ X ¾ïðèêðåïëåí¿ ýêçåìïëÿð Rn
(ïîëó÷àåòñÿ êàñàòåëüíîå

ïðîñòðàíñòâî TxX = R
n
x), â êîòîðîì �èêñèðîâàí âåêòîð f(x).

Â èçëîæåíèè íå áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ¾ñòðîãîé¿ �îðìàëèçà-

öèè â òåðìèíàõ ïàð {x, f(x)}. Èòàê, â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå

X çàäàíî ïîëå ñêîðîñòåé f . �åîìåòðè÷åñêè ϕ̇(t) âîñïðèíèìàåì
êàê âåêòîð èç R

n
, ïðèêðåïëåííûé ê òî÷êå ϕ(t) ∈ X (ïîëó÷àåì

ýëåìåíò êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn
z , z = ϕ(t)). Â ñèëó (1.1)

êàñàòåëüíûé ê �àçîâîé êðèâîé âåêòîð ϕ̇(t) ñîâïàäàåò ñ f
(
ϕ(t)

)
,

ò. å. òðàåêòîðèÿ êàñàåòñÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ f .

Ôàçîâàÿ êðèâàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî åñëè ñäåëàòü ãëàä-

êóþ çàìåíó âðåìåíè τ(t) (ïóñòü τ̇ > 0), òî â íîâîé ïàðàìåòðèçà-
öèè êàñàòåëüíûé âåêòîð ñêîðîñòè áóäåò êîëëèíåàðåí f

(
ϕ(t)

)
,

òî÷íåå ðàâåí f
(
ϕ(t)

)
/τ̇(t). ¾Èñïðàâèì¿ òåïåðü âåêòîðíîå ïî-

ëå f òàê, ÷òîáû íàïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ f(x) íå èçìåíèëèñü, íî
äëèíà îêàçàëàñü ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé. Íàïðèìåð, çàìåíèì

f → f̃ = f/(1 + |f |). Óñëîâèå |f̃ | < 1 îáåñïå÷èâàåò ïðîäîëæè-

ìîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ẋ = f̃(x) íà R, íî ïðè ýòîì �àçîâûå

êðèâûå îñòàþòñÿ ïðåæíèìè: èçìåíèëàñü ëèøü ïàðàìåòðèçàöèÿ.

Èòàê, ñ÷èòàåì, ÷òî (ïîëíûå) ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (1.1)

x = ϕ(t, x0) îïðåäåëåíû íà R. Íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðè-

íèìàåì çà íà÷àëî îòñ÷åòà, òàê ÷òî t0 = 0, ϕ(0, x0) = x0 ∈ R
n
.
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé àâòîíîìíûõ ñèñòåì

1◦. Åñëè x = ϕ(t) � ðåøåíèå, òî è âåêòîð-�óíêöèÿ x = ϕ(t+c)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì: dϕ(t+c)/dt = dϕ(t+c)/d(t+c) = f

(
ϕ(t+c)

)
.

2◦. Ôàçîâûå êðèâûå íå ïåðåñåêàþòñÿ. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå

îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü òðàåêòîðèè γ1, γ2, îòâå÷àþùèå ðåøåíèÿì
x = ϕ(t), x = ψ(t), èìåþò îáùóþ òî÷êó x∗ = ϕ(t1) = ψ(t2).
Âåêòîð-�óíêöèÿ ψ(t + c) (âûáåðåì c = t2 − t1) ÿâëÿåòñÿ ðå-

øåíèåì, ïðè÷åì ψ(t1 + c) = ϕ(t1). Ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè

ψ(t + c) ≡ ϕ(t), t ∈ R
n
. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

{ψ(t)} = {ψ(t + c)} = {ϕ(t)}, γ1 = γ2. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî

ðàññëàèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ òðàåêòîðèè.

3◦. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x̄ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì íóëþ

�àçîâîé ñêîðîñòè: f(x̄) = 0 ∈ Rn
. Ïðè ýòîì âåêòîð-�óíêöèÿ

ϕ(t) = x̄ � ðåøåíèå, óáåæäàåìñÿ ïîäñòàíîâêîé. Òî÷êà x̄ ÿâëÿåò-
ñÿ �àçîâîé òðàåêòîðèåé, òî÷êîé ïîêîÿ, îñîáîé òî÷êîé ïîëÿ f .
Òðàåêòîðèÿ, îòëè÷íàÿ îò òî÷êè, � ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ïîñêîëüêó

å¼ ïàðàìåòðèçàöèÿ x = ϕ(t) â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.1) îáëàäàåò

ñâîéñòâîì ϕ̇(t) 6= 0
(
f(ϕ(t)) 6= 0 ∀ t ∈ R

)
. Èòàê, òðàåêòîðèè äå-

ëÿòñÿ íà òðè òèïà: òî÷êè, ãëàäêèå êðèâûå áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé

è çàìêíóòûå ãëàäêèå êðèâûå (öèêëû). Öèêëû ñîîòâåòñòâóþò ïå-

ðèîäè÷åñêèì ðåøåíèÿì [21,23,29℄.

4◦. �ðóïïîâîå ñâîéñòâî ðåøåíèé:

ϕ(t1 + t2, x0) = ϕ
(
t2, ϕ(t1, x0)

)
= ϕ

(
t1, ϕ(t2, x0)

)
.

Äîêàæåì ïåðâîå ðàâåíñòâî (âòîðîå ñëåäóåò èç t1 + t2 = t2 + t1).
Âåêòîð-�óíêöèè ϕ

(
t, ϕ(t1, x0)

)
è ϕ(t+ t1, x0) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿ-

ìè: ïåðâàÿ â ñèëó îáîçíà÷åíèé, âòîðàÿ ïî ñâîéñòâó 1◦. Ïðè t = 0
èìååì ñîâïàäàþùèå íà÷àëüíûå äàííûå y0 = ϕ(t1, x0). Ïî òåîðå-
ìå åäèíñòâåííîñòè ϕ

(
t, ϕ(t1, x0)

)
= ϕ(t+ t1, x0)∀ t (è ïðè t = t2).

Íå�îðìàëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ: åñëè äâèãàòüñÿ èç íà÷àëüíîé

òî÷êè x0 âäîëü òðàåêòîðèè â òå÷åíèå âðåìåíè t1, çàòåì îòäîõ-

íóòü è çàíîâî ñòàðòîâàòü èç òî÷êè ϕ(t1, x0), òî çà äîïîëíèòåëü-
íîå âðåìÿ t2 îêàæåìñÿ íà òîì æå ìåñòå, êàê åñëè áû áåç îñòà-

íîâêè äâèãàëèñü èç x0 â òå÷åíèå âðåìåíè t1 + t2. Âåäü çà âðåìÿ
îòäûõà ïîëå ñêîðîñòåé àâòîíîìíîé ñèñòåìû íå èçìåíèëîñü.
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Ôàçîâûé ïîòîê. Ýòî ïîíÿòèå àññîöèèðóåòñÿ ñ ãèäðîäèíàìè÷å-

ñêîé èíòåðïðåòàöèåé. �àññìîòðèì óñòàíîâèâøååñÿ (ñòàöèîíàð-

íîå) òå÷åíèå æèäêîñòè. ×àñòèöà â òî÷êå x = (x1, x2, x3) èìååò
ñêîðîñòü v(x) =

(
v1(x), v2(x), v3(x)

)
. Ïîëå ñêîðîñòåé íå çàâèñèò

îò âðåìåíè, äðóãàÿ ÷àñòèöà â äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè â ýòîé æå

òî÷êå áóäåò èìåòü òó æå ñêîðîñòü. Ôàçîâûå òðàåêòîðèè � ýòî

ëèíèè òîêà. Âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó x ∈ X è ñäâèíåìñÿ âäîëü

ëèíèè òîêà çà âðåìÿ t. Ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå

gt : X → X, gtx = ϕ(t, x).

Åñëè ñëåäèòü çà îáëàñòüþ D ⊂ X (x ∈ D), òî îíà äâèæåòñÿ

ïî çàêîíó gtD = {gtx| x ∈ D}, â îáùåì ñëó÷àå äå�îðìèðóÿñü

è èçìåíÿÿ îáúåì. Ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé {gt} íàçûâàåòñÿ �à-
çîâûì ïîòîêîì. Òàêàÿ óäîáíàÿ òåðìèíîëîãèÿ èñïîëüçóåòñÿ è â

òîì ñëó÷àå, êîãäà ðå÷ü èäåò âîâñå íå î òå÷åíèè æèäêîñòè.

Áîëåå òîãî, ìîæíî àáñòðàãèðîâàòüñÿ îò ïîðîæäàþùåé ïî-

òîê {gt} ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è èçó÷àòü îä-

íîïàðàìåòðè÷åñêèå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé �àçîâîãî ïðîñòðàí-

ñòâà X. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ãðóïïîâîãî ñâîéñòâà 4◦

gt1+t2 = gt1◦ gt2 = gt2◦ gt1 , gt ◦ g−t = id,

ãäå id ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì (åäèíèöåé):

id x = x ∀ x ∈ X. Îòîáðàæåíèå gt ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì X:

gtx ↔ x ∈ R
n, gt(Rn) = R

n ∀ t ∈ R.

Âìåñòî R
n
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü àáñòðàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî X è èçó÷àòü äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó {gt}, èñõîäÿ èç

óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè gtx ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ è àê-

ñèîì ãðóïïû. �àçâèòèå òåìû èçëîæåíî â êíèãàõ [2, 9�11,18℄.

2. Ïðåäåëüíûå ñâîéñòâà òðàåêòîðèé

Êà÷åñòâåííàÿ ñòðóêòóðà ðàçáèåíèÿ �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà äè-

íàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ íàçûâàåòñÿ �à-

çîâûì ïîðòðåòîì (îãðàíè÷èìñÿ òàêèì îáùèì îïðåäåëåíèåì).
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Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì èìåòü â âèäó óðàâíåíèå

ẋ = f(x), f ∈ C1(X), X = R
n, (2.1)

(ïîëíûå) ðåøåíèÿ êîòîðîãî x = ϕ(t, x0) îïðåäåëåíû ïðè âñåõ

çíà÷åíèÿõ t ∈ R, õîòÿ äëÿ äàëüíåéøåãî äîñòàòî÷íî ëèøü ñëåäó-

þùèõ àêñèîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû:

1) ϕ(t, x0) : R× R
n → R

n
, ϕ(0, x0) = x0 ∈ R

n
;

2) ϕ(t, x0) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ;

3) ϕ
(
t2, ϕ(t1, x0)

)
= ϕ(t1 + t2, x0)∀ t1, t2 ∈ R, ∀ x0 ∈ Rn

.

Àêñèîìà 3) âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ó êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ(t, ·)
îáðàòíîãî ϕ(−t, ·). Ñåìåéñòâî ϕ(t, ·) îáðàçóåò îäíîïàðàìåòè÷å-

ñêóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà X = Rn
.

Íàðÿäó ñ äâèæåíèÿìè t 7→ ϕ(t, x0) äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-

ìû ϕ(t, x0), òðàåêòîðèÿìè (îðáèòàìè) γ = {ϕ(t, x0)} ðàññìàò-

ðèâàþò è ïîëóòðàåêòîðèè (ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå):

γ+ = γ+x0 = {ϕ(t, x0), t > 0}, γ− = γ−x0 = {ϕ(t, x0), t 6 0}.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî A ⊆ R
n
íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíò-

íûì ïî îòíîøåíèþ ê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå ϕ(t, x0), åñëè

x0 ∈ A ⇒ ϕ(t, x0) ∈ A ∀ t ∈ R.

Òåîðåìà 1 (îá èíòåãðàëüíîé íåïðåðûâíîñòè). Äëÿ ëþáûõ �èê-

ñèðîâàííûõ x0 ∈ Rn
, ε > 0 èT > 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå δ > 0,

δ = δ(x0, ε,T), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäñòâèå

|x0 − y0| < δ ⇒ |ϕ(t, x0)− ϕ(t, y0)| < ε ∀ t ∈ [−T,T ].

�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñîñòîèò â òîì, ÷òî äâèæåíèÿ, íà÷è-

íàþùèåñÿ â äîñòàòî÷íî áëèçêèõ òî÷êàõ, îñòàþòñÿ ñêîëü óãîäíî

áëèçêèìè íà ëþáîì çàðàíåå �èêñèðîâàííîì îòðåçêå âðåìåíè.

Âìåñòî åâêëèäîâîé íîðìû | · | ìîæíî âçÿòü ëþáóþ äðóãóþ ‖ · ‖.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì x0,T > 0. Ïóñòü òåîðåìà íåâåðíà:
∃ ε̃ > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk ∈ R

n
, tk ∈ [−T ,T ], äëÿ êîòîðûõ

|xk − x0| → 0, k → +∞, |ϕ(tk, xk)− ϕ(tk, x0)| > ε̃.

Âûáåðåì ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü tkj → t0 ∈ [−T ,T ],
j → +∞. Ñ îäíîé ñòîðîíû, |ϕ(tkj , xkj ) − ϕ(tkj , x0)| > ε̃, à ñ äðó-
ãîé � â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ϕ(t, x) ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ
èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ê îäíîìó è òîìó æå ïðåäåëó:

ϕ(tkj , x0) → ϕ(t0, x0), ϕ(tkj , xkj ) → ϕ(t0, x0), j → +∞.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Äîêàæåì ðÿä óòâåðæäåíèé êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà.

1◦. Çàìûêàíèå Ā èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà èíâàðèàíòíî.

Åñëè x0 ∈ A, òî ϕ(t, x0) ∈ A ⊆ Ā, òàê ÷òî îñòàëîñü ðàññìîò-

ðåòü ñëó÷àé x0 ∈ Ā\A. Ïî îïðåäåëåíèþ çàìûêàíèÿ Ā ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk → x0, xk ∈ A. Âêëþ÷åíèå xk ∈ A âëå÷åò

ϕ(t, xk) ∈ A è ïî íåïðåðûâíîñòè ϕ(t, xk) → ϕ(t, x0), îòêóäà ïî

îïðåäåëåíèþ çàìûêàíèÿ ϕ(t, x0) ∈ Ā. Ïðè ýòîì ϕ(t, x0) /∈ A, èíà-
÷å â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè A áûëî áû x0 = ϕ

(
− t, ϕ(t, x0)

)
∈ A.

Òàêèì îáðàçîì, íå òîëüêî çàìûêàíèå Ā, íî è Ā\A èíâàðèàíò-

íî (ñ÷èòàåì ïóñòîå ìíîæåñòâî èíâàðèàíòíûì ïî îïðåäåëåíèþ).

Ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê Ā\A (â ñëó÷àå 6= ∅) ÿâëÿåòñÿ îáú-

åäèíåíèåì òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

2◦. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïîêîÿ èíâàðèàíòíî è çàìêíóòî.

Òî÷êè ïîêîÿ x̄ îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì ϕ(t, x̄) = x̄ ∀ t ∈ R.

Ïóñòü A = {x̄}� îáúåäèíåíèå âñåõ òî÷åê ïîêîÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ

ϕ(t, x̄) = x̄ ∈ A, ò. å. A èíâàðèàíòíî. Îñòàëîñü äîêàçàòü Ā = A.
Åñëè x0 ∈ Ā, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk ∈ A:

|xk − x0| → 0, |ϕ(t, xk)− ϕ(t, x0)| → 0, k → +∞.

Â ñèëó ϕ(t, xk) = xk
(
xk ∈ A = {x̄}

)
ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå

|xk − ϕ(t, x0)| → 0 ⇒ |x0 − ϕ(t, x0)| = 0, x0 ∈ A.

Âêëþ÷åíèå Ā ⊆ A îçíà÷àåò Ā = A, ò. å. çàìêíóòîñòü A.
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3◦. Äâèæåíèå, îòëè÷íîå îò òî÷åê ïîêîÿ, íå ìîæåò ïðè-

ìûêàòü ê òî÷êå ïîêîÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

Ïóñòü x̄ � òî÷êà ïîêîÿ è äëÿ íåêîòîðûõ t0, x0 âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî ϕ(t0, x0) = x̄. Òîãäà x0 = ϕ(−t0, x̄) = x̄ è �àçîâàÿ

òðàåêòîðèÿ {ϕ(t, x0)} ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïîêîÿ x̄.

4◦. Åñëè ϕ(t, x0) → x̃ ïðè t→ +∞ èëè t→ −∞, òî x̃ ∈ {x̄}.
Ñ îäíîé ñòîðîíû, âûïîëíåíî ϕ(tj + τ, x0) → x̃ ïðè tj → ∞

(ïîñêîëüêó tj +τ → ∞ ), à ñ äðóãîé (ïî ãðóïïîâîìó ñâîéñòâó) �

ϕ(tj + τ, x0) = ϕ
(
τ, ϕ(tj , x0)

)
→ ϕ(τ, x̃).

Âñëåäñòâèå åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà ϕ(τ, x̃) = x̃. Ïðîèçâîëüíîñòü
÷èñëà τ ∈ R îçíà÷àåò, ÷òî x̃ = x̄ � òî÷êà ïîêîÿ.

Ïðîäîëæèì îïðåäåëåíèÿ. Òî÷êà ïîêîÿ x̄ íàçûâàåòñÿ èçîëèðî-
âàííîé, åñëè ñóùåñòâóåò å¼ îêðåñòíîñòü, íå ñîäåðæàùàÿ äðóãèõ

òî÷åê ïîêîÿ. Ïîä îêðåñòíîñòüþ òî÷êè ïîíèìàåì ïðîèçâîëüíîå

ìíîæåñòâî, äëÿ êîòîðîãî ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé. Òî÷êà

ïîêîÿ x̄ íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé ïî Ëÿïóíîâó, åñëè

∀ ε > 0 ∃ δ > 0: |x0 − x̄| < δ ⇒ |ϕ(t, x0)− x̄| < ε ∀ t > 0.

Ýòî îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü ïî íà÷àëüíûì äàííûì, ðàâíîìåð-

íóþ ïî t ∈ [0,+∞). Òî÷êà ïîêîÿ x̄ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà

ïî Ëÿïóíîâó, åñëè èìååò ìåñòî óñòîé÷èâîñòü è äîïîëíèòåëüíî

∃σ > 0: |x0 − x̄| < σ ⇒ |ϕ(t, x0)− x̄| → 0, t→ +∞.

Íàïîìíèì, ÷òî â äàííîì èçëîæåíèè ïðîäîëæèìîñòü äâèæåíèé

íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü âðåìåíè R ïîñòóëèðóåòñÿ (÷òî íå îãðàíè-

÷èâàåò îáùíîñòü ïðè èçó÷åíèè �àçîâûõ òðàåêòîðèé).

Òî÷êà x̃ íàçûâàåòñÿ ω-ïðåäåëüíîé äëÿ äâèæåíèÿ ϕ(t, x0) (èëè
òðàåêòîðèè γ = γx0 = {ϕ(t, x0)}

)
, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü tk → +∞ èç óñëîâèÿ ϕ(tk, x0) → x̃, k → +∞. Åñëè â

îïðåäåëåíèè çàìåíèòü tk → +∞ íà tk → −∞, òî x̃ íàçûâàåòñÿ

α-ïðåäåëüíîé òî÷êîé. Äàëåå äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìàòðèâàåì

ω-ïðåäåëüíûå òî÷êè, ìíîæåñòâî êîòîðûõ îáîçíà÷èì Ω = Ωx0 .

Äëÿ òî÷êè ïîêîÿ Ωx̄ = x̄. Åñëè ϕ(t, x0) ïåðèîäè÷åñêîå, ò. å.

ϕ(t, x0) 6≡ x0 è ∃T > 0: ϕ(t+T , x0) = ϕ(t, x0)∀ t ∈ R,
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òî Ωz = γ ∀z ∈ γ = {ϕ(t, x0)}. Çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ, ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ ïåðèîäè÷åñêîìó äâèæåíèþ, íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì

ïðåäåëüíûì öèêëîì, åñëè γ = Ωx0 äëÿ âñåõ x0 èç íåêîòîðîé ε-
îêðåñòíîñòè γ: x0 ∈ Uε(γ) = {x| inf |x−z| < ε, z ∈ γ}. Ñ ïðèêëàä-

íîé òî÷êè çðåíèÿ ðåàëüíû òå ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ, êîòîðûì

ñîîòâåòñòâóþò óñòîé÷èâûå ïðåäåëüíûå öèêëû.

5◦. Ìíîæåñòâî Ω (∀ x0 ∈ Rn) èíâàðèàíòíî è çàìêíóòî.
Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð íà÷àëüíûõ äàííûõ x0, è

ïóñòü Ω = Ωx0 6= ∅ (ïóñòîå ìíîæåñòâî ïî îïðåäåëåíèþ èíâà-

ðèàíòíî è çàìêíóòî). Äîêàæåì èíâàðèàíòíîñòü ìíîæåñòâà Ω.
Ïóñòü x̃ ∈ Ω: ∃ tk → +∞, xk = ϕ(tk, x0) → x̃ (k → +∞). Ïî

íåïðåðûâíîñòè ϕ(t, xk) → ϕ(t, x̃) è ïî ãðóïïîâîìó ñâîéñòâó âû-

ïîëíÿåòñÿ ϕ(t, xk) = ϕ(t+ tk, x0). Èç t+ tk → +∞ (∀ t, k → +∞)

çàêëþ÷àåì, ÷òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå ϕ(t, x̃) ∈ Ω.
Äîêàæåì çàìêíóòîñòü Ω. Ïóñòü z � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà Ω:

∃ x̃k ∈ Ω, x̃k → z (k → +∞). Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

|ϕ(t, x0)− z| 6 |z − x̃k|+ |ϕ(t, x0)− x̃k|.

Ïî ëþáîìó �èêñèðîâàííîìó ε > 0 ìîæíî óêàçàòü íîìåð kε
èç óñëîâèÿ |z − x̃k| < ε/2 ïðè k > kε. Òàê êàê x̃k ∈ Ω, òî
∃ τ = τ(k, ε) : |ϕ(τ, x0)− x̃k| < ε/2. Âûáèðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
εi → 0, ìîæåì ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τi, äëÿ êîòîðîé

ϕ(τi, x0) → z (i→ +∞), ÷òî è îçíà÷àåò z ∈ Ω, Ω = Ω̄.

Îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ìîæíî ïåðåíåñòè íà

ïðîèçâîëüíûå èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà A: A óñòîé÷èâî, åñëè

∀ε > 0 ∃ δ > 0: x0 ∈ Uδ(A) ⇒ ϕ(t, x0) ∈ Uε(A), t > 0.

Çäåñü Ur(A) îáîçíà÷àåò r-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà A:

Ur(A) = {x ∈ R
n| ρ(x, A) < r}, ρ(x, A) = inf |x− y|, y ∈ A.

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ïîìèìî óñòîé÷è-

âîñòè âûïîëíÿåòñÿ ρ
(
ϕ(t, x0), A

)
→ 0 (t → +∞) äëÿ x0, äîñòà-

òî÷íî áëèçêèõ ê ìíîæåñòâó A. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè êîëåáà-

íèé îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò êîìïàêòíûå (â Rn
îãðàíè-

÷åííûå è çàìêíóòûå) èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà A è ìíîæåñòâà
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ïðèòÿæåíèÿ B = {x0| ρ
(
ϕ(t, x0), A

)
→ 0, t → +∞}. Ýòè îïðå-

äåëåíèÿ ñîäåðæàò â ñåáå ïîíÿòèÿ îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè è

àñèìïòîòè÷åñêîé îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè (A = γ).

Ïðîäîëæèì îáçîð áàçîâûõ îïðåäåëåíèé. Äâèæåíèå ϕ(t, x0)
è òðàåêòîðèÿ γ = {ϕ(t, x0)} íàçûâàþòñÿ ïîëîæèòåëüíî óñòîé-

÷èâûìè ïî Ëàãðàíæó, åñëè γ+x0 ∈ K, ãäå K � íåêîòîðûé êîì-

ïàêò â R
n
. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îòðèöàòåëüíî óñòîé÷è-

âûå äâèæåíèÿ è òðàåêòîðèè. Åñëè âñÿ òðàåêòîðèÿ íå âûõîäèò

çà ïðåäåëû êîìïàêòà, òî ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ óñòîé÷èâîñòè

ïî Ëàãðàíæó. Åñëè òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è ω- è α-
ïðåäåëüíîé äëÿ äâèæåíèÿ ϕ(t, x0), òî îíà íàçûâàåòñÿ óñòîé-

÷èâîé ïî Ïóàññîíó. Òàêîé òèï óñòîé÷èâîñòè îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ

ëþáûõ ε > 0, T > 0 íàéäóòñÿ t1 > T è t2 < −T èç óñëî-

âèÿ |ϕ(ti, x0) − x0| < ε. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ áëóæäàþùåé, åñ-

ëè ñóùåñòâóåò ε-îêðåñòíîñòü Uε(x0) ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

ìîæíî óêàçàòü T > 0, äëÿ êîòîðîãî ϕ(t, y0) 6∈ Uε(x0) ïðè âñåõ

y0 ∈ Uε(x0) è t > T . Èíûìè ñëîâàìè, òðàåêòîðèè äâèæåíèé,

íà÷èíàþùèõñÿ â îêðåñòíîñòè x0, íå âîçâðàùàþòñÿ â íå¼ ñïó-

ñòÿ âðåìÿ T . Äâèæåíèå ϕ(t, x0) ðåêóððåíòíî, åñëè ∀ ε > 0 ñó-

ùåñòâóåò T ε > 0, äëÿ êîòîðîãî ëþáàÿ äóãà òðàåêòîðèè âðå-

ìåíí�îé äëèíû T ε àïïðîêñèìèðóåò ñ òî÷íîñòüþ ε âñþ òðàåê-

òîðèþ γ = {ϕ(t, x0)}. Ýêâèâàëåíòíàÿ �îðìóëèðîâêà: ∀ ε > 0
ìîæíî óêàçàòü ÷èñëî Lε > 0, äëÿ êîòîðîãî â ëþáîì èíòåðâàëå

(t0, t0 + Lε) ïî êàæäîìó �èêñèðîâàííîìó çíà÷åíèþ t íàéäåòñÿ
÷èñëî τ èç óñëîâèÿ |ϕ(t + τ, x0) − ϕ(t, x0)| < ε. �åêóððåíòíîå
äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè ∀ ε > 0 ïî÷òè
ïåðèîäû τ ìîæíî âûáðàòü íåçàâèñèìî îò t.

Äëÿ n = 2 òåîðèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (íà ïëîñêîñòè) èìå-

åò êëàññè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ: òåîðèÿ Ïóàíêàðå�Áåíäèêñîíà.

Â îñíîâó ïîëîæåíî ñâîéñòâî çàìêíóòîé ëèíèè äåëèòü �àçîâîå

ïðîñòðàíñòâî íà äâå ÷àñòè. Ïðè n > 2 ñèòóàöèÿ çíà÷èòåëüíî

ñëîæíåå, âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ è

äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà. Òåîðèÿ êîëåáàíèé è îáùèõ äèíàìè-

÷åñêèõ ñèñòåì îáøèðíà, îñíîâû èçëîæåíû â [2,9, 10,14,18,31℄.
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3. Ïåðâûå èíòåãðàëû

Âûïðÿìëåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ. Â îáëàñòè G ⊆ R
n
çàäàíèÿ

óðàâíåíèÿ ẋ = f(x) �èêñèðóåì íåîñîáóþ òî÷êó x̃: f(x̃) 6= 0 ∈ Rn
.

Â ñèëó ïðåäïîëàãàåìîé ãëàäêîñòè

(
f ∈ C1(G)

)

ẋ = f(x) ≈ f(x̃), x ∈ Uε(x̃), ε > 0 (ñ ïîãðåøíîñòüþ O(|x− x̃|)
)
.

Âåêòîðíîå ïîëå �àçîâîé ñêîðîñòè â ìàëîé ε-îêðåñòíîñòè x̃ èìå-
åò ïðàêòè÷åñêè íåèçìåííûå äëèíó è íàïðàâëåíèå. Ñëåäîâàòåëü-

íî, �àçîâûå êðèâûå â Uε ïî÷òè ïàðàëëåëüíû. Óòâåðæäåíèå

[2,3,29℄: ìîæíî îïðåäåëèòü òî÷êó ỹ (â ïðîñòðàíñòâå Rn
ñ äåêàð-

òîâûìè êîîðäèíàòàìè y1, . . . , yn), ïðÿìîóãîëüíóþ îêðåñòíîñòü

V = {y| |yi− ỹi| < αi} è äè��åîìîð�èçì g : V → U = g(V ) ⊆ G,
òàêèå, ÷òî: x̃ = g(ỹ), è â íîâûõ ïåðåìåííûõ èñõîäíàÿ ñèñòåìà

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ẋi = fi(x1, . . . , xn) ïðèìåò âèä

ẏ1 = 0, . . . , ẏn−1 = 0, ẏn = 1
(
ẏ = en = (0, . . . , 0, 1)⊤

)
.

Óòî÷íèì òåðìèíîëîãèþ. Ïîä äè��åîìîð�èçìîì ïîíèìàåòñÿ

îòîáðàæåíèå, â äàííîì ñëó÷àå g, êîòîðîå âçàèìíî îäíîçíà÷íî

(áèåêòèâíî) è êëàññà C1
âìåñòå ñî ñâîèì îáðàòíûì îòîáðàæåíè-

åì g−1 : U → V . Ïðè ýòîì U = g(V ) ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ, îêðåñò-
íîñòüþ òî÷êè x̃. Çàìåíà ïåðåìåííûõ x = g(y) (óêàçàííîãî êëàñ-
ñà) ïðèâîäèò ê ïðåîáðàçîâàíèþ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = f(x):

ẋ = g′y ẏ ⇒ ẏ = f̃(y) ≡
(
g′y
)−1

f
(
g(y)

)
,

ãäå g′y � ìàòðèöà ßêîáè ñî ñòðîêàìè (∂gi/∂y1, . . . , ∂gi/∂yn).

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî f̃(y) = en â ïðÿìîóãîëüíèêå V , â ïðåäåëàõ

êîòîðîãî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ:

y1 = c1, . . . , yn−1 = cn−1, yn = t+ cn.

Ôàçîâûå êðèâûå � ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå îñè yn (ðèñ. 3.1).

Ïðèâåäåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìè-

íàõ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì fn(x̃) 6= 0, èíà÷å ïå-

ðåíóìåðóåì �àçîâûå ïåðåìåííûå. �àññìîòðèì ãèïåðïëîñêîñòü



3. Ïåðâûå èíòåãðàëû 189

�èñ. 3.1. Âûïðÿìëåíèå ïîëÿ f �èñ. 3.2. Ïåðâûå èíòåãðàëû

{(y1, . . . , yn−1, x̃n)
⊤| yj ∈ R}, çà�èêñèðîâàâ n-þ êîîðäèíàòó. Äî-

áàâèì yn = t è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå g ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x = g(y) = ϕ(t, x0), x0 = (y1, . . . , yn−1, x̃n)
⊤.

Ïðè ýòîì x̃ = g(ỹ), ỹ = (x̃1, . . . , x̃n−1, 0)
⊤
. Ñîäåðæàòåëüíûé

ñìûñë ïîñòðîåíèé: áåðåì íà÷àëüíóþ òî÷êó x0 íà ãèïåðïëîñêîñòè
(ïðèíèìàåì t0 = 0) è âûïóñêàåì èç íåå òðàåêòîðèþ. Â ìîìåíò

âðåìåíè t ïîïàäàåì â íåêîòîðóþ òî÷êó x, êîòîðóþ è ñ÷èòàåì

îáðàçîì y. Ïîñêîëüêó x0 èìååò ñìûñë íà÷àëüíûõ äàííûõ, òî

âäîëü òðàåêòîðèè ÷èñëà y1, . . . , yn−1 íå èçìåíÿþòñÿ. Ñ ó÷åòîì

yn = t
(
|yn| < αn

)
ïîëó÷àåì â íîâûõ êîîðäèíàòàõ (ëîêàëüíî)

ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ:

y1 = c1, . . . , yn−1 = cn−1, yn = t, |yi − x̃i| < αi, 1 6 i 6 n− 1.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå x = g(y) äåéñòâèòåëü-
íî îïðåäåëÿåò ãëàäêóþ íåâûðîæäåííóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ â

îêðåñòíîñòè x̃. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ òåîðåìà î ãëàäêîé çà-

âèñèìîñòè ðåøåíèé îò ïàðàìåòðîâ (â ãëàâå II ïðèâåäåíà ëèøü

�îðìóëèðîâêà) è òåîðåìà îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè (ìàòðèöà

ßêîáè g′y(ỹ) íåâûðîæäåíà). Â îáùåì ñëó÷àå ðåçóëüòàò íîñèò

òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð, ïîñêîëüêó ïîèñê äè��åîìîð�èçìà g
�àêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí èíòåãðèðîâàíèþ èñõîäíîé ñèñòåìû.
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Èçìåíåíèå �àçîâîãî îáúåìà. Ôèêñèðóåì îãðàíè÷åííóþ îá-

ëàñòü D ⊂ D̄ ⊂ G ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé S, âîñïðèíèìàÿ å¼ êàê

ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ äàííûõ {x0}. Â óñëîâèÿõ ïðîäîëæèìîñòè

ðåøåíèé ìîæåì ñëåäèòü çà èçìåíåíèåì D ïîä äåéñòâèåì �à-

çîâîãî ïîòîêà gt: Dt = gtD = ϕ(t,D). Êàê èçìåíÿåòñÿ îáúåì

îáëàñòè Dt
? Â îêðåñòíîñòè íåîñîáîé òî÷êè x̃ èìååì f(x) ≈ f(x̃),

ïîëå âûïðÿìëÿåòñÿ äè��åîìîð�èçìîì, è â ïåðâîì ïðèáëèæå-

íèè ëîêàëüíî ìîæíî ñ÷èòàòü èçìåíåíèå �àçîâîãî îáúåìà ìà-

ëûì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V t
îáúåì Dt

è ïîïûòàåìñÿ âû÷èñëèòü

ïðîèçâîäíóþ dV t/dt ïðè t = 0 (íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ

îáúåìà îáëàñòè D), îãðàíè÷èâøèñü ýâðèñòè÷åñêèì óðîâíåì ðàñ-

ñóæäåíèé. Ôèêñèðóåì ýëåìåíòàðíóþ ïëîùàäêó dS ïîâåðõíîñòè

S = ∂D. Ýëåìåíòàðíîå èçìåíåíèå îáúåìà ïî âåêòîðó �àçîâîé

ñêîðîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê dV = 〈f(x),n〉dSdt, ãäå n � åäèíè÷-

íàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè, 〈·, ·〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-

äåíèå. Âåëè÷èíà dV ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà åñòü îáúåì öèëèíäðà ñ

îñíîâàíèåì dS è îáðàçóþùåé äëèíû |f(x)|dt. Îáðàçóþùàÿ îïðå-
äåëÿåòñÿ âåêòîðîì ñêîðîñòè �àçîâîãî ïîòîêà f(x) â òî÷êå x ∈ S.
Âåëè÷èíà 〈f(x),n(x)〉 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåê-

òîðà ñêîðîñòè. Ñóììèðóÿ ýëåìåíòàðíûå èçìåíåíèÿ îáúåìà, ïî-

ñëå äåëåíèÿ íà dt è ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïîëó÷àåì

dV t

dt

∣∣∣
t=0

=

∫

S
〈f(x),n(x)〉 dS =

∫

D
divf(x) dx.

Âòîðîå ðàâåíñòâî � �îðìóëà �àóññà�Îñòðîãðàäñêîãî. Òàêèì îá-

ðàçîì, èçìåíåíèå �àçîâîãî îáúåìà îïðåäåëÿåòñÿ äèâåðãåíöèåé

âåêòîðíîãî ïîëÿ �àçîâîé ñêîðîñòè divf(x) = Trf ′x =
∑
∂fi/∂xi.

Â ëèíåéíîì ñëó÷àå f(x) = Ax èìååì divf(x) = TrA =
∑
aii. Êî-

ãäà divf(x) = 0, �àçîâûé ïîòîê ñîõðàíÿåò îáúåì. Åñëè èíòåð-

ïðåòèðîâàòü f(x) êàê ïîëå ñêîðîñòåé ÷àñòèö æèäêîñòè â óñòà-

íîâèâøåìñÿ ðåæèìå, òî divf(x) = 0 îçíà÷àåò íåñæèìàåìîñòü

æèäêîñòè. Ñòðîãîå èçëîæåíèå âîïðîñà ñì., íàïðèìåð, â [29℄.

Ïåðâûå èíòåãðàëû. �àññìîòðèì â îáëàñòè G ⊆ R
n
ãëàäêîå

(êëàññà C1
) âåêòîðíîå ïîëå è ñîîòâåòñòâóþùåå ÎÄÓ:

ẋ = f(x), f ∈ C1(G), f(x) ∈ TxG = R
n.
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Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî îñëàáèòü òðåáîâàíèå ê âåêòîð-�óíê-

öèè f äî f ∈ locLip(G), ëèøü áû äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàí-

íûõ (t0, x0) èìåëè ìåñòî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðå-

øåíèÿ çàäà÷è Êîøè x = ϕ(t, x0), ϕ(t0, x0) = x0. Îãðàíè÷èì-
ñÿ ñòàöèîíàðíûì ñëó÷àåì, ïîëàãàÿ t0 = 0. Â òåîðåòè÷åñêèõ

ðàññìîòðåíèÿõ îáû÷íî ïî óìîë÷àíèþ ðåøåíèÿ ïîäðàçóìåâàþò-

ñÿ ïîëíûìè, ò. å. çàäàííûìè íà ìàêñèìàëüíîì èíòåðâàëå ñóùå-

ñòâîâàíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå � ýòî ïàðà {ϕ, I}: âåêòîð-
�óíêöèÿ x = ϕ(t) ñ óêàçàíèåì èíòåðâàëà I = (t1, t2), íà êîòî-

ðîì ϕ̇(t) ≡ f
(
ϕ(t)

)
. Ñ îãîâîðêîé îá îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è ïðîìåæóòêè âðåìåíè 〈t1, t2〉.
Â ïðèëîæåíèÿõ âàæíóþ ðîëü èãðàþò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ.

Ôîðìàëüíî ðå÷ü èäåò î �óíêöèÿõ, ñîõðàíÿþùèõ ïîñòîÿííîå

çíà÷åíèå âäîëü êàæäîãî ðåøåíèÿ (íà ñîîòâåòñòâóþùåé �àçîâîé

êðèâîé). Òàêèå �óíêöèè íàçûâàþòñÿ èíòåãðàëàìè. Óïîòðåáëÿ-

åòñÿ òàêæå òåðìèí ïåðâûé èíòåãðàë, ïîñêîëüêó â îáùåé òåî-

ðèè âñòðå÷àþòñÿ è òàê íàçûâàåìûå ïðîìåæóòî÷íûå èíòåãðàëû

(ñì. [16℄, ñ. 159). Íàçâàíèå ñëîæèëîñü èñòîðè÷åñêè � â ïðîñòåé-

øèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóåòñÿ îïåðàöèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.

Èòàê, �óíêöèÿ u(x) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì â îáëàñòè D ⊆ G,
åñëè: ϕ(t) ∈ D, t ∈ I ⇒ u

(
ϕ(t)

)
= c = const. Êîíñòàíòà c � îá-

ùàÿ äëÿ t ∈ I , íî, âîîáùå ãîâîðÿ, å¼ çíà÷åíèå çàâèñèò îò �àçîâîé
òðàåêòîðèè. Ìíîæåñòâî Sα = {x ∈ G|u(x) = α} íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâîì (ïîâåðõíîñòüþ) óðîâíÿ �óíêöèè u(x). Êàæäàÿ �àçî-

âàÿ êðèâàÿ, ëåæàùàÿ â îáëàñòè D, ïðèíàäëåæèò òîëüêî îäíîìó
Sα (ðèñ. 3.2). Ïîìèìî �óíêöèè íóæíî óêàçûâàòü è îáëàñòü, â êî-
òîðîé îíà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê èíòåãðàë. Ïî óìîë÷àíèþ îáû÷-

íî ïîäðàçóìåâàåòñÿ D = G. Êðîìå òîãî, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò
íåâûðîæäåííûå èíòåãðàëû (íå êîíñòàíòû). Äëÿ ñîäåðæàòåëü-

íîñòè òåîðèè äîáàâëÿþò òðåáîâàíèå, ÷òîáû u(x) íå îáðàùàëàñü
â êîíñòàíòó íè â êàêîé ïîäîáëàñòè îáëàñòè D. ×òîáû èìåòü

âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü àïïàðàò äè��åðåíöèàëüíîãî èñ÷èñ-

ëåíèÿ, ïðåäïîëàãàþò u ∈ C1(D). Â äàëüíåéøåì ïîäðàçóìåâàåì

âûïîëíåííûìè ýòè åñòåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ.

Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ ïîñòîÿíñòâà u(x) íà �àçîâûõ
òðàåêòîðèÿõ ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé â ñèëó ñèñòåìû
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èëè ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ.

�àññìîòðèì ãëàäêóþ �óíêöèþ v(x) (êëàññà C1(D)
)
è ðåøå-

íèå x = ϕ(t, x0) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè ϕ(0, x0) = x0 ∈ D. Íà
äîñòàòî÷íî ìàëîì èíòåðâàëå |t| < ε ñîîòâåòñòâóþùàÿ �àçîâàÿ

òðàåêòîðèÿ γ = {ϕ(t, x0)} íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ �óíêöèè v(x): γ ⊂ D. Âäîëü ðåøåíèÿ ïîëó÷àåì �óíêöèþ

w(t) = v
(
ϕ(t, x0)

)
, |t| < ε. Ïðîäè��åðåíöèðóåì å¼ â íóëå:

ẇ(0) = v′x(x0) · f(x0) = 〈grad v(x0), f(x0)〉 =
∑n

i=1

∂v

∂xi
(x0)fi(x0),

v′x =
∂v

∂x
=

( ∂v

∂x1
, . . . ,

∂v

∂xn

)
, grad v =

(
v′x
)
⊤∈ R

n.

×èñëî ẇ(0) îáîçíà÷àåì v̇(x0). Ïîñêîëüêó âåêòîð x0 âûáèðàë-

ñÿ ïðîèçâîëüíûì èç îáëàñòè D, òî ïîëó÷àåì �óíêöèþ v̇(x),
v̇ : D → R. Ýòà �óíêöèÿ è íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé v â ñèëó

ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ẋ = f(x) èëè ïðîèçâîä-

íîé v ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ f . Èñïîëüçóåòñÿ òàêæå

îáîçíà÷åíèå Lfv (â ÷åñòü íîðâåæñêîãî ìàòåìàòèêà Ñî�óñà Ëè).

Â ÷åì ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë òàêîãî îïðåäåëåíèÿ? Âñïîì-

íèì ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé v ïî íàïðàâëåíèþ h ∈ R
n
(|h| = 1):

∂v

∂h
(x) =

d

dt

∣∣∣
t=0

v(x + th) = v′x(x) · h = 〈grad v(x), h〉.

Îò íîðìèðîâêè |h| = 1 ìîæíî îòêàçàòüñÿ: íàñ èíòåðåñóåò ñêî-

ðîñòü èçìåíåíèÿ �óíêöèè ïðè äâèæåíèè âäîëü âåêòîðà h. Ââå-
äåííîå ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé v̇(x) = Lf (x) ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåí-

íûì îáîáùåíèåì: äâèãàåìñÿ èç òî÷êè x âäîëü �àçîâîé êðèâîé

è âû÷èñëÿåì ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ �óíêöèè v: x ∈ D ⇒

v̇(x) =
d

dt

∣∣∣
t=0

v
(
ϕ(t, x)

)
=

d

dt

∣∣∣
t=0

v
(
x + tf(x)

)
= 〈grad v(x), f(x)〉.

Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ v ∈ C1(D) ÿâëÿåòñÿ (ïåðâûì) èíòåãðà-
ëîì â îáëàñòè D òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

v̇(x) = 〈grad v(x), f(x)〉 = 0, x ∈ D.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v � èíòåãðàë êëàññà C1
. Ïîäñòàâëÿÿ â

êà÷åñòâå àðãóìåíòà ðåøåíèå x = ϕ(t, x) (x ∈ D, |t| < ε), ïîëó÷à-
åì v

(
ϕ(t, x)

)
= const. Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ ïî t â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè t = 0, ïîëó÷àåì 〈grad v, f〉 = 0.
Îáðàòíî. Áåðåì ëþáîå ðåøåíèå x = ϕ(t, x0) (t ∈ I = (t1, t2))

ñ �àçîâîé êðèâîé γ = {ϕ(t)} ⊂ D. Òîãäà íà èíòåðâàëå âðåìåíè I
〈grad v

(
ϕ(t)), f(ϕ(t)

)
〉 = 0. Ìåæäó òåì ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà ïðîèç-

âîäíîé �óíêöèè v
(
ϕ(t)

)
ïî t. Çíà÷èò, v

(
ϕ(t)

)
= const, t ∈ I .

Èòàê, ãëàäêèå èíòåãðàëû îïèñûâàþòñÿ êàê ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðè èçó÷åíèè ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà îïåðè-

ðîâàòü èíòåãðàëàìè ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû ÎÄÓ.

Áàçèñ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Ñîõðàíÿåòñÿ ëè ñâîéñòâî �óíê-

öèè áûòü èíòåãðàëîì ïðè çàìåíå êîîðäèíàò? �àññìîòðèì äè�-

�åîìîð�èçì x = g(y)
(
y ∈ W , g(W ) = D

)
è ïåðåéäåì ê íîâûì

(êðèâîëèíåéíûì) êîîðäèíàòàì: w(y) = v
(
g(y)

)
,

ẋ = g′y ẏ ⇒ ẏ = f̃(y) ≡
(
g′y
)−1

f
(
g(y)

)
.

Ôèêñèðóåì y0 ∈W è âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ẇ(y0):

ẇ(y0) =
d

dt

∣∣∣
0
w
(
ϕ̃(t, y0)

)
= w′

y(y0) · f̃(y0) =

= v′x(x0) · g′y(y0)
(
g′y(y0)

)−1
f(x0) = v′x(x0) · f(x0) = v̇(x0),

x0 = g(y0). Òàêèì îáðàçîì, åñëè v(x) � èíòåãðàë êëàññà C1
â îá-

ëàñòè D ñèñòåìû ẋ = f(x), òî ïîñëå ãëàäêîé çàìåíû ïåðåìåííûõ

ïîëó÷àåì èíòåãðàë w(y) = v
(
g(y)

)
â îáëàñòè W = g−1(D) ñèñòå-

ìû ẏ = f̃(y). Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîñòüþ ïåðâîãî

èíòåãðàëà îòíîñèòåëüíî âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ôèêñèðóåì íåîñîáóþ òî÷êó x̃
(
f(x̃) 6= 0

)
è ïðÿìîóãîëü-

íóþ îêðåñòíîñòü V òî÷êè ỹ = (x̃1, . . . , x̃n, 0)
⊤
, óêàçàííóþ âû-

øå. Â îáëàñòè V èìååì ẏ = en = (0, . . . , 0, 1)⊤. Èíòåãðàëû
w1(y) = y1, . . . , wn−1(y) = yn−1 ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè

â V . Ïîñêîëüêó â ïåðåìåííûõ y äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî èíòåãðà-

ëà w : V → R âûïîëíÿåòñÿ 〈gradw(y), f̃(y)〉 = ∂w/∂yn = 0, òî
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�óíêöèÿ w(y) íå çàâèñèò îò yn: w(y) = F (y1, . . . , yn−1),

F ∈ C1(Π), Π =
{
(y1, . . . , yn−1)

⊤| |yi − x̃i| < αi

}
.

Èòàê, ìíîæåñòâî âñåõ ãëàäêèõ èíòåãðàëîâ â îáëàñòè V îïèñû-

âàåòñÿ �óíêöèîíàëüíîé îáîëî÷êîé

(
{F} = C1(Π)

)
�èêñèðîâàí-

íûõ èíòåãðàëîâ w1, . . . , wn−1, êîòîðûå íåçàâèñèìû â ñìûñëå

rank
∂(w1, . . . , wn−1)

∂(y1, . . . , yn)
=




1 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0


 = n−1, y ∈ V.

Â ¾ñòàðûõ¿ ïåðåìåííûõ ðåçóëüòàò ïåðå�îðìóëèðóåòñÿ äëÿ èí-

òåãðàëîâ v1(x) = w1

(
g−1(x)

)
, . . ., vn−1(x) = wn−1

(
g−1(x)

)
, x ∈ U .

Êîììåíòàðèè. Íàëè÷èå íåñêîëüêèõ íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èí-

òåãðàëîâ ïîçâîëÿåò ïîíèæàòü ðàçìåðíîñòü çàäà÷è àíàëèçà �à-

çîâûõ êðèâûõ (â îáùåì ñëó÷àå ëîêàëüíî), ïîñêîëüêó òðàåêòî-

ðèè äâèæåíèÿ íàõîäÿòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ

èíòåãðàëîâ (ñì. ðèñ. 3.2). Â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê

(
f(x̄) = 0

)

ñèòóàöèÿ ñëîæíåå. Äëèíà |f(x)| ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè x → x̄, íî
íàïðàâëåíèå âåêòîðà f(x) â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

x̄ ìîæåò ìåíÿòüñÿ ñëîæíûì îáðàçîì. Íåòðèâèàëüíûõ èíòåãðà-

ëîâ ìîæåò è íå áûòü â îêðåñòíîñòè x̄. Íàïðèìåð, äëÿ ïðîñòåé-

øåé ëèíåéíîé ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè ẋ = x, ẏ = y íåïðåðûâ-

íûé â îêðåñòíîñòè íóëÿ èíòåãðàë v(x, y) åñòü ïîñòîÿííàÿ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, �àçîâûå òðàåêòîðèè ýòîé ñèñòåìû � ëó÷è y = Cx(
x = c1e

t
, y = c2e

t
)
, âûõîäÿùèå èç íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïî íåïðå-

ðûâíîñòè v(x, y) = v(0, 0) íà êàæäîì ëó÷å, ò. å. v = const.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ÎÄÓ

ẋ = −2bx− 2cy − q2, ẏ = 2ax+ 2by + q1

èìååò èíòåãðàë u(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 + q1x + q2y. Ñëåäî-
âàòåëüíî, �àçîâûå êðèâûå ÿâëÿþòñÿ êðèâûìè âòîðîãî ïîðÿäêà,

òåîðèÿ êîòîðûõ èçó÷àëàñü â êóðñå àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.
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Õðåñòîìàòèéíûé ïðèìåð èíòåãðàëà � ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

òî÷êè, äâèæóùåéñÿ ïî ïðÿìîé â ïîòåíöèàëüíîì ñèëîâîì ïîëå:

mẍ = F (x) = −U ′(x), mẋẍ+ U ′(x)ẋ = 0,

d

dt

(mẋ2
2

+ U(x)
)
= 0, v(x, ẋ) =

mẋ2

2
+ U(x) = E.

Íà ðåøåíèÿõ x = ϕ(t) èìååì E = const. Òîò �àêò, ÷òî �àçîâàÿ
êðèâàÿ {

(
ϕ(t), ϕ̇(t)

)
} íàõîäèòñÿ íà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ �óíê-

öèè v, ïîçâîëÿåò â øèðîêîì êëàññå ïîòåíöèàëîâ U(x) ñòðîèòü
�àçîâûé ïîðòðåò (ïî êðàéíåé ìåðå íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå).

Â íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå, êîãäà ẋ = f(t, x) è v = v(t, x),
ïðîèçâîäíàÿ v̇(t, x) = Lfv(t, x) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

d

dτ

∣∣∣
τ=t

v
(
τ, ϕ(τ)

)
=
∂v

∂t
(t, x) +

∂v

∂x
(t, x) · f(t, x)

(
ϕ(t) = x

)
.

�ëàäêèå èíòåãðàëû îïèñûâàþòñÿ êàê ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâ-

íåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ Lfv = 0, (t, x) ∈ D ⊆ G ⊆ R
n+1

.

Äîáàâëÿÿ �àçîâóþ ïåðåìåííóþ xn+1 = t, �îðìàëüíî ïðèõîäèì
ê àâòîíîìíîé ñèñòåìå, ïðè÷åì â ñèëó ẋn+1 = 1 îñîáûõ òî÷åê íåò.
Ïðàâäà, îòìåòèì, ÷òî â ïðèëîæåíèÿõ íåñòàöèîíàðíûå èíòåãðà-

ëû ïðåäñòàâëÿþò ìåíüøèé èíòåðåñ, ÷åì ñòàöèîíàðíûå.

4. Óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó

�åøåíèé, îïðåäåëÿåìûõ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè, áåñ-

êîíå÷íî ìíîãî. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî íå âñå îíè ¾ðàâíîöåííû¿

ïðè èçó÷åíèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà íåîïðåäåëåííî áîëüøîì

îòðåçêå âðåìåíè (áåñêîíå÷íîì â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-

ëè). �åàëèçóþòñÿ ëèøü óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå

ïðè àäåêâàòíîì ìîäåëèðîâàíèè óñòîé÷èâûì ðåæèìàì �óíêöè-

îíèðîâàíèÿ îáúåêòà. Â èíòóèòèâíîì ñìûñëå ïîíÿòèå óñòîé÷è-

âîñòè íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé â êîíêðåòíûõ ïðàêòè÷åñêèõ çà-

äà÷àõ. �àçíîîáðàçèå ýòèõ çàäà÷ ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì ìàòå-

ìàòè÷åñêèì îïðåäåëåíèÿì óñòîé÷èâîñòè. Â äàííîì ïàðàãðà�å

ïðèâåäåì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó

(Îáùàÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ, 1892).
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Îãðàíè÷èìñÿ àíàëèçîì óñòîé÷èâî-

ñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì äè��åðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé. Ïðèäåðæèâàåìñÿ ìåõàíè÷åñêîé òåðìèíîëîãèè.

Â îáëàñòè G ⊆ Rn
ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ÎÄÓ

ẋ = f(x), f : G→ R
n, f ∈ C1(G).

�åøåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (t0, x0), êàê îáû÷íî, îáîçíà÷à-

åì x = ϕ(t, x0). Â ñèëó àâòîíîìíîñòè íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

ñ÷èòàåì íà÷àëîì îòñ÷åòà: t0 = 0. Íàñ èíòåðåñóþò îêðåñòíîñòè

ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ x̄, îïðåäåëÿåìûõ óñëîâèåì f(x̄) = 0.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x̄ ∈ G íàçûâàåòñÿ

óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ñóùåñòâóåò ∆ > 0, äëÿ êîòîðîãî ðåøåíèÿ x = ϕ(t, x0) ïðî-
äîëæèìû íà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [0,+∞) ïðè |x0−x̄| < ∆;

2) ∀ ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ = δ(ε) > 0 (δ < ∆), ÷òî

|x0 − x̄| < δ ⇒ |ϕ(t, x0)− x̄| < ε ∀ t ∈ [0,+∞).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè íà÷àëüíàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ äîñòàòî÷-

íî áëèçêî ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ, òî ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóòðà-

åêòîðèÿ äâèæåíèÿ îñòàíåòñÿ âáëèçè ýòîé òî÷êè ïîêîÿ. Â ïî-

ðÿäêå àíàëîãèè âñïîìíèì îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè

g(x) â òî÷êå x0: ∀ ε > 0 ∃ δ > 0, |x− x0| < δ ⇒ |g(x)− g(x0)| < ε.
Òàê ÷òî óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó � ýòî íåïðåðûâíîñòü ðåøå-

íèÿ x = ϕ(t, x0) ïî íà÷àëüíûì äàííûì x0 â òî÷êå x̄, ðàâíîìåðíàÿ
ïî t ∈ [0,+∞). Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü îçíà÷àåò, ÷òî

ïîìèìî óñòîé÷èâîñòè èìååò ìåñòî ïðèòÿæåíèå â ñìûñëå

∃σ > 0 (σ < ∆), |x0 − x̄| < σ ⇒ |ϕ(t, x0)− x̄| → 0, t→ +∞.

Ïðåäîñòåðåæåíèå: ïðèòÿæåíèå íå âëå÷åò óñòîé÷èâîñòü. Ââåäåí-

íûå ïîíÿòèÿ âïîëíå ïðîçðà÷íû, äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü ñå-

áå äâèæåíèå ìàÿòíèêà èëè øàðèêà â ÿìêå. Àñèìïòîòè÷åñêîé

óñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóåò ó÷åò òðåíèÿ, ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû.
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Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíûõ ñèñòåì

�àññìîòðèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå ẋ = Ax ñ ïîñòîÿííîé âåùå-

ñòâåííîé ìàòðèöåé A. Òðèâèàëüíàÿ òî÷êà ïîêîÿ x̄ = 0 íå îáÿ-

çàòåëüíî åäèíñòâåííà. Åñëè Ax̄ = 0, x̄ 6= 0, òî çàìåíîé y = x− x̄
ïðèõîäèì ê ẏ = Ay, ȳ = 0. Òàê ÷òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ìîæíî èçó÷àòü ëèøü óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-

ñèÿ. Ïåðåõîä ê íîâûì ïåðåìåííûì � îòêëîíåíèÿì îò èçó÷àåìî-

ãî äâèæåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ îáùèì ïðèåìîì, ïîñêîëüêó äëÿ íóëåâîãî

ðåøåíèÿ òåõíè÷åñêèå âûêëàäêè ìåíåå ãðîìîçäêè.

Âîñïîëüçóåìñÿ îáùèì ðåøåíèåì:

x(t) = eAtx0 ⇒ ‖x(t)‖ 6
∥∥eAt

∥∥·‖x0‖.

Çäåñü è äàëåå óäîáíî èñïîëüçîâàòü íîðìó ‖x‖ = max |xi|.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðè÷íàÿ íîðìà îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

B = Bn×n = {bij} ⇒ ‖B‖ = max
j

∑n

k=1
|bjk|.

Â êîìïëåêñíîé çàïèñè ýëåìåíòàìè ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû eAt

ÿâëÿþòñÿ êâàçèïîëèíîìû, ïîêàçàòåëè ýêñïîíåíò � ñîáñòâåííûå

÷èñëà λ1, . . . , λs (s 6 n) ìàòðèöû A. Ñ÷èòàåì λ1, . . . , λs ðàçëè÷-
íûìè, â îáùåì ñëó÷àå λj ∈ C. �àññìîòðèì �óíêöèþ

γ(t) = tkeλt = tkeαt(cos βt+ i sinβt), λ = α+ iβ.

Åñëè âçÿòü âåùåñòâåííîå ÷èñëî µ > α = Reλ, òî ó �óíêöèè

γ(t)e−µt
ïîêàçàòåëü âåùåñòâåííîé ýêñïîíåíòû α−µ áóäåò îòðè-

öàòåëüíûì, îòêóäà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü |γ(t)e−µt| 6 C â ñèëó

tke(α−µ)t → 0, t→ +∞. Èòàê, ñïðàâåäëèâà îöåíêà |γ(t)| 6 Ceµt.
Âîçâðàùàÿñü ê ëèíåéíîé ñèñòåìå ÎÄÓ, ïîëó÷àåì îöåíêó

‖ϕ(t, x0)‖ 6Meµt‖x0‖, x0 ∈ R
n, M = const > 0, µ > Reλj .

Ïîñêîëüêó |x| 6 √
n ‖x‖, ‖x‖ 6 |x|, òî ìîæíî çàìåíèòü êóáè÷å-

ñêóþ íîðìó ‖ · ‖ íà åâêëèäîâó | · | (è íàîáîðîò â îïðåäåëåíèè

óñòîé÷èâîñòè). Êîððåêöèÿ êîíñòàíòû M íåïðèíöèïèàëüíà.

Åñëè Reλj < 0 (1 6 j 6 s), òî ìîæíî âçÿòü µ < 0 è �îðìàëü-
íî çàìåíèòü â îöåíêå âåëè÷èíû ϕ, x0 íà ϕ − x̄, x0 − x̄ (x̄ = 0).
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Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà ïîêîÿ x̄ = 0 (åäèí-

ñòâåííàÿ â ñèëó detA =
∏n

1λj 6= 0) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.

Íàëè÷èå Reλk > 0 âëå÷åò íåóñòîé÷èâîñòü, à ïðè Reλj 6 0
(∃ =) èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè òðåáóåò áîëåå äåòàëüíîãî èçó-

÷åíèÿ ìàòðèöû A (å¼ æîðäàíîâîé �îðìû). Â êðàòêîì êóðñå íå

áóäåì íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ. Íàèáîëüøèé ïðàêòè÷åñêèé èí-

òåðåñ èìååò èìåííî àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü (âîçìóùåí-

íîå ðåøåíèå ¾âîçâðàùàåòñÿ¿ ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ).

Ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Èìååòñÿ îïðåäåëåííàÿ êëàññè�èêàöèÿ:

ïåðâûé ìåòîä Ëÿïóíîâà, âòîðîé (ïðÿìîé) [6℄. Ñóòü ïåðâîãî ìå-

òîäà ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ðÿäàìè.

Îñòàíîâèìñÿ íà âòîðîì, êàê áîëåå óíèâåðñàëüíîì. Öåíòðàëüíîå

ìåñòî çàíèìàþò �óíêöèè Ëÿïóíîâà. Óñòîé÷èâîñòü � êà÷åñòâåí-

íîå ïîíÿòèå, ñ�îðìóëèðîâàííîå â òåðìèíàõ íîðìû, íî îòêëîíå-

íèå îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü è áîëåå

îáùèìè �óíêöèÿìè, ¾ïîõîæèìè¿ íà ðàññòîÿíèå.

Ïî-ïðåæíåìó íàñ èíòåðåñóåò îêðåñòíîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíî-

âåñèÿ x̄ àâòîíîìíîé ñèñòåìû ẋ = f(x), f ∈ C1(G). Áåç îãðàíè-
÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì x̄ = 0. Â íåêîòîðîé îáëàñòè U ⊆ G,
îêðåñòíîñòè íóëåâîé òî÷êè ïîêîÿ, ðàññìîòðèì ãëàäêóþ �óíê-

öèþ V ∈ C1(U). Îíà íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé

(â U), åñëè V (x) > 0, x 6= 0, V (0) = 0. Îáîçíà÷àåì V ⊲ 0. Ôóíê-
öèÿ V îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà (V ⊳ 0), åñëè −V ⊲ 0.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ â îáëàñòè U ⊆ G(
x̄ ∈ U

)
�óíêöèÿ V ∈ C1(U) íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé Ëÿïóíîâà,

åñëè å¼ ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ f íåïîëî-

æèòåëüíà:

V̇ (x) = LfV (x) 6 0, x ∈ U.

Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïîëîæèòåëü-

íàÿ îïðåäåëåííîñòü � ñâîéñòâî ðàññòîÿíèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå �

ðàññòîÿíèÿ äî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x̄ = 0. Óñëîâèå V̇ 6 0 îçíà-
÷àåò íåñòðîãîå óáûâàíèå ýòîãî ¾ðàññòîÿíèÿ¿ âäîëü òðàåêòîðèè

äâèæåíèÿ, ÷òî äàåò îñíîâàíèå îæèäàòü óñòîé÷èâîñòü x̄.

Çàìå÷àíèå 1. Íå áóäåì ñòðåìèòüñÿ ê ìàêñèìàëüíîé îáùíîñòè.

Â ÷àñòíîñòè, ïðåäïîëîæåíèå ãëàäêîñòè V (äëÿ âîçìîæíîñòè
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äè��åðåíöèðîâàíèÿ) ìîæíî îñëàáèòü. Îáùàÿ òåîðèÿ, êîãäà ñè-

ñòåìà íåñòàöèîíàðíà è èçó÷àåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ (íå îáÿ-

çàòåëüíî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ), èçëîæåíà â [6, 10℄.

Ïåðåéäåì ê �îðìóëèðîâêàì è äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì Ëÿïó-

íîâà îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ (íà ïðèíÿòîì óðîâíå îáùíîñòè).

Òåîðåìà 3. Åñëè â íåêîòîðîé îáëàñòè U (x̄ = 0 ∈ U) ñóùå-
ñòâóåò �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà, òî ðàâíîâåñèå x̄ = 0 óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ óñòîé÷èâîñòè ∀ ε > 0
íóæíî óêàçàòü δ > 0 . . .Ôèêñèðóåì ε > 0 è âûáåðåì ïîëîæè-

òåëüíîå ε0 6 ε èç óñëîâèÿ Ūε0 = {x: |x| 6 ε0} ⊂ U . Òàê êàê

ñ�åðà Sε0 = {x: |x| = ε0} êîìïàêòíà, �óíêöèÿ V íåïðåðûâíà è

V > 0 íà Sε0 , òî minV (x) = m > 0, x ∈ Sε0 . Âûáåðåì íàñòîëüêî

ìàëûé çàìêíóòûé øàð ñ öåíòðîì â íóëå Ūδ ⊂ Uε0 , ÷òîáû V < m
ïðè x ∈ Ūδ. Ýòî âîçìîæíî ïî íåïðåðûâíîñòè V è V (0) = 0.

Òàê êàê V̇ (x) 6 0, x ∈ U , òî ïðè x0 ∈ Uδ èìååì V (x0) < m
è V

(
ϕ(t, x0)

)
< m, t > 0. Ñ ðîñòîì âðåìåíè òðàåêòîðèÿ äâèæå-

íèÿ íå ìîæåò ïåðåñå÷ü Sε0 (è Sε), òàê êàê íà Sε0 èìååì V > m.
Îíà îñòàåòñÿ â ïðåäåëàõ Uε, ÷òî è îçíà÷àåò óñòîé÷èâîñòü.

Çàìå÷àíèå 2. Äîêàçàòåëüñòâî íåïîëíî. Äîêàçàíî ëèøü, ÷òî íà

ïðîìåæóòêå [0, ω) ìàêñèìàëüíîãî ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ âïðàâî
òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ îñòàåòñÿ â îêðåñòíîñòè Uε0 íóëåâîãî ïîëî-

æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïî òåîðåìå î ïðîäîëæåíèè ðåøåíèé [2,3,23℄

ω = +∞: ðåøåíèÿ àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè äàííû-

ìè èç êîìïàêòà ïðîäîëæèìî ëèáî íåîãðàíè÷åííî, ëèáî âïëîòü

äî ãðàíèöû ýòîãî êîìïàêòà. Åñëè íå ññûëàòüñÿ íà ýòîò ðåçóëü-

òàò, òî äëÿ çàìêíóòîñòè èçëîæåíèÿ �îðìàëüíî ìîæíî ïåðåä

�îðìóëèðîâêîé òåîðåìû äîáàâèòü ïðåäïîëîæåíèå î ïðîäîëæè-

ìîñòè ϕ(t, x0) íà [0,+∞) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ x0.

Òåîðåìà 4. Åñëè ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû ẋ = f(x) �óíê-
öèè Ëÿïóíîâà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè íóëÿ U
(V̇ ⊳ 0), òî òî÷êà ïîêîÿ x̄ = 0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòîé÷èâîñòü îáåñïå÷åíà. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü

ñòðåìëåíèå ðåøåíèÿ ê íóëþ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ x0. Ôèêñè-
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ðóåì ε0, δ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû3. �àññìîòðèì �óíêöèþ

w(t) = V
(
ϕ(t, x0)

)
, 0 < |x0| < δ, t ∈ [0,+∞).

Ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè ϕ(t) = ϕ(t, x0) 6= 0 ∀ t, òî
ẇ(t) < 0 è �óíêöèÿ w(t) ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì âðåìåíè.

Èç îãðàíè÷åííîñòè ñíèçó ñëåäóåò limw(t) = α > 0, t→ +∞.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäåë α > 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|ϕ| > β > 0, t ∈ [0,+∞), ò. å. ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ

γ+ = {ϕ(t), t > 0} îñòàåòñÿ âíå íåêîòîðîãî øàðà ïîëîæèòåëü-

íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íóëå. Åñëè ýòî íå òàê, òî ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tk → +∞ èç óñëîâèÿ limϕ(tk) = 0, k → +∞,

è ïî íåïðåðûâíîñòè w(tk) → 0. Ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì
limw(t) = α > 0, t→ +∞. Èòàê α > 0 ⇒ |ϕ| > β > 0. Îáîçíà÷èì

µ = max V̇ (x) < 0, β 6 |x| 6 ε0
(
V̇ ∈ C(U), V̇ ⊳ 0

)
.

Òîãäà ẇ(t) = V̇
(
ϕ(t)

)
6 µ è ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì

w(t) 6 w(0) + µt→ −∞, t→ +∞.

Âìåñòå ñ òåì w(t) > 0, òàê ÷òî ïðåäïîëîæåíèå α > 0 íåâåðíî.

Èòàê, limw(t) = 0, t → +∞. Äîêàæåì, ÷òî îòñþäà ñëåäó-

åò ϕ(t) → 0. Îïÿòü ðàññóæäàåì îò ïðîòèâíîãî. Åñëè ϕ(t) 6→ 0,
òî íàéäóòñÿ σ > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn → +∞ èç óñëî-

âèÿ ϕ(tn) > σ. Íà êîìïàêòå 0 < σ 6 |x| 6 ε0 �óíêöèÿ

V (x) ïîëîæèòåëüíà è îòäåëåíà îò íóëÿ: V (x) > ξ > 0. Òîãäà
w(tn) = V

(
ϕ(tn)

)
> ξ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò limw(t) → 0, t → +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(t, x0) → 0 ïðè |x0| < δ è t → +∞, ÷òî è äîêà-

çûâàåò àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ðàâíîâåñèÿ x̄ = 0.

�åîìåòðè÷åñêàÿ è ìåõàíè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Óñëîâèå

V̇ (x) = 〈gradV, f〉 < 0, x ∈ U, x 6= 0,

îçíà÷àåò, ÷òî ãðàäèåíò V è âåêòîð �àçîâîé ñêîðîñòè f îáðà-

çóþò òóïîé óãîë. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ α > 0 ïîâåðõíîñòè

óðîâíÿ Lα = {x|V (x) = α} ⊂ U ¾îêðóæàþò¿ ðàâíîâåñèå x̄ = 0.
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�ðàäèåíò �óíêöèè V íåíóëåâîé íà Lα, è, ñëåäîâàòåëüíî, Lα �

ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé ãëàäêîé êðè-

âîé t 7→ ψ(t) ∈ Lα âûïîëíÿåòñÿ V
(
ψ(t)

)
= α ⇒ 〈gradV, ψ̇〉 = 0

(d/dt = 0), òî gradV⊥Lα. Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ïðè âûïîë-

íåíèè íåðàâåíñòâà 〈gradV, f〉 < 0 ¾âòåêàþò¿ âíóòðü êðèâîëè-

íåéíîãî ¾ýëëèïñîèäà¿, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòüþ óðîâíÿ Lα.

Ñ óìåíüøåíèåì α �àçîâûé âåêòîð ϕ(t) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

�àññìîòðèì äâèæåíèå òî÷êè ìàññûm â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå:

mẍ = − gradU(x), U ∈ C1, x ∈ R
3.

Ïåðåõîäèì ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå mẋ = y, ẏ = − gradU(x).
Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè gradU(x̄) = 0,
y = 0, ò. å. x̄ � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

Ïóñòü x̄ � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ìèíèìóìà U . Òîãäà ïî-

ëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (x̄, 0) óñòîé÷èâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãàåì
U(x̄) = 0 (ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî

ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî). Ïåðâûé èíòåãðàë

V (x, y) =
y2

2m
+ U(x)

(
V̇ (x, y) = 0, y2 = 〈y, y〉

)

èìååò ñìûñë ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè. Â îêðåñòíîñòè ïîëî-

æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ �óíêöèÿ V ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Óñòîé-

÷èâîñòü (x̄, 0) ñëåäóåò èç òåîðåìû3. Ýòî óòâåðæäåíèå áûëî âû-

ñêàçàíî Ëàãðàíæåì è âïîñëåäñòâèè äîêàçàíî Äèðèõëå.

Óñòîé÷èâîñòü ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ. Îïðåäåëèì

ïðîöåäóðó ëèíåàðèçàöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîêîÿ x̄. Ïóñòü
f ∈ C2(G→ R

n), Ūε(x̄) ⊂ G ⊆ R
n
, ε > 0. Ïî �îðìóëå Òåéëîðà

f(x) = f ′x(x̄)(x − x̄) + g(x), |g(x)| 6 C|x− x̄|2, x ∈ Uε

(
g(x) = O

(
|x − x̄|2

)
. Ïðè ìàëîì ε > 0 ñëàãàåìîå g(x) ìàëî. Ïå-

ðåõîäÿ ê îòêëîíåíèÿì y = x − x̄ è îòáðàñûâàÿ g(x), ïîëó÷àåì
ëèíåàðèçîâàííóþ ñèñòåìó â îêðåñòíîñòè x̄: ẏ = Ay, A = f ′x(x̄).

Òåîðåìà 5. Åñëè ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A = An×n èìå-

þò îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè

(
Reλj(A) < 0

)
, òî

ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x̄ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè x̄ = 0 (y = x).
�àññìîòðèì ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå ẋ = Ax. Òîãäà

x = ϕ(t, x0) = eAtx0, |ϕ(t, x0)| 6Me−αt|x0|,
M = const > 0, α > 0, Reλj < −α < 0. Îïðåäåëèì �óíêöèþ

V (x0) =

∫ +∞

0
|ϕ(τ, x0)|2 dτ, ϕ(0, x0) = x0 ∈ R

n.

Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà |ϕ| ãàðàíòèðóåò ñõîäèìîñòü íåñîá-

ñòâåííîãî èíòåãðàëà. Â òåðìèíàõ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû

V (x0) = x⊤0Bx0, B =

∫ +∞

0
eA

⊤teAt dt.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè x0 îïðåäåëåíà êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà

V (x) = x⊤Bx ñ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé B. Áîëåå òîãî, îíà ïî-

ëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ïîñêîëüêó

V (x0) > 0, V (x0) = 0 ⇔ ϕ(·, x0) = 0, x0 = 0 ∈ R
n.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ V̇ (x) â ñèëó ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû

ẋ = Ax. Ïî îïðåäåëåíèþ è ãðóïïîâîìó ñâîéñòâó ðåøåíèé

V̇ (x0) =
d

dt

∣∣∣
0
V
(
ϕ(t, x0)

)
=

d

dt

∣∣∣
0

∫ ∞

0

∣∣ϕ
(
τ, ϕ(t, x0)

)∣∣2 dτ

=
d

dt

∣∣∣
0

∫ ∞

0
|ϕ(τ + t, x0)|2 dτ =

d

dt

∣∣∣
0

∫ ∞

t
|ϕ(τ, x0)|2 dτ

=
d

dt

∣∣∣
0

(∫ a

t
+

∫ ∞

a

)
= −|ϕ(t, x0)|2

∣∣∣
t=0

= −x20 = −x⊤0x0.

Âñëåäñòâèå ïðîèçâîëüíîñòè x0 èìååì V̇ (x) = −x⊤x, x ∈ R
n
.

Âû÷èñëèì òåïåðü V̇ (x) â ñèëó èñõîäíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû

ẋ = f(x) = Ax + g(x), |g(x)| 6 C|x|2, x ∈ Uε(0).

Â äîñòàòî÷íî ìàëîé ε0-îêðåñòíîñòè x̄ = 0 èìååì

V̇ (x) = ẋ⊤Bx + x⊤Bẋ =
(
x⊤A⊤+ g⊤

)
Bx + x⊤B(Ax + g) =

= x⊤
(
A⊤B +BA

)
x + 2x⊤Bg 6 −x⊤x + C1|x|3 =

= −x⊤x
(
1− C1|x|

)
⊳ 0, |x| < ε0 6 ε.
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Ïî òåîðåìå 4 èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü.

Çàìå÷àíèå 3. Íà ñàìîì äåëå äîêàçàíî íå÷òî áîëüøåå. Â äîñòà-

òî÷íî ìàëîé ε∗-îêðåñòíîñòè òî÷êè x̄ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

V̇ (x) 6 −C2x
⊤x 6 −r∗V (x)

(
C2 = 1− C1ε∗ > 0, r∗ > 0

)
.

Âòîðîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè:

V (x) = x⊤Bx ⊲ 0 ⇒ r1|x|2 6 V (x) 6 r2|x|2, rj > 0.

Äîñòàòî÷íî âçÿòü r1 = minV (x), r2 = maxV (x) íà åäèíè÷íîé

ñ�åðå |x| = 1 è çàòåì äîìíîæèòü îöåíêó r1 6 V (x) 6 r2 íà |x|2.
Ïðîèíòåãðèðóåì íåðàâåíñòâî V̇ 6 −r∗V íà ðåøåíèè x = ϕ(t, x0):

∫ t

0
V̇ V −1dt 6 −r∗t⇒ V

(
x(t)

)
6 V

(
x(0)

)
e−r∗t.

Ñ ó÷åòîì |x|2 6 V/r1 6 |x|2r2/r1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

|ϕ(t, x0)| 6 r3e
−r4t|x0|, r3 > 0, r4 = 0.5 r∗.

Òåì ñàìûì äîêàçàíà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü x̄ = 0.

Èçó÷èì ïîäðîáíåå ïðîèçâîäíóþ V̇ (x) â ëèíåéíîì ñëó÷àå:

V̇ (x) = 〈gradV,Ax〉 = 2x⊤BAx = −x⊤x.

Ïîñëå ñèììåòðèçàöèè ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé �îðìû (çàìåíÿÿ

2BA íà A⊤B +BA) ïîëó÷àåì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà:

A⊤B + BA = −W (W = E).

Ïðè îïðåäåëåíèè �óíêöèè V âìåñòî |ϕ|2 ìîæíî áûëî áû âçÿòü

êâàäðàòè÷íóþ �îðìó ϕ⊤Wϕ ñ ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îï-

ðåäåëåííîé ìàòðèöåéW . Âûêëàäêè íå ïðåòåðïåâàþò ñóùåñòâåí-

íûõ èçìåíåíèé: âìåñòî åäèíè÷íîé ìàòðèöû E áóäåò W . Ñëåäî-

âàòåëüíî, ïðè Reλj(A) < 0 äëÿ ëþáîé W = W⊤ ⊲ 0 ñóùåñòâóåò

ðåøåíèå B = B⊤⊲ 0 ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (E →W ).
Ëÿïóíîâûì äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü â êëàññå ñèììåòðè÷-

íûõ ìàòðèö B. Áîëåå òîãî, äîêàçàíî îáðàòíîå: åñëè õîòÿ áû äëÿ
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îäíîé ìàòðèöû W = W⊤⊲ 0 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå B = B⊤⊲ 0, òî
ìàòðèöà A óñòîé÷èâà â ñìûñëå Reλj(A) < 0. Ýòî ïîçâîëÿåò ðå-
øàòü âîïðîñ îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè àëãåáðàè÷åñêèìè

ñðåäñòâàìè, ðåøàÿ ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà áåç

ïîñòðîåíèÿ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû è âû÷èñëåíèÿ íåñîáñòâåííûõ

èíòåãðàëîâ. �àçâèòèå òåîðèè óñòîé÷èâîñòè èçëîæåíî â [6, 10℄.

5. Îïòèìàëüíûå �óíêöèè Ëÿïóíîâà

Îïòèìàëüíîå äåìï�èðîâàíèå ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ

�àññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ

ẋ = f(t, x, u) = A(t)x +B(t)u, x(0) = x0, t ∈ [0,T ].

Ýëåìåíòû ìàòðèöû An×n è Bn×r íåïðåðûâíû íà îòðåçêå âðåìå-

íè [0,T ]. Äîïóñòèìûìè ñ÷èòàåì êóñî÷íî íåïðåðûâíûå óïðàâëå-

íèÿ u(·) ∈ KC
(
[0,T ] → U

)
. Çíà÷åíèÿ u(t) îãðàíè÷åíû çàäàííûì

ìíîæåñòâîì U ⊆ Rr
, íàïðèìåð, |ui(t)| 6 ūi, 1 6 i 6 r. Ïîñêîëü-

êó çíà÷åíèÿ u(t) â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà

íå âëèÿþò íà òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ x = ϕ(t, x0, u), òî ïîëàãàåì

u(t) = u(t+ 0), t ∈ [0,T ), u(T ) = u(T + 0).

Òåì ñàìûì îïèñàí êëàññ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé {u(·)} = U .
Ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ è òî÷êàõ ðàçðûâà

u (êîãäà ¾ðâ¼òñÿ¿ f) ïîíèìàþòñÿ îäíîñòîðîííèìè: ñïðàâà íà

[0,T ) è ñëåâà ïðè t = T . Íà÷àëüíûå äàííûå x0 âîñïðèíèìàåì

êàê ïàðàìåòð: âåêòîð x0 ∈ R
n
�èêñèðîâàí, íî ïðîèçâîëåí.

Ñ÷èòàåì, ÷òî �àçîâûé âåêòîð x(t) èìååò ñìûñë îòêëîíå-

íèÿ îò çàäàííîãî ðåæèìà �óíêöèîíèðîâàíèÿ îáúåêòà óïðàâëå-

íèÿ (â ðåçóëüòàòå ëèíåàðèçàöèè) è çàäà÷à ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ

ñîñòîèò â ïàðèðîâàíèè (äåìï�èðîâàíèè) ïåðåõîäíîãî ïðîöåñ-

ñà x(t), ò. å. òðåáóåòñÿ ïåðåâåñòè ñîñòîÿíèå x(t) êàê ìîæíî áëèæå
ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ x(t) ≡ 0 (ïðè u(t) ≡ 0). Â áîëåå îáùåé

ïîñòàíîâêå âìåñòî òî÷êè ïîêîÿ ìîæåò �èãóðèðîâàòü íåêîòîðîå

ìíîæåñòâî S ⊂ R
n
, íàïðèìåð, çàäàííàÿ öåëåâàÿ ïîâåðõíîñòü.
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�àññìîòðèì �óíêöèþ V (t, x) (�óíêöèþ Ëÿïóíîâà), êîòîðàÿ

ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ìåðîé îòêëîíåíèÿ (ðàññòîÿíèåì)

ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà x(t) äî öåëåâîãî ìíîæåñòâà S. Ýòî ðàññòî-
ÿíèå òðåáóåòñÿ óìåíüøàòü. Ñ÷èòàåì V ∈ C1

(
[0,T ]× R

n
)
.

Îïðåäåëåíèå 4 ( [10, 11℄). Äîïóñòèìîå ïðîãðàììíîå óïðàâëå-

íèå u0(·) ∈ U íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî îòíîøåíèþ ê äåìï�è-

ðîâàíèþ �óíêöèè V, åñëè ýòà �óíêöèÿ óáûâàåò âäîëü äâèæåíèÿ
ϕ0(t) = ϕ(t, x0, u

0) íàèñêîðåéøèì îáðàçîì.

Óòî÷íèì, ÷òî çíà÷èò ¾íàèñêîðåéøèì îáðàçîì¿. Ïðèâåäåì

îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé �óíêöèè ïî íàïðàâëåíèþ ïîëÿ f(x):

V̇ (t, x) =
d

dτ

∣∣∣
τ=t

V
(
τ, ϕ(τ)

)
,

ãäå ϕ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = f(x), ïðîõîäÿùåå â ìîìåíò âðå-
ìåíè t ÷åðåç òî÷êó x. Âåðíåìñÿ ê èñõîäíîé ñèñòåìå ẋ = f(t, x, u).
Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå óïðàâëåíèå u ∈ U , íà÷àëüíûå äàííûå
x(0) = x0, òî÷êó (t0, y0) ∈ [0,T ] × R

n
è ðåøåíèå ϕ : [0,T ] → R

n

ñ óñëîâèåì ϕ(t0) = y0. Íà ðåøåíèè ϕ ïîëó÷àåì ñêàëÿðíóþ �óíê-

öèþ w(t) = V
(
t, ϕ(t)

)
, t ∈ [0,T ]. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ w(t)

ïðè t = t0 (ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ V âäîëü èíòåãðàëüíîé êðèâîé):

d

dt

∣∣∣
t=t0

V
(
t, ϕ(t)

)
=
∂V

∂t
(t0, y0) +

∂V

∂x
(t0, y0) · f

(
t0, y0, u(t0)

)
.

Ýòî ÷èñëî îáîçíà÷àåòñÿ V̇ (t0, y0) èëè LfV (t0, y0). Óïðàâëåíèå
u ∈ U ñ÷èòàåòñÿ ïðîèçâîëüíûì, íî �èêñèðîâàííûì. Ïîñêîëüêó

t0, y0 âûáèðàëèñü íåçàâèñèìî, òî êîððåêòíî îïðåäåëåíà �óíêöèÿ

V̇ (t, x) = ∂tV + 〈gradxV, f〉, t ∈ [0,T ], x ∈ R
n.

Äëÿ óïðàâëåíèÿ u0 ∈ U (åñëè îíî ñóùåñòâóåò!) ïî îïðåäåëåíèþ

∂tV
(
t, ϕ0(t)

)
+ ∂xV

(
t, ϕ0(t)

)
· f

(
t, ϕ0(t), u0(t)

)
=

= ∂tV
(
t, ϕ0(t)

)
+min

v∈U

{
∂xV

(
t, ϕ0(t)

)
· f

(
t, ϕ0(t), v

)}
, t ∈ [0,T ].
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Ïî ñîäåðæàòåëüíîìó ñìûñëó çàäà÷è ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ýòè

çíà÷åíèÿ íåïîëîæèòåëüíû, ò. å. ðåñóðñîâ óïðàâëåíèÿ äîñòàòî÷-

íî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü óáûâàíèå ¾ðàññòîÿíèÿ¿ V . Íóëåâóþ ñêî-

ðîñòü V̇ = 0 äëÿ óäîáñòâà âêëþ÷àåì â ¾óáûâàíèå¿. Â áîëåå îá-

ùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ñëåäóåò âìåñòî íàèñêîðåéøåãî óáûâàíèÿ

ãîâîðèòü î ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ.

Ïðèâåäåì ñõåìó îïðåäåëåíèÿ óïðàâëåíèÿ, îïòèìàëüíîãî â

ñìûñëå äåìï�èðîâàíèÿ V . Ñîñòàâèì �óíêöèþ

W (t, x, u) = ∂xV (t, x) · f
(
t, x, u), t ∈ [0,T ], x ∈ R

n, u ∈ U,

è íàéäåì ìèíèìóì ïî u ∈ U , âîñïðèíèìàÿ t, x êàê ïàðàìåòðû:

umin = u0(t, x). Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå äâèæå-

íèÿ: ẋ = f
(
t, x, u0(t, x)

)
. Ïðè êîíêðåòíîì x0 = x(0) ïîëó÷àåì

ðåøåíèå x = ϕ(t) è çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè u0(t) = u0
(
t, ϕ0(t)

)
.

Óïðàâëåíèå â �îðìå îáðàòíîé ñâÿçè u(t, x) ïðåäïî÷òèòåëü-
íåå ïðîãðàììíîãî u(t), ïîñêîëüêó ïî òåêóùåìó �àçîâîìó ñî-

ñòîÿíèþ x(t) (ïðè íàëè÷èè ñîîòâåòñòâóþùèõ äàò÷èêîâ) �îðìè-

ðóåòñÿ óïðàâëÿþùèé ñèãíàë u[t] = u
(
t, x(t)

)
, ðåàãèðóþùèé íà

âîçìîæíîå âíåøíåå âîçìóùåíèå äâèæåíèÿ (â îòëè÷èå îò u(t)).

Çàìå÷àíèå 4. Äàæå â ðàññìàòðèâàåìîì ëèíåéíîì ñëó÷àå, êîãäà

f = Ax +Bu, ðåàëèçàöèÿ ñõåìû � ñëîæíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ çà-

äà÷à. Â îáùåì ñëó÷àå ìèíèìóìà ïî u ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü.

Åñëè U ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàííèêîì, òî èìååì ñåìåéñòâî çàäà÷ ëè-

íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íèêàêîé àïðèîðíîé ãàðàíòèè åäèí-

ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ è ãëàäêîñòè âîçìîæíûõ âåòâåé u0(t, x) íåò.
Ìîãóò âîçíèêíóòü ïðîáëåìû ñ îïðåäåëåíèåì ðåøåíèÿ ϕ0(t) èëè
íåäîïóñòèìîñòüþ u0(t) = u0

(
t, ϕ0(t)

)
. Äëÿ ïðèìåðà ïóñòü V ÿâ-

ëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìîé x⊤P (t)x⊲0 (P = P⊤), à óïðàâëåíèå
ñêàëÿðíî è îãðàíè÷åíî: r = 1, B(t) = b(t) ∈ Rn

, |u(t)| 6 1. Òîãäà

∂xV (t, x)
[
A(t)x + b(t)u

]
→ min

|u|61
⇒ u0(t, x) = −sign{x⊤P (t)b(t)},

ẋ = f
(
t, x, u0(t, x)

)
= A(t)x− b(t)sign{b⊤(t)P (t)x}.

Âîçíèêàåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íåïðîäîëæèìîñòü äâèæåíèé ÷åðåç

ïîâåðõíîñòü ðàçðûâà H : b⊤(t)P (t)x = 0. Â �èçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ

çà ñ÷åò èíåðöèîííîñòè ïðîèñõîäÿò ìàëûå âèáðàöèè âáëèçè H .
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Ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè:

ẋ = A(t)x +B(t)u, t ∈ [0,T ], x(0) = x0, u(·) ∈ U , U = R
r,

J
(
u(·)

)
= 0.5 x⊤(T )Fx(T ) + 0.5

∫ T

0

{
x⊤Q(τ)x + u⊤R(τ)u

}
dτ → min.

Ìàòðèöû F,Q(t), R(t) (ðàçìåðíîñòåé n × n, n × n, r × r) ñèì-
ìåòðè÷íû, F D 0, Q(t) D 0, R(t) ⊲ 0 (¾íåðàâåíñòâî¿ D 0 îçíà-

÷àåò íåîòðèöàòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü êâàäðàòè÷íîé �îðìû);

A,B,Q,R ∈ C (ýëåìåíòû ìàòðèö íåïðåðûâíû). Íà÷àëüíûå äàí-

íûå âîñïðèíèìàåì êàê ïàðàìåòð: âåêòîð x0 �èêñèðîâàí (íî ïðî-
èçâîëåí). Ôóíêöèîíàë J èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìåðà îòêëîíå-

íèÿ ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ {x(·), u(·)} îò íåâîçìóùåííîãî íóëåâî-
ãî ñîñòîÿíèÿ. Îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ u(t) îòñóòñòâóþò, íî èõ
¾ñäåðæèâàíèå¿ êîñâåííî ðåãóëèðóåòñÿ âûáîðîì ìàòðèöû R(t).
Ìíîæèòåëü 0.5 � èç òåõíè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, äëÿ ¾êîìïåíñà-

öèè¿ äâîéêè ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè êâàäðàòè÷íûõ �îðì.

Ôèêñèðóåì äîïóñòèìîå u(·) ∈ U è ââåäåì �óíêöèþ

V (t, x) = 0.5 x⊤S(t)x + 0.5

∫ t

0
{. . .} dτ, t ∈ [0,T ], x ∈ R

n.

Ïîä èíòåãðàë ïîäñòàâëÿåòñÿ x = x(τ) = ϕ(τ ; t, x, u) � ðåøåíèå,

ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó x â ìîìåíò âðåìåíè t. Âûáîð ìàòðèöû

S ïîêà îãðàíè÷èì ñâîéñòâàìè S ∈ C1
, S(t) = S⊤D 0, S(T ) = F .

Åñëè âñïîìíèòü î íåÿâíîì (�èêñèðîâàííîì) àðãóìåíòå u(·), òî
V (t, x) ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê �óíêöèîíàë, ñòàâÿùèé â ñîîò-

âåòñòâèå òî÷êå (t, x) è óïðàâëåíèþ u[0,t]
(
ò. å. ïðîöåññó óïðàâëå-

íèÿ {ϕ(τ), u(τ)}[0,t]
)
÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ àíàëîãîì ðàññòîÿíèÿ äî

ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ x ≡ 0, u ≡ 0 íà òåêóùåì îòðåçêå âðåìåíè [0, t].

Âû÷èñëèì �óíêöèþ V̇ (t, x). Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó

(t0, y0) ∈ [0,T ] × Rn
è ðåøåíèå ψ(t) = ϕ(t; t0, y0) = ϕ(t; t0, y0, u)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ψ(t0) = y0. Ïî îïðåäåëåíèþ

V̇ (t0, y0) =
d

dt

∣∣∣
t0
V
(
t, ψ(t)

)
=

d

dt

∣∣∣
t0

{
0.5ψ⊤Sψ + 0.5

∫ t

0
. . . dτ

}
.
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Ïîä èíòåãðàëîì x = x(τ) = ϕ
(
τ ; t, ψ(t), u

)
= ϕ(τ ; t0, y0, u). Â ñè-

ëó ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà èíòåãðàë çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííî-

ãî âåðõíåãî ïðåäåëà t, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

V̇ (t0, y0) =
{
0.5ψ⊤Ṡψ + ψ⊤Sψ̇ + 0.5ψ⊤Qψ + 0.5u⊤Ru

}∣∣
t=t0

= 0.5 y⊤0 Ṡ(t0)y0 + y⊤0S(t0)
[
A(t0)y0 +B(t0)u(t0)

]
+

+ 0.5 y⊤0Q(t0)y0 + 0.5u(t0)R(t0)u(t0).

Èëè ñ ó÷åòîì ïðîèçâîëüíîñòè òî÷êè (t0, y0): ∀ (t, x) ∈ [0,T ]×R
n

V̇ (t, x) = 0.5 x⊤Ṡx + x⊤S
[
Ax +Bu

]
+ 0.5 x⊤Qx + 0.5u⊤Ru.

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ

V0(t, x) = 0.5 x⊤S(t)x, f0(t, x, u) = 0.5 x⊤Q(t)x + 0.5u⊤R(t)u,

òî â áîëåå êîìïàêòíîé çàïèñè

V̇ (t, x) =
dV0
dt

+ f0 =
∂V0
∂t

+
∂V0
∂x

· f(t, x, u) + f0(t, x, u).

Äëÿ îïòèìàëüíîãî äåìï�èðîâàíèÿ V âûáåðåì u = u0(t, x),
ìèíèìèçèðóþùåå ïðàâóþ ÷àñòü. Ïî u èìååì ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåííóþ êâàäðàòè÷íóþ �îðìó, òàê ÷òî ïî òåîðåìå Ôåðìà

∂uV̇ = 0 ⇒ x⊤SB + u⊤R = 0 ⇒ u0(t, x) = −R−1(t)B⊤(t)S(t)x.

Îïòèìàëüíîå â ñìûñëå äåìï�èðîâàíèÿ óïðàâëåíèå ïîëó÷èëîñü

â �îðìå ëèíåéíîãî ñèíòåçà � ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî x.

Òåîðåìà 6. Åñëè íà îïòèìàëüíîì â ñìûñëå äåìï�èðîâàíèÿ

�óíêöèè V óïðàâëåíèè u = u0(t, x) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

V̇ (t, x)
∣∣
u=u0 ≡ 0, t ∈ [0,T ], x ∈ R

n,

òî u0(t, x) � îïòèìàëüíûé ñèíòåç â çàäà÷å J
(
u(·)

)
→ min.
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Ïðîêîììåíòèðóåì óòâåðæäåíèå. Ïîäñòàâèì ëèíåéíóþ îá-

ðàòíóþ ñâÿçü u0(t, x) = −R−1B⊤Sx â èñõîäíóþ ñèñòåìó:

ẋ = Ax +Bu0 ⇒ ẋ =
(
A−BR−1B⊤S

)
x.

Äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ x(0) = x0 ïîëó÷èì ðåøåíèå x = ϕ0(t).
Òîãäà äîïóñòèìîå ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå u0(t) = u0

(
t, ϕ0(t)

)

äîñòàâëÿåò ìèíèìóì �óíêöèîíàëó J
(
u(·)

)
íà ìíîæåñòâå U . Ïîä-

÷åðêíåì, ÷òî ñèíòåç u0(t, x) ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå èñõîäíîé

çàäà÷è â êëàññå u(·) ∈ U ïðè ëþáîì çàäàííîì x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êîìïàêòíîé çàïèñè ïî ïðåäïîëîæåíèþ

∂tV0(t, x) + min
v∈U

{
∂xV0(t, x) · f(t, x, v) + f0(t, x, v)

}
=

= ∂tV0 + ∂xV0 · f
(
t, x, u0(t, x)

)
+ f0

(
t, x, u0(t, x)

)
= 0.

Ôèêñèðóåì x(0) = x0, ðåøåíèå x = ϕ0(t) çàäà÷è Êîøè

ẋ = A(t)x +B(t)u0(t, x) =
(
A−BR−1B⊤S

)
x, x(0) = x0,

è äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u0(t) = u0
(
t, ϕ0(t)

)
. Ïðè ëþáîì äðóãîì

ïðîãðàììíîì u(·) ∈ U ïîëó÷èì ðåøåíèå x = ϕ(t) = ϕ(t, x0, u)
èñõîäíîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ẋ = Ax +Bu.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ïðè x = ϕ0(t), u = u0(t)

dV0
dt

+ f0 =
∂V0
∂t

+
∂V0
∂x

· f + f0 = 0, t ∈ [0,T ].

Èíòåãðèðóÿ ýòî òîæäåñòâî ïî t ∈ [0,T ], ïîëó÷àåì

V0
(
T , ϕ0(T )

)
−V0(0, x0)+

∫ T

0
f0
(
t, ϕ0, u0

)
dt = 0, V0(0, x0) = J(u0).

Íà ïðîöåññå óïðàâëåíèÿ x = ϕ(t), u = u(t) èìååì

dV0
dt

+ f0 > 0 ⇒ V0
(
T , ϕ(T )

)
+

∫ T

0
f0
(
t, ϕ, u

)
dt− V0(0, x0) > 0,

îòêóäà ñëåäóåò J
(
u(·)

)
> V0(0, x0) = J

(
u0(·)

)
.
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Çàìåòèì, ÷òî íåëüçÿ çàïèñàòü

dV0
dt

+ f0

∣∣∣
ϕ(t),u(t)

>
dV0
dt

+ f0

∣∣∣
ϕ0(t),u0(t)

, t ∈ [0,T ],

òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ óïðàâëåíèÿ u0(t, x) íåðàâåíñòâî ãàðàí-

òèðîâàíî ëèøü ïðè îäèíàêîâûõ x:

dV0
dt

+ f0

∣∣∣
x,u

>
dV0
dt

+ f0

∣∣∣
x,u0(t,x)

, t ∈ [0,T ], x ∈ R
n.

�àñøè�ðóåì òåïåðü êðàòêóþ çàïèñü óñëîâèÿ òåîðåìû:

V̇ (t, x)
∣∣
u0(t,x)

=
dV0
dt

+ f0

∣∣∣
u0(t,x)

= 0, V0(t, x) = 0.5 x⊤S(t)x,

f = Ax +Bu, f0 = 0.5 x⊤Qx + 0.5u⊤Ru, u0 = −R−1B⊤Sx,

⇒ 0.5 x⊤Ṡx + x⊤S
(
Ax−BR−1B⊤Sx

)
+ 0.5 x⊤SBR−1B⊤Sx+

+ 0.5 x⊤Qx = 0, 0.5 x⊤Ṡx− 0.5 x⊤SBR−1B⊤Sx+

+ 0.5 x⊤
(
SA+A⊤S

)
x + 0.5 x⊤Qx = 0.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöû êâàäðàòè÷íûõ �îðì ñèììåòðè÷íû, òî

Ṡ = SBR−1B⊤S − SA−A⊤S −Q, S(T ) = F.

Ïî àíàëîãèè ñ y′ = a(x)y2 + b(x)y + c(x) óðàâíåíèå äëÿ S íàçû-

âàåòñÿ ìàòðè÷íûì óðàâíåíèåì �èêêàòè. Åãî òðåáóåòñÿ ðåøèòü

â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè âðåìåíè (T → 0). Çäåñü ìû ñòàëêè-

âàåìñÿ óæå ñ íåëèíåéíûìè ìàòðè÷íûìè äè��åðåíöèàëüíûìè

óðàâíåíèÿìè [7℄. �åøàÿ ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå �èêêàòè íà îò-

ðåçêå âðåìåíè [0,T ] ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè S(T ) = F , ïîëó-
÷àåì îïòèìàëüíûé ñèíòåç u0(t, x) = −R−1(t)B⊤(t)S(t)x â �îð-

ìå ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè. Ïðè íàëè÷èè èçìåðåíèé x(t) �îð-
ìèðóåòñÿ óïðàâëÿþùèé ñèãíàë u0[t] = u0

(
t, x(t)

)
. Ôèêñèðîâàí-

íûé íà÷àëüíûé âåêòîð x0 îïðåäåëÿåò ðåøåíèå ϕ0(t) çàäà÷è

ẋ =
(
A − BR−1B⊤S

)
x, x(0) = x0, è ñîîòâåòñòâóþùåå îïòèìàëü-

íîå ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå u0(t) = u0
(
t, ϕ0(t)

)
.



5. Îïòèìàëüíûå �óíêöèè Ëÿïóíîâà 211

Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå �èêêàòè. Ñ�îðìóëèðóåì ëèøü îñ-

íîâíûå ñâîéñòâà, ïîäðîáíåå ñì. [7℄. Ëîêàëüíî (â îêðåñòíîñòè

t = T ) ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ S(t) ñëåäóþò
èç îáùèõ òåîðåì, ïîñêîëüêó ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå � ýòî ñèñòåìà

ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé äëÿ ýëåìåíòîâ S (ñ ó÷åòîì ñèììåòðè÷íî-

ñòè ÷èñëî óðàâíåíèé n(n + 1)/2). Óæå äëÿ ïðîñòåéøèõ óðàâ-

íåíèé ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ (äëÿ ïðèìåðà: y′ = y2,
y′ = y2 + 1) âîçíèêàþò ïðîáëåìû ñ ïðîäîëæèìîñòüþ ðåøåíèé.

Äëÿ ïîëó÷åííîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ �èêêàòè äîêàçàíî: ðå-

øåíèå S(t) ïðîäîëæèìî íà âåñü îòðåçîê [0,T ] è S(t) = S⊤(t)D 0.
Ñèììåòðè÷íîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïîñëå òðàíñïîíèðîâà-

íèÿ ïîëó÷àåì òó æå çàäà÷ó Êîøè äëÿ ìàòðèöû S⊤(t). Íåîò-
ðèöàòåëüíîñòü ñëåäóåò èç V0(t0, x0) = J

(
u0(·)

)
> 0 äëÿ ñåìåé-

ñòâà çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà îòðåçêàõ [t0,T ] ⊆ [0,T ]. Íàèáîëåå
ñëîæíûì ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ïðîäîëæèìîñòè. Çäåñü îãðà-

íè÷èìñÿ ëèøü íàâîäÿùèìè ñîîáðàæåíèÿìè ïðè n = 1:

ṡ(t) = bs2(t)− r, s(T ) = s
T

(
b, r, s

T
> 0

)
.

�åøåíèå íå ìîæåò ïåðåñå÷ü ïðÿìóþ s(t) = 0 ïðè ìîíîòîííîì

óáûâàíèè t îò çíà÷åíèÿ t =T : â òàêîé ¾ïåðâîé¿ òî÷êå áûëî áû

ṡ > 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óðàâíåíèþ. Âìåñòå ñ òåì ðåøåíèå íå

ìîæåò ïåðåñå÷ü ïðÿìóþ s(t) =
√
r/b, ïîñêîëüêó íà ýòîé ïðÿìîé

ṡ = 0, à âûøå ṡ < 0. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå íå ìîæåò çà

êîíå÷íîå âðåìÿ óéòè íà áåñêîíå÷íîñòü: 0 6 s(t) 6
√
r/b, t 6T .

Â ñëó÷àå Q = 0 ïîëó÷àåì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Áåðíóëëè:

Ṡ = SBR−1B⊤S − SA−A⊤S, S(T ) = F.

Ïóñòü F = F⊤⊲0. Òîãäà óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé (ïîðÿäêà n(n + 1)/2 â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè S(t)).
Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ìàòðèöû P = S−1

:

(
S−1S

)′
t
=

(
S−1

)′
t
S + S−1Ṡ = 0 ⇒ Ṗ = −S−1ṠS−1.

Óìíîæàÿ ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Áåðíóëëè ñëåâà è ñïðàâà íà S−1
,

ïîëó÷àåì äëÿ ìàòðèöû P ëèíåéíîå óðàâíåíèå

Ṗ = PA⊤+AP −BR−1B⊤, P (T ) = F−1.



212 �ëàâà V. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû

Îïòèìàëüíàÿ ñòàáèëèçàöèÿ. �àññìîòðèì òåïåðü ñòàöèîíàð-

íóþ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè

ẋ = Ax + Bu, x(0) = x0, u(·) ∈ U , U = R
r,

J
(
u(·)

)
= 0.5

∫ ∞

0

{
x⊤Q x + u⊤Ru

}
dτ → min.

Çäåñü âñå ìàòðèöû ïîñòîÿííû, ïðè÷åì Q è R ñèììåòðè÷íû è ïî-

ëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû. Òðåáîâàíèå ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííî-

ãî èíòåãðàëà äèêòóåò óñëîâèå x(t) → 0 ñ äîñòàòî÷íîé ñêîðîñòüþ,
ïîýòîìó ãîâîðÿò îá îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè íóëåâîãî ðåøå-

íèÿ x ≡ 0 (ïðè u ≡ 0). Íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðîèçâîëåí,

òàê ÷òî ïîëàãàåì t0 = 0. Ïðàêòè÷åñêè ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííûå

âûøå âûêëàäêè, ïîëó÷èì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå �èêêàòè

SBR−1B⊤S −A⊤S − SA−Q = 0.

Åãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ðåøåíèå S = S⊤⊲ 0 îïðåäåëÿåò
îïòèìàëüíûé ñèíòåç u0(x) = −R−1B⊤Sx. Ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü
ïàðû (A,B)

(
rank (B,AB, . . . , An−1B) = n

)
âëå÷åò ñóùåñòâîâà-

íèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ S = S⊤⊲ 0.
Ïî ïîñòðîåíèþ ìàòðèöà S çàäàåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-

íóþ êâàäðàòè÷íóþ �îðìó V0(x) = 0.5 x⊤Sx. Âû÷èñëèì ïðîèç-

âîäíóþ V̇0(x) â ñèëó çàìêíóòîé ñèñòåìû ẋ =
(
A−R−1B⊤S

)
x:

V̇0(x) = x⊤Sẋ = x⊤
(
SA− SR−1B⊤S

)
x.

Ïîñêîëüêó x⊤SAx = 0.5 x⊤(SA +A⊤S)x, òî ñ ó÷åòîì ìàòðè÷íîãî

óðàâíåíèÿ �èêêàòè ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîäíîé

V̇0(x) = −0.5
(
x⊤Q+ SBR−1B⊤S

)
x = −0.5 x⊤Qx− 0.5u0⊤Ru0.

Ýòî îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ïî x ñ

ó÷åòîì u0(x) = −R−1B⊤Sx. Ñëåäîâàòåëüíî, V0(x) � �óíêöèÿ

Ëÿïóíîâà äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû, àñèìïòîòè÷åñêàÿ (äàæå ýêñ-

ïîíåíöèàëüíàÿ) óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ãàðàíòèðîâàíà.

Â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè

èçó÷åíèè ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âûÿñíèòñÿ,

÷òî V0(x) = B(x) � �óíêöèÿ Áåëëìàíà, êîòîðóþ â ñèëó èçëî-

æåííîãî ÷àñòî íàçûâàþò îïòèìàëüíîé �óíêöèåé Ëÿïóíîâà.
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