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1. Ââåäåíèå

Îäíî èç ñîâðåìåííûõ íàïðàâëåíèé â òåîðèè èãð ñâÿçàíî ñ èññëå-
äîâàíèåì ìîäåëåé ýíäîãåííîãî ôîðìèðîâàíèÿ êîàëèöèé â áîëüøèõ
íåîäíîðîäíûõ ìíîæåñòâàõ èãðîêîâ. Â ýòèõ ìîäåëÿõ èãðîêè ñõîæè â
ñìûñëå âèäà ôóíêöèè âûèãðûøà è ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé, íî ðàçëè÷à-
þòñÿ ïî íåêîòîðîìó ïàðàìåòðó x ∈ X (íàïðèìåð, ìåñòî æèòåëüñòâà,
èäåàëüíàÿ òî÷êà). Âñå ìíîæåñòâî èãðîêîâ A îïèñûâàåòñÿ ðàñïðåäåëå-
íèåì ïî óêàçàííîìó ïàðàìåòðó. Ñòðàòåãèÿ èãðîêà � âûáîð êîàëèöèè,
òî åñòü ïîäìíîæåñòâà S ⊆ A, â ðàìêàõ êîòîðîãî èãðîêè îáúåäèíÿþò-
ñÿ äëÿ ñîâìåñòíûõ äåéñòâèé. Ïîëèòèêà êîàëèöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
òî÷êó èç ìíîæåñòâà X è îïðåäåëÿåòñÿ ïî çàäàííîìó ïðàâèëó â çà-
âèñèìîñòè îò ñîñòàâà êîàëèöèè. Ðàçìåð êîàëèöèè ïðîïîðöèîíàëåí
äîëå èãðîêîâ, âîøåäøèõ â íåå. Ôóíêöèÿ âûèãðûøà èãðîêà çàâèñèò
îò äâóõ ïàðàìåòðîâ: îíà âîçðàñòàåò ïî ðàçìåðó êîàëèöèè è óáûâàåò
ïî ðàññòîÿíèþ ìåæäó èäåàëüíîé òî÷êîé x èãðîêà è ïîëèòèêîé êîà-
ëèöèè.

Ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè òàêèõ ìîäåëåé èñïîëüçóþòñÿ â ýêîíî-
ìè÷åñêîé ãåîãðàôèè ïðè èçó÷åíèè âîïðîñîâ óñòîé÷èâîñòè ðàçáèåíèÿ
íàñåëåíèÿ ïî ñòðàíàì [2], à òàêæå ïî þðèñäèêöèÿì (ìóíèöèïàëèòå-
òàì èëè ðåãèîíàì) âíóòðè ñòðàíû [3]. Îíè íàõîäÿò òàêæå ïðèìåíå-
íèå â ïîëèòîëîãèè ïðè àíàëèçå óñòîé÷èâûõ ðàçáèåíèé èçáèðàòåëåé
ïî ïîëèòè÷åñêèì ïàðòèÿì [5�7]. Â óêàçàííûõ èññëåäîâàíèÿõ àâòîðû
ðàññìàòðèâàþò âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è êîàëèöèîííîé óñòîé÷èâî-
ñòè ðàâíîâåñèé Íýøà è èçó÷àþò èõ ñâîéñòâà.

Àêòóàëüíîé è ïðàêòè÷åñêè íåèññëåäîâàííîé ïðîáëåìîé â äàííîé
îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ó÷åò â ìîäåëÿõ íåîäíîðîäíîñòè èãðîêîâ íå òîëüêî
ïî çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà (èäåàëüíîé òî÷êè), íî è ïî õàðàêòåðó çàâè-
ñèìîñòè ôóíêöèè âûèãðûøà îò àðãóìåíòîâ. Ïðåäïî÷òåíèÿ àãåíòîâ
ñ îäèíàêîâîé èäåàëüíîé òî÷êîé â öåëîì ìîãóò ñóùåñòâåííî îòëè-
÷àòüñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î íàëè÷èè êàê ãîðèçîíòàëüíîé, òàê
è âåðòèêàëüíîé äèôôåðåíöèàöèè èãðîêîâ (ñì. [4]). Ïàðàìåòð âåð-
òèêàëüíîé äèôôåðåíöèàöèè õàðàêòåðèçóåò îòíîñèòåëüíóþ âàæíîñòü
ñîêðàùåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó èäåàëüíîé òî÷êîé èãðîêà è ïîëèòè-
êîé êîàëèöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ ðîñòîì ðàçìåðà êîàëèöèè. Â [4] âçàèìî-
äåéñòâèå èãðîêîâ ðàññìîòðåíî êàê êîîïåðàòèâíàÿ èãðà ñ ïîáî÷íûìè
ïëàòåæàìè, èññëåäîâàí âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ C-ÿäðà. Îäíàêî, äëÿ
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ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé, êàñàþùèõñÿ ôîðìèðîâàíèÿ äîáðîâîëüíûõ
îáúåäèíåíèé èíäèâèäóóìîâ, ïðåäïîëîæåíèå î âîçìîæíîñòè ïîáî÷-
íûõ ïëàòåæåé è îáÿçàòåëüíîñòè êîàëèöèîííûõ ñîãëàøåíèé íåïðèìå-
íèìî. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâî-
âàíèÿ ðàâíîâåñèé Íýøà è êîàëèöèîííûõ ðàâíîâåñèé â èãðå ñ äâóìÿ
òèïàìè èãðîêîâ, ðàçëè÷àþùèìèñÿ ïàðàìåòðîì ôóíêöèè âûèãðûøà.

Â [1] ýòà ìîäåëü èññëåäîâàëàñü äëÿ ôóíêöèè âûèãðûøà îáùå-
ãî âèäà. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòî-
ðûõ îñòàåòñÿ óñòîé÷èâîé èñõîäíàÿ êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà, ñîñòîÿ-
ùàÿ èç íåñêîëüêèõ îäèíàêîâûõ ïî ðàçìåðó êîàëèöèé. Èññëåäîâàíèå
óñòîé÷èâîñòè ñòðóêòóð, âêëþ÷àþùèõ íåîäíîðîäíûå êîàëèöèè (êîãäà
ðàñïðåäåëåíèå ïî êîàëèöèÿì ñðåäè èãðîêîâ ðàçíûõ òèïîâ íå ñîâïàäà-
åò), â îáùåì ñëó÷àå îêàçàëîñü òåõíè÷åñêè î÷åíü ñëîæíûì. Â íàñòî-
ÿùåé ðàáîòå ìîäåëü èññëåäóåòñÿ äëÿ êîíêðåòíûõ ôóíêöèé âûèãðû-
øà, ÷òî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü êîíñòðóêòèâíûå ðåçóëüòàòû îá óñëîâèÿõ
óñòîé÷èâîñòè ñòðóêòóð ñ íåîäíîðîäíûìè êîàëèöèÿìè.

2. Ìîäåëü

Ïðèâåäåì, ñëåäóÿ [6,7], ôîðìàëüíîå îïèñàíèå èãðû â ñëó÷àå, êîãäà
èãðîêè îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó òèïó. Ïóñòü ìíîæåñòâî èäåàëüíûõ òî÷åê
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îòðåçîê X = [0, 1], è èãðîêè ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåíû íà äàííîì îòðåçêå. Åñòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé íàáîð ìåòîê:
¾Êîàëèöèÿ 1¿, ¾Êîàëèöèÿ 2¿,... (íàïðèìåð, â ñëó÷àå ôîðìèðîâàíèÿ
ïîëèòè÷åñêèõ ïàðòèé ýòî ¾ñîöèàëèñòû¿, ¾äåìîêðàòû¿, ¾ëèáåðàëû¿ è
ò. ä.). Êàæäûé èç èãðîêîâ âûáèðàåò îäíó ìåòêó è ñòàíîâèòñÿ ÷ëåíîì
ñîîòâåòñòâóþùåé êîàëèöèè èëè æå ðåøàåò âîçäåðæàòüñÿ è íå âñòó-
ïàåò íè â îäíó èç êîàëèöèé (ìåòêà ¾0¿). Ïîëèòèêà êîàëèöèè îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê ìåäèàíà ðàñïðåäåëåíèÿ ÷ëåíîâ êîàëèöèè ïî èäåàëüíûì
òî÷êàì. Òàêèì îáðàçîì, ñîâîêóïíîñòü ñòðàòåãèé èãðîêîâ îïðåäåëÿåò
ìíîæåñòâî íåïóñòûõ êîàëèöèé I è íàáîð ôóíêöèé fi (x), ïîêàçûâàþ-
ùèõ äîëþ èãðîêîâ ñ èäåàëüíîé òî÷êîé x, âûáðàâøèõ i ∈ Ī = I ∪{0}.
Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü ñîâîêóïíîñòè, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò
èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè fi (x), i ∈ I, fi (x) > 0,

∑
i∈Ī

fi (x) = 1. Ðàçìåð

ri êîàëèöèè i ∈ I ïðîïîðöèîíàëåí äîëå èãðîêîâ, âûáðàâøèõ ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ìåòêó: ri =

1

∫
0
fi (x) dx, à ïîëèòèêà Pi êîàëèöèè çàäàåòñÿ
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óñëîâèåì
Pi∫
0

fi (x) dx=
1

∫
Pi

fi (x) dx. Âûèãðûø èãðîêà ñ èäåàëüíîé òî÷-
êîé x, âõîäÿùåãî â êîàëèöèþ i, çàâèñèò îò äâóõ ôàêòîðîâ: ðàçìåð
êîàëèöèè è ðàññòîÿíèå îò èäåàëüíîé òî÷êè èãðîêà äî ïîëèòèêè êî-
àëèöèè è îïðåäåëÿåòñÿ êàê U (x, i) = U (x, ri, Pi) = ri − α(Pi − x)2.
Âûèãðûø èãðîêà â ñëó÷àå âîçäåðæàíèÿ îò âñòóïëåíèÿ â êîàëèöèè
U (x, 0, x) = 0.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ðàâíîâåñèå Íýøà (ÐÍ) � òàêàÿ ñîâîêóïíîñòü
ñòðàòåãèé (fi (x), i ∈ I), â êîòîðîé êàæäûé èãðîê âûáèðàåò êîà-
ëèöèþ, ìàêñèìèçèðóþùóþ åãî âûèãðûø, òî åñòü ∀x ∈ X, ∀i ∈ Ī

(fi (x) > 0) ⇒ i ∈ Argmax
j∈Ī

U (x, rj, Pj).

ÐÍ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðàâíîâåñèåì Íýøà (ÐÐÍ), åñëè ïî-
ëèòèêè âñåõ êîàëèöèé ðàçëè÷íû. Ïîíÿòèå ÐÐÍ ââîäèòñÿ, ïîñêîëüêó
íåðåãóëÿðíûå ðàâíîâåñèÿ çàâåäîìî íåóñòîé÷èâû ê îáúåäèíåíèþ êî-
àëèöèé ñ ñîâïàäàþùèìè ïîëèòèêàìè. Èç ïîëó÷åííûõ ðàíåå (ñì. [6])
ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî â ÐÐÍ êàæäîé êîàëèöèè i ∈ I ñîîòâåòñòâó-
åò åäèíñòâåííûé èíòåðâàë Xi ⊆ X, òàêîé ÷òî ∀x ∈ Xi fi (x) = 1 è
∀x ∈ X \Xi fi (x) = 0, ãäå Xi � çàìûêàíèå Xi. Èíòåðâàë Xi îäíîçíà÷-
íûì îáðàçîì (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü èãðîêîâ, èäåàëü-
íûå òî÷êè êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè èíòåðâàëà) ñî-
îòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó èãðîêîâ, âûáèðàþùèõ â ÐÐÍ êîàëèöèþ i ∈ I.
Â äàëüíåéøåì óêàçàííûå èíòåðâàëû òàêæå áóäåì íàçûâàòü êîàëè-
öèÿìè. Ñîñåäíèìè íàçûâàþòñÿ êîàëèöèè ñ îáùåé ãðàíè÷íîé òî÷êîé.

ÐÐÍ íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ê ëîêàëüíîìó ðàñêîëó, åñëè íå ñó-
ùåñòâóåò íîâîé êîàëèöèè, ÿâëÿþùåéñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì
íåêîòîðîé êîàëèöèè â äàííîé ñòðóêòóðå è îáåñïå÷èâàþùåé á�îëüøèå
âûèãðûøè âñåì ñâîèì ÷ëåíàì. ÐÐÍ íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ê ëî-
êàëüíîìó îáúåäèíåíèþ, åñëè íå ñóùåñòâóåò êîàëèöèè, ÿâëÿþùåéñÿ
îáúåäèíåíèåì äâóõ ñîñåäíèõ êîàëèöèé è îáåñïå÷èâàþùåé á�îëüøèå
âûèãðûøè âñåì ñâîèì ÷ëåíàì. Åñëè ÐÐÍ óñòîé÷èâî îäíîâðåìåííî
ê îáîèì óêàçàííûì òèïàì îòêëîíåíèé, òî îíî ëîêàëüíî óñòîé÷èâî
(ËÓ). Íàêîíåö, ñîâîêóïíîñòü ñòðàòåãèé íàçûâàåòñÿ êîàëèöèîííûì
ðàâíîâåñèåì (ÊÐ), åñëè íå ñóùåñòâóåò íîâîé êîàëèöèè, îáåñïå÷èâà-
þùåé á�îëüøèå âûèãðûøè âñåì ñâîèì ÷ëåíàì.

Îáîçíà÷èì Km, m = 1, 2, . . . � êîàëèöèîííóþ ñòðóêòóðó, â êîòîðîé
âñå ìíîæåñòâî èãðîêîâ ðàçáèâàåòñÿ íà m êîàëèöèé ðàâíîãî ðàçìåðà
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1/m. Â [6] ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.1. 1) Êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà Km, m = 1 (âñå èãðîêè
îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó êîàëèöèþ) ÿâëÿåòñÿ ÊÐ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà α ∈ [0, 4]; 2) êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà Km, m > 2 ÿâëÿåòñÿ ÊÐ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α ∈ [

4m
3

, 4m
]
.

Çäåñü íèæíåå îãðàíè÷åíèå α > 4m
3

ãàðàíòèðóåò óñòîé÷èâîñòü ê
îáúåäèíåíèþ äâóõ ñîñåäíèõ êîàëèöèé, à âåðõíåå � óñòîé÷èâîñòü ê
ðàñêîëó. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1, âûïîëíåíèå ýòèõ óñëîâèé îáåñïå÷èâà-
åò óñòîé÷èâîñòü ê ñîçäàíèþ ëþáûõ êîàëèöèé.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäèôèêàöèþ èãðû, ó÷èòûâàþùóþ íåîä-
íîðîäíîñòü èãðîêîâ ïî ôóíêöèè âûèãðûøà. Ê îñíîâíîìó ìíîæåñòâó
èãðîêîâ (èãðîêè òèïà T1 èëè ñòàðîãî, îñíîâíîãî òèïà) ñ ôóíêöèåé
âûèãðûøà U1 (x, r, P ) = r − α1(P − x)2 äîáàâëÿþòñÿ èãðîêè íîâîãî
òèïà (èãðîêè òèïà T2) ñ ôóíêöèåé U2 (x, r, P ) = r−α2(P − x)2, êîòî-
ðûå òàêæå, êàê è èãðîêè îñíîâíîãî òèïà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû
ïî èäåàëüíûì òî÷êàì íà ìíîæåñòâå X, à èõ äîëÿ â îáùåì ìíîæåñòâå
èãðîêîâ ðàâíà λ.

Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäèôèêàöèè èãðû èãðîêè ìî-
ãóò îáðàçîâûâàòü êàê âíóòðåííèå êîàëèöèè, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò
òîëüêî èãðîêè îäíîãî òèïà, òàê è ñîâìåñòíûå êîàëèöèè, â êîòîðûõ
ó÷àñòâóþò èãðîêè îáîèõ òèïîâ. Ñðåäè ñîâìåñòíûõ êîàëèöèé âûäå-
ëèì îäíîðîäíûå, â êîòîðûõ ñîâïàäàþò ìíîæåñòâà èäåàëüíûõ òî÷åê
÷ëåíîâ êîàëèöèè îáîèõ òèïîâ.

Ðàâíîâåñèå Íýøà è êîàëèöèîííîå ðàâíîâåñèå äëÿ äàííîé èãðû
îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è â èñõîäíîé èãðå.

Ïóñòü â èñõîäíîé èãðå (áåç ó÷àñòèÿ àãåíòîâ íîâîãî òèïà) îáðàçî-
âàëàñü êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà Km, òî åñòü ìíîæåñòâî èãðîêîâ ðàç-
áèâàåòñÿ íà m êîàëèöèé ðàâíîãî ðàçìåðà 1

m
. Ïðè÷åì α1 ∈

[
4m
3

, 4m
]
,

òî åñòü ñòðóêòóðà Km ÿâëÿåòñÿ ÊÐ ïðè λ = 0. Âûÿñíèì, ÷òî ïðîèçîé-
äåò ñ ðîñòîì äîëè λ: íàðóøèòñÿ ëè óñòîé÷èâîñòü ñòðóêòóðû Km, êà-
êèå èíûå ëîêàëüíûå ðàâíîâåñèÿ ìîãóò ñôîðìèðîâàòüñÿ â ñëó÷àå ïî-
òåðè óñòîé÷èâîñòè, êàêèõ äàëüíåéøèõ èçìåíåíèé ðàâíîâåñíîé ñòðóê-
òóðû ìîæíî îæèäàòü. Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû ñóùåñòâåííî çàâèñÿò
îò ñîîòíîøåíèÿ m, α1 è α2.

Òåîðåìà 2.2. Åñëè α2 ∈
[

4m
3

, 4m
]
, òî åñòü ñòðóêòóðà Km ÿâëÿåòñÿ
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ÊÐ äëÿ èãðîêîâ íîâîãî òèïà, òî Km îñòàåòñÿ ÊÐ íåçàâèñèìî îò
äîëè λ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ïðèëîæåíèå.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà äëÿ èãðîêîâ íîâîãî òèïà
α2 < 4m

3
(îíè ÿâëÿþòñÿ á�îëüøèìè êîíôîðìèñòàìè, ÷åì èãðîêè îñ-

íîâíîãî òèïà). Â ýòîì ñëó÷àå èñõîäíàÿ ñòðóêòóðà Km îñòàåòñÿ óñòîé-
÷èâîé ê îòêëîíåíèÿì îòäåëüíûõ èãðîêîâ, òî åñòü ÐÍ ñîõðàíÿåòñÿ
íåçàâèñèìî îò äîëè èãðîêîâ íîâîãî òèïà. Îäíàêî â ðàìêàõ ñòðóêòó-
ðû Km èãðîêè òèïà T2 ñêëîííû ê îáðàçîâàíèþ êîàëèöèé áîëüøåãî
ðàçìåðà, è ê íèì ìîæåò ïðèìêíóòü ÷àñòü èãðîêîâ òèïà T1.

Êîàëèöèþ, îáðàçîâàííóþ â ðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ èãðîêîâ òèïà
T2 èç äâóõ ñîñåäíèõ êîàëèöèé è ïðèìêíóâøèõ ê íèì èãðîêîâ òèïà
T1, ÷üè èäåàëüíûå òî÷êè íàõîäÿòñÿ âáëèçè ïîëèòèêè íîâîé êîàëèöèè,
áóäåì íàçûâàòü êîàëèöèåé óäâîåííîé äëèíû. Ïóñòü δ � äîëÿ èãðîêîâ
òèïà T1, âîøåäøèõ â ñîâìåñòíûå êîàëèöèè ñ èãðîêàìè òèïà T2.

Òåîðåìà 2.3. Åñëè α2 < 4m
3
, òî ñòðóêòóðà Km óñòîé÷èâà ê îá-

ðàçîâàíèþ êîàëèöèé óäâîåííîé äëèíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà äîëÿ λ èãðîêîâ íîâîãî òèïà íå ïðåâîñõîäèò ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ
λm = 1 − 2α1(1− 3

4m
α2)

3(α1−α2)
. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ýòî çíà÷åíèå ñòðóêòóðà

îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîé ê îáðàçîâàíèþ òàêèõ êîàëèöèé ñ ïàðà-
ìåòðîì δ ∈ (δ1 (λ) , δ2 (λ)), ãäå δ1 (λ) =

1+
3α2
4m

−2λ

2−2λ
, δ2 (λ) =

2λ−1+
3α1
4m

2λ−2+
α1
m

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ïðèëîæåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè λ 6 1
3
ëþáîå ðàññìàòðèâàåìîå ÐÍ óñòîé÷èâî ê

îáðàçîâàíèþ êîàëèöèé óäâîåííîé äëèíû. ×åì ìåíüøå ÷èñëî êîàëè-
öèé m, òåì äîëüøå ñòðóêòóðà Km îñòàåòñÿ óñòîé÷èâîé ïðè óâåëè÷å-
íèè äîëè èãðîêîâ òèïà T2.

Ïðè óâåëè÷åíèè äîëè λ ñâûøå ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ λm ñòðóêòóðà
Km ïåðåñòàåò áûòü ÊÐ. Êîëè÷åñòâî êîàëèöèé m̄, â êîòîðûõ áóäóò
ó÷àñòâîâàòü èãðîêè òèïà T2 â èçìåíåííîé ñòðóêòóðå, çàâèñèò îò òîãî,
êàê ïðîéäåò îáúåäèíåíèå ñîñåäíèõ êîàëèöèé. Åñëè m ÷åòíî è âñå
êîàëèöèè îáúåäèíÿþòñÿ ïîïàðíî, òî m̄ = m/2. Âîçìîæíû è äðóãèå
âàðèàíòû óêðóïíåíèÿ èñõîäíûõ êîàëèöèé, ïðè êîòîðûõ èõ ãðàíèöû
ñäâèãàþòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíîé ñòðóêòóðîé.
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Äëÿ èãðîêîâ ñòàðîãî òèïà îäíà èç âîçìîæíîñòåé � ïðèìêíóòü ê
ýòèì êîàëèöèÿì, òî åñòü îáðàçîâàòü ñòðóêòóðó Km̄ èç m̄ ñîâìåñòíûõ
îäíîðîäíûõ êîàëèöèé. Äðóãîé âîçìîæíûé âàðèàíò íîâîãî ðàâíîâå-
ñèÿ � ÷àñòü èãðîêîâ ñòàðîãî òèïà âõîäèò â ñîâìåñòíûå êîàëèöèè, à
ïðî÷èå èãðîêè îáðàçóþò ðàâíûå âíóòðåííèå êîàëèöèè.

Îáîçíà÷èì Kδ,k
T2,m̄ êîàëèöèîííóþ ñòðóêòóðó, â êîòîðîé èãðîêè òè-

ïà T2 ðàçáèâàþòñÿ íà m̄ ðàâíûõ êîàëèöèé äëèíû 1
m̄
, íà ïîäìíîæå-

ñòâàõ èäåàëüíûõ òî÷åê äëèíû δ
m̄

ê íèì ïðèìûêàþò èãðîêè òèïà T1, à
ïðî÷èå èãðîêè òèïà T1 îáðàçóþò ðàâíûå âíóòðåííèå êîàëèöèè, ïðè-
÷åì íà îäíó ñîâìåñòíóþ êîàëèöèþ ïðèõîäèòñÿ 2k âíóòðåííèõ êîàëè-
öèé. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî, êàê óñòðîåíà ýòà êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà.

Ðèñóíîê 1. Êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà Kδ,k
T2,m̄

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîàëèöèîííûå ñòðóêòóðû âèäà Km̄ è
Kδ,k

T2,m̄. Ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî óñòîé÷èâîé (ËÓ), åñëè îíà
ÿâëÿåòñÿ ÐÍ è óñòîé÷èâà ê îáðàçîâàíèþ êîàëèöèé óäâîåííîé äëèíû
è ê îáúåäèíåíèþ âíóòðåííèõ êîàëèöèé. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ,
â èñõîäíîé ñòðóêòóðå Km m > 3α2

4
è α1

4
< m < 3α1

4
. Óñòîé÷èâîñòü

íîâîé êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðû çàâèñèò îò òîãî, â êàêîé èíòåðâàë
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ α1, α2 ïîïàäàåò ÷èñëî m̄.

Òåîðåìà 2.4. Äëÿ âñÿêîãî m̄ ∈ [
α1

4
,m

)
ïðè λ ∈ (λm, λm̄) ñòðóêòóðà

Km̄ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî óñòîé÷èâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ïðèëîæåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåõîäå λ ÷åðåç ïîðîãîâîå çíà÷åíèå λm óñòîé-
÷èâîé îêàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ñòðóêòóðà Km̄ ñ m̄ > α1

4
. Åñëè

[
α1

4
, 3α2

4

] ∩
Z+ 6= ∅, òî ïðîöåññ óêðóïíåíèÿ êîàëèöèé ñ ðîñòîì λ ìîæåò çàâåð-
øèòüñÿ ôîðìèðîâàíèåì ñòðóêòóðû Km̄ äëÿ m̄ èç ýòîãî ìíîæåñòâà.
Îäíàêî â ñëó÷àå 3α2 < α1 ñ ðîñòîì λ âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ, êîãäà íè
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îäíà ñòðóêòóðà Km̄ íå ÿâëÿåòñÿ ËÓ. Â ýòîì ñëó÷àå âûäåëèì òðè õà-
ðàêòåðíûõ èíòåðâàëà: M1 =

(
α2

4
, 3α2

4

)
, M2 =

(
3α2

4
, α1

4

)
, M3 =

(
α1

4
, 3α1

4

)
.

Çàìåòèì, ÷òî M1 ∪M2 ∪M3 =
[

α2

4
, 3α1

4

]
. Íà ìíîæåñòâå

[
0, α2

4

)
ÐÍ âè-

äà Km̄ è Kδ,k
T2,m̄ íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê îáà òèïà èãðîêîâ ñêëîííû ê

ðàñêîëó.

Òåîðåìà 2.5. Ðàâíîâåñíûå ïî Íýøó ñòðóêòóðû âèäà Kδ,k
T2,m̄ ñóùå-

ñòâóþò â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè m̄ ∈ [
α2

4
, α1

4

]
= M1 ∪M2

è λ ïðåâûøàåò ïîðîãîâîå çíà÷åíèå λT2,m̄ = 1 − 1− α2
4m̄

1−
√

α2/α1

, ïðè ýòîì
çíà÷åíèÿ k è δ îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû

δ =

√(
4m̄(1−λ)− α1

2k2+k

α1(2−1/k)

)2

+ 16km̄
2k+1

− 8m̄ (1− λ) + α1

2k2+k
+

+
4m̄(1−λ)− α1

2k2+k

α1(2−1/k)
;

(2.1)

2k >
α1

(
1− δ̄m̄ (λ)

)

4m̄ (1− λ)
, (2.2)

ãäå δ̄m̄ (λ)
def
= 2

1−λ+
√

(1−λ)2+α1λ/m̄

α1/m̄
;

δ2 − (
1−δ
2k

)2

1− (
1−δ
2k

)2 > α2

α1

. (2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ïðèëîæåíèå.

Îáñóäèì ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ. Óñëîâèå (2.1) îáåñïå÷èâàåò óñëîâèå
áåçðàçëè÷èÿ (ðàâåíñòâà âûèãðûøà îò ó÷àñòèÿ â ëþáîé èç êîàëèöèé)
ãðàíè÷íûõ àãåíòîâ òèïà T1, à (2.2) ãàðàíòèðóåò íåîòðèöàòåëüíîñòü èõ
âûèãðûøà. Óñëîâèå (2.3) îáåñïå÷èâàåò áåçðàçëè÷èå è íåîòðèöàòåëü-
íîñòü âûèãðûøà ãðàíè÷íûõ àãåíòîâ òèïà T2 ïðè λ > λT2,m̄. Îòìåòèì,
÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k çàâåäîìî ìîæíî ïîäîáðàòü δ, óäîâëå-
òâîðÿþùåå ýòèì óñëîâèÿì. Ïðè÷åì (êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû) δ 6 δ̄m̄ (λ) è δ →

k→∞
δ̄m̄ (λ).

Òåîðåìà 2.6. Ïðè m̄ ∈ [
m
3
,m

)
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî λT2,m̄ 6 λm,

òî åñòü ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ñòðóêòóðû Km ñóùåñòâóþò ÐÍ
ñòðóêòóðû Kδ,k

T2,m̄.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ïðèëîæåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ñòðóêòóðû Km ñóùå-
ñòâóþò ÐÍ ñòðóêòóðû Kδ,k

T2,m̄ ñ m̄ èç äèàïàçîíà
[

m
3
,m

)
. Áîëåå òî-

ãî, äëÿ m̄ ∈ M1 ëþáàÿ òàêàÿ ñòðóêòóðà óñòîé÷èâà ê îáðàçîâàíèþ
ñîâìåñòíûõ êîàëèöèé óäâîåííîé äëèíû. Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü ÐÍ
ñòðóêòóðû Kδ,k

T2,m̄ ê îáðàçîâàíèþ ñîâìåñòíûõ êîàëèöèé óäâîåííîé äëè-
íû ïðè m̄ ∈ M2.

Òåîðåìà 2.7. Åñëè â ñòðóêòóðå Kδ,k
T2,m̄ δ > 1

2
, òî îíà óñòîé÷èâà ê

îáðàçîâàíèþ êîàëèöèé óäâîåííîé äëèíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

λ 6 1− 2α1

(
1− 3α2

4m̄

)

3 (α1 − α2)− 2α1 (1− δ)
. (2.4)

Åñëè â ñòðóêòóðå Kδ,k
m̄,2 δ < 1

2
, òî äëÿ óñòîé÷èâîñòè ñòðóêòóðû ê

îáðàçîâàíèþ êîàëèöèé óäâîåííîé äëèíû íåîáõîäèìî, ÷òîáû
3α2

4m̄
− λ + δ − δλ

2 (1− λ)
> ∆; (2.5)

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
3α2

4m̄
− λ + δ − δλ

2 (1− λ)
> ∆̄; (2.6)

ãäe ∆̄ =
(1−λ)m̄+

√
(1−λ)2m̄2+α1((λ−δ+λδ)m̄+α1δ2/4)

α1
,

∆ =
(1−λ)m̄+

√
(1−λ)2m̄2+2α1m̄(λ+ 1−λ−δ+λδ

4k )
α1

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ïðèëîæåíèå.

Çäåñü ∆̄ è ∆ ñîîòâåòñòâåííî âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêà äîëè èã-
ðîêîâ îñíîâíîãî òèïà, êîòîðûå ìîãóò ïðèñîåäèíèòüñÿ ê êîàëèöèè
óäâîåííîé äëèíû. Çàìåòèì, ÷òî 0 < ∆̄ − ∆ < 1−δ

k
è, ñëåäîâàòåëü-

íî, ∆̄ →
k→∞

∆.
Ïîÿñíèì ýòè óñëîâèÿ. Åñëè δ > 1

2
, òî ïðè îáúåäèíåíèè ñîñåäíèõ

ñîâìåñòíûõ êîàëèöèé íîâûì ãðàíè÷íûì èãðîêîì òèïà T1 ñòàíîâèò-
ñÿ èãðîê, êîòîðûé è ðàíåå âõîäèë â ñîâìåñòíóþ êîàëèöèþ, è óñëî-
âèå (2.4) ãàðàíòèðóåò, ÷òî ýòîìó èãðîêó íåâûãîäíî ñîçäàíèå òàêîé
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êîàëèöèè. Åñëè δ < 1
2
, òî íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü àíàëîãè÷íîå óñëî-

âèå äëÿ èãðîêà, êîòîðûé ðàíåå ñîñòîÿë âî âíóòðåííåé êîàëèöèè. Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ òî÷íîãî óñëîâèÿ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, â êàêóþ èìåííî
âíóòðåííþþ êîàëèöèþ âõîäèë èãðîê. Ýòî ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò
âèä óñëîâèé. Ïîýòîìó â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìû îãðàíè÷èëèñü ïîëó-
÷åíèåì äîñòàòî÷íîãî è íåîáõîäèìîãî óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ îáùèìè äëÿ èãðîêîâ âñåõ âíóòðåííèõ êîàëèöèé è â òî æå
âðåìÿ ïîçâîëÿþò äîñòàòî÷íî ëåãêî ïðîâåðèòü óñòîé÷èâîñòü êîíêðåò-
íîãî ÐÍ.

Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå (2.6) ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì, ÷åì (2.4).
Â ñâîþ î÷åðåäü, óñëîâèå (2.4) ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì, ÷åì àíàëî-
ãè÷íîå óñëîâèå èç òåîðåìû 2.3 äëÿ îäíîðîäíûõ ñîâìåñòíûõ êîàëè-
öèé. Äåéñòâèòåëüíî, ñ óâåëè÷åíèåì äîëè λ èãðîêîâ íîâîãî òèïà è ñ
óâåëè÷åíèåì äëèíû ñîâìåñòíûõ êîàëèöèé óìåíüøàåòñÿ äîëÿ èãðîêîâ
ñòàðîãî òèïà â ýòèõ êîàëèöèÿõ, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòåïåííî ñíèæàåòñÿ
âëèÿíèå èãðîêîâ ñòàðîãî òèïà, ìåíåå ñêëîííûõ ê îáúåäèíåíèþ, ÷åì
èãðîêè íîâîãî òèïà. Â ðåçóëüòàòå äëÿ óñòîé÷èâîñòè ê îáúåäèíåíèþ
íåîáõîäèìî íàêëàäûâàòü áîëåå æåñòêèå óñëîâèÿ.

Òàê êàê â ñòðóêòóðå Kδ,k
T2,m̄ ïîìèìî ñîâìåñòíûõ êîàëèöèé åñòü

âíóòðåííèå êîàëèöèè, îáðàçîâàííûå èãðîêàìè îñíîâíîãî òèïà, äàëåå
èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü ñòðóêòóðû Kδ,k

T2,m̄ ê êîàëèöèîííûì îòêëîíå-
íèÿì âíóòðåííèõ êîàëèöèé.

Òåîðåìà 2.8. Ñòðóêòóðà Kδ,k
T2,m̄ óñòîé÷èâà ê îáúåäèíåíèþ âíóòðåí-

íèõ êîàëèöèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

2k 6 3α1 (1− δ)

4m̄ (1− λ)
. (2.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ïðèëîæåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì äîëè λ èãðîêîâ íîâîãî òèïà è óìåíü-
øåíèåì êîëè÷åñòâà m̄ ñîâìåñòíûõ êîàëèöèé ðàñòåò ÷èñëî âíóòðåí-
íèõ êîàëèöèé è óìåíüøàåòñÿ èõ ðàçìåð, òî åñòü ìîæíî ãîâîðèòü î
äåãðàäàöèè âíóòðåííèõ êîàëèöèé.

Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ðàçäåëà ïîÿñíèì íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå,
êàê ìîæåò èçìåíÿòüñÿ êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà ïðè èçìåíåíèè äîëè
λ èãðîêîâ íîâîãî òèïà.
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Ïðèìåð 2.1. Ðàññìîòðèì ìîäåëü ñ α1 = 60, α2 = 2 è èñõîäíûì êîëè-
÷åñòâîì êîàëèöèé m = 32. Ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðíûå èíòåðâàëû
äëÿ m̄: M1 =

(
1
2
, 3

2

)
, M2 =

(
3
2
, 15

)
, M3 = (15, 45).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2, èñõîäíàÿ ñòðóêòóðà K32 ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé-
÷èâîé ïðè λ = λ32 ≈ 0,342. Èãðîêàì âûãîäíî ïîïàðíîå îáúåäèíåíèå
ñîâìåñòíûõ êîàëèöèé, è ñòðóêòóðà K16 ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ÐÍ.
Îíà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ïðè λ = λ16 ≈ 0,375.

Ïðè ýòîì ñòðóêòóðà Kδ,k
T2,8, âîçíèêàþùàÿ â ñëó÷àå ïîïàðíîãî îáú-

åäèíåíèÿ êîàëèöèé, ÿâëÿåòñÿ ÐÍ äëÿ k > 1 è δ, îïðåäåëÿåìîãî ñî-
ãëàñíî (2.1). Îäíàêî óñëîâèå (2.7) óñòîé÷èâîñòè ê îáúåäèíåíèþ âíóò-
ðåííèõ êîàëèöèé âûïîëíåíî ëèøü ïðè k = 1. Íî ïðè k = 1 ñòðóêòóðà
íåóñòîé÷èâà ê îáðàçîâàíèþ ñîâìåñòíûõ êîàëèöèé óäâîåííîé äëèíû,
òî åñòü èãðîêàì âûãîäíî íîâîå ïîïàðíîå îáúåäèíåíèå ñîâìåñòíûõ
êîàëèöèé. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò äëÿ ñòðóêòóðû Kδ,k

T2,4.
Ñòðóêòóðà Kδ,k

T2,2 îêàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé äëÿ k = 5, . . . , 13 äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé δ. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè â ïîïó-
ëÿöèè äîëè λ íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ê îáúåäèíåíèþ ïå-
ðåñòàåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè λ ≈ 0,714, ÷òî ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ
ñòðóêòóðû Kδ,k

T2,1, óñòîé÷èâîé ïðè k = 21, . . . , 60.
Ïðè äàëüíåéøåì ïðèáëèæåíèè λ ê 1 ðàñïðåäåëåíèå èãðîêîâ íî-

âîãî òèïà îñòàíåòñÿ íåèçìåííûì, êîëè÷åñòâî âíóòðåííèõ êîàëèöèé
ðàñòåò, èõ ðàçìåð è âûèãðûø îáðàçóþùèõ èõ èãðîêîâ òèïà T1 ñòðå-
ìèòñÿ ê 0.

3. Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå èññëåäîâàíà ìîäåëü ýíäîãåííîãî ôîðìèðîâàíèÿ êîàëè-

öèé â íåîäíîðîäíîé ïîïóëÿöèè, â êîòîðîé ñóùåñòâóåò äâà òèïà èãðî-
êîâ, îòëè÷àþùèõñÿ ïàðàìåòðàìè ôóíêöèè âûèãðûøà. Ìîäåëü ðàñ-
ñìàòðèâàëàñü â ïðåäïîëîæåíèÿõ î ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè èã-
ðîêîâ îáîèõ òèïîâ íà ìíîæåñòâå èäåàëüíûõ òî÷åê è êâàäðàòè÷íîé
çàâèñèìîñòè âûèãðûøà èãðîêîâ îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó èõ èäåàëüíîé
òî÷êîé è ïîëèòèêîé êîàëèöèè. Èññëåäîâàëàñü çàâèñèìîñòü ìíîæå-
ñòâà ðàâíîâåñíûõ êîàëèöèîííûõ ñòðóêòóð îò ñîîòíîøåíèÿ ÷èñëåí-
íîñòè äâóõ ãðóïï èãðîêîâ.

Ïðîâåäåííûé àíàëèç ìîäåëè ïîêàçàë, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ
êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ êîàëèöèîííûì ðàâíîâåñèåì êàê
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äëÿ îäíîðîäíîé ïîïóëÿöèè, ñîñòîÿùåé èç èãðîêîâ ñòàðîãî òèïà, òàê
è äëÿ îäíîðîäíîé ïîïóëÿöèè, ñîñòîÿùåé èç èãðîêîâ íîâîãî òèïà, òî
îíà îñòàåòñÿ êîàëèöèîííûì ðàâíîâåñèåì íåçàâèñèìî îò ñîîòíîøåíèÿ
÷èñëåííîñòè èãðîêîâ íîâîãî è ñòàðîãî òèïà.

Äàëåå â ðàáîòå èññëåäîâàëñÿ ñëó÷àé, êîãäà èãðîêè íîâîãî òèïà
ÿâëÿþòñÿ á�îëüøèìè èíäèâèäóàëèñòàìè, ÷åì èãðîêè ñòàðîãî òèïà, è
ñêëîííû ê îáðàçîâàíèþ áîëåå êðóïíûõ êîàëèöèé. Îïðåäåëåíî ïîðî-
ãîâîå çíà÷åíèå äîëè èãðîêîâ íîâîãî òèïà, ïðè ïðåâûøåíèè êîòîðîãî
èñõîäíàÿ êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé ê îáðà-
çîâàíèþ êîàëèöèé óäâîåííîé äëèíû.

Ðàññìîòðåí âîïðîñ, êàêèå êîàëèöèîííûå ñòðóêòóðû ìîãóò âîçíè-
êàòü ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ÷èñëåííîñòè èãðîêîâ íîâîãî òèïà.
Îïèñàí íîâûé âèä ðàâíîâåñíûõ ñòðóêòóð, â êîòîðûõ ãðàíèöû ðàçáè-
åíèÿ íà êîàëèöèè íå ñîâïàäàþò äëÿ ðàçíûõ òèïîâ èãðîêîâ. Â òàêîé
ñòðóêòóðå èãðîêè íîâîãî òèïà îáúåäèíÿþòñÿ â áîëåå êðóïíûå (ïî
ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûìè) êîàëèöèè, ÷àñòü èãðîêîâ ñòàðîãî òèïà ïðè-
ìûêàåò ê ýòèì ñîâìåñòíûì êîàëèöèÿì, à ïðî÷èå èãðîêè ñòàðîãî òèïà
îáðàçóþò âíóòðåííèå êîàëèöèè.

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû ìîäåëè, ïðè êîòîðûõ
êîàëèöèîííûå ñòðóêòóðû íîâîãî âèäà ÿâëÿþòñÿ ðàâíîâåñíûìè ïî
Íýøó, è èññëåäîâàíà ëîêàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ïîäîáíûõ ñòðóêòóð.
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stability // ORM2004: Òðóäû. Ì.: ÌÀÊÑ Ïðåññ, 2004. Ñ. 215�
216.

7. Vasin A., Stepanov D. Endogenous formation of political parties
// Mathematical and Computer Modeling. 2008. V. 48, � 9-10. P.
1519�1526.

4. Ïðèëîæåíèå
4.1. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2

Óñëîâèÿ α1 ∈
[

4m
3

, 4m
]
, α2 ∈

[
4m
3

, 4m
]
ãàðàíòèðóþò óñòîé÷èâîñòü

ñòðóêòóðû Km ê ñîçäàíèþ ñîâìåñòíûõ îäíîðîäíûõ êîàëèöèé. Ðàç-
ìåð ëþáîé äðóãîé êîàëèöèè íå ïðåâûøàåò ðàçìåðà ñîâìåñòíîé îä-
íîðîäíîé êîàëèöèè, ñîäåðæàùåé âñåõ èãðîêîâ ñ òåìè æå èäåàëüíû-
ìè òî÷êàìè, ÷òî è ðàññìàòðèâàåìàÿ êîàëèöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
èãðîêàì îáîèõ òèïîâ íåâûãîäíî îáðàçîâàíèå ñîâìåñòíûõ îäíîðîä-
íûõ êîàëèöèé, òî äàííîå ðàâíîâåñèå óñòîé÷èâî è ê îáðàçîâàíèþ âñåõ
îñòàëüíûõ (ñîâìåñòíûõ è âíóòðåííèõ) êîàëèöèé. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
äàííàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ ÊÐ.

4.2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: L = 1/m � äëèíà èñõîäíîé êîàëèöèè, λ̄ =

1 − λ � äîëÿ èãðîêîâ ñòàðîãî òèïà, αm
1 = α1

4m
, αm

2 = α2

4m
. Îïðåäåëèì,

ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ âîçìîæíî îáðàçîâàíèå êîàëèöèè óäâîåííîé äëè-
íû. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî òèïà èãðîêîâ îáðàçîâàíèå
êîàëèöèè âûãîäíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòî âûãîäíî íàèáî-
ëåå óäàëåííîìó îò ïîëèòèêè íîâîé êîàëèöèè èãðîêó äàííîãî òèïà
(òàê êàê ïðèðîñò âûèãðûøà èãðîêà îò ïåðåõîäà â íîâóþ êîàëèöèþ
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óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ äî ïîëèòèêè êîàëèöèè). Òà-
êèì îáðàçîì, èãðîêàì òèïà T2 âûãîäíî îáðàçîâàíèå íîâîé êîàëèöèè,
åñëè 2L

(
1− λ̄

)
+ 2Lλ̄δ − α2L

2 > L− α2

(
L
2

)2 ⇔ 2λ̄δ > 3αm
2 − 1 + 2λ̄.

Èãðîêàì òèïà T1 âûãîäíî ïðèñîåäèíèòüñÿ ê íîâîé êîàëèöèè, åñëè
2L

(
1− λ̄

)
+ 2Lλ̄δ − α1(δL)2 > L − α1

(
L
2
− δL

)2 ⇔ 1 + αm
1 − 2λ̄ >

2
(
2αm

1 − λ̄
)
δ.

Îáà óñëîâèÿ âûïîëíåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ̄ <
2αm

1 (1−3αm
2 )

3(αm
1 −αm

2 )

è δ ∈
(

3αm
2 −1+2λ̄

2λ̄
,

1+αm
1

2
−λ̄

2αm
1 −λ̄

)
. Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì îáîçíà÷åíèÿì,

ïîëó÷àåì, ÷òî ñòðóêòóðà Km óñòîé÷èâà ê îáðàçîâàíèþ êîàëèöèé óäâî-
åííîé äëèíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ 6 λm = 1 − 2α1(1− 3

4m
α2)

3(α1−α2)
.

Åñëè æå λ > λm, òî ñòðóêòóðà íåóñòîé÷èâà ê îáðàçîâàíèþ òàêèõ
êîàëèöèé ñ ïàðàìåòðîì δ ∈

(
1+

3α2
4m

−2λ

2−2λ
,

2λ−1+
3α1
4m

2λ−2+
α1
m

)
.

4.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4

Ïðè m̄ > α1

4
ñòðóêòóðà Km̄ ÿâëÿåòñÿ ÐÍ, òàê êàê âûèãðûø âñåõ

èãðîêîâ íåîòðèöàòåëåí è, â ñèëó ðàâåíñòâà ðàçìåðîâ êîàëèöèé, âû-
ïîëíåíî óñëîâèå áåçðàçëè÷èÿ ãðàíè÷íûõ àãåíòîâ (òî åñòü ðàâåíñòâî
èõ âûèãðûøà îò ó÷àñòèÿ â ëþáîé êîàëèöèè). Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.3,
äàííàÿ ñòðóêòóðà óñòîé÷èâà ê îáðàçîâàíèþ êîàëèöèé óäâîåííîé äëè-
íû ïðè λ 6 λm̄ = 1− 2α1(1− 3

4m̄
α2)

3(α1−α2)
. Ïðè m̄ < m ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî

äëÿ âñåõ λ ∈ (λm, λm̄).

4.4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.5

Îáîçíà÷èì L = 1/m̄ � äëèíà ñîâìåñòíîé êîàëèöèè, λ̄ = 1−λ � äî-
ëÿ èãðîêîâ òèïà T1. Âûïèøåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñòðóêòóðà Kδ,k

T2,m̄

ÿâëÿåòñÿ ÐÍ:
(
1− λ̄

)
L + λ̄δL− α1

(
δL
2

)2
= λ̄ (1−δ)L

2k
− α1

(
(1−δ)L

4k

)2

� ðà-
âåíñòâî âûèãðûøà îò ó÷àñòèÿ â ñîâìåñòíîé è âíóòðåííåé êîàëèöèè
äëÿ ãðàíè÷íûõ èãðîêîâ òèïà T1; λ̄ (1−δ)L

2k
−α1

(
(1−δ)L

4k

)2

> 0 � íåîòðèöà-
òåëüíîñòü âûèãðûøà ãðàíè÷íûõ èãðîêîâ òèïà T1;

(
1− λ̄

)
L + λ̄δL−

α2

(
L
2

)2 > λ̄ (1−δ)L
2k

− α2

(
(1−δ)L

4k

)2

� óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ãðàíè÷íûì
èãðîêàì òèïà T2 íåâûãîäíî ïðèñîåäèíåíèå êî âíóòðåííèì êîàëèöè-
ÿì;

(
1− λ̄

)
L + λ̄δL − α2

(
L
2

)2 > 0 � íåîòðèöàòåëüíîñòü âûèãðûøà
ãðàíè÷íûõ èãðîêîâ òèïà T2.
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Îáîçíà÷èì αm̄
1 = α1L

4
= α1

4m̄
, αm̄

2 = α2L
4

= α2

4m̄
. Ïîëó÷àåì ñëåäóþ-

ùèå óñëîâèÿ, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå äëÿ òîãî, ÷òîáû ñòðóêòóðà
Kδ,k

T2,m̄ áûëà ÐÍ:

1− λ̄ + λ̄δ − αm̄
1 δ2 = λ̄

1− δ

2k
− αm̄

1

(
1− δ

2k

)2

; (4.1)

λ̄
1− δ

2k
− αm̄

1

(
1− δ

2k

)2

> 0; (4.2)

1− λ̄ + λ̄δ − αm̄
2 > λ̄

1− δ

2k
− αm̄

2

(
1− δ

2k

)2

; (4.3)

1− λ̄ + λ̄δ − αm̄
2 > 0. (4.4)

Ïðè α2 < α1 óñëîâèå (4.4) íåñóùåñòâåííî, òàê êàê ñëåäóåò èç (4.2), (4.3).
Íàéäåì ðåøåíèÿ (4.1).

Åñëè
(
λ̄k (2k + 1)− αm̄

1

)2
+ αm̄

1 (4k2 − 1)
(
4k − 2λ̄k (2k + 1) + αm̄

1

)
> 0,

òî δ+,− =
λ̄k(2k+1)−αm̄

1 ±
√

(λ̄k(2k+1)−αm̄
1 )

2
+αm̄

1 (4k2−1)(4k2−2λ̄k(2k+1)+αm̄
1 )

αm̄
1 (4k2−1)

.

Çàìåòèì, ÷òî δ+ →
k→∞

δ̄
(
λ̄
) def

=
λ̄+

√
λ̄2+4αm̄

1 (1−λ̄)
2a1

� ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíàÿ äîëÿ èãðîêîâ òèïà T1, êîòîðûå ìîãóò ïðèñîåäèíèòüñÿ ê ñîâ-
ìåñòíîé êîàëèöèè.

Íåîáõîäèìî âûáðàòü êîðíè δ+,− ∈ (0, 1). Îáîçíà÷èì fl (δ) = 1 −
λ̄ + λ̄δ − αm̄

1 δ2, fr (δ) = λ̄1−δ
2k
− αm̄

1

(
1−δ
2k

)2 � ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè (4.1)
ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê max

δ∈(−∞,+∞)
fl (δ)− max

δ∈(−∞,+∞)
fr (δ) = 1− λ̄ > 0,

òî fl (δ) > fr (δ) ⇔ δ ∈ (δ−, δ+). Òàê êàê fl

(
1

2k+1

)−fr

(
1

2k+1

)
= 1− λ̄ >

0, òî
δ− <

1

2k + 1
, δ+ >

1

2k + 1
. (4.5)

Òàêèì îáðàçîì,
δ+ ∈ (0, 1) ⇔ fl (1) < fr (1) ⇔ αm̄

1 > 1;
δ− ∈ (0, 1) ⇔ fl (0) < fr (0) ⇔ λ̄ >

4k2+αm̄
1

4k2+2k
.

Ïðîâåðèì (4.2) äëÿ δ−, δ+, ëåæàùèõ â èíòåðâàëå (0, 1).

fl (δ) > 0 ⇔ δ ∈
(

λ̄−
√

λ̄2+4αm̄
1 (1−λ̄)

2αm̄
1

, δ̄
(
λ̄
))

, fr (δ) > 0 ⇔ δ ∈
(
1− 2λ̄k

αm̄
1

, 1
)
.

Åñëè fr (0) > fl (0), òî fr (0) > 1− λ̄ > 0, fr (1) = 0 ⇒ fr (δ) > 0,∀δ ∈
(0, 1), ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ δ− è δ+ (åñëè δ+ ∈ (0, 1)) (4.2) âûïîëíåíî.
Åñëè fr (0) 6 fl (0), òî δ− /∈ (0, 1), à δ+ ∈ (0, 1) ⇔ fr (1) > fl (1).
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Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî, êàê ïðè ýòîì ðàñïîëàãàþòñÿ ïàðàáîëû fl (δ) è
fr (δ). Â ýòîì ñëó÷àå (4.2) âûïîëíåíî äëÿ δ+ òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà δ̄

(
λ̄
)

> 1 − 2λ̄k
αm̄

1
⇔ k > αm̄

1 (1−δ̄(λ̄))
2λ̄

. Âîçâðàùàÿñü ê èñ-

õîäíûì îáîçíà÷åíèÿì, ïîëó÷àåì óñëîâèå (2.2): 2k > α1(1−δ̄m̄(λ))
4m̄(1−λ)

, ãäå

δ̄m̄ (λ) = 2
1−λ+

√
(1−λ)2+α1λ/m̄

α1/m̄
.

Ðèñóíîê 2. Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âûïîëíåíî (4.2) äëÿ δ+ ∈ (0, 1)

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå (4.3). Ïðåîáðàçóåì (4.3), âû÷òÿ
èç íåãî (4.1): αm̄

1 δ2−αm̄
2 > αm̄

1

(
1−δ
2k

)2−αm̄
2

(
1−δ
2k

)2 ⇔ αm̄
2 6 αm̄

1

δ2−( 1−δ
2k )

2

1−( 1−δ
2k )

2 .

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì îáîçíà÷åíèÿì, ïîëó÷àåì óñëîâèå (2.3):
δ2−( 1−δ

2k )
2

1−( 1−δ
2k )

2 > α2

α1
.

Â ñèëó (4.5), äëÿ δ− óñëîâèå (2.3) íå âûïîëíÿåòñÿ, è ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà íå ÿâëÿåòñÿ ÐÍ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðè m̄ > α1

4
ÐÍ âèäà Kδ,k

T2,m̄ íå ñóùåñòâóåò. Ïðîâåðèì âûïîëíèìîñòü
(2.3) äëÿ δ+ ïðè m̄ 6 α1

4
. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî k, óäîâëåòâî-

ðÿþùåãî (2.2), è ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó çíà÷åíèÿ δ = δ+, îïðåäå-
ëÿåìîãî ïî ôîðìóëå (2.1), δ2−( 1−δ

2k )
2

1−( 1−δ
2k )

2 6 δ2 6 δ̄2
(
λ̄
)
è ïðè k → ∞

δ2−( 1−δ
2k )

2

1−( 1−δ
2k )

2 → δ̄2
(
λ̄
)
. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî δ̄2

(
λ̄
)
óáûâàåò íà (0, 1), ïîëó÷àåì,

÷òî åñëè α2 > α1δ̄
2 (0) = 4m̄, òî α2

α1
>

δ2−( 1−δ
2k )

2

1−( 1−δ
2k )

2 , ∀λ̄ ∈ (0, 1), ñëåäîâà-

òåëüíî, ïðè m̄ < α2

4
ÐÍ âèäà Kδ,k

T2,m̄ íå ñóùåñòâóåò. Èíà÷å ÐÍ âèäà
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Kδ,k
T2,m̄ ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ λ̄ < λ̄ =

1− α2
4m̄

1−
√

α2/α1

(λ̄ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-

åì óðàâíåíèÿ α2 = α1δ̄
2
(
λ̄
)
). Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì îáîçíà÷å-

íèÿì, ïîëó÷àåì, ÷òî ÐÍ âèäà Kδ,k
T2,m̄ ñóùåñòâóåò ïðè m̄ ∈ [

α2

4
, α1

4

]
è

λ > λT2,m̄ = 1− 1− α2
4m̄

1−
√

α2/α1

.

4.5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.6

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ λ (m̄) = 1− 1− α2
4m̄

1−
√

α2/α1

. Îíà óáûâàåò, òàê êàê

λ′ (m̄) = − α2/(4m̄2)
1−
√

α2/α1

< 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè m̄ ∈ [
m
3
,m

)
λT2,m̄ =

λ (m̄) 6 λ
(

m
3

)
= 1− 1− 3α2

4m

1−
√

α2/α1

< λm.

4.6. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.7
Îáîçíà÷èì L = 1

m̄
� äëèíà èñõîäíîé ñîâìåñòíîé êîàëèöèè, λ̄ =

1 − λ � äîëÿ èãðîêîâ ñòàðîãî òèïà â ïîïóëÿöèè, ∆ � äîëÿ èãðîêîâ
ñòàðîãî òèïà, ó÷àñòâóþùèõ â íîâûõ ñîâìåñòíûõ êîàëèöèÿõ äëèíû
2L. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî, êàê óñòðîåíû èñõîäíûå ñîâìåñòíûå êîàëèöèè,
è êàê óñòðîåíà íîâàÿ ñîâìåñòíàÿ êîàëèöèÿ óäâîåííîé äëèíû.

Ðèñóíîê 3. Ñîçäàíèå íîâîé ñîâìåñòíîé êîàëèöèè íà îñíîâå äâóõ
ñîâìåñòíûõ íåîäíîðîäíûõ êîàëèöèé

Èãðîêàì òèïà T2 âûãîäíî îáðàçîâàíèå íîâîé êîàëèöèè, åñëè ýòî
âûãîäíî èãðîêó òèïà T2, íàèáîëåå óäàëåííîìó îò ïîëèòèêè íîâîé êî-
àëèöèè:(
1− λ̄ + λ̄δ

)
L−α2(L/2)2 <

(
1− λ̄ + λ̄∆

)
2L−α2L

2 ⇔∆ >
3αm̄

2 −1+λ̄(1+δ)

2λ̄
,

ãäå αm̄
2 = α2

4m̄
.

Èãðîêàì òèïà T1 âûãîäíî ïðèñîåäèíèòüñÿ ê íîâîé êîàëèöèè, åñ-
ëè ýòî âûãîäíî èãðîêó òèïà T1, íàèáîëåå óäàëåííîìó îò ïîëèòèêè
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íîâîé êîàëèöèè. Ïóñòü â ñòðóêòóðå Kδ,k
T2,m̄ åãî âûèãðûø ðàâåí vL.

Â ñèëó (4.1) v > v = λ̄1−δ
2k
− αm̄

1

(
1−δ
2k

)2, ãäå αm̄
1 = α1

4m̄
. Ñëåäîâàòåëüíî,

ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð êîàëèöèè, â êîòîðóþ ìîãóò âîéòè èãðîêè òèïà
T1, íå ïðåâîñõîäèò 2L

(
1− λ̄ + ∆̄λ̄

)
, ãäå ∆̄ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ:

2
(
1− λ̄ + ∆̄λ̄

)− 4αm̄
1 ∆̄2 = v. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ íà èíòåðâàëå

(0, 1): ∆̄ =
λ̄+

√
λ̄2+8αm̄

1 (1−λ̄−v/2)
4αm̄

1
=

λ̄+
√

λ̄2+4αm̄
1 (1−λ̄−λ̄δ+αm̄

1 δ2)
4αm̄

1
.

Îïðåäåëèì, ê êàêîé êîàëèöèè (âíóòðåííåé èëè ñîâìåñòíîé) ïðè-
íàäëåæàë èãðîê, êîòîðûé â íîâîé êîàëèöèè óäàëåí îò ïîëèòèêè íà
ðàññòîÿíèå ∆̄L. Îáîçíà÷èì 2∆̄ = d, fd (d) = 2

(
1− λ̄

)
+ λ̄d − αm̄

1 d2 =

fl (d) +
(
1− λ̄

)
. Òîãäà óðàâíåíèå 2

(
1− λ̄ + ∆̄λ̄

)− 4αm̄
1 ∆̄2 = v ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå fd (d) = fl (δ).
fd (δ) = 2

(
1− λ̄

)
+ λ̄δ − αm̄

1 δ2 = fl (δ) +
(
1− λ̄

)
> fl (δ) ;

fd (1 + δ) = 2
(
1− λ̄

)
+ λ̄δ + λ̄− αm̄

1 (1 + δ)2 < fl (δ) .

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè d � ðåøåíèå fd (d) = fl (δ), òî d ∈ (δ, 1 + δ).
fd (1− δ) = 2

(
1− λ̄

)− λ̄δ + λ̄− αm̄
1 (1− δ)2 < fl (δ) ⇔ δ < 1/2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè δ < 1/2 d ∈ (δ, 1− δ); ïðè δ > 1/2 d ∈ (δ, 1 + δ).
Èëè, âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîìó îáîçíà÷åíèþ, 2∆̄ ∈ (δ, 1− δ) ïðè δ <

1/2; 2∆̄ ∈ (δ, 1 + δ) ïðè δ > 1/2. Ðàññìîòðèì êàæäûé èç ýòèõ âàðè-
àíòîâ.

Åñëè δ > 1/2, òî ∆̄ ∈ (
δ
2
, 1+δ

2

) ⊆ (
1−δ
2

, 1+δ
2

)
. Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíî, êàê

ïðè ýòîì áóäåò âûãëÿäåòü âûèãðûø èãðîêîâ ñòàðîãî òèïà â èñõîäíîé
è â íîâîé ñîâìåñòíîé êîàëèöèè.

Ðèñóíîê 4. Èçìåíåíèå âûèãðûøà èãðîêîâ òèïà T1 ïðè îáðàçîâàíèè
êîàëèöèè óäâîåííîé äëèíû â ñëó÷àå δ > 1/2

Â ýòîì ñëó÷àå ãðàíè÷íûé àãåíò òèïà T1 íîâîé ñîâìåñòíîé êîàëè-
öèè ðàíåå òîæå âõîäèë â ñîâìåñòíóþ êîàëèöèþ, ïîýòîìó ìàêñèìàëü-
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íî äîïóñòèìûé ðàçìåð ∆ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ:
2
(
1− λ̄ + ∆λ̄

)−4αm̄
1 ∆2 >

(
1− λ̄ + δλ̄

)−αm̄
1 (1− 2∆)2 ⇒ ∆<

1−λ̄−δλ̄+αm̄
1

2(2αm̄
1 −λ̄)

.
Ñëåäîâàòåëüíî, âîçíèêíîâåíèå íîâîé êîàëèöèè âîçìîæíî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà 3αm̄

2 −1+λ̄(1+δ)

2λ̄
<

1−λ̄−δλ̄+αm̄
1

2(2αm̄
1 −λ̄)

⇔ λ̄ <
2αm̄

1 (1−3αm̄
2 )

αm̄
1 (1+2δ)−3αm̄

2
. Âîç-

âðàùàÿñü ê èñõîäíûì îáîçíà÷åíèÿì, ïîëó÷àåì óñëîâèå (2.4): λ 6
1− 2α1(1− 3α2

4m̄ )
α1(1+2δ)−3α2

.
Åñëè δ < 1/2, òî ∆̄ ∈ (

δ
2
, 1−δ

2

)
. Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíî, êàê ïðè ýòîì

áóäåò âûãëÿäåòü âûèãðûø èãðîêîâ ñòàðîãî òèïà â èñõîäíîé êîàëèöè-
îííîé ñòðóêòóðå è â íîâîé ñîâìåñòíîé êîàëèöèè óäâîåííîé äëèíû.

Ðèñóíîê 5. Èçìåíåíèå âûèãðûøà èãðîêîâ òèïà T1 ïðè îáðàçîâàíèè
êîàëèöèè óäâîåííîé äëèíû â ñëó÷àå δ < 1/2

Â ýòîì ñëó÷àå ãðàíè÷íûé àãåíò íîâîé ñîâìåñòíîé êîàëèöèè ðà-
íåå âõîäèë âî âíóòðåííþþ êîàëèöèþ, ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàê-
ñèìàëüíî äîïóñòèìîãî ðàçìåðà ∆ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ê êàêîé
èìåííî èç 2k âíóòðåííèõ êîàëèöèé, ïðèõîäÿùèõñÿ íà îäíó ñîâìåñò-
íóþ êîàëèöèþ, ïðèíàäëåæàë ýòîò èãðîê. Ýòî ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò
âèä óñëîâèÿ íà ∆. Îïðåäåëèì âåðõíþþ è íèæíþþ îöåíêó ∆. Âåðõíÿÿ
îöåíêà ∆̄ óæå ïîëó÷åíà âûøå. Åñëè ãðàíè÷íûé àãåíò íîâîé êîàëèöèè
ðàíåå áûë ãðàíè÷íûì àãåíòîì âíóòðåííåé êîàëèöèè, òî ∆ = ∆̄ (òî
åñòü âåðõíÿÿ îöåíêà ∆ äîñòèæèìà). Íèæíÿÿ îöåíêà ∆ ïîëó÷àåòñÿ

àíàëîãè÷íî âåðõíåé îöåíêå èç óñëîâèÿ: ∆ > ∆ =
λ̄+

√
λ̄2+8αm̄

1 (1−λ̄−v̄/2)
4αm̄

1
,

ãäå v̄ = λ̄ (1−δ)
2k

� ìàêñèìàëüíûé âûèãðûø àãåíòîâ âî âíóòðåííåé êîà-
ëèöèè. Åñëè èäåàëüíàÿ òî÷êà ãðàíè÷íîãî àãåíòà íîâîé êîàëèöèè ðà-
íåå ñîâïàäàëà ñ ïîëèòèêîé âíóòðåííåé êîàëèöèè, òî ∆ = ∆ (òî åñòü
íèæíÿÿ îöåíêà ∆ òîæå äîñòèæèìà). Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìîå
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óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ê îáúåäèíåíèþ: ∆ 6 3αm̄
2 −1+λ(1+δ)

2λ
, äîñòàòî÷íîå

óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ê îáúåäèíåíèþ: ∆̄ 6 3αm̄
2 −1+λ(1+δ)

2λ
. Âîçâðàùàÿñü

ê èñõîäíûì îáîçíà÷åíèÿì, ïîëó÷àåì óñëîâèÿ (2.5) è (2.6). Çàìåòèì,
÷òî 0 < ∆̄−∆ < 1−δ

2k
è ∆̄−∆ →

k→∞
0.

4.7. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.8
Âíóòðåííèå êîàëèöèè â ñòðóêòóðå Kδ,k

m̄,T2
óñòîé÷èâû ê îáúåäèíå-

íèþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âîçíèêíîâåíèå ïîäîáíîé êîàëèöèè
íåâûãîäíî ãðàíè÷íûì àãåíòàì, ÷òî ãàðàíòèðóåòñÿ óñëîâèåì
(1− λ) (1−δ)L

2k
−α1

(
(1−δ)L

4k

)2

> (1− λ) (1−δ)L
k

−α1

(
(1−δ)L

2k

)2

, ãäå L= 1
m̄

�
äëèíà ñîâìåñòíîé êîàëèöèè. Îòêóäà ïîëó÷àåì (2.7).

STABILITY OF COALITIONS IN A HETEROGENEOUS
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Abstract : The paper considers a model of coalition formation by players
with di�erent preferences characterized by ideal points. The coalition
policy is determined as a median of its members ideal points distribution.
The payo� of an agent depends on the size and the policy of the coalition
he joins. A new feature of the model is that the set of players is also
heterogeneous in a parameter of the payo� function: we assume that
some amount of a new type of agents with a di�erent evaluation of the
distance between their ideal points and the coalition policy is added to
the original type. The both types are randomly distributed in the set of
ideal points. We study existence and properties of Nash and coalitional
equilibria for this model.

Keywords : coalition formation, heterogeneous population, Nash equilibrium,
coalitional equilibrium.
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Â ýòîé ñòàòüå ïðèâåäåíû òåîðåòèêî-èãðîâûå ìàòåìàòè÷å-
ñêèå ìîäåëè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòî-
ðûé ðûíîê, ãäå äåéñòâóþò íåñêîëüêî äèñòðèáüþòîðîâ. Êàæ-
äûé äèñòðèáüþòîð èìååò ñâîþ ñêëàäñêóþ ñèñòåìó äëÿ õðàíå-
íèÿ òîâàðà ïåðåä ïîñòàâêîé çàêàç÷èêó. Äîïóñêàåòñÿ, ÷òî ñïðîñ
íà èõ òîâàð íîñèò äåòåðìèíèðîâàííûé õàðàêòåð è çàâèñèò ëè-
áî îò îáùåãî îáúåìà òîâàðà, ëèáî îò öåíû íà åäèíèöó òîâàðà
êàæäîãî äèñòðèáüþòîðà. Òàêèì îáðàçîì, áóäóò èññëåäîâàíû
êîëè÷åñòâåííàÿ è öåíîâàÿ êîíêóðåíöèè ìåæäó äèñòðèáüþòî-
ðàìè, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê èãðîêè â áåñêîàëèöèîí-
íîé èãðå. Êîëè÷åñòâåííàÿ êîíêóðåíöèÿ áóäåò ðàññìîòðåíà â
êîíòåêñòå ìîäåëè Êóðíî, öåíîâàÿ êîíêóðåíöèÿ � â ìîäèôèöè-
ðîâàííîé ìîäåëè Áåðòðàíà. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåì óïðàâ-
ëåíèÿ ìàòåðèàëüíûìè çàïàñàìè ìû èñïîëüçóåì ðåëàêñèîííûé
ìåòîä ðåãóëèðîâàíèÿ çàïàñîâ ñ äîïóùåíèåì äåôèöèòà.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàâíîâåñèå ïî Íýøó, îïòèìàëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ñòðà-
òåãèÿ, îïòèìàëüíàÿ âíåøíÿÿ ñòðàòåãèÿ, ñïðîñ, äèñòðèáüþòîð, áåñêî-
àëèöèîííàÿ èãðà.

1. Ââåäåíèå
Ëîãèñòèêà � ýòî íàóêà î ïëàíèðîâàíèè, îðãàíèçàöèè, óïðàâëåíèè

è êîíòðîëå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ è èíôîðìàöèîííûõ ïîòîêîâ â
ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè îò èõ ïåðâè÷íîãî èñòî÷íèêà äî êîíå÷íî-
ãî ïîòðåáèòåëÿ [4]. Â ëîãèñòèêå âàæíóþ ðîëü èãðàþò ëîãèñòè÷åñêèå
ïðîöåññû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ðåàëèçàöèþ îïðåäåëåííûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé ëîãèñòè÷åñêèõ îïåðàöèé è óïðàâëåíèÿ èìè â ðàì-
êàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì. Óïðàâëåíèå ëîãèñòè÷åñêèìè ïðîöåññà-
ìè ïðîèñõîäèò â ðàìêàõ ñèñòåì ëîãèñòè÷åñêîãî ìåíåäæìåíòà ñóáúåê-
òîâ ðûíêà íà ìèêðîýêîíîìè÷åñêîì óðîâíå, ãäå âàæíóþ ðîëü èãðàåò
îïòèìèçàöèÿ öåïî÷êè ïîñòàâîê òîâàðà. Îñîáîå çíà÷åíèå â îïòèìè-
çàöèè öåïî÷êè ïîñòàâîê èìååò óïðàâëåíèå çàïàñàìè. Ïîä çàïàñàìè
ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü òîâàðíî-ìàòåðèàëüíûõ öåííîñòåé, îæèäà-
þùèõ âñòóïëåíèÿ â ïðîöåññ ïðîèçâîäñòâåííîãî ïîòðåáëåíèÿ, òðàíñ-
ïîðòèðîâêè è êîíå÷íîé ðåàëèçàöèè.

Îñíîâíàÿ ñèòóàöèÿ â òåîðèè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè âñåãäà êîí-
ôëèêòíà: ÷åì áîëüøå çàïàñ, òåì ìåíüøå âåðîÿòíîñòü íåóäîâëåòâî-
ðåííîãî ñïðîñà (èëè äåôèöèòà), íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåì áîëüøå
ëîãèñòè÷åñêèå èçäåðæêè, ñâÿçàííûå ñ õðàíåíèåì, ïîòåðè èç-çà ñòà-
ðåíèÿ èëè ïîð÷è.

Âîçíèêíîâåíèå òåîðèè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè ñâÿçàíî ñ ðàáîòàìè
Ô. Õàððèñà, Ð. Óèëñîíà è Ô. Ýäæîóðòà, â êîòîðûõ èññëåäîâàëàñü
ïðîñòåéøàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ ìîäåëü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýêîíîìè÷å-
ñêîãî ðàçìåðà çàêàçà EOQ (Economic Order Quantity) ïðè äåòåðìè-
íèðîâàííîì ñïðîñå [3,11].

Â òåîðèè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè âûäåëÿþò òðè ñèñòåìû ðåãóëèðî-
âàíèÿ [4]: 1) ðåëàêñàöèîííûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ñèñòåìå ðåãóëèðî-
âàíèÿ çàïàñîâ ñ ôèêñèðîâàííûì ðàçìåðîì çàêàçà (�xed order quantity
system); 2) ïåðèîäè÷åñêèé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ñèñòåìå ðåãóëèðî-
âàíèÿ ñ ôèêñèðîâàííîé ïåðèîäè÷íîñòüþ çàêàçà; 3) äâóõóðîâíåâàÿ
ñèñòåìà ðåãóëèðîâàíèÿ çàïàñîâ (ñèñòåìà ¾ìèíèìóì-ìàêñèìóì¿).

Ðàçíîîáðàçèå äåéñòâèòåëüíûõ óñëîâèé îñóùåñòâëåíèÿ ëîãèñòè÷å-
ñêèõ ïðîöåññîâ â ïðîèçâîäñòâåííûõ è êîììåð÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ, íà-
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ëè÷èå âíóòðåííèõ è âíåøíèõ âîçìóùåíèé ñîçäàþò ìíîæåñòâî çàäà÷
óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ çàïà-
ñàìè ïðåäëàãàåò äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðàçëè÷íûå ìàòå-
ìàòè÷åñêèå ìåòîäû è ìîäåëè [1,5,6,8,14].

Òàêèì îáðàçîì, â ñîâðåìåííîé òåîðèè îïòèìèçàöèè ëîãèñòè÷å-
ñêèõ ïðîöåññîâ (òåîðèè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè) ðàçðàáîòàíî ìíîæå-
ñòâî ìîäåëåé, ïðåäëàãàþùèõ îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â äåòåðìèíè-
ðîâàííûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ ñðåäàõ. Íî ïðè ìîäåëèðîâàíèè áîëüøèí-
ñòâà çàäà÷ óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè íå ó÷èòûâàåòñÿ îäíà âàæíàÿ ñòîðî-
íà � êîíêóðåíòíàÿ ðûíî÷íàÿ ñðåäà, â êîòîðîé êîíêóðèðóþò íåñêîëü-
êî ïðîèçâîäñòâåííî-êîììåð÷åñêèõ ñòðóêòóð (ôèðì).

Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ìà-
òåðèàëüíûìè çàïàñàìè â óñëîâèÿõ íàëè÷èÿ íåñêîëüêèõ êîíêóðèðó-
þùèõ ôèðì ïðåäëàãàåò òåîðèÿ èãð [6].

Òðàäèöèîííî, ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè èìåþò ìåñòî áûòü
â ñëó÷àÿõ ñ åäèíñòâåííûì äåéñòâóþùèì ëèöîì, êîòîðûé ïðèíèìà-
åò ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî îáúåìà çàêàçà â çàâèñèìîñòè îò ñïðîñà íà
ðûíêå, ïëàíèðóÿ ãîðèçîíò äåéñòâèé ñ íåêîòîðûìè îãðàíè÷åíèÿìè â
ñèñòåìå.

Ïåðâàÿ ðàáîòà ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ñèñòåì óïðàâ-
ëåíèÿ çàïàñàìè áûëà íàïèñàíà Õàððèñîì [16] â 1915. Ìû ìîæåì òàê-
æå îòìåòèòü êíèãè, íàïèñàííûå Õýäëè è Óàéòèíîì [11], Õàêñîì è
Êàíäåà [17], Òåðñèíå [18].

Ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè ñ åäèíñòâåííûì ëèöîì, îïèñûâà-
þò ìíîãî âàæíûõ àñïåêòîâ óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
îíè îáû÷íî íå ïðèíèìàþò âî âíèìàíèå ðåøåíèÿ äðóãèõ ëèö � êîí-
êóðåíòîâ íà ðûíêå.

Àíàëèç ðàñ÷åòà ñèñòåìû ïîñòàâîê ìîæåò èçâëå÷ü âûãîäó èç ïðè-
ìåíåíèÿ êîíöåïöèé òåîðèè èãðû â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè. Òåîðèÿ èãð
ïûòàåòñÿ âûÿâèòü, ïîêàçàòü âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êîíêóðåíòàìè
èëè ãðóïïàìè êîíêóðåíòîâ, öåëè êîòîðûõ ïðîòèâîïîëîæíû.

Ìíîãî èññëåäîâàíèé ïîñâÿùåíî àíàëèòè÷åñêèì ðàñ÷åòàì äîãî-
âîðíûõ ïëàíîâ äëÿ óñòðàíåíèÿ íåýôôåêòèâíîñòè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ
â ñèñòåìå ïîñòàâîê ñ íåñêîëüêèìè èãðîêàìè íàïîäîáèå èãðû ¾Ìíîãî-
ýòàïíûå çàïàñû¿ è èãðû ¾Ëîêàëüíûå çàïàñû¿ (ñì. îáçîð Êà÷îí [12]).
Êà÷îí è Çèïêèí òàêæå èññëåäóþò äâóõýòàïíóþ ïîñëåäîâàòåëüíóþ
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ñèñòåìó ïîñòàâîê ñ ïîñòîÿííûì ñòîõàñòè÷åñêèì ñïðîñîì è îïðåäåëåí-
íûì âðåìåíåì ïîñòàâêè â [13]). Ìû áóäåì àíàëèçèðîâàòü â ýòîé ñòà-
òüå êëàññè÷åñêèé òåîðåòèêî-èãðîâîé ïîäõîä ìîäåëèðîâàíèÿ óïðàâëå-
íèÿ öåïÿìè ïîñòàâîê ñî ñòðàòåãèÿìè èãðîêîâ íà äâóõ óðîâíÿõ. Ìîãóò
áûòü ðàññìîòðåíû êîîïåðàòèâíûå è íåêîîïåðàòèâíûå ìîäåëè. Â ýòîé
ñòàòüå ìû áóäåì êàñàòüñÿ òîëüêî ìîäåëè íåêîîïåðàòèâíûõ èãð.

Öåëü äàííîé ñòàòüè çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè òåîðåòèêî-èãðî-
âîãî ïîäõîäà â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè, èçó÷åíèè ïîâåäåíèÿ
êîíêóðåíòíîé âíåøíåé ñðåäû, â êîòîðîé îêàçàëàñü ôèðìà, ïðîâîäÿ-
ùàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ëîãèñòè÷åñêèå ïðîöåññû, â ìîäèôèêàöèè íàè-
áîëåå ïîïóëÿðíûõ ìîäåëåé óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè â òåðìèíàõ òåîðèè
èãð è íàõîæäåíèè ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó.

2. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü óïðàâëåíèÿ ìàòåðèàëüíûìè
çàïàñàìè ñ äîïóùåíèåì äåôèöèòà

Ðàññìîòðèì îäíîïðîäóêòîâóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ ìàòåðèàëüíû-
ìè çàïàñàìè ñ äîïóùåíèåì äåôèöèòà ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåëàêñà-
öèîííîãî ìåòîäà ðåãóëèðîâàíèÿ çàïàñîâ â ñêëàäñêîé ñèñòåìå [3,11].
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñïðîñ ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé âåëè÷èíîé.
Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ çàïàñîâ â òàêîé ìîäåëè ïîêàçàíà íà ðèñ. 1.

Ðèñóíîê 1.
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Îáîçíà÷åíèÿ â ìîäåëè:
K � óñëîâíî-ïîñòîÿííûå çàòðàòû, ñâÿçàííûå ñ çàêóïêîé è äîñòàâêîé
îäíîé ïàðòèè;
c � óñëîâíî-ïåðåìåííûå çàòðàòû, ïðèõîäÿùèå íà îäíó åäèíèöó ïðî-
äóêöèè (âêëþ÷àÿ öåíó ïîêóïêè ó ïîñòàâùèêà);
h � ñòîèìîñòü ñîäåðæàíèÿ åäèíèöû çàïàñîâ çà ïåðèîä T ;
g � ïîòåðè èç-çà äåôèöèòà åäèíèöû çàïàñîâ â åäèíèöó âðåìåíè;
a � èíòåíñèâíîñòü ïîòðåáëåíèÿ (îáúåì ïðîäàæè çà åäèíèöó âðåìåíè);
y � îáúåì ïàðòèè çàêàçà;
S � ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü çàïàñîâ.

Ïåðåìåííûå y è S ÿâëÿþòñÿ óïðàâëÿåìûìè ñòðàòåãèÿìè.
Èíòåðâàë ïîñòàâêè ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ ïåðèîäîâ: T = T1 + T2,

ãäå T1 � ïåðèîä íàëè÷èÿ çàïàñîâ, T2 � ïåðèîä, êîãäà òîâàð îòñóòñòâóåò
íà ñêëàäå (äåôèöèò). Òàê êàê T = y/a è T1 = S/a, òî

T2 = T − T1 =
y

a
− S

a
=

y − S

a
. (2.1)

Ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü äåôèöèòà åñòü ðàçíîñòü: F = y−S. Ñïðà-
âåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñðåäíèõ âåëè÷èí òåêóùèõ çà-
ïàñîâ è äåôèöèòà:

S =
S

2
è F =

F

2
=

y − S

2
. (2.2)

Îáùèå çàòðàòû ïî ôîðìèðîâàíèþ è ñîäåðæàíèþ ìàòåðèàëüíûõ
çàïàñîâ çà îäèí öèêë áóäóò ðàâíû

Lcycle = Lorder + Lkeeping + Ldeficit, (2.3)
ãäå Lorder � çàòðàòû ïî çàêóïêå è òðàíñïîðòèðîâêå îäíîé ïàðòèè;
Lkeeping � çàòðàòû íà õðàíåíèå òåêóùèõ çàïàñîâ íà ñêëàäå, âêëþ÷àÿ
âîçìîæíûå ïîòåðè â ðàçìåðå åñòåñòâåííîé óáûëè; Ldeficit � ïîòåðè îò
äåôèöèòà èëè äîïîëíèòåëüíûå çàòðàòû ïî ëèêâèäàöèè äåôèöèòíîé
ñèòóàöèè.

Çàòðàòû ïî ôîðìèðîâàíèþ çàïàñîâ ñîñòîÿò èç äâóõ ÷àñòåé: ïåð-
âàÿ çàâèñèò îò ðàçìåðà ïàðòèè, à äðóãàÿ � íåò, ò. å. ñîñòîèò èç óñëîâíî-
ïîñòîÿííûõ è óñëîâíî-ïåðåìåííûõ çàòðàò, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñòî-
èìîñòü îäíîãî çàêàçà. Òîãäà

Lorder = Lorder(y) = K + cy. (2.4)
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Çàòðàòû ïî ñîäåðæàíèþ çàïàñîâ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíû ñðåäíå-
ìó ðàçìåðó çàïàñîâ è âðåìåíè èõ õðàíåíèÿ íà ñêëàäå T1 (èìåÿ ââèäó
(2.2))

Lkeeping = Lkeeping(S) = hST1 = h
S

2

S

a
= h

S2

2a
. (2.5)

Ïîòåðè îò äåôèöèòà ðàâíû äîïîëíèòåëüíûì çàòðàòàì îò äîïó-
ùåíèÿ ñðåäíåãî äåôèöèòà â òå÷åíèå âðåìåíè T2 (èìåÿ ââèäó (2.1) è
(2.2))

Ldeficit = Ldeficit(y, S) = gFT2 = g
y − S

2

y − S

a
= g

(y − S)2

2a
. (2.6)

Èç (2.1)�(2.6) ñëåäóåò

Lcycle(y, S) = K + cy + h
y2

2a
+ g

(y − S)2

2a
. (2.7)

Åñëè çà íåêîòîðûé ïåðèîä ïëàíèðîâàíèÿ Tplan ñïðîñ ðàâåí D è
ôèðìà ñîáèðàåòñÿ ïîëíîñòüþ åãî óäîâëåòâîðèòü çà ýòî âðåìÿ, òî îíà
ñîâåðøèò ïðèáëèçèòåëüíî m = D/y ïîñòàâîê. Ïåðèîä Tplan áóäåò ðàç-
áèò íà m öèêëîâ, íà êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèõîäÿòñÿ çàòðàòû (2.7).
Òîãäà èç (2.7) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ îáùèõ çàòðàò (ëîãèñòè÷åñêèõ
çàòðàò) çà âðåìÿ Tplan èìååò âèä

L(y, S) = mLcycle(y, S) =
D

y

(
K + cy + h

S2

2a
+ g

(y − S)2

2a

)
. (2.8)

Â ýòîé ìîäåëè ëîãèñòè÷åñêèå çàòðàòû (2.8) îïòèìèçèðóþòñÿ ïî (y, S).

3. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü óïðàâëåíèÿ ìàòåðèàëüíûìè
çàïàñàìè äëÿ ñëó÷àÿ êîëè÷åñòâåííîé êîíêóðåíöèè

3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îïèñàíèå ìîäåëè
Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç òèïîâ îëèãîïîëèè, ìîäåëü Êóð-

íî [10]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ðûíêå åñòü N ôèðì, ïîñòàâëÿþùèõ è
ðåàëèçóþùèõ íåêîòîðóþ îäíîðîäíóþ ïðîäóêöèþ ÷åðåç ñâîè ñêëàä-
ñêèå ñèñòåìû. Ïðè ýòîì ôèðìû ñîâåðøàþò ëîãèñòè÷åñêèå îïåðàöèè
ïî ïðîâåäåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîãèñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñ äîïóùå-
íèåì äåôèöèòà è ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåëàêñàöèîííîãî ìåòîäà ðåãóëè-
ðîâàíèÿ çàïàñîâ (yi, Si) (ðàçäåë 2). Îíè ïðèíèìàþò ðåøåíèÿ îòíî-
ñèòåëüíî îáúåìîâ ïîñòàâîê Qi è ïåðåìåííûõ (yi, Si). Â ñîîòâåòñòâèè
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ñ [10] ôóíêöèÿ ïðèáûëè êàæäîé ôèðìû i, i = 1, . . . , N ðàâíà

Πi(Qi,Q−i) = p
(
Qi,Q−i

)
Qi − Li(Qi), (3.1)

ãäå Li(Qi) � ýòî ôóíêöèÿ ëîãèñòè÷åñêèõ çàòðàò ïî ðåàëèçàöèè ïðî-
äóêöèè îáúåìîì Qi. Èç (2.8) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî i åå ìîæíî
îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå

Li(Qi) = Li(Qi, yi, Si) =
Qi

yi

(
Ki + ciyi + hi

S2
i

2ai

+ gi
(yi − Si)

2

2ai

)
. (3.2)

Çàìåòèì, ÷òî õàðàêòåð ïîòðåáëåíèÿ â êàæäîì ïåðèîäå (öèêëå)
äëÿ êàæäîé ôèðìû i, i = 1, . . . , N ìîæíî ðàññìîòðåòü â äâóõ ñëó÷à-
ÿõ: êîãäà èíòåíñèâíîñòü ïîòðåáëåíèÿ ai(·) çàâèñèò îò óñòàíîâëåííîé
íà ðûíêå öåíû p, ò. å. ai = ai(p), è êîãäà íå çàâèñèò. Â ïåðâîì ñëó÷àå
ai(p) = ai(p(Qi,Q−i)) = bi(Qi,Q−i). Ïîýòîìó ôóíêöèÿ (3.2) ïðèìåò
ñëåäóþùèé âèä:

Li(Qi,Q−i,yi,Si)=
Qi

yi

(
Ki+ciyi+hi

S2
i

2bi(Qi,Q−i)
+gi

(yi − Si)
2

2bi(Qi,Q−i)

)
. (3.3)

Ëîãèñòè÷åñêèå èçäåðæêè êàæäîé ôèðìû i áóäóò çàâèñåòü îò ñâî-
èõ ïåðåìåííûõ (yi, Si) è îò ñòðàòåãèé (Qi,Q−i) âñåõ ôèðì. Ïîäñòàâèâ
âûðàæåíèå (3.3) â (3.1), ïîëó÷èì

Πi(Qi,Q−i) = Πi(Qi,Q−i, yi, Si) =

= p(Qi,Q−i)Qi−Qi

yi

(
Ki+ciyi+hi

S2
i

2bi(Qi,Q−i)
+gi

(yi − Si)
2

2bi(Qi,Q−i)

)
. (3.4)

Òàê æå çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ïðèáûëè (3.4) êàæäîé ôèðìû i çàâè-
ñèò îò ñòðàòåãèé âñåõ ôèðì (Qi,Q−i) è îò ïàðû ïåðåìåííûõ (yi, Si),
óïðàâëÿåìûìè òîëüêî åþ.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Íàçîâåì ïàðó (yi, Si) âíóòðåííåé ñòðàòåãèåé, à
Qi � âíåøíåé (èãðîâîé) ñòðàòåãèåé ôèðìû i.

Çàäàäèì ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé êàæäîé ôèðìû i, i = 1, . . . , N :
Ω

(1)
i =

{
Qi

∣∣ Qi ∈ [a
(1)
i , b

(1)
i ] ⊂ [0,∞)

}
; Ω

(2)
i =

{
yi

∣∣ yi ∈ [a
(2)
i , b

(2)
i ] ⊂

(0,∞)
}
; Ω

(3)
i =

{
Si

∣∣ Si ∈ [a
(3)
i , b

(3)
i ] ⊂ [0,∞)

}
. Ïóñòü a

(j)
i ¿ b

(j)
i äëÿ

âñåõ i = 1, . . . , N è j = 1, 2, 3.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì, ÷òî êàæäàÿ ôèðìà i ïðè îïòèìèçàöèè
ëîãèñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ óïðàâëÿåò ñòðàòåãèÿìè íà äâóõ óðîâíÿõ: íà
ïåðâîì óðîâíå óïðàâëÿåò âíóòðåííåé ñòðàòåãèåé (yi, Si), ðåøàÿ çàäà-
÷ó ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè (3.4), � âíóòðåííÿÿ çàäà÷à, è íà âòîðîì
óðîâíå óïðàâëÿåò âíåøíåé (èãðîâîé) ñòðàòåãèåé Qi � âíåøíÿÿ (èãðî-
âàÿ) çàäà÷à. Â êà÷åñòâå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè âî âíåøíåé çàäà÷å,
ïðèíèìàþùåé ôîðìó êîëè÷åñòâåííîé êîíêóðåíöèè, ðàññìîòðèì ðàâ-
íîâåñèå ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ.

3.2. Ðåøåíèå âíóòðåííåé çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñèñòåìû óïðàâ-
ëåíèÿ ìàòåðèàëüíûìè çàïàñàìè

Âî âíóòðåííåé çàäà÷å êàæäàÿ ôèðìà i óïðàâëÿåò òîëüêî âíóò-
ðåííåé ñòðàòåãèåé (yi, Si) ∈ Ω

(2)
i × Ω

(3)
i ïðè ôèêñèðîâàííûõ âíåøíèõ

ñòðàòåãèÿõ âñåõ ôèðì (Qi,Q−i) ∈ Ω(1) = Ω
(1)
1 ×Ω

(1)
2 × . . .×Ω

(1)
N ⊂ RN

+ .
Äëÿ êàæäîãî i êðèòåðèåì ÿâëÿåòñÿ

Πi(Qi,Q−i, yi, Si)
(yi,Si)−−−→ max, yi ∈ Ω

(2)
i , Si ∈ Ω

(3)
i . (3.5)

Ëåììà 3.1. Ôóíêöèÿ ïðèáûëè (3.4) êàæäîé ôèðìû i, i = 1, . . . , N

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî yi è Si â îòäåëüíîñòè è
âîãíóòîé â ñîâîêóïíîñòè (yi, Si) íà ìíîæåñòâå [0,∞) × [0,∞) ïðè
ôèêñèðîâàííûõ (Qi,Q−i).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî i íåïðåðûâíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü
ôóíêöèè ïðèáûëè (3.4) ïî yi è Si â îòäåëüíîñòè î÷åâèäíà.

Äëÿ âîãíóòîñòè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿä-
êà ôóíêöèè ïðèáûëè d2Πi(Qi,Q−i, yi, Si) áûë îòðèöàòåëüíî îïðåäå-
ëåí ïî (yi, Si). Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà âîçüìåì åå ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå ïî yi è Si

∂Πi(Qi,Q−i, yi, Si)

∂yi

=
Qi

y2
i

Ki +
hiS

2
i Qi

2bi(Qi,Q−i)y
2
i

− gi(y
2
i − S2

i )

2bi(Qi,Q−i)

Qi

y2
i

, (3.6)

∂Πi(Qi,Q−i, yi, Si)

∂Si

= − hiSi

bi(Qi,Q−i)

Qi

yi

+
gi(yi − Si)

bi(Qi,Q−i)

Qi

yi

. (3.7)

Ïîòîì âòîðûå ÷àñòíûå è ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå

∂2Πi(Qi,Q−i, yi, Si)

∂y2
i

= −2Qi

y3
i

Ki − S2
i (hi + gi)Qi

bi(Qi,Q−i)y
3
i

< 0,
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∂2Πi(Qi,Q−i, yi, Si)

∂S2
i

= − (hi + gi)Qi

bi(Qi,Q−i)yi

< 0,

∂2Πi(Qi,Q−i, yi, Si)

∂yi∂Si

=
∂2Πi(Qi,Q−i, yi, Si)

∂Si∂yi

=
Si(hi + gi)Qi

bi(Qi,Q−i)y
2
i

> 0.

Òåïåðü îïðåäåëèì ìèíîðû äî âòîðîãî ïîðÿäêà

411 =
∂2Πi(Qi,Q−i, yi, Si)

∂y2
i

< 0,

422 =

∣∣∣∣∣∣

∂2Πi(Qi,Q−i,yi,Si)

∂y2
i

∂2Πi(Qi,Q−i,yi,Si)

∂yi∂Si

∂2Πi(Qi,Q−i,yi,Si)

∂Si∂yi

∂2Πi(Qi,Q−i,yi,Si)

∂S2
i

∣∣∣∣∣∣
=

2KiQ
2
i (hi + gi)

bi(Si,S−i)y4
i

> 0.

Èç äâóõ ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà
ôóíêöèè (3.4) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí íà ìíîæåñòâå [0,∞)× [0,∞).
Ïîýòîìó ôóíêöèÿ (3.4) âîãíóòà ïî (yi, Si).

Òàê êàê äëÿ êàæäîãî i ôóíêöèÿ ïðèáûëè Πi(Qi,Q−i, yi, Si) âîãíó-
òà, òî ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà (y∗i , S

∗
i ), åñëè îíà ñóùåñòâóåò, áóäåò îïðå-

äåëÿòü åå ìàêñèìóì.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êè (y∗i , S

∗
i ) íåîáõîäèìî ïåðâûå

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå (3.6) è (3.7) ïðèðàâíÿòü ê íóëþ:

Qi

y2
i

Ki +
hiS

2
i Qi

2bi(Qi,Q−i)y
2
i

− gi(y
2
i − S2

i )

2bi(Qi,Q−i)

Qi

y2
i

= 0, (3.8)

− hiSi

bi(Qi,Q−i)

Qi

yi

+
gi(yi − Si)

bi(Qi,Q−i)

Qi

yi

= 0. (3.9)

Èç (3.8) è (3.9) ïîëó÷èì

Ki +
hiS

2
i

2bi(Qi,Q−i)
− gi(y

2
i − S2

i )

2bi(Qi,Q−i)
= 0,

−hiSi + giyi − giSi = 0.

Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , N äàåò ðåøåíèå

y∗i = y∗i (Qi,Q−i) =

√
2Ki(gi + hi)

higi

bi(Qi,Q−i), (3.10)



32 Ì.Ã. Ãàñðàòîâ, Â.Â. Çàõàðîâ

S∗i = S∗i (Qi,Q−i) =

√
2Kigi

hi(gi + hi)
bi(Qi,Q−i). (3.11)

Îïòèìàëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ñòðàòåãèÿ
(
y∗i (Qi,Q−i), S

∗
i (Qi,Q−i)

)
, i =

1, . . . , N ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3.5). Òàêèì îáðàçîì, âíóòðåííÿÿ
çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ìàòåðèàëüíûìè çàïàñàìè ðå-
øåíà.

3.3. Ñóùåñòâîâàíèå ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ÷èñòûõ
ñòðàòåãèÿõ

Äëÿ êàæäîé ôèðìû i, i = 1, . . . , N îïòèìàëüíóþ âíóòðåííþþ
ñòðàòåãèþ y∗i è S∗i , îïðåäåëåííóþ ïî ôîðìóëàì (3.10) è (3.11), ïîä-
ñòàâèì â ôóíêöèþ ïðèáûëè (âûèãðûøà) (3.4)

Πi

(
Qi,Q−i, y

∗
i (Qi,Q−i), S

∗
i (Qi,Q−i)

)
= Qip(Qi,Q−i)−

Qi

y∗i (Qi,Q−i)
×

×
[
Ki +

hiS
∗2
i (Qi,Q−i) + gi

(
y∗i (Qi,Q−i)− S∗i (Qi,Q−i)

)2

2bi(Qi,Q−i)

]
−Qici =

= Qip(Qi,Q−i)−
Qi

y∗i (Qi,Q−i)

[
Ki +

higiy
∗2
i (Qi,Q−i)

2bi(Qi,Q−i)(hi + gi)

]
−Qici =

= Qip(Qi,Q−i)− 2Ki
Qi

y∗i (pi,p−i)
−Qici =

= Qip(Qi,Q−i)−
√

2Kigihi

hi + gi

· Qi√
bi(Qi,Q−i)

−Qici.

Ïóñòü

Πi

(
Qi,Q−i, y

∗
i (Qi,Q−i), S

∗
i (Qi,Q−i)

)
= Φi(Qi,Q−i).

Òîãäà ôóíêöèÿ ïðèáûëè ôèðìû i áóäåò èìåòü âèä

Φi(Qi,Q−i) = Qip(Qi,Q−i)−
√

2Kigihi

hi + gi

· Qi√
bi(Qi,Q−i)

−Qici. (3.12)
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Ôóíêöèÿ (3.12) çàâèñèò òîëüêî îò âíåøíèõ ñòðàòåãèé (Qi,Q−i).
Ïîëó÷èì áåñêîàëèöèîííóþ èãðó N ëèö òèïà - êîëè÷åñòâåííóþ êîí-
êóðåíöèþ � ìîäåëü Êóðíî [10]:

ΓK =

〈
N, {Φi}N

i=1 ,
{

Ω
(1)
i

}N

i=1

〉
. (3.13)

Îáëàñòü Ω(1) = Ω
(1)
1 × Ω

(1)
2 × . . . × Ω

(1)
N � ìíîæåñòâî âñåõ ñèòóàöèé

Q = (Q1, Q2, . . . , QN) â èãðå (3.13).

Òåîðåìà 3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ äëÿ
âñåõ i = 1, . . . , N : 1) îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà p(Qi,Q−i) äâàæäû
äèôôåðåíöèðóåìà, óáûâàåò è âîãíóòà ïî Qi ∈ Ω

(1)
i ïðè êàæäîì ôèê-

ñèðîâàííîì Q−i ∈ Ω(1)/Ω
(1)
i ;

2) ôóíêöèÿ Qi√
bi(Qi,Q−i)

âûïóêëà ïî Qi ∈ Ω
(1)
i ïðè ôèêñèðîâàííîì Q−i

èëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (åñëè bi(Qi,Q−i) � äâàæäû äèôôåðåí-
öèðóåìà)

3Qi

(
∂bi(Qi,Q−i)

∂Qi

)2

≥

≥ 4bi(Qi,Q−i)
∂bi(Qi,Q−i)

∂Qi

+ 2Qibi(Qi,Q−i)
∂2bi(Qi,Q−i)

∂Q2
i

è íåïðåðûâíà íà Ω(1);
3) ñóùåñòâóåò Q̃i ∈ (a

(1)
i , b

(1)
i ):

p(Qi,Q−i) <

√
2Kigihi

gi + hi

· bi(Qi,Q−i)− 1/2Qi
∂bi(Qi,Q−i)

∂Si

b
3/2
i (Qi,Q−i)

+ ci (3.14)

ïðè Qi ≥ Q̃i.
Òîãäà â èãðå (3.13) ñóùåñòâóåò ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó

â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ (Q∗
1, Q

∗
2, . . . , Q

∗
N), ïðè÷åì Q∗

i ∈ [a
(1)
i , Q̃i), i =

1, . . . , N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ äîñòàòî÷-
íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ôèðìû i ìíîæåñòâî âíåøíèõ ñòðàòå-
ãèé Ω

(1)
i ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì, ôóíêöèÿ âû-

èãðûøà Φi(Qi,Q−i) íåïðåðûâíà â ñîâîêóïíîñòè ïî âñåì ñòðàòåãèÿì
(Q1, Q2, . . . , QN) íà ìíîæåñòâå Ω(1) è âîãíóòà ïî ñîáñòâåííîé ñòðàòå-
ãèè Qi ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì Q−i [7].
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Ëþáîé îòðåçîê íà äåéñòâèòåëüíîé îñè åñòü âûïóêëûé êîìïàêò,
ïîýòîìó ìíîæåñòâî Ω

(1)
i � âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî äëÿ ëþ-

áîãî i = 1, . . . , N .
Èç ïåðâîãî óñëîâèÿ òåîðåìû èìååì, ÷òî ôóíêöèÿ p(Qi,Q−i) âî-

ãíóòà ïî Qi, ïîýòîìó ∂2p(Qi,Q−i)

∂Q2
i

≤ 0. Êðîìå òîãî, ýòà ôóíêöèÿ óáûâàåò
è, êàê ñëåäñòâèå, ∂p(Qi,Q−i)

∂Qi
≤ 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì

∂2
(
p(Qi,Q−i)Qi

)

∂Q2
i

= 2
∂p(Qi,Q−i)

∂Qi

+ Qi

∂2p(Si,Q−i)

∂Q2
i

≤ 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ p(Qi,Q−i)Qi âîãíóòà ïî Qi ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì Q−i, i = 1, . . . , N . Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ p(Qi,Q−i) äâàæäû
äèôôåðåíöèðóåìà ïî Si, çíà÷èò îíà áóäåò è íåïðåðûâíîé ïî Si. Òàê
êàê ñèòóàöèÿ (Qi,Q−i) âõîäèò â îáðàòíóþ ôóíêöèþ ñïðîñà êàê ñóì-

ìà: p(Qi,Q−i) = p

(
N∑
k

Qk

)
, òî çàâèñèìîñòü ïîñëåäíåé ïî êàæäîé

âíóòðåííåé ñòðàòåãèè Qi, i = 1, . . . N îäèíàêîâà. Ïîýòîìó p(Qi,Q−i)

áóäåò íåïðåðûâíîé â ñîâîêóïíîñòè ïî ñòðàòåãèÿì âñåõ ôèðì íà ìíî-
æåñòâå Ω(1). Çíà÷èò, ôóíêöèÿ p(Qi,Q−i)Qi, êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, áóäåò íåïðåðûâíîé ïî (Qi,Q−i) íà Ω(1).

Ó÷èòûâàÿ âòîðîå äîïóùåíèå òåîðåìû è òî, ÷òî ëþáàÿ ëèíåé-
íàÿ ôóíêöèÿ âîãíóòà èëè âûïóêëà, èìååì, ÷òî ôóíêöèÿ âûèãðûøà
Φi(Qi,Q−i) ÿâëÿåòñÿ ñóììà òðåõ âîãíóòûõ ïî ïåðåìåííîé Qi ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ ñòðàòåãèÿõ äðóãèõ èãðîêîâ è íåïðåðûâíûõ íà ìíîæåñòâå
Ω(1) ôóíêöèé, ÷òî è ïîêàçûâàåò åå âîãíóòîñòü ïî Qi íà ìíîæåñòâå
Ω

(1)
i è íåïðåðûâíîñòü â ñîâîêóïíîñòè ïî ñòðàòåãèÿì âñåõ ôèðì íà

ìíîæåñòâå Ω(1), ò. å. âûïîëíåíî óñëîâèå âòîðîãî ïîðÿäêà [10].
Äëÿ âûïóêëîñòè ôóíêöèè Qi√

bi(Qi,Q−i)
ïî ïåðåìåííîé Qi íåîáõîäè-

ìî, ÷òîáû åå âòîðàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ýòîé ïåðåìåííîé áûëà
íåîòðèöàòåëüíîé, òî åñòü ∂2

∂S2
i

(
Qi√

bi(Qi,Q−i)

)
≥ 0 èëè

∂2

∂Q2
i

(
Qi√

bi(Qi,Q−i)

)
=
−bi(Qi,Q−i)

b
5/2
i (Qi,Q−i)

∂bi(Qi,Q−i)

∂Qi

−

−
1/2Qibi(Qi,Q−i)

∂2bi(Qi,Q−i)

∂Q2
i

− 3/2Qi

(
∂bi(Qi,Q−i)

∂Qi

)2

2b
5/2
i (Qi,Q−i)

≥ 0.
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Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî âòîðîãî óñëîâèÿ òåîðåìû

3Qi

(
∂bi(Qi,Q−i)

∂Qi

)2

≥

≥ 4bi(Qi,Q−i)
∂bi(Qi,Q−i)

∂Qi

+ 2Qibi(Qi,Q−i)
∂2bi(Qi,Q−i)

∂Q2
i

.

Òàêèì îáðàçîì, â èãðå (3.13) ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå â ÷èñòûõ
ñòðàòåãèÿõ (Q∗

1, Q
∗
2, . . . , Q

∗
N).

Òåïåðü îïðåäåëèì, ãäå áóäóò íàõîäèòüñÿ ðàâíîâåñíûå ñòðàòåãèè
ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (3.14). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ÷àñòíóþ
ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè âûèãðûøà Φi(Qi,Q−i), i = 1, . . . , N ïî ñîá-
ñòâåííîé ñòðàòåãèè Qi:

∂Φi(Qi,Q−i)

∂Qi

=
∂p(Qi,Q−i)

∂Qi

Qi + p(Qi,Q−i)−

−
√

2Kigihi

gi + hi

bi(Qi,Q−i)− 1/2Qi
∂bi(Qi,Q−i)

∂Qi

b
3/2
i (Qi,Q−i)

− ci.

Ôóíêöèÿ Φi(Qi,Q−i) âîãíóòà ïî Qi íà ìíîæåñòâå Ω
(1)
i . Ïîýòîìó

ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà (òî÷êà ìàêñèìóìà) Q∗
i áóäåò ñóùåñòâîâàòü íà

Ω
(1)
i , åñëè Φi(Qi,Q−i) áóäåò ñíà÷àëà âîçðàñòàòü, à ïîòîì óáûâàòü ïðè

ëþáîì Q−i. Òàêèì îáðàçîì äîëæíà ñóùåñòâóåò òî÷êà Q̃i ∈ Ω
(1)
i :

∂Φi(Qi,Q−i)

∂Qi
< 0 ïðè Qi ≥ Q̃i, ò. å.

∂p(Qi,Q−i)

∂Qi

Qi + p(Qi,Q−i)−

−
√

2Kigihi

gi + hi

bi(Qi,Q−i)− 1/2Qi
∂bi(Qi,Q−i)

∂Qi

b
3/2
i (Qi,Q−i)

− ci < 0

ïðè Qi ≥ Q̃i

Èìåÿ â âèäó, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå � îòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ
âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

p(Qi,Q−i) <

√
2Kigihi

gi + hi

bi(Qi,Q−i)− 1/2Qi
∂bi(Qi,Q−i)

∂Qi

b
3/2
i (Qi,Q−i)

− ci
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ïðè Qi ≥ Q̃i äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , N.

Â òàêîì ñëó÷àå òî÷êà ìàêñèìóìà Q∗
i ∈ [a

(1)
i , Q̃i) è îíà áóäåò ðåøåíèåì

ñèñòåìû óðàâíåíèé

∂Φi(Qi,Q−i)

∂Qi

= 0, i = 1, . . . , N

èëè
∂p(Qi,Q−i)

∂Qi

Qi + p(Qi,Q−i)−

−
√

2Kigihi

gi + hi

b(Qi,Q−i)− 1/2Qi
∂bi(Qi,Q−i)

∂Qi

b
3/2
i (Qi,Q−i)

− ci = 0, (3.15)

i = 1, . . . , N.

Íàáîð (Q∗
1, Q

∗
2, . . . , Q

∗
N) áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèåé â

÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ, áîëåå òîãî (Q∗
1, Q

∗
2, . . . , Q

∗
N) ∈ [a

(1)
1 , Q̃1)×[a

(1)
2 , Q̃2)×

. . .× [a
(1)
N , Q̃N) ∈ Ω(1).

Ñëåäñòâèå 3.1. Åñëè â òåîðåìå 3.1 ñäåëàòü òîëüêî ïåðâîå äîïó-
ùåíèå è óñëîâèå, ÷òî ôóíêöèÿ èíòåíñèâíîñòè ïîòðåáëåíèÿ bi(·),
i = 1, . . . , N íå çàâèñèò îò îáúåìîâ ïîñòàâîê, òî â èãðå (3.13) áóäåò
ñóùåñòâîâàòü ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ bi(·) ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, òî ôóíê-
öèÿ Qi√

bi(·)
áóäåò ëèíåéíîé. Ïîýòîìó ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì

òåîðåìû 3.1 ôóíêöèÿ ïðèáûëè (âûèãðûøà) (3.12) êàæäîãî èãðîêà i

áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñóììîé òðåõ ôóíêöèé âîãíóòûõ ïî Qi ïðè ôèêñèðî-
âàííûõ ñòðàòåãèÿõ äðóãèõ èãðîêîâ è íåïðåðûâíûõ íà Ω(1). Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî â èãðå (3.13) ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñíàÿ ñèòóàöèÿ â ÷èñòûõ
ñòðàòåãèÿõ.

Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 3.1, òî óñëîâèå (3.14) áóäåò
âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p(Qi,Q−i) <

√
2Kigihi

(gi + hi)bi

+ ci

ïðè Qi ∈ [a
(1)
i , Q̃i) ∈ [a

(1)
i , b

(1)
i ), i = 1, . . . , N . À ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ

(Q∗
1, Q

∗
2, . . . , Q

∗
N) áóäåò ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.15), èìåþùåé
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âèä

∂p(Qi,Q−i)

∂Qi

Qi + p(Qi,Q−i) =

√
2Kigihi

(gi + hi)bi

+ ci, i = 1, . . . , N. (3.16)

Êðîìå òîãî, (Q∗
1, Q

∗
2, . . . , Q

∗
N) ∈ [a

(1)
1 , Q̃1)×[a

(1)
2 , Q̃2)×. . .×[a

(1)
N , Q̃N).

Äàëåå íàéäåííóþ ñèòóàöèþ ðàâíîâåñèÿ ïîäñòàâèì â ôîðìóëû (3.10)
è (3.11) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé îïòèìàëüíîé âíóòðåí-
íåé ñòðàòåãèè (y∗i , S

∗
i ), ãäå y∗i = y∗i (Q

∗
1, Q

∗
2, . . . , Q

∗
N), S∗i = S∗i (Q

∗
1, Q

∗
2, . . . ,

Q∗
N). Â êîíå÷íîì èòîãå, êàæäàÿ ôèðìà i, i = 1, . . . ., N áóäåò îñó-

ùåñòâëÿòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå U∗
i = (Q∗

i , y
∗
i , S

∗
i ).

4. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü óïðàâëåíèÿ ìàòåðèàëüíûìè
çàïàñàìè äëÿ ñëó÷àÿ öåíîâîé êîíêóðåíöèè

4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îïèñàíèå ìîäåëè
Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç òèïîâ îëèãîïîëèè � ìîäèôèöèðî-

âàííàÿ ìîäåëü Áåðòðàíà [10].
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ðûíêå åñòü N ôèðì, ïîñòàâëÿþùèõ è ðå-

àëèçóþùèõ íåêîòîðóþ ïðîäóêöèþ ÷åðåç ñâîè ñêëàäñêèå ñèñòåìû.
Ïðè ýòîì ôèðìû ñîâåðøàþò ëîãèñòè÷åñêèå îïåðàöèè ïî ïðîâåäåíèþ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîãèñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñ äîïóùåíèåì äåôèöèòà
è ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåëàêñàöèîííîãî ìåòîäà ðåãóëèðîâàíèÿ çàïàñîâ
(yi, Si) (ñì. ðàçäåë 2). Áóäåì èññëåäîâàòü ðàñïðîñòðàíåííûé ñëó÷àé,
êîãäà èõ ïðîäóêöèÿ íå âïîëíå âçàèìîçàìåíÿåìà è ïîòðåáèòåëü ñïîñî-
áåí ïîêóïàòü èõ ïî ðàçíûì öåíàì pi, i = 1, . . . , N . Ôèðìû ïðèíèìàþò
ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî öåí pi è ïåðåìåííûõ (yi, Si). Â äàííîé ìîäåëè
íåîáõîäèìî ââåñòè íåêîòîðóþ ôóíêöèþ ñïðîñà äëÿ êàæäîé ôèðìû
Di = Di(pi,p−i).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [10] ôóíêöèÿ ïðèáûëè êàæäîé ôèðìû i = 1, . . . , N

ðàâíà
Πi(pi,p−i) = Di(pi,p−i)pi − Li(Di(pi,p−i)), (4.1)

ãäå Li(Di(pi,p−i)) � ýòî ôóíêöèÿ ëîãèñòè÷åñêèõ çàòðàò ïî îáåñïå-
÷åíèþ ñïðîñà Di(pi,p−i), êîòîðûé áóäåò óäîâëåòâîðåí ïîëíîñòüþ.
Èç (2.8) ñëåäóåò, ÷òî ëîãèñòè÷åñêèå çàòðàòû ìîæíî îïðåäåëèòü ïî
ôîðìóëå

Li(Di(pi,p−i)) = Li(pi,p−i, yi, Si) =
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=
Di(pi,p−i)

yi

(
Ki + ciyi + hi

S2
i

2ai

+ gi
(yi − Si)

2

2ai

)
. (4.2)

Êàê è â ðàçäåëå 3, ìîæíî ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ èíòåíñèâíîñòè
ïîòðåáëåíèÿ ai(·) â êàæäîì ïåðèîäå (öèêëå) äëÿ êàæäîé ôèðìû i =

1, . . . , N : â ïåðâîì ñëó÷àå îíà áóäåò çàâèñåòü îò óñòàíîâëåííûõ íà
ðûíêå öåí (pi,p−i), à âî âòîðîì íå áóäåò çàâèñåòü îò íèõ. Â ïåðâîì
ñëó÷àå ai = bi(pi,p−i), i = 1, . . . , N . Ïîýòîìó ôóíêöèþ (4.2) ìîæíî
ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Li(pi,p−i, yi, Si) =

=
Di(pi,p−i)

yi

(
Ki + ciyi + hi

S2
i

2bi(pi,p−i)
+ gi

(yi − Si)
2

2bi(pi,p−i)

)
. (4.3)

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (4.1) äëÿ ôóíêöèè ëîãèñòè÷åñêèõ çàòðàò â
(4.1), ïîëó÷èì

Πi(pi,p−i) = Πi(pi,p−i, yi, Si) = Di(pi,p−i)pi−

−Di(pi,p−i)

yi

(
Ki + ciyi + hi

S2
i

2bi(pi,p−i)
+ gi

(yi − Si)
2

2bi(pi,p−i)

)
. (4.4)

Ïî àíàëîãèè ñ ðàçäåëîì 3 ïàðó (yi, Si) íàçîâåì âíóòðåííåé ñòðà-
òåãèåé, à pi � âíåøíåé (èãðîâîé) ñòðàòåãèåé ôèðìû i, i = 1, . . . , N .

Çàäàäèì ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé êàæäîé ôèðìûi, i = 1, . . . , N :
Ω

(1)
i =

{
pi

∣∣ pi ∈ [a
(1)
i , b

(1)
i ] ⊂ [0,∞)

}
; Ω

(2)
i =

{
yi

∣∣ yi ∈ [a
(2)
i , b

(2)
i ] ⊂

(0,∞)
}
; Ω

(3)
i =

{
Si

∣∣ Si ∈ [a
(3)
i , b

(3)
i ] ⊂ [0,∞)

}
. Ïóñòü a

(j)
i ¿ b

(j)
i äëÿ

âñåõ i = 1, . . . , N è j = 1, 2, 3.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì, ÷òî êàæäàÿ ôèðìà i ïðè îïòèìèçàöèè

ëîãèñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ óïðàâëÿåò ñòðàòåãèÿìè íà äâóõ óðîâíÿõ: íà
ïåðâîì óðîâíå óïðàâëÿåò âíóòðåííåé ñòðàòåãèåé (yi, Si), ðåøàÿ çàäà-
÷ó ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè (4.4), � âíóòðåííÿÿ çàäà÷à, è íà âòîðîì
óðîâíå óïðàâëÿåò âíåøíåé (èãðîâîé) ñòðàòåãèåé pi � âíåøíÿÿ (èãðî-
âàÿ) çàäà÷à. Â êà÷åñòâå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè âî âíåøíåé çàäà÷å,
ïðèíèìàþùåé ôîðìó öåíîâîé êîíêóðåíöèè, ðàññìîòðèì ðàâíîâåñèå
ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ.

4.2. Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè
Âî âíóòðåííåé çàäà÷å êàæäàÿ ôèðìû i óïðàâëÿåò òîëüêî âíóò-

ðåííåé ñòðàòåãèåé (yi, Si) ∈ Ω
(2)
i × Ω

(3)
i ïðè ôèêñèðîâàííûõ âíåøíèõ
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ñòðàòåãèÿõ âñåõ ôèðì (pi,p−i) ∈ Ω(1) = Ω
(1)
1 × Ω

(1)
2 × . . . × Ω

(1)
N . Êðè-

òåðèåì ÿâëÿåòñÿ

Πi(pi,p−i, yi, Si)
(yi,Si)−−−→ max, yi ∈ Ω

(2)
i , Si ∈ Ω

(3)
i . (4.5)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ëåììå 3.1.

Ëåììà 4.1. Ôóíêöèÿ ïðèáûëè (4.4) êàæäîé ôèðìû i, i = 1, . . . , N

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî yi è Si â îòäåëüíîñòè è
âîãíóòîé ïî (yi, Si) íà ìíîæåñòâå [0,∞)× [0,∞) (è, â ÷àñòíîñòè,
íà Ω

(2)
i × Ω

(3)
i ) ïðè ôèêñèðîâàííûõ (pi,p−i).

Òàê êàê ôóíêöèÿ (4.4) âîãíóòà, òî ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà (y∗i , S
∗
i ),

åñëè îíà ñóùåñòâóåò, áóäåò îïðåäåëÿòü åå ìàêñèìóì (áóäåò ðåøåíèåì
çàäà÷è (4.5)). Äëÿ åå îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî ïåðâûå ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå ôóíêöèè âûèãðûøà (4.4) ïðèðàâíÿòü ê íóëþ

∂Πi(pi,p−i, yi, Si)

∂yi

=

=
Di(pi,p−i)

y2
i

Ki +
hiS

2
i − gi(y

2
i − S2

i )

2bi(pi,p−i)

Di(pi,p−i)

y2
i

= 0, (4.6)

∂Πi(pi,p−i, yi, Si)

∂Si

=

= − hiSi

bi(pi,p−i)

Di(pi,p−i)

yi

+
gi(yi − Si)

bi(pi,p−i)

Di(pi,p−i)

yi

= 0. (4.7)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.2) è (4.2), i = 1, . . . , N äàåò ðåøåíèå

y∗i = y∗i (pi,p−i) =

√
2Ki(gi + hi)

higi

bi(pi,p−i), (4.8)

S∗i = S∗i (pi,p−i) =

√
2Kigi

hi(gi + hi)
bi(pi,p−i). (4.9)

Èç (4.8) è (4.9) ñëåäóåò, ÷òî îïòèìàëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ñòðàòåãèÿ
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, ÿâíî çàâèñÿùåé îò âíåøíèõ ñòðàòåãèé âñåõ ôèðì
(pi,p−i): (y∗i , S

∗
i ) =

(
y∗i (pi,p−i), S

∗
i (pi,p−i)

)
, i = 1, . . . , N .
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4.3. Ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ âî
âíåøíåé çàäà÷å

Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , N îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ äëÿ âíóòðåí-
íåé çàäà÷è (y∗i , S

∗
i ), íàéäåííóþ èç (4.8) è (4.9), ïîäñòàâèì â ôóíêöèþ

ïðèáûëè (4.4) è ïîëó÷èì, ÷òî

Πi

(
pi,p−i, y

∗
i (pi,p−i), S

∗
i (pi,p−i)

)
=

= piDi(pi,p−i)−
√

2Kigihi

hi + gi

· Di(pi,p−i)√
bi(pi,p−i)

−Di(pi,p−i)ci.

Ïóñòü
Πi

(
pi,p−i, y

∗
i (pi,p−i), S

∗
i (pi,p−i)

)
= Φi(pi,p−i).

Òîãäà ôóíêöèÿ ïðèáûëè (âûèãðûøà) ôèðìû i áóäåò èìåòü âèä

Φi(pi,p−i) = piDi(pi,p−i)− ξi

Di(pi,p−i)√
bi(pi,p−i)

−Di(pi,p−i)ci, (4.10)

ãäå

ξi =

√
2Kigihi

hi + gi

, i = 1, . . . , N.

Ôóíêöèÿ (4.10) çàâèñèò òîëüêî îò âíåøíèõ ñòðàòåãèé ôèðì (pi,p−i) ∈
Ω(1) = Ω

(1)
1 × Ω

(1)
2 × . . .× Ω

(1)
N ⊂ RN

+ .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì áåñêîàëèöèîííóþ èãðó N ëèö - öåíîâóþ
êîíêóðåíöèþ � ìîäèôèöèðîâàííóþ ìîäåëü Áåðòðàíà [10]:

ΓB =

〈
N, {Φi}N

i=1 ,
{

Ω
(1)
i

}N

i=1

〉
. (4.11)

Òåîðåìà 4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ i = 1, . . . , N ñäåëàíû ñëå-
äóþùèå äîïóùåíèÿ:
1) ôóíêöèÿ Di(pi,p−i) óáûâàåò, äèôôåðåíöèðóåìà è âûïóêëà ïî pi

íà ìíîæåñòâå Ω
(1)
i ïðè ôèêñèðîâàííîì p−i è íåïðåðûâíà íà Ω(1);

2) ôóíêöèÿ Di(pi,p−i)
/√

bi(pi,p−i) âûïóêëà ïî pi íà ìíîæåñòâå Ω
(1)
i

ïðè ôèêñèðîâàííîì p−i è íåïðåðûâíà íà Ω(1);
3) ôóíêöèÿ piDi(pi,p−i) âîãíóòà ïî pi íà ìíîæåñòâå Ω

(1)
i ïðè ôèê-

ñèðîâàííîì p−i.
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Òîãäà â èãðå (4.11) ñóùåñòâóåò ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ÷è-
ñòûõ ñòðàòåãèÿõ (p∗1, p

∗
2, . . . , p

∗
N).

4) Åñëè ñóùåñòâóåò p̄i ∈
(
a

(1)
i , b

(1)
i

)
òàêîå, ÷òî

Di(pi,p−i)<ξi

2
∂Di(pi,p−i)

∂pi
bi(pi,p−i)−Di(pi,p−i)

∂bi(pi,p−i)

∂pi

2b
3/2
i (pi,p−i)

+
∂Di(pi,p−i)

∂pi

ci

ïðè pi > p̄i, òî p∗i ∈ [a
(1)
i , p̄i), ∀ i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñíîé ñèòó-
àöèè (íå îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæàùåé ìíîæåñòâó Ω(1)) î÷åâèäíî. Ïî
ïåðâîìó óñëîâèþ òåîðåìû ôóíêöèÿ Di(pi,p−i) íåïðåðûâíà â ñîâî-
êóïíîñòè ïî (pi,p−i) íà Ω(1), ïîýòîìó è ôóíêöèÿ piDi(pi,p−i) òàêæå
íåïðåðûâíà íà Ω(1) (êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé).
Èç ïåðâûõ òðåõ äîïóùåíèé â òåîðåìå ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ïðèáû-
ëè (4.10) äëÿ êàæäîãî i ÿâëÿåòñÿ ñóììîé òðåõ ôóíêöèé âîãíóòûõ
ïî ñòðàòåãèè pi ïðè âñåõ ôèêñèðîâàííûõ ñòðàòåãèÿõ îñòàëüíûõ èã-
ðîêîâ è íåïðåðûâíûõ íà ìíîæåñòâå Ω(1). Ñëåäîâàòåëüíî, îíà áóäåò
âîãíóòîé ïî ñòðàòåãèè pi è íåïðåðûâíîé íà Ω(1). Ìíîæåñòâî Ω

(1)
i ÿâ-

ëÿåòñÿ îòðåçêîì è, êàê ñëåäñòâèå, âûïóêëûì êîìïàêòîì. Ïîýòîìó â
èãðå (4.11) ñóùåñòâóåò ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðà-
òåãèÿõ (p∗1, p

∗
2, . . . , p

∗
N) [10].

Ïîêàæåì, ÷òî ÷åòâåðòîãî óñëîâèÿ òåîðåìû äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî,
÷òîáû (p∗1, p

∗
2, . . . , p

∗
N) ∈ Ω(1).

Â ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ (p∗1, p
∗
2, . . . , p

∗
N) íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëî-

âèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà [10]:

∂Φi(pi,p−i)

∂pi

∣∣∣∣∣ pj=p∗j
j=1,...,N

= 0, i = 1, . . . , N.

Òåì áîëåå, åñëè ñóùåñòâóåò p̄i ∈ (a
(1)
i , b

(1)
i ):

∂Φi(pi,p−i)

∂pi

> 0, a
(1)
i ≤ pi < p̄i, pj ∈ Ω

(1)
j , j 6= i, i = 1, . . . , N,

è
∂Φi(pi,p−i)

∂pi

< 0, p̄i < pi ≤ b
(1)
i , pj ∈ Ω

(1)
j , j 6= i, i = 1, . . . , N,
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òî p?
i < p̄i, i = 1, . . . , N .

×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè (4.10) ïî pi äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , N

ðàâíà

∂Φi(pi,p−i)

∂pi

=
∂Di(pi,p−i)

∂pi

bi(pi,p−i) + Di(pi,p−i)−

−ξi

2
∂Di(pi,p−i)

∂pi
bi(pi,p−i)−Di(pi,p−i)

∂bi(pi,p−i)

∂pi

2b
3/2
i (pi,p−i)

− ∂Di(pi,p−i)

∂pi

ci.

Èç óñëîâèÿ

∂Φi(pi,p−i)

∂pi

< 0, p̄i < pi ≤ b
(1)
i , pj ∈ Ω

(1)
j , j 6= i, i = 1, . . . , N

ñëåäóåò
∂Di(pi,p−i)

∂pi

bi(pi,p−i) + Di(pi,p−i)−

−ξi

2
∂Di(pi,p−i)

∂pi
bi(pi,p−i)−Di(pi,p−i)

∂bi(pi,p−i)

∂pi

2b
3/2
i (pi,p−i)

− ∂Di(pi,p−i)

∂pi

ci < 0,

p̄i < pi ≤ b
(1)
i , pj ∈ Ω

(1)
j , j 6= i, i = 1, . . . , N.

Òàê êàê ôóíêöèÿ ñïðîñà Di(pi,p−i) óáûâàþùàÿ ïî pi, òî ∂Di(pi,p−i)

∂pi
<

0. Ïîýòîìó äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî óñëî-
âèÿ èç ÷åòâåðòîãî äîïóùåíèÿ â òåîðåìå, ò. å.

Di(pi,p−i) < ξi

2
∂Di(pi,p−i)

∂pi
bi(pi,p−i)−Di(pi,p−i)

∂bi(pi,p−i)

∂pi

2b
3/2
i (pi,p−i)

+
∂Di(pi,p−i)

∂pi

ci,

äëÿ pi > p̄i. Áîëåå òîãî, èìååì p∗i ∈ [a
(1)
i , p̄i) ⊂ Ω(1).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 4.1 ñèòóàöèÿ
ðàâíîâåñèÿ (p∗1, p

∗
2, . . . , p

∗
N) áóäåò ðåøåíèåì ñèñòåìû èç N óðàâíåíèé

ñ N íåèçâåñòíûìè:
∂Di(pi,p−i)

∂pi

bi(pi,p−i) + Di(pi,p−i) =
∂Di(pi,p−i)

∂pi

ci+ (4.12)

+ξi

2
∂Di(pi,p−i)

∂pi
bi(pi,p−i)−Di(pi,p−i)

∂bi(pi,p−i)

∂pi

2b
3/2
i (pi,p−i)

, i = 1, . . . , N.
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Âîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà ïåðèîä ïëàíèðîâàíèÿ äëÿ êàæäîé ôèð-
ìû i = 1, . . . , N ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, ò. å. Ti =

Di(pi,p−i)

bi(pi,p−i)
=

const (èíòåíñèâíîñòü ñïðîñà íîñèò ðàâíîìåðíûé õàðàêòåð). Òàê êàê

Di(pi,p−i)√
bi(pi,p−i)

=
Di(pi,p−i)√
Di(pi,p−i)/Ti

=
√

TiDi(pi,p−i),

òî ôóíêöèÿ ïðèáûëè (4.10) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Φi(pi,p−i) = piDi(pi,p−i)− ρi

√
Di(pi,p−i)−Di(pi,p−i)ci, (4.13)

ãäå

ρi =

√
2TiKigihi

hi + gi

, i = 1, . . . , N.

Òåîðåìà 4.2. Ñäåëàåì ñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ äëÿ âñåõ i = 1, . . . , N :
1) Ti =

Di(pi,p−i)

bi(pi,p−i)
=const ïðè âñåõ (pi,p−i) ∈ Ω(1);

2) ôóíêöèÿ Di(pi,p−i) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî pi è íåïðå-
ðûâíà íà ìíîæåñòâå Ω(1);
3) ôóíêöèÿ

√
Di(pi,p−i) âûïóêëà ïî pi ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì

p−i è íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå Ω(1);
4) ôóíêöèÿ piDi(pi,p−i) âîãíóòà ïî ïåðåìåííîé pi ïðè ëþáîì ôèê-
ñèðîâàííîì p−i.
Òîãäà â èãðå (4.11) ñóùåñòâóåò ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ÷è-
ñòûõ ñòðàòåãèÿõ (p∗1, p

∗
2, . . . , p

∗
N).

Èç óñëîâèÿ 4) â òåîðåìå 4.1 ïðè âûïîëíåíèè âñåõ óñëîâèé â òåî-
ðåìå 4.2 ñëåäóåò, ÷òî ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ (p∗1, p

∗
2, . . . , p

∗
N) áóäåò ðå-

øåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé
∂Di(pi,p−i)

∂pi

bi(pi,p−i) + Di(pi,p−i) =

= ρi

∂Di(pi,p−i)

2∂pi

1√
Di(pi,p−i)

+
∂Di(pi,p−i)

∂pi

ci, (4.14)

i = 1, . . . , N,

åñëè ñóùåñòâóþò p̄i ∈
(
a

(1)
i , b

(1)
i

)
, i = 1, . . . , N òàêèå, ÷òî

Di(pi,p−i) < ρi

∂Di(pi,p−i)

2∂pi

1√
Di(pi,p−i)

+
∂Di(pi,p−i)

∂pi

ci
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ïðè pi > p̄i. Áîëåå òîãî, p∗i ∈ [a
(1)
i , p̄i), ∀ i.

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ â èãðå (4.11) ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè (p∗1, p
∗
2, . . . , p

∗
N)

îïðåäåëÿþòñÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ îïòèìàëüíîé âíóòðåííåé ñòðàòå-
ãèè ïî ôîðìóëàì (4.8) è (4.9).

Â èòîãå, êàæäàÿ ôèðìà i, i = 1, . . . ., N áóäåò îñóùåñòâëÿòü îïòè-
ìàëüíîå óïðàâëåíèå U∗

i = (p∗i , y
∗
i , S

∗
i ).

5. Ïðèìåð ìîäåëè óïðàâëåíèÿ ìàòåðèàëüíûìè çàïàñàìè äëÿ
ñëó÷àÿ êîëè÷åñòâåííîé êîíêóðåíöèè

Äëÿ ìîäåëè èç ðàçäåëà 3 ðàññìîòðèì ïðèìåð îáðàòíîé ôóíêöèè
ñïðîñà âèäà [10]

p(Qi,Q−i) = p

(
N∑

k=1

Qk

)
= A−B

N∑

k=1

Qk, (5.1)

ãäå A è B � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, Qi ∈ Ω
(1)
i = [a

(1)
i , b

(1)
i ],

i = 1, . . . ., N . Çàäàäèì çàâèñèìîñòü ôóíêöèè èíòåíñèâíîñòè ïîòðåá-
ëåíèÿ îò îáùåé öåíû íà ðûíêå â ñëåäóþùåé ôîðìå:

ai = ai(p) = αi − βip,

ãäå αi > 0 è βi > 0, i = 1, . . . ., N . Òîãäà èç (5.1) èìååì

ai = ai(p(Qi,Q−i)) = bi(Qi,Q−i) = αi − βiA + βiB

N∑

k=1

Qk. (5.2)

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ äëÿ îáðàòíîé ôóíêöèè ñïðîñà è èíòåíñèâ-
íîñòè ïîòðåáëåíèÿ (5.1) è (5.2) â ôóíêöèþ (3.12)

Φi(Qi,Q−i) =

(
A−B

N∑

k=1

Qk

)
Qi−

−
√

2Kigihi

gi + hi

Qi√
αi − βiA + βiB

N∑
k=1

Qk

− ciQi. (5.3)

Íàéäåì ìíîæåñòâî ñèòóàöèé, â êîòîðîì ôóíêöèÿ âûèãðûøà (5.3)
êàæäîé ôèðìû áóäåò âîãíóòîé ïî ñâîåé âíåøíåé ñòðàòåãèè. Äëÿ ýòî-
ãî âîçüìåì ñíà÷àëà ïåðâóþ, à ïîòîì âòîðóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ.
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Ïåðâàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

∂Φi(Qi,Q−i)

∂Qi

= A− 2BQi −B

N∑

k=1
k 6=i

Qk−

−δi

αi − βiA + βiB
1
2
Qi + βiB

N∑
k=1
k 6=i

Qk

(
αi − βiA + βiB

N∑
k=1

Qk

)3/2
− ci, (5.4)

ãäå

δi =

√
2Kigihi

gi + hi

, i = 1, .., N.

Âòîðàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

∂2Φi(Qi,Q−i)

∂Q2
i

= −2B + δiβiB

αi − βiA + βiB
1
4
Qi + βiB

N∑
k=1
k 6=i

Qk

(
αi − βiA + βiB

N∑
k=1

Qk

)5/2
. (5.5)

Äëÿ âîãíóòîñòè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû (5.5) áûëà îòðèöàòåëüíîé

−2B + δiβiB

αi − βiA + βiB
1
4
Qi + βiB

N∑
k=1
k 6=i

Qk

(
αi − βiA + βiB

N∑
k=1

Qk

)5/2
< 0.

Ðàçäåëèâ íà ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó B îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà, ïî-
ëó÷èì

2 > δiβi

αi − βiA + βiB
1
4
Qi + βiB

N∑
k=1
k 6=i

Qk

(
αi − βiA + βiB

N∑
k=1

Qk

)5/2
. (5.6)

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî 2 ≥ δiβi, òàê êàê
â ïðàâîé ÷àñòè ÷èñëèòåëü ìåíüøå çíàìåíàòåëÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
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ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî Ω
(1)

i âíåøíèõ ñòðàòåãèé Qi, â êîòîðîì
ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ âíåø-
íèõ ñòðàòåãèé äðóãèõ ôèðì Q−i ∈ Ω(1)/Ω

(1)
1 :

Ω
(1)

i =





Qi ∈ Ω
(1)
i

∣∣∣∣∣ 2


αi − βiA + βiBQi + βiB

N∑

k=1
k 6=i

Qk




5/2

>

> δiβi


αi − βiA + βiB

1

4
Qi + βiB

N∑

k=1
k 6=i

Qk


 , Qk ∈ Ω

(1)
k , k 6= i





. (5.7)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äðîáü â âûðàæåíèè (5.6) óáûâàþùàÿ è ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ, ïîýòîìó íåçàâèñèìî îò ìíîæåñòâà (5.7) áóäåò ñóùå-
ñòâîâàòü Q̂i > a

(1)
i , i = 1, . . . N òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ âûèãðûøà (5.3)

áóäåò âîãíóòîé ïî Qi ïðè ëþáûõ Q−i.
Âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèåì (5.4), ïîëó÷èì, ÷òî ñèñòåìà óðàâ-

íåíèé (3.16) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â èãðå ΓK (3.13)
ñ ôóíêöèåé âûèãðûøà (5.3) â äàííîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé
âèä:

2BQi + B

N∑

k=1,k 6=i

Qk + δi

2(αi − βiA) + 2βiB
N∑

k=1
k 6=i

Qk + βiBQi

2


αi − βiA + βiB

N∑
k=1
k 6=i

Qk




3/2
= A− ci,

(5.8)
i = 1, . . . , N.

Ýòà ñèñòåìà áóäåò èìåòü ðåøåíèå (Q∗
1, Q

∗
2, . . . , Q

∗
N), ïðèíàäëåæàùåå

çàäàííîìó ìíîæåñòâó Ω(1) = Ω
(1)
1 ×Ω

(1)
2 × . . .× Ω

(1)
N , åñëè âûïîëíÿåò-

ñÿ òðåòüå óñëîâèå (3.14) (òåîðåìà 3.1). Òàê æå äëÿ åå ðàçðåøèìîñòè
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíê-
öèè âûèãðûøà Φi(Qi,Q−i) ïî ñâîåé ïåðåìåííîé Qi íà êîíöàõ ìíîæå-
ñòâà Ω

(1)
i ïðè ôèêñèðîâàííûõ âíåøíèõ ñòðàòåãèé êîíêóðåíòîâ Q−i

ïðèíèìàëà çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, à èìåííî, ∂Πi(Qi,Q−i)

∂Qi

∣∣∣
Qi=a

(1)
i

> 0 è
∂Πi(Qi,Q−i)

∂Qi

∣∣∣
Qi=b

(1)
i

< 0, i = 1, . . . , N .
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Ñèñòåìó (5.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â äðóãîì âèäå

(
A− 2BQi −B

N∑

k 6=i

Qk − ci

)(
αi − βiA + βiB

N∑

k 6=i

Qk + βiBQi

)3/2

=

=

√
Kigihi

2(gi + hi)

(
2(αi − βiA) + 2βiB

N∑

k 6=i

Qk + βiBQi

)
, (5.9)

i = 1, . . . , N.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (5.9) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíî-
ìîì ïÿòîé ñòåïåíè, è åñëè ðåøàòü åå ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ, òî êî-
íå÷íîå óðàâíåíèå, çàâèñÿùåå òîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé Qi, áóäåò
èìåòü ñòåïåíü 5N è, ñîîòâåòñòâåííî, íå áóäåò ðåøàòüñÿ â êâàäðàòó-
ðàõ. Ïîýòîìó ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé âîçìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî
÷èñëåííûìè ìåòîäàìè èëè ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòîâ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñ äâóìÿ ôèðìàìè (N = 2) è çàäàäèì êîí-
êðåòíûå çíà÷åíèÿ âñåì ïàðàìåòðàì ìîäåëè: A = 500 USD, B = 1,
K1 = 60 USD, c1 = 6 USD, h1 = 1 USD/h, g1 = 1 USD/h, α1 = 200

pcs., β1 = 1 pcs./USD, K2 = 50 USD, c2 = 5 USD, h2 = 2/3 USD/h,
g2 = 2/3 USD/h, α2 = 250 pcs., β2 = 1 pcs./USD, Ω

(1)
1 = [a

(1)
1 , b

(1)
1 ] =

[10, 105], Ω
(1)
2 = [a

(1)
2 , b

(1)
2 ] = [10, 105].

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (5.9) ñ ÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåí-
òîâ (îòíîñèòåëüíî Q1 è Q2):





(494− 2Q1 −Q2)(−300 + Q2 + Q1)
3/2 =

√
15(−600 + 2Q2 + Q1) ,

(495− 2Q2 −Q1)(−250 + Q1 + Q2)
3/2 =

5

3

√
3(−500 + 2Q1 + Q2) .

Ýòà ñèñòåìà èìååò ïÿòü ðåøåíèé, ÷åòûðå èç êîòîðûõ êîìïëåêñíûå
è îäíî äåéñòâèòåëüíîå � (165.939, 164.537). À ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ,
èìåþùàÿ öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷èòñÿ îêðóãëåíèåì äåéñòâè-
òåëüíîãî ðåøåíèÿ:

(Q∗
1, Q

∗
2) = (166, 165) .

Ñ ó÷åòîì (5.1) è (5.2) ïåðåïèøåì ôîðìóëû (3.10) è (3.11) äëÿ
îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé âíóòðåííåé ñòðàòåãèé äëÿ êàæäîé ôèðìû



48 Ì.Ã. Ãàñðàòîâ, Â.Â. Çàõàðîâ

i (i = 1, 2):

y∗i = y∗i (Q∗
1, Q

∗
2) =

√
2Ki(αi − βiA + βiB(Q∗

1 + Q∗
2))(gi + hi)

gihi

,

S∗i = S∗i (Q∗
1, Q

∗
2) =

√
2Ki(αi − βiA + βiB(S∗1 + Q∗

2))gi

hi(gi + hi)
.

Ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ îïòèìàëüíûõ âíóòðåííèõ ñòðàòåãèé:
� äëÿ ïåðâîé ôèðìû:

(y∗1, S
∗
1) = (86, 43) ;

� äëÿ âòîðîé ôèðìû:

(y∗2, S
∗
2) = (154, 78) .

Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïåðâîé ôèðìû: U∗
1 =

(166, 86, 43), à âòîðîé ôèðìû � U∗
2 = (165, 154, 78).

6. Ïðèìåð ìîäåëè óïðàâëåíèÿ ìàòåðèàëüíûìè çàïàñàìè äëÿ
ñëó÷àÿ öåíîâîé êîíêóðåíöèè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ ñïðîñà Di(pi,p−i) è ôóíêöèÿ èíòåí-
ñèâíîñòè ïîòðåáëåíèÿ bi(pi,p−i) ó âñåõ ôèðì (èãðîêîâ) èìååò îäèí è
òîò æå õàðàêòåð çàâèñèìîñòè îò âíåøíèõ ñòðàòåãèé. Ïî àíàëîãèè ñ
[10] ââåäåì ôóíêöèè ñïðîñà è èíòåíñèâíîñòè ïîòðåáëåíèÿ äëÿ ôèðìû
i, i = 1, . . . , N , ñëåäóþùåãî âèäà:

Di(pi,p−i) = di

pβi1
1 pβi2

2 . . . p
βi,i−1

i−1 p
βi,i+1

i+1 . . . pβiN

N

p1+αi
i

, (6.1)

bi(pi,p−i) = ei

pβi1
1 pβi2

2 . . . p
βi,i−1

i−1 p
βi,i+1

i+1 . . . pβiN

N

p1+αi
i

, (6.2)

ãäå di è ei � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, αi > βij > 0 ∀ j 6= i,
i = 1, . . . , N .
Ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà ïî ñîáñòâåííîé öåíå îòðèöàòåëüíà è ðàâíà εii =

−1− αi < 0, ïî öåíàì êîíêóðåíòîâ � ïîëîæèòåëüíà è εij = βij > 0.
Òàê êàê ïîòðåáëåíèå bi ðàâíîìåðíîå, òî ïåðèîä ïëàíèðîâàíèÿ Ti

ïðîäàæè ïðîäóêöèè ïðè îáðàçîâàíèè ñïðîñà îáúåìîì Di = Di(pi,p−i)

ðàâåí Di(pi,p−i)/bi(pi,p−i) = di/ei.
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Çàäà÷à ðåøàåòñÿ â äâà óðîâíÿ.
Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à. Ïåðåïèøåì ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ

îïòèìàëüíûõ âíóòðåííèõ ñòðàòåãèé yi è Si, êîòîðûå çàâèñÿò îò âíåø-
íèõ ñòðàòåãèé, äëÿ äàííîãî ïðèìåðà:

y∗i (pi,p−i) =

√
2Ki(gi + hi)eiγi(p−i)

higip
1+αi
i

, (6.3)

S∗i (pi,p−i) =

√
2Kigieiγi(p−i)

hi(gi + hi)p
1+αi
i

, (6.4)

ãäå ââåëè îáîçíà÷åíèå γi(p−i) = pβi1
1 pβi2

2 . . . p
βi,i−1

i−1 p
βi,i+1

i+1 . . . pβiN

N .
Âíåøíÿÿ çàäà÷à. Íàéäåííûå îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè äëÿ âíóò-

ðåííåé çàäà÷è y∗i è S∗i , îïðåäåëåííûå ïî ôîðìóëàì (6.3) è (6.4), ïîä-
ñòàâèì â ôóíêöèþ ïðèáûëè (4.10) è ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé äëÿ ôóíê-
öèè ñïðîñà Di(pi,p−i) è èíòåíñèâíîñòè ïîòðåáëåíèÿ bi(pi,p−i) (6.1)
è (6.2) ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷èì

Φi(pi,p−i) = piDi(pi,p−i)−
√

2TiKigihi

hi + gi

√
Di(pi,p−i)−Di(pi,p−i)ci =

= pi

diγi(p−i)

p1+αi
i

−
√

di

ei

√
2Kigihi

hi + gi

√
diγi(p−i)

p1+αi
i

− diγi(p−i)

p1+αi
i

ci.

Φi(pi,p−i) =
diγi(p−i)

pαi
i

− di

p
(1+αi)/2
i

√
2Kigihiγi(p−i)

ei(gi + hi)
− diciγi(p−i)

p1+αi
i

. (6.5)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì áåñêîàëèöèîííóþ èãðó N ëèö (ìîäåëü
Áåðòðàíà):

Γ1
K =

〈
N, {Ω(1)

i }N
i=1, {Φi}N

i=1

〉
, (6.6)

ãäå Ω
(1)
i � ìíîæåñòâî âíåøíèõ ñòðàòåãèé ôèðìû (èãðîêà) i, Ω

(1)
i ={

pi|a(1)
i ≤ pi ≤ b

(1)
i

}
, i = 1, . . . , N .

Òåîðåìà 6.1. Ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ αi > 0, i = 1, . . . , N

â èãðå Γ1
K (6.6) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî

Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. Åñëè 0 < αi < 1, i = 1, . . . , N , òî
ôèðìû ãàðàíòèðîâàííî áóäóò ïîëó÷àòü ïîëîæèòåëüíûå âûèãðûøè
â ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà Ω

(1)
i ÿâ-

ëÿþòñÿ âûïóêëûìè êîìïàêòíûìè ìíîæåñòâàìè, ôóíêöèÿ âûèãðû-
øà (6.5) êàæäîãî èãðîêà i, i = 1, . . . , N íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå
Ω(1) = Ω

(1)
1 ×Ω

(1)
2 × . . .×Ω

(1)
N è âîãíóòà ïî ñîáñòâåííîé ñòðàòåãèè, ò. å.

ôóíêöèÿ Φi(pi,p−i) âîãíóòà ïî pi ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì íàáîðå
öåí êîíêóðåíòîâ p−i.

Ëþáîé îòðåçîê íà äåéñòâèòåëüíîé îñè åñòü âûïóêëûé êîìïàêò,
ïîýòîìó î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâà Ω

(1)
i � âûïóêëûå êîìïàêòíûå ìíî-

æåñòâà äëÿ âñåõ i = 1, . . . , N .
Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè ïðèáûëè (âûèãðûøà)

Φi(pi,p−i) =
diγi(p−i)

pαi
i

− di

p
(1+αi)/2
i

√
2Kigiγi(p−i)hi

ei(gi + hi)
− diciγi(p−i)

p1+αi
i

â ñîâîêóïíîñòè ïî âñåì ñòðàòåãèÿì î÷åâèäíà ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ
αi > 0 äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , N .

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ ïðèáûëè (6.5) âîãíóòà ïî pi íà Ω
(1)
i ïðè

ôèêñèðîâàííûõ p−i ïðè ëþáîì çíà÷åíèè αi > 0 äëÿ ëþáîãî i =

1, . . . , N . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
Ïåðâûé ñëó÷àé. 0 < αi < 1, i = 1, . . . , N . Ïðåîáðàçóåì ôóíêöèþ

âûèãðûøà (6.5) ê ñëåäóþùåìó âèäó:

Φi(pi,p−i) =
diγi(p−i)

p1+αi
i

(
pi − δi(p−i)p

(1+αi)/2
i − ci

)
, (6.7)

ãäå

δi(p−i) =

√
2Kigihi

ei(gi + hi)γi(p−i)
.

Î÷åâèäíî, αi+1
2

< 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò
òàêîå çíà÷åíèå pi = p̂i, ÷òî Φi(pi,p−i) ≥ 0 ïðè ëþáîì pi ≥ p̂i.

Ïðåäåë lim
pi→∞

Φi(pi,p−i) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, îíà áóäåò óáûâàòü è
∂Φi(pi,p−i)/∂pi < 0.

Îïðåäåëèì ýêñòðåìóì ôóíêöèè Φi(pi,p−i) ïî pi ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì íàáîðå öåí êîíêóðåíòîâ p−i. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ÷àñòíóþ ïðîèç-
âîäíóþ ïî pi

∂Φi(pi,p−i)

∂pi

= −αidiγi(p−i)

p1+αi
i

+
di(1 + αi)

2

√
2Kigihiγi(p−i)

ei(gi + hi)

1

p
(3+αi)/2
i

+
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+
(αi + 1)diγi(p−i)ci

p2+αi
i

. (6.8)

Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ ïðàâóþ ÷àñòü (6.8), ïîëó÷èì

−αipi +
1 + αi

2
δi(p−i)p

(αi+1)/2
i + (1 + αi)ci = 0. (6.9)

Îáîçíà÷èì wi = wi(pi) = −αipi+
1+αi

2
δi(p−i)p

(1+αi)/2
i +(1+αi)ci, i =

1, . . . , N . Îïðåäåëèì, ñêîëüêî òî÷åê p0
i ó ôóíêöèè wi = wi(pi), â êîòî-

ðûõ çíà÷åíèå ðàâíî íóëþ. Ïðè î÷åíü ìàëûõ pi ôóíêöèÿ èìååò ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, à ïðè áîëüøèõ � ñòðåìèòñÿ ê −∞. Ýòî ãî-
âîðèò î òîì, ÷òî îäíó òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ àáñöèññ ôóíêöèÿ
èìååò â ëþáîì ñëó÷àå, ò. å. ó óðàâíåíèÿ (6.9) åñòü êàê ìèíèìóì îäíî
ðåøåíèå. Ïðîèçâîäíàÿ ïî pi: ∂wi/∂pi = −αi + (1+αi

2
)2δi(p−i)p

(αi−1)/2
i .

Åñëè ïðèðàâíÿòü åå ê íóëþ, òî ïîëó÷èì òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè
wi = wi(pi). Ó óðàâíåíèÿ w′

i = 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Çíà÷èò, wi = wi(pi) îáëàäàåò îäíèì ýêñòðåìóìîì. Âòîðàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ ïî pi: ∂2wi/∂p2

i = αi−1
2

(
1+αi

2

)2
δi(p−i)p

(αi−3)/2
i < 0. Îòñþäà ñëå-

äóåò, ÷òî â òî÷êå ýêñòðåìóìà ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà,
êîòîðûé áóäåò áîëüøå çíà÷åíèÿ (1 + αi)ci. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ
wi = wi(pi) îò ïîëîæèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ (1 + αi)ci âîçðàñòàåò äî ñâî-
åãî ìàêñèìóìà, ïîñëå ÷åãî ïîñòîÿííî óáûâàåò. Òàêèì îáðàçîì, îíà
ïåðåñåêàåòñÿ ñ îñüþ àáñöèññ òîëüêî â îäíîé òî÷êå. Ïîýòîìó óðàâíå-
íèå (6.9) îòíîñèòåëüíî pi èìååò åäèíñòâåííîå äåéñòâèòåëüíîå ðåøå-
íèå.

È êàê ñëåäñòâèå, ó ôóíêöèè âûèãðûøà Φi(pi,p−i) åñòü îäíà òî÷êà
ýêñòðåìóìà.

Ïðè pi ≥ p̂i ôóíêöèÿ Φi(pi,p−i) ≥ 0. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (6.7),
ñëåäóåò, ÷òî

−αipi + αiδi(p−i)p
(1+αi)/2
i + αici ≤ 0. (6.10)

Âûäåëèì èç (6.9) âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà
(6.10), è ïîëó÷èì

−αipi + αiδi(p−i)p
(1+αi)/2
i + αici =

αi − 1

2
δip

(1+αi)/2
i − ci. (6.11)

Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (6.11), ìåíüøå íóëÿ.
Çíà÷èò, ýêñòðåìóìû ôóíêöèè âûèãðûøà Φi(pi,p−i) ëåæàò â ïîëîæè-
òåëüíîé îáëàñòè çíà÷åíèé.
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Òåïåðü îïðåäåëèì âèä ýêñòðåìóìà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî íàéòè
âòîðóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè Φi(pi,p−i) ïî pi:

∂2Φi(pi,p−i)

∂p2
i

=
αi(1 + αi)diγi(p−i)

p3+αi
i

×

×
(

αipi − 3 + αi

4
δi(p−i)p

(1+αi)/2
i − (2 + αi)ci

)
. (6.12)

Èç (6.9) âûòåêàåò, ÷òî

αipi − 1 + αi

2
δi(p−i)p

(1+αi)/2
i − (1 + αi)ci = 0. (6.13)

Â (6.13) âûäåëèì âûðàæåíèå â ñêîáêàõ â (6.12):

αipi − 3 + αi

4
δi(p−i)p

(1+αi)/2
i − (2 + αi)ci =

=
αi − 1

4
δi(p−i)p

(1+αi)/2
i − ci. (6.14)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (6) íåïîëîæèòåëüíà, è, ñëåäîâàòåëüíî,
âòîðàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ íåïîëîæèòåëüíà. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
â òî÷êå ýêñòðåìóìà ôóíêöèÿ âîãíóòà, à ýòî îçíà÷àåò òî÷êè ìàêñè-
ìóìà. Ôóíêöèÿ Φi(pi,p−i) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè pi → +∞, ò. å. ïðè
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ pi ôóíêöèÿ âûèãðûøà âûïóêëà, òàê êàê âòîðàÿ
÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ áóäåò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà. Ïîýòîìó ñóùåñòâó-
åò íåêîòîðàÿ òî÷êà p̃i, â êîòîðîé íàáëþäàåòñÿ ïåðåãèá. Âåëè÷èíà p̃i

áîëüøå p∗i , â êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì. Ýòî îçíà÷àåò, â ñâîþ
î÷åðåäü, ÷òî íà èíòåðâàëå [0, p̃i] ôóíêöèÿ âûèãðûøà âîãíóòà è äî-
ñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàëè, ÷òî ôóíêöèÿ
âîãíóòà íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå [0, p̃i], ãäå äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì
ôóíêöèè âûèãðûøà, ïðè÷åì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå áîëüøå íóëÿ.

Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî â ñëó÷àå 0 < αi < 1, i = 1, . . . , N , ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ è çíà÷åíèÿ
âûèãðûøåé âñåõ ôèðì (èãðîêîâ) â ýòîé ñèòóàöèè ïîëîæèòåëüíû.

Âòîðîé ñëó÷àé. αi > 1, i = 1, . . . , N . Çäåñü (1 + αi)/2 > 1, i =

1, . . . , N .
Ôóíêöèÿ âûèãðûøà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Φi(pi,p−i) =
diγi(p−i)

p1+αi
i

(
pi − δi(p−i)p

(1+αi)/2
i − ci

)
. (6.15)
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Êàê âèäèì èç (6.12) âòîðàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìåíüøå íóëÿ, íà-
÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ p̃i, ò. å. ñ íåãî ôóíêöèÿ âûèãðûøà (6.15)
âîãíóòà è àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ñíèçó ê íóëþ. Äîïóñòèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò èíòåðâàë [p

(1)
i , p

(2)
i ], íà êîòîðîì ôóíêöèÿ âûèãðûøà ïðè-

íèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
×òîáû âûÿñíèòü, ñêîëüêî òî÷åê ýêñòðåìóìîâ èìååò ôóíêöèÿ âû-

èãðûøà Φi(pi,p−i), íóæíî ïðîàíàëèçèðîâàòü, êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå,
ñêîëüêî äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå (6.9). Àíàëîãè÷-
íî, áóäåì èññëåäîâàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ
óðàâíåíèÿ (6.9), wi = wi(pi) = −αipi + 1+αi

2
δi(p−i)p

(1+αi)/2
i + (1 + αi)ci.

Åå ïðîèçâîäíàÿ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ñëåäîâàòåëüíî, òîëüêî
îäíó òî÷êó ýêñòðåìóìà, â êîòîðîé âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëü-
íà. Çíà÷èò, â íåé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì, êîòîðûé ìîæåò áûòü êàê
îòðèöàòåëüíûì, òàê è ïîëîæèòåëüíûì. Åñëè îí ïîëîæèòåëüíûé, òî,
ó÷èòûâàÿ, ÷òî lim

pi→0
wi = (1+αi)ci > 0, ôóíêöèÿ wi íå áóäåò ïåðåñåêàòü

îñü àáñöèññ è ïîýòîìó óðàâíåíèå (6.9) íå áóäåò èìåòü äåéñòâèòåëüíûõ
ðåøåíèé. Åñëè ìèíèìóì îòðèöàòåëüíûé, òî ôóíêöèÿ wi ïåðåñå÷åò
îñü àáñöèññ è áóäåò óáûâàòü äî ñâîåãî ìèíèìóìà, ïîñëå ÷åãî, ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî lim

pi→∞
wi = +∞, áóäåò ïîñòîÿííî âîçðàñòàòü, è ïåðåñå÷åò îñü

àáñöèññ åùå îäèí ðàç. Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå ó óðàâíåíèÿ (6.9)
áóäåò äâà äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèÿ.

Èç âûøåñêàçàííîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ôóíêöèÿ âûèãðû-
øà Φi(pi,p−i) ëèáî èìååò äâà ýêñòðåìóìà, ëèáî íå èìååò èõ âîîáùå.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñóùåñòâóþò äâå òî÷êè ýêñòðåìóìà, ìîæíî çà-
êëþ÷èòü ñëåäóþùåå.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ Φi(pi,p−i), âîçðàñòàÿ, ïåðåñåêàåò òî÷êó
pi = p

(1)
i , ïîòîì, ïðèíèìàÿ òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, äîñòè-

ãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà, äàëåå óáûâàåò è îáÿçàòåëüíî ïåðåñåêàåò òî÷-
êó pi = p

(2)
i . Íåçàâèñèìî, êàê îíà ïåðåñåêëà ýòó òî÷êó, ñ âîãíóòî-

ñòüþ èëè âûïóêëîñòüþ, îíà äîëæíà äîñòèãíóòü ñâîåãî ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà è ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ âîãíóòî ïðè ñòðåìëåíèè àðãóìåíòà
ê áåñêîíå÷íîñòè. Íà èíòåðâàëå [0 . . . p

(3)
i ]

(
p

(3)
i ≤ p

(2)
i

)
ôóíêöèÿ âûèã-

ðûøà Φi(pi,p−i) âîãíóòà ïî pi íà Ω
(1)
i , i = 1, . . . , N è äîñòèãàåò ñâîåãî

ïîëîæèòåëüíîãî ìàêñèìóìà.
Âî âòîðîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ âûèãðûøà íå èìååò ýêñòðåìàëü-
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íûõ òî÷åê, ó÷èòûâàÿ, ÷òî lim
pi→∞

Φi(pi,p−i) = −0 è lim
pi→0

Φi(pi,p−i) =

−∞, i = 1, . . . , N , îíà áóäåò ïðèíèìàòü òîëüêî îòðèöàòåëüíûå çíà÷å-
íèÿ ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ pi.

Èç (6.10) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî pi

αipi − αiδi(p−i)p
(1+αi)/2
i − αici ≤ 0. (6.16)

Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî (6.16) ê âèäó

αipi − 3 + αi

4
δi(p−i)p

(1+αi)/2
i − (2 + αi)ci ≤

≤ 3αi − 3

4
δi(p−i)p

(1+αi)/2
i − 2ci. (6.17)

Ïðè 3αi−3
4

δi(p−i)p
(1+αi)/2
i − 2ci < 0, ó÷èòûâàÿ (6), âòîðàÿ ÷àñòíàÿ

ïðîèçâîäíàÿ ìåíüøå íóëÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî pi: 0 < pi ≤
(8ci/(3 + 3αi))

2/(αi+1), ôóíêöèÿ âûèãðûøà âîãíóòà, à äëÿ äðóãèõ çíà-
÷åíèé pi, íå ïðèíàäëåæàùèõ ýòîìó èíòåðâàëó, ìîæåò áûòü âûïóêëîé.

Åñëè αipi−3+αi

4
δi(p−i)p

(1+αi)/2
i −(2+αi)ci > 0, òî 3αi−3

4
δi(p−i)p

(1+αi)/2
i −

2ci > 0. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ íà èíòåðâàëå

∆i =

((
8ci

3(αi − 1)δi(p−i)

) 2
1+αi

, ∞
)

.

Ñëåäîâàòåëüíî, è ïåðâîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ íà èíòåðâàëå ∆i.
Íî äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé pi âòîðàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îòðèöà-
òåëüíà. Ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå, èç êîòîðîãî ìîæåì óòâåðæäàòü,
÷òî íåðàâåíñòâî 3αi−3

4
δi(p−i)p

(1+αi)/2
i − 2ci > 0 íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ âûèãðûøà âîãíóòà íà âñåé îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ âûèãðûøà êàæäîãî èãðîêà âîãíóòà ïî
ñîáñòâåííîé ñòðàòåãèè, ïî êðàéíåé ìåðå, íà íåêîòîðîì îòðåçêå, ãäå
îíà ïîëîæèòåëüíà è äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà, èëè æå ôóíêöèÿ
âîãíóòà âñþäó è îòðèöàòåëüíà.

Òðåòèé ñëó÷àé. αi = 1, i = 1, . . . , N .
Ôóíêöèÿ ïðèáûëè (6.7) áóäåò èìåòü âèä

Φi(pi,p−i) =
diγi(p−i)

p2
i

(
pi − δi(p−i)pi − ci

)
.
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Âòîðàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ (6.12) ïðèìåò âèä
∂2Φi(pi,p−i)

∂p2
i

=
2diγi(p−i)

p4
i

(
(1− δi(p−i))pi − 3ci

)
. (6.18)

Åñëè 1 < δi(p−i) äëÿ âñåõ p−i, òî âûðàæåíèå (6.18) îòðèöàòåëü-
íî, ïîýòîìó ôóíêöèÿ Φi(pi,p−i) âîãíóòà ïî pi âñþäó. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå, ñóùåñòâóåò èíòåðâàë [p̂i, ∞), íà êîòîðîì ôóíêöèÿ Φi(pi,p−i)

áóäåò âûïóêëîé. Â äàííîì ñëó÷àå p̂i = 3ci

1−δi(p−i)
. Çàìåòèì, ÷òî âû-

ðàæåíèå (1 − δi(p−i))pi − 3ci → 0 ïðè pi → 0, à ýòî çíà÷èò, ÷òî íà
íåêîòîðîì îòðåçêå [0, p̃i], ôóíêöèÿ áóäåò âîãíóòîé. Òàê êàê âûðàæå-
íèå â (6.18) îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî â îäíîé òî÷êå, òî p̃i = p̂i. Òåì
áîëåå, ôóíêöèÿ Φi(pi,p−i) íåïðåðûâíà íà [0, ∞), ïîýòîìó íà îòðåç-
êå [0, p̃i] ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà p∗i , â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ åå
ìàêñèìóì.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ âûèãðûøåé êàæäîãî èãðîêà âîãíóòà ïî
ñîáñòâåííîé ñòðàòåãèè, ïî êðàéíåé ìåðå, íà íåêîòîðîì îòðåçêå, ãäå
îíà ïîëîæèòåëüíà è äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà, èëè æå ôóíêöèÿ
âîãíóòà âñþäó.

Èòàê, ïîëó÷èëè, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèÿ ïðèáûëè êàæäîãî
èãðîêà èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì, êîòîðûé äîñòèãàåòñÿ â ðàâ-
íîâåñíîé ñòðàòåãèè. Ïîýòîìó â èãðå Γ1

K ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñè-
òóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ (p∗1, p

∗
2, . . . , p

∗
N).

Ðåøåíèå çàäà÷è. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ëî-
êàëüíîå óñëîâèå âòîðîãî ïîðÿäêà âûïîëíåíî [10] ∂2Φi(pi,p−i)

∂p2
i

≤ 0, è ñó-
ùåñòâóåò ðàâíîâåñèå ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. Ïîýòîìó óñëîâèÿ
ïåðâîãî ïîðÿäêà [10] äàþò íàì ñèñòåìó N óðàâíåíèé ñ N íåèçâåñò-
íûìè, ðåøåíèåì êîòîðîé áóäåò ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ. Èç [10] èìååì,
÷òî óñëîâèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ âñåõ i = 1, . . . , N ÿâëÿþòñÿ óðàâ-
íåíèÿ

∂Φi(pi,p−i)

∂pi

= 0.

Â íàøåì ñëó÷àå ýòó ñèñòåìó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì
âèäå:

∂Φi(pi,p−i)

∂pi

= −αidiγi(p−i)

p1+αi
i

+
di(1 + αi)

2

√
2Kigihiγi(p−i)

ei(gi + hi)

1

p
(3+αi)/2
i

+
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+
(1 + αi)diγi(p−i)ci

p2+αi
i

= 0, i = 1, . . . , N. (6.19)

Ñèñòåìó (6.19) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−αipi +
1 + αi

2

√
2Kigihi

ei(gi + hi)γi(p−i)
p

(1+αi)/2
i + (1 + αi)ci = 0, (6.20)

i = 1, . . . , N.

Ñäåëàâ îáîçíà÷åíèå ξi =
1 + αi

2

√
2Kigihi

ei(gi + hi)
, èç (6.20) ïîëó÷èì

ñèñòåìó:

ξip
1+αi

2
i =

√
pβi1

1 pβi2
2 . . . p

βi−1,1

i−1 p
βi+1,1

i+1 . . . pβiN

N (αipi − (1 + αi)ci) , (6.21)

i = 1, . . . , N.

Ñèñòåìà (6.21) ðåøàåòñÿ òîëüêî ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Ðàññìîò-
ðèì ïðèìåð, êîãäà íà ðûíêå äåéñòâóþò äâå ôèðìû, ò. å. N = 2. Ñè-
ñòåìà â òàêîì ñëó÷àå èìååò âèä:

ξ1p
α1+1

2
1 −

√
pβ12

2 (α1p1 − (α1 + 1)c1) = 0,

ξ2p
α2+1

2
2 −

√
pβ21

1 (α2p2 − (α2 + 1)c2) = 0.
(6.22)

Çàäàäèì êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è:K1 =

400 USD, c1 = 10 USD, h1 = 10 USD/h, d1 = 100000, e1 = 10000,
g1 = 5 USD/h, α1 = 1/2, β12 = 1/4, K2 = 400 USD, c2 = 8 USD, h2 = 8

USD/h, d2 = 100000, e2 = 10000, g2 = 6 USD/h, α2 = 1/2, β21 = 1/4.
Ðåøèì ñèñòåìó (6.22)

0, 3872983344p
3
4
1 − p

1
8
2

(
1

2
p1 − 15

)
= 0,

0, 3927922024p
3
4
2 − p

1
8
1

(
1

2
p2 − 12

)
= 0.

Ñèñòåìà äàåò ðåøåíèå p∗1 = 37, 68 USD è p∗2 = 30, 47 USD, ò. å. ïî-
ëó÷èì ðàâíîâåñíóþ ñèòóàöèþ (37, 68, 30, 47). Ïðèáûëè (âûèãðûøè)
ôèðì â ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ áóäóò ðàâíû
Φ1 (p∗1, p

∗
2) = 26744, 43 è Φ2 (p∗1, p

∗
2) = 22422, 48.
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Ïî ôîðìóëàì (6.3) è (6.4) íàéäåì îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ âíóòðåí-
íèõ ñòðàòåãèé y∗1, S∗1 è y∗2, S∗2 : y∗1 ≈ 156, S∗1 ≈ 52 è y∗2 ≈ 185, S∗2 ≈ 79.

Òàêèì îáðàçîì, ó ïåðâîé ôèðìû îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì áóäåò
âåêòîðU∗

1 = (37.68, 156, 52), à ó âòîðîé ôèðìû �U∗
2 = (30.47, 185, 79).

7. Çàêëþ÷åíèå
Â ýòîé ñòàòüå ìû ïîëó÷èëè:

Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ (òåîðåìû 3.1 è 4.1) ñóùåñòâî-
âàíèÿ ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ äëÿ äå-
òåðìèíèðîâàííûõ ìîäåëåé óïðàâëåíèÿ ìàòåðèàëüíûìè çàïàñàìè ïðè
äîïóùåíèè äåôèöèòà (ó÷åòà íåóäîâëåòâîðåííûõ òðåáîâàíèé) â ñëó-
÷àÿõ öåíîâîé è êîëè÷åñòâåííîé êîíêóðåíöèè ìåæäó íåñêîëüêèìè
ïðîèçâîäñòâåííî-êîììåð÷åñêèìè è òîðãîâûìè ñòðóêòóðàìè (ôèðìà-
ìè), îïòèìèçèðóþùèìè ñâîè ëîãèñòè÷åñêèå ïðîöåññû.
Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ (ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.12) è (4.12)), ïîçâîëÿþ-
ùèå îïðåäåëèòü â ðàññìîòðåííûõ áåñêîàëèöèîííûõ èãðàõ ñèòóàöèè
ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ.
Àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ âíóò-
ðåííèõ çàäà÷ îò âíåøíèõ (èãðîâûõ) ñòðàòåãèé â äåòåðìèíèðîâàííûõ
ìîäåëÿõ (ôîðìóëû (3.10),(3.11) è (4.8),(4.9)).
Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ îëèãîïîëèè ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñ
ðàññìîòðåíèåì äåòåðìèíèðîâàííîãî ñïðîñà ñïåöèàëüíîãî âèäà.
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GAME THEORY APPROACH FOR SUPPLY CHAINS
OPTIMIZATION IN CASE OF DETERMINISTIC
DEMAND
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Vicktor V. Zakharov, Faculty of Applied Mathematics and Control
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Abstract : In this paper game theoretic mathematical models of inventory
systems are treated. We consider a market, where several distributors are
acting. Each distributor has warehouse for storage goods before supply
to customers. Assume that demand for their goods has deterministic
nature and depends on total supply or on prices of distributors. So
we will consider quantitative and price competition among distributors.
Distributors are considered as players in non-cooperative game. First we
treat quantitative competition in context of model of Cournot. Then
to consider price competition we use modi�ed model of Bertrand. For
modeling of control of inventory system we use the relaxation method of
inventory regulation with admission of de�ciency.

Keywords : Nash equilibrium, optimal, internal strategy, external strategy,
demand, distributor, non-cooperative game.
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1. Ââåäåíèå
Íàëîãîâàÿ êîíêóðåíöèÿ ãîñóäàðñòâåííûõ è ðåãèîíàëüíûõ âëà-

ñòåé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñìÿã÷åíèå íàëîãîâîé ïîëèòèêè (ñíèæåíèå
ñòàâîê íàëîãîâ, ïðåäîñòàâëåíèå íàëîãîâûõ ëüãîò) ñ öåëüþ ïðèâëå-
÷åíèÿ â êîíòðîëèðóåìûå èìè þðèñäèêöèè ìîáèëüíûõ ôèðì, ôèíàí-
ñîâûõ è òðóäîâûõ ðåñóðñîâ. Â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè íàëîãîâîé êîí-
êóðåíöèè, èçëîæåííîé â ñòàòüå Ã. Çîäðîâà è Ï. Ìèåøêîâñêè [11],
óñòàíîâëåíî, ÷òî â òàêèõ óñëîâèÿõ âëàñòè íàçíà÷àþò íåýôôåêòèâíî
íèçêèå ñ òî÷êè çðåíèÿ îáùåñòâåííîãî áëàãîñîñòîÿíèÿ ñòàâêè íàëî-
ãîîáëîæåíèÿ ìîáèëüíûõ àãåíòîâ è ôàêòîðîâ ïðîèçâîäñòâà. Íàëè÷èå
ýòîãî ýôôåêòà, ïîëó÷èâøåãî íàçâàíèå ¾ãîíêà êî äíó¿, âïîñëåäñòâèè
íåîäíîêðàòíî èññëåäîâàëîñü äëÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì ðàçëè÷íîãî
óðîâíÿ1. Â îáçîðå ìîäåëåé íàëîãîâîé êîíêóðåíöèè [10] Äæ. Óèëñîí
óêàçûâàåò, ÷òî ¾îñíîâíàÿ èäåÿ ëèòåðàòóðû ïî íàëîãîâîé êîíêóðåí-
öèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåçàâèñèìûå ïðàâèòåëüñòâà âîâëåêàþòñÿ â
çàòðàòíóþ êîíêóðåíöèþ çà êàïèòàë ïóòåì ñíèæåíèÿ ñòàâîê íàëîãîâ
è óðîâíÿ îáùåñòâåííûõ ðàñõîäîâ¿.

Ðÿäîì ó÷åíûõ è ïîëèòèêîâ íàëè÷èå â ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ
¾ãîíêè êî äíó¿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåãàòèâíîå ÿâëåíèå, òàê êàê îíî
âåäåò ê ñíèæåíèþ äîõîäíîé ÷àñòè áþäæåòà, íåäîôèíàíñèðîâàíèþ
ãîñóäàðñòâåííûõ ðàñõîäîâ è, êàê ñëåäñòâèå, ê äåãðàäàöèè ñîöèàëüíîé
ñôåðû â þðèñäèêöèè, âîâëå÷åííîé â íàëîãîâóþ êîíêóðåíöèþ [8].

Êàê îòìå÷àåòñÿ â ðàáîòå [6], âîçíèêíîâåíèå ¾ãîíêè êî äíó¿ â òåî-
ðåòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ íàëîãîâîé êîíêóðåíöèè îò÷àñòè îáóñëîâëåíî èñ-
ïîëüçîâàíèåì â íèõ îãðàíè÷èòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé î ñòðóêòóðå
ðûíêîâ â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå. Êëàññè÷åñêèå ìîäåëè ïðåäïîëà-
ãàþò, ÷òî êîíêóðåíöèÿ âëàñòåé âåäåòñÿ ëèáî çà îäíó ôèðìó, ëèáî
ïðè íàëè÷èè ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè ôèðì. Îäíàêî íè ñîâåðøåí-
íàÿ êîíêóðåíöèÿ, íè ìîíîïîëèÿ íå îïèñûâàþò àäåêâàòíî ðåàëüíûå
âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó ôèðìàìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì âàæíûì ôàêòî-
ðîì, êîòîðûé äîëæåí ó÷èòûâàòüñÿ ïðè èññëåäîâàíèè íàëîãîâîé êîí-
êóðåíöèè âëàñòåé, ÿâëÿåòñÿ íåñîâåðøåííàÿ êîíêóðåíöèÿ íàëîãîïëà-
òåëüùèêîâ. Ôèðìû ìîãóò êîíêóðèðîâàòü çà îãðàíè÷åííûå òðóäîâûå

1Îáçîðû ìîäåëåé íàëîãîâîé êîíêóðåíöèè ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [9, 10]. Ýì-
ïèðè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ, äåìîíñòðèðóþùèå íàëè÷èå ¾ãîíêè êî äíó¿ íà ðåãèî-
íàëüíîì óðîâíå, ïðèâîäÿòñÿ â [1].
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ðåñóðñû â þðèñäèêöèè, çà ïîëó÷åíèå ëüãîò è ïðèâèëåãèé (äîñòóï ê
àäìèíèñòðàòèâíîìó ðåñóðñó), çà äîëþ íà ëîêàëüíîì ðûíêå ïðîäóê-
öèè. Ìîáèëüíûå ðàáîòíèêè òàêæå ìîãóò êîíêóðèðîâàòü ìåæäó ñîáîé
íà ëîêàëüíîì ðûíêå òðóäà.

Ïðîöåññû êîíêóðåíöèè, ïàðàëëåëüíî ïðîòåêàþùèå â ìíîãîóðîâ-
íåâûõ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, îêàçûâàþò âëèÿíèå íà õà-
ðàêòåðèñòèêè äðóã äðóãà. Â îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ âîçìîæåí âåð-
òèêàëüíûé ïåðåíîñ êîíêóðåíöèè ìåæäó óðîâíÿìè èåðàðõèè, ïðè êî-
òîðîì îáîñòðåíèå êîíêóðåíöèè àãåíòîâ íà îäíîì óðîâíå áóäåò ñïî-
ñîáñòâîâàòü åå ñíèæåíèþ íà äðóãîì.

Â ñòàòüå èññëåäóåòñÿ ìîäåëü íàëîãîâîé êîíêóðåíöèè þðèñäèêöèé,
êîòîðàÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ íåñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèåé íàëîãîïëàòåëü-
ùèêîâ-ôèðì íà ëîêàëüíûõ ðûíêàõ. Ðåçóëüòàòîì âåðòèêàëüíîãî ïå-
ðåíîñà êîíêóðåíöèè â òàêîé ñèñòåìå ìîæåò ñòàòü óñòàíîâëåíèå âëà-
ñòÿìè áîëåå âûñîêèõ ñòàâîê íàëîãîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ¾ãîíêîé êî äíó¿.

2. Ìîäåëü íàëîãîâîé êîíêóðåíöèè ñ ó÷åòîì ëîêàëüíîé êîí-
êóðåíöèè íàëîãîïëàòåëüùèêîâ ïî Êóðíî

Ðàññìîòðèì ìîäåëü íàëîãîâîé êîíêóðåíöèè, â êîòîðîé ôèðìû,
äåéñòâóþùèå â îäíîé þðèñäèêöèè, êîíêóðèðóþò äðóã ñ äðóãîì íà
ëîêàëüíîì ðûíêå (ðèñ. 1). Îíà îïèñûâàåò èåðàðõè÷åñêóþ ñèñòåìó
¾âëàñòü � íàëîãîïëàòåëüùèê¿, ñîñòîÿùóþ èç k þðèñäèêöèé è l ôèðì-
íàëîãîïëàòåëüùèêîâ. Ìíîæåñòâà þðèñäèêöèé è ôèðì îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç K è L ñîîòâåòñòâåííî.

Þðèñäèêöèè êîíêóðèðóþò ìåæäó ñîáîé çà ïðèâëå÷åíèå ôèðì,
óñòàíàâëèâàÿ ñòàâêè íàëîãà íà ïðèáûëü rj ∈ [0, rmax], ãäå rmax < 1 �
ìàêñèìàëüíàÿ äîïóñòèìàÿ ñòàâêà íàëîãà. Ïðîôèëü íàëîãîâîé ïîëè-
òèêè, ïðåäñòàâëÿþùèé âåêòîð ñòàâîê íàëîãîâ, óñòàíàâëèâàåìûõ âñå-
ìè þðèñäèêöèÿìè, îáîçíà÷èì ÷åðåç r = (r1, . . . , rk). Öåëüþ âëàñòåé
j-é þðèñäèêöèè ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ íàëîãîâûõ ñáîðîâ â áþäæåò:

Cj(r) = rjBj(r) → max
rj∈[0,rmax]

, (2.1)

ãäå Bj � ðàçìåð íàëîãîâîé áàçû â j-é þðèñäèêöèè:

Bj(r) =
∑

i∈Lj(r)

Πi(r), (2.2)
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Ðèñóíîê 1. Ñõåìà âçàèìîäåéñòâèÿ àãåíòîâ â ìîäåëè

Lj(r) ⊆ L � ìíîæåñòâî ôèðì, âûáðàâøèõ þðèñäèêöèþ j ïðè ïðî-
ôèëå íàëîãîâîé ïîëèòèêè r, Πi(r) � ïðèáûëü ôèðìû i â ðàâíîâåñèè,
ñêëàäûâàþùåìñÿ íà ëîêàëüíîì ðûíêå þðèñäèêöèè j ïðè ñòàâêàõ r.

Êàæäàÿ ôèðìà i ∈ L ïðè çàäàííîé íàëîãîâîé ïîëèòèêå âëàñòåé
r âûáèðàåò þðèñäèêöèþ qi ∈ K, â êîòîðîé îíà áóäåò âåñòè äåÿòåëü-
íîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç q = (q1, . . . , ql) ïðîôèëü âûáîðîâ, ñäåëàííûõ
âñåìè ôèðìàìè. Ïðîôèëü q ïîðîæäàåò îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ðàç-
áèåíèå ìíîæåñòâà ôèðì L íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà Lj

ôèðì, âûáðàâøèõ j-þ þðèñäèêöèþ.
Ôèðìû, îêàçàâøèåñÿ â îäíîé þðèñäèêöèè, âñòóïàþò â êîíêóðåí-

öèþ äðóã ñ äðóãîì íà ëîêàëüíîì ðûíêå, âûáèðàÿ ñòðàòåãèè xi ∈ Xi.
×åðåç x = (x1, . . . , xl) îáîçíà÷èì ïðîôèëü êîíêóðåíòíûõ ñòðàòåãèé
âñåõ ôèðì â ñèñòåìå. Öåëüþ i-é ôèðìû ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ ÷è-
ñòîé ïðèáûëè

Gi(x,q; r) = (1− rqi
)Si(xqi

), (2.3)
ãäå Si(xqi

) � äîíàëîãîâàÿ ïðèáûëü i-é ôèðìû, çàâèñÿùàÿ îò âûáèðà-
åìûõ ôèðìàìè êîíêóðåíòíûõ ñòðàòåãèé xs ∈ Xs, s ∈ Lqi

. ×åðåç xqi

çäåñü îáîçíà÷åí ïðîôèëü êîíêóðåíòíûõ ñòðàòåãèé ôèðì, äåéñòâóþ-
ùèõ â þðèñäèêöèè qi

2.
Ìàêñèìèçàöèÿ ôóíêöèè (2.3) îñóùåñòâëÿåòñÿ ôèðìîé â äâà ýòà-

2Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîíêóðåíòíûå ñòðàòåãèè ôèðì, íàõîäÿùèõñÿ â äðóãèõ
þðèñäèêöèÿõ, íå îêàçûâàþò âëèÿíèÿ íà ðàâíîâåñèå íà ëîêàëüíîì ðûíêå þðèñ-
äèêöèè qi è íà ïðèáûëü äåéñòâóþùèõ â íåé ôèðì.
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ïà. Íà ýòàïå êîíêóðåíöèè îíà âåäåòñÿ ïî ñòðàòåãèè xi ∈ Xi ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ ïðîôèëå íàëîãîâîé ïîëèòèêè r è ðàñïðåäåëåíèè ôèðì
ïî þðèñäèêöèÿì q. Òàê êàê äîíàëîãîâàÿ ïðèáûëü Si íå çàâèñèò íåïî-
ñðåäñòâåííî îò íàëîãîâîé ïîëèòèêè þðèñäèêöèé r, òî îïòèìàëüíûå
êîíêóðåíòíûå ñòðàòåãèè ôèðì x∗i áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ òîëüêî ñëî-
æèâøèìñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ôèðì ïî þðèñäèêöèÿì q. Òîãäà èñõîäîì
êîíêóðåíöèè áóäåò íàáîð ðàâíîâåñèé íà ëîêàëüíûõ ðûíêàõ þðèñäèê-
öèé x∗j(q), j ∈ K.

Íà ýòàïå âûáîðà þðèñäèêöèè i-ÿ ôèðìà ìàêñèìèçèðóåò ôóíêöèþ
(2.3) ïî ñòðàòåãèè qi ∈ K ïðè íåêîòîðîì ñóáúåêòèâíîì ïðåäñòàâëå-
íèè î ðàâíîâåñèÿõ, êîòîðûå áóäóò ñêëàäûâàòüñÿ íà ëîêàëüíûõ ðûí-
êàõ {x̃ij(q)|j ∈ K}. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàöèîíàëüíûå îæèäàíèÿ,
ïðè êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå

∀i ∈ L, j ∈ K x̃ij(q) = x∗j(q).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç πi(q) äîíàëîãîâóþ ïðèáûëü i-é ôèðìû â ðàâíî-
âåñèè, ñêëàäûâàþùåìñÿ íà ëîêàëüíîì ðûíêå ïðè ïðîôèëå âûáîðîâ
ôèðì q:

πi(q) = Si(x
∗
qi
(q)). (2.4)

Èñõîäîì ýòàïà âûáîðà þðèñäèêöèè áóäåò ïðîôèëü q∗(r), ïðåä-
ñòàâëÿþùèé ñîáîé ðàâíîâåñèå Íýøà â íåêîîïåðàòèâíîé èãðå ôèðì ñ
êðèòåðèÿìè

Gi(x
∗
qi
(q),q; r) = (1− rqi

)πi(q) → max
qi∈K

. (2.5)

Òîãäà âåëè÷èíà Πi(r) â îïðåäåëåíèè íàëîãîâîé áàçû (2.2) ïðèìåò
âèä

Πi(r) = πi(q
∗(r)), (2.6)

à ìíîæåñòâà Lj(r) â (2.2) áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ðàçáèåíèå ìíî-
æåñòâà ôèðì L, ïîðîæäàåìîå ïðîôèëåì q∗(r).

Ðàññìîòðåííîå âçàèìîäåéñòâèå âëàñòåé è íàëîãîïëàòåëüùèêîâ ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ìíîãîøàãîâîé èãðû, ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü õîäîâ ó÷àñòíèêîâ êîòîðîé èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2. Íà ïåðâîì åå
øàãå þðèñäèêöèÿìè âûáèðàåòñÿ ïðîôèëü íàëîãîâîé ïîëèòèêè r, íà
âòîðîì øàãå ôèðìû ïðîèçâîäÿò âûáîð þðèñäèêöèé äëÿ ñâîåé äåÿ-
òåëüíîñòè q(r), íà òðåòüåì øàãå ôèðìû êîíêóðèðóþò ìåæäó ñîáîé
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Ðèñóíîê 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ ó÷àñòíèêîâ ñèñòåìû

íà ëîêàëüíûõ ðûíêàõ þðèñäèêöèé, âûáèðàÿ ñòðàòåãèè x(q(r)). Ïîñëå
ýòîãî èãðà çàâåðøàåòñÿ è ñòîðîíû ïîëó÷àþò âûèãðûøè, îïðåäåëÿå-
ìûå ôóíêöèÿìè (2.1) è (2.3). Èññëåäóåì ñîâåðøåííûå ïî ïîäûãðàì
ðàâíîâåñèÿ â ýòîé èãðå.

Ïîäûãðû, ðàçûãðûâàåìûå íà òðåòüåì øàãå, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíû íåêîòîðîé ìîäåëüþ êîíêóðåíöèè ôèðì íà ëîêàëüíûõ ðûíêàõ.
Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî òàêîãî ðî-
äà ìîäåëåé, îõâàòûâàþùèõ âñåâîçìîæíûå íþàíñû âçàèìîäåéñòâèÿ
ôèðì. Ýòè ìîäåëè ðàçëè÷àþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿìè î ïðèðîäå êîíêó-
ðåíòíûõ ñòðàòåãèé ôèðì xi, ìåõàíèçìàõ èõ âçàèìîäåéñòâèÿ, ñòðóê-
òóðå ðûíêîâ è äðóãèõ õàðàêòåðèñòèêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû3. Â
íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû íå ñòàâèì çàäà÷ó äåòàëüíîãî àíàëèçà ïðîöåññà
êîíêóðåíöèè ôèðì, â ñâÿçè ñ ÷åì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èçâåñòåí
êîíå÷íûé ðåçóëüòàò ðàçûãðûâàíèÿ ýòîãî ýòàïà, ïðåäñòàâëÿþùèé ñî-
áîé íàáîð ôóíêöèé ïðèáûëè πi(q), i ∈ L. Âèä ôóíêöèé πi(q) áóäåò
ðàçëè÷íûì â çàâèñèìîñòè îò èñïîëüçóåìîé ìîäåëè êîíêóðåíöèè. Òàê,
â äâóõ ýêñòðåìàëüíûõ ñëó÷àÿõ, ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññè÷åñêîé òåî-
ðèåé, � ìîíîïîëèÿ è ñîâåðøåííàÿ êîíêóðåíöèÿ, � ðàâíîâåñèÿ íà ëî-
êàëüíûõ ðûíêàõ x∗j , à ñëåäîâàòåëüíî è ðàâíîâåñíûå ïðèáûëè ôèðì
πi íå çàâèñÿò îò ïðîôèëÿ âûáîðîâ q:

πi(q) = const.

Â ýòîì ñëó÷àå îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2.5) áóäåò âû-
áîð þðèñäèêöèè ñ ìèíèìàëüíîé ñòàâêîé íàëîãà ri è ðàññìàòðèâàå-
ìàÿ ìîäåëü íàëîãîâîé êîíêóðåíöèè ñâîäèòñÿ ê îëèãîïîëèè Áåðòðà-

3Îáçîð ìîäåëåé ðûíî÷íîé êîíêóðåíöèè ôèðì ñîäåðæèòñÿ âî ìíîãèõ êíèãàõ
ïî ìèêðîýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè, íàïðèìåð â [3, 7].
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íà [4], îïèñûâàþùåé öåíîâóþ êîíêóðåíöèþ ïðîèçâîäèòåëåé íà òîâàð-
íîì ðûíêå, â ñâÿçè ñ ÷åì â íåé âîçíèêàåò àíàëîãè÷íîå ðàâíîâåñèå �
¾ãîíêà êî äíó¿4.

Ïðè íåñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè íà ëîêàëüíûõ ðûíêàõ ïðèáûëü,
ïîëó÷àåìàÿ êàæäîé ôèðìîé, áóäåò çàâèñåòü îò òîãî, êàêèå åùå ôèð-
ìû âûáðàëè äëÿ ñâîåé äåÿòåëüíîñòè îäíó ñ íåé þðèñäèêöèþ. Èñ-
ñëåäóåì ñèììåòðè÷íóþ ñèòóàöèþ, ïðè êîòîðîé îñòðîòà êîíêóðåíöèè
íå çàâèñèò îò õàðàêòåðèñòèê þðèñäèêöèè è ôèðì, à îïðåäåëÿåòñÿ
òîëüêî êîëè÷åñòâîì ôèðì, äåéñòâóþùèõ íà ëîêàëüíîì ðûíêå. Ïóñòü
ïðîôèëü âûáîðîâ q ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå Lj, |Lj| = lj. Òîãäà ôóíê-
öèÿ πi(q) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê πi(lqi

). Ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà
ôèðì íà ëîêàëüíîì ðûíêå îñòðîòà êîíêóðåíöèè ìåæäó íèìè âîçðàñ-
òàåò, â ñâÿçè ñ ÷åì πi(lqi

) áóäåò óáûâàþùåé ïî lqi
.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñèñòåìó, â êîòîðîé êîíêóðåíöèÿ
ôèðì íà ëîêàëüíûõ ðûíêàõ þðèñäèêöèé îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ îëè-
ãîïîëèè Êóðíî. Â äàííîì ñëó÷àå êîíêóðåíòíîé ñòðàòåãèåé ôèðìû i

ÿâëÿåòñÿ îáúåì âûïóñêà ïðîäóêöèè xi ≥ 0, à äîíàëîãîâàÿ ïðèáûëü
Si(xqi

) â (2.3) èìååò âèä
Si(xqi

) = (Pqi
(xqi

)− yi)xi, (2.7)
ãäå xqi

= (x1, . . . , xlqi
) � îáúåìû ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè ôèðìàìè â

þðèñäèêöèè qi, Pqi
(xqi

) � öåíà ïðîäóêöèè íà ëîêàëüíîì ðûíêå, yi �
óäåëüíûå èçäåðæêè ïðîèçâîäñòâà åäèíèöû ïðîäóêöèè ôèðìîé i.

Ïóñòü îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà íà ïðîäóêöèþ íà ëîêàëüíîì ðûí-
êå j-é þðèñäèêöèè ëèíåéíà

Pj(xj) = 1− σj, (2.8)
ãäå σj � ñîâîêóïíûé îáúåì âûïóñêà ïðîäóêöèè ôèðìàìè, ðàñïîëî-
æåííûìè â þðèñäèêöèè j:

σj =
∑
i∈Lj

xi. (2.9)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óäåëüíûå èçäåðæêè ó âñåõ ôèðì îäèíàêîâû
è òåõíîëîãèÿ ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè ðåíòàáåëüíà ïðè ñïðîñå, îïðå-
äåëÿåìîì âûðàæåíèåì (2.8): yi = y < 1 äëÿ i ∈ L.

4Ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëè Áåðòðàíà, ïîçâîëÿþùàÿ èçáåæàòü ¾ãîíêè êî äíó¿ ïðè
íàëîãîâîé êîíêóðåíöèè, èññëåäîâàíà â ðàáîòå [2].
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Òîãäà ïðè íàëè÷èè l ôèðì íà ëîêàëüíîì ðûíêå îáúåìû âûïóñêà
ïðîäóêöèè êàæäîé èç íèõ â ðàâíîâåñèè Êóðíî ñîñòàâÿò5

x∗(l) =
1− y

l + 1
, (2.10)

öåíà ïðîäóêöèè íà ëîêàëüíîì ðûíêå áóäåò ðàâíà

P ∗(l) =
1 + ly

l + 1
. (2.11)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.10) è (2.11) â ôóíêöèþ (2.7), ïîëó÷èì, ÷òî äîíàëî-
ãîâàÿ ïðèáûëü ôèðìû â ðàâíîâåñèè, êàê ôóíêöèÿ îò ÷èñëà êîíêó-
ðåíòîâ íà ëîêàëüíîì ðûíêå, áóäåò èìåòü âèä

π(l) = S(x∗(l)) =
(1− y

l + 1

)2

. (2.12)

Ïåðåéäåì ê àíàëèçó ïîäûãð, íà÷èíàþùèõñÿ íà âòîðîì øàãå ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé èãðû, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íà òðåòüåì øàãå ôèðìû
èñïîëüçóþò ñòðàòåãèè x∗, îáðàçóþùèå ðàâíîâåñèå â èãðå ñ êðèòå-
ðèÿìè (2.3). Ïîëüçóÿñü âèäîì êðèòåðèÿ (2.5), ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî
ïðîôèëü âûáîðîâ q∗(r) îáðàçóåò ðàâíîâåñèå â ïîäûãðàõ âòîðîãî øà-
ãà ïðè çàäàííîé íàëîãîâîé ïîëèòèêå þðèñäèêöèé r, åñëè äëÿ ëþáîé
ôèðìû i ∈ L âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(1− rqi∗ )πi(lqi∗ ) ≥ (1− rj)πi(lj + 1) ∀j 6= q∗i (2.13)

Èç (2.13) âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ðàâíîâåñíîãî ïðîôèëÿ âû-
áîðîâ ôèðì.

Ëåììà 2.1. Ðàâíîâåñíûé ïðîôèëü âûáîðîâ ôèðì q∗(r) óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ: äëÿ ëþáîãî ïðîôèëÿ íàëîãîâîé ïîëèòèêè r

∀j, j′ ∈ K : rj > rj′ âûïîëíåíî lj ≤ lj′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðîôèëü íàëîãîâîé ïîëèòèêè r òàêîâ, ÷òî
äëÿ íåêîòîðûõ þðèñäèêöèé j, j′ ∈ K : rj > rj′ . Ðàññìîòðèì ðàâíî-
âåñíûé ïðîôèëü âûáîðîâ ôèðì q∗(r). Èç (2.13) ñëåäóåò, ÷òî ∀i ∈ Lj

âûïîëíåíî

5Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî, íàïðèìåð, â [3, ñ. 38].
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(1− rj)πi(lj) ≥ (1− rj′)πi(lj′ + 1),

îòêóäà
1− rj

1− rj′
≥ π(lj′ + 1)

π(lj)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç rj > rj′ ñëåäóåò, ÷òî

1− rj

1− rj′
< 1.

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî πi(lj) > πi(lj′ +1). Òàê
êàê πi(lj) � óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî lj < lj′ + 1, îòêóäà lj ≤ lj′ .

Äàííîå ñâîéñòâî ãîâîðèò î òîì, ÷òî åñëè ôèðìû ïðèäåðæèâàþòñÿ
ðàâíîâåñíûõ ñòðàòåãèé q∗(r), òî â þðèñäèêöèÿõ ñ áîëåå âûñîêèìè
ñòàâêàìè íàëîãîâ áóäåò äåéñòâîâàòü ìåíüøåå èõ êîëè÷åñòâî, â ñâÿçè
ñ ÷åì îñòðîòà êîíêóðåíöèè íà ëîêàëüíûõ ðûíêàõ òàêèõ þðèñäèêöèé
áóäåò íèæå.

Ïåðåéäåì ê àíàëèçó ïåðâîãî øàãà ðàññìàòðèâàåìîé èãðû. Â äàí-
íîì ðàçäåëå îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ðàâíîâåñíàÿ äîíàëîãîâàÿ
ïðèáûëü ôèðìû èìååò âèä (2.12), à â ñëåäóþùåì èññëåäóåì åãî îáîá-
ùåíèå.

Èç (2.12) ñëåäóåò, ÷òî íàëîãîâàÿ áàçà (2.2) â þðèñäèêöèè j ñîñòà-
âèò

Bj = lj

( 1− y

lj + 1

)2

. (2.14)

Äèôôåðåíöèðóÿ Bj ïî lj, ïîëó÷èì

dBj

dlj
=

(1− y)2(1− lj)

(lj + 1)3
< 0 ïðè lj > 1.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Bj ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé ïî lj íà ìíîæå-
ñòâå lj > 1. Ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî â óñëîâèÿõ
ìîäåëè Êóðíî ðîñò êîëè÷åñòâà ôèðì íà ëîêàëüíîì ðûíêå ñîïðîâîæ-
äàåòñÿ ðåçêèì îáîñòðåíèåì êîíêóðåíöèè ìåæäó íèìè, ïðèâîäÿùèì
ê ñóùåñòâåííîìó ñíèæåíèþ èõ ïðèáûëè, êîòîðîå íå êîìïåíñèðóåò-
ñÿ óâåëè÷åíèåì èõ êîëè÷åñòâà. Â ðåçóëüòàòå îáùàÿ íàëîãîâàÿ áàçà
â þðèñäèêöèè Bj óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì ÷èñëà äåéñòâóþùèõ â íåé
ôèðì.
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Îïðåäåëèì ðàâíîâåñíûå ñòàâêè íàëîãîâ â ýòîé ñèñòåìå. Ðàññìîò-
ðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà ôèðìû â ñèñòåìå ¾äåôèöèòíû¿, ò. å. l < k.
Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî ïðîôèëÿ íàëîãîâîé ïîëèòèêè r è äëÿ ëþáîãî
ïðîôèëÿ âûáîðîâ ôèðì q íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà þðèñäèêöèÿ j ∈ K,
òàêàÿ, ÷òî lj = 0.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü r∗ � ðàâíîâåñíûé ïðîôèëü íàëîãîâîé ïîëèòè-
êè, q∗(r) � ðàâíîâåñíûé ïðîôèëü âûáîðîâ ôèðì. Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå
q∗(r∗) òàêîâî, ÷òî ∀j ∈ K : lj ≤ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî â ñèòóàöèè (r∗,q∗(r)) ñóùåñòâóåò
þðèñäèêöèÿ j ∈ K ñ lj > 1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ þðèñäèê-
öèþ j′ ∈ K òàêóþ, ÷òî lj′ = 0 è íàçíà÷èì ñòàâêó íàëîãà rj′ = rj. Òàê
êàê πi(lj) � óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ è q∗(r) � ðàâíîâåñíûé ïðîôèëü, èç
óñëîâèÿ (2.13) ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ôèðìå i ∈ Lj â ýòîì ñëó÷àå áóäåò
âûãîäíî ïåðåéòè â þðèñäèêöèþ j′. Ñëåäîâàòåëüíî, âûèãðûø þðèñ-
äèêöèè j′ óâåëè÷èòñÿ, òî åñòü (r∗,q∗(r)) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè l < k â ðàâíîâåñèè â êàæäîé þðèñäèêöèè
áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü íå áîëåå îäíîé ôèðìû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K0 è
K1 ìíîæåñòâà þðèñäèêöèé òàêèõ, ÷òî lj = 0 è lj = 1 ñîîòâåòñòâåííî.
Èç ëåììû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî â ðàâíîâåñèè K = K0 ∪K1.

Òåîðåìà 2.1. Ëþáîé ðàâíîâåñíûé ïðîôèëü íàëîãîâîé ïîëèòèêè r∗

â ìîäåëè (2.1) � (2.9) ïðè l < k óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
(a) ∀j ∈ K1 r∗j = 0;
(á) ∀j ∈ K0 r∗j ≥ 0 è õîòÿ áû îäíî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî êàê

ðàâåíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîôèëü íàëîãîâîé ïîëèòèêè r∗ óäî-
âëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ. Ýòîò ïðîôèëü îáðàçóåò ðàâ-
íîâåñèå íà ïåðâîì øàãå ðàññìàòðèâàåìîé ìíîãîøàãîâîé èãðû, ïðè
óñëîâèè, ÷òî ôèðìû ïðèäåðæèâàþòñÿ ðàâíîâåñíûõ ñòðàòåãèé íà ïî-
ñëåäóþùèõ õîäàõ, òàê êàê:

� äëÿ ëþáîé þðèñäèêöèè j ∈ K0 îòêëîíåíèå îò ñòàâêè r∗j íå ïðè-
âëå÷åò â íåå ôèðìû è ñëåäîâàòåëüíî, íå ïðèâåäåò ê óâåëè÷åíèþ âû-
èãðûøà;
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� äëÿ ëþáîé þðèñäèêöèè j ∈ K1 ïîâûøåíèå ñòàâêè ïðèâåäåò ê òî-
ìó, ÷òî äåéñòâóþùàÿ â íåé ôèðìà, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîåé îïòèìàëü-
íîé ñòðàòåãèåé q∗i (r), ïåðåéäåò â þðèñäèêöèþ j′ ∈ K0 ñ r∗j′ = 0 (ñî-
ãëàñíî óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ, òàêàÿ þðèñäèêöèÿ ñóùåñòâóåò). Ïðè
ýòîì âûèãðûø þðèñäèêöèè j îñòàíåòñÿ ðàâíûì 0.

Äîêàæåì, ÷òî äðóãèõ ðàâíîâåñèé íåò. Ïóñòü r0 � ðàâíîâåñíûé ïðî-
ôèëü íàëîãîâîé ïîëèòèêè, ñîîòâåòñòâóþùèé ðàâíîâåñíîìó ïðîôèëþ
âûáîðîâ ôèðì q∗(r). Èç ëåììû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî K = K0∪K1, èç ëåì-
ìû 2.1 � ÷òî þðèñäèêöèè èç ìíîæåñòâà K1 óñòàíîâÿò ñòàâêè íàëîãîâ,
íå áîëüøèå ÷åì þðèñäèêöèè èç K0. Îáîçíà÷èì

ρ = min
j∈K0

{r0
j}, ς = max

j∈K1
{r0

j}.

Òîãäà èç ëåììû 2.1 ñëåäóåò ς ≤ ρ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå âûïîëíåíî óñëîâèå (à). Òîãäà ς > 0. Â ýòîì

ñëó÷àå ëþáàÿ þðèñäèêöèÿ j ∈ K0, óñòàíîâèâ ñòàâêó 0 < rj < ς , ìî-
æåò ïðèâëå÷ü ôèðìó èç íåêîòîðîé þðèñäèêöèè j′ ∈ K1 è ïîëó÷àòü
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíóþ ïðèáûëü. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîé ïðîôèëü íà-
ëîãîâîé ïîëèòèêè íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî íå âûïîëíåíî óñëîâèå (á), òî åñòü ρ > 0.
Â ýòîì ñëó÷àå ëþáàÿ þðèñäèêöèÿ j ∈ K1, óñòàíîâèâ ñòàâêó 0 <

rj < ρ, ìîæåò ïîëó÷àòü ïîëîæèòåëüíûé äîõîä, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
äîêàçàííîìó âûøå óñëîâèþ (à).

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, êîãäà ôèðìû â ñèñòåìå ¾äåôèöèòíû¿,
ðàâíîâåñèå â ðàññìîòðåííîé ìîäåëè ñîâïàäàåò ñ ¾ãîíêîé êî äíó¿.
Êîíêóðèðóÿ çà ïðèâëå÷åíèå ôèðì, þðèñäèêöèè óñòàíàâëèâàþò ìè-
íèìàëüíûå ñòàâêè íàëîãîâ, ïðè ýòîì êàæäàÿ ôèðìà ñòàíîâèòñÿ ìî-
íîïîëèåé íà ñîîòâåòñòâóþùåì ëîêàëüíîì ðûíêå, ò. å. ïîïàäàåò â íàè-
áîëåå áëàãîïðèÿòíûå äëÿ ñåáÿ óñëîâèÿ.

Ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ êàðäèíàëüíî, åñëè ôèðìû ¾èçáûòî÷íû¿, ò. å.
èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå l ≥ k. Ðàâíîâåñíûé ïðîôèëü íàëîãîâîé
ïîëèòèêè â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Òåîðåìà 2.2. Â ìîäåëè (2.1)�(2.9) ñ l ≥ k åäèíñòâåííûì ðàâíîâå-
ñèåì íàëîãîâîé êîíêóðåíöèè áóäåò ÿâëÿòüñÿ ¾ãîíêà ê âåðøèíå¿ �
óñòàíîâëåíèå âëàñòÿìè ìàêñèìàëüíûõ äîïóñòèìûõ ñòàâîê íàëîãà
rmax.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íûé ïðîôèëü íàëîãîâîé ïî-
ëèòèêè r∗ òàêîé, ÷òî r∗j = rmax. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè l ≥ k ðàâíîâåñíûé
ïðîôèëü âûáîðîâ ôèðì q∗(r∗) áóäåò òàêèì, ÷òî êàæäîé þðèñäèêöèè
áóäåò âåñòè äåÿòåëüíîñòü ìèíèìóì îäíà ôèðìà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
lj = 0 äëÿ íåêîòîðîé þðèñäèêöèè j ∈ K, òî íàéäåòñÿ þðèñäèêöèÿ
j′, òàêàÿ, ÷òî lj′ > 1. Ðàññìîòðèì ïðîôèëü âûáîðîâ q′, â êîòîðîì
äëÿ íåêîòîðîé ôèðìû i ∈ Lj′ âûáîð q′i = j, à âûáîðû îñòàëüíûõ
ôèðì ñîâïàäàþò ñ q∗(r∗). Òîãäà â ñèëó òîãî, ÷òî πi(l) � óáûâàþùàÿ
ôóíêöèÿ

Gi(q
∗(r∗); r∗) = (1− rmax)πi(lj) < (1− rmax)πi(1) = Gi(q

′; r∗) ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî q∗(r∗) � ðàâíîâåñíûé ïðîôèëü.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðîôèëü íàëîãîâîé ïîëèòèêè r∗ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâå-

ñèåì â äàííîé ìîäåëè. Ðàññìîòðèì ïðîôèëü r′, ïîëó÷åííûé â ðåçóëü-
òàòå ñíèæåíèÿ ñòàâêè íàëîãà íåêîòîðîé þðèñäèêöèåé j ∈ K : r′j <

rmax. Èç (2.13) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôèðìû i ∈ Lj(r
∗) è äëÿ ëþáîé

þðèñäèêöèè s 6= j, âûïîëíåíî

(1− r′j)πi(lj) > (1− rmax)πi(lj) ≥ (1− rmax)πi(ls + 1) ,

òî åñòü ôèðìàì, íàõîäèâøèìñÿ â þðèñäèêöèè j ïðè ïðîôèëå íàëî-
ãîâîé ïîëèòèêè r∗, áóäåò âûãîäíî îñòàòüñÿ â íåé è ïðè ïðîôèëå r′.
Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî ôèðì, âûáðàâøèõ þðèñäèêöèþ j, ïðè ïåðåõîäå
ê r′ íå óìåíüøèòñÿ: lj′ ≥ lj.

Òàê êàê Bj � óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ïî lj è r′j < rmax, òî çíà÷åíèå
êðèòåðèÿ þðèñäèêöèè j

Cj(r
′) = r′jBj(l

′
j) < rmaxBj(lj) = Cj(r

∗),

ò. å. r∗ � ðàâíîâåñíûé ïðîôèëü.
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî äðóãèõ ðàâíîâåñèé â ñèñòåìå íåò. Ðàññìîò-

ðèì ñèììåòðè÷íûé ïðîôèëü íàëîãîâîé ïîëèòèêè r, òàêîé, ÷òî rj =

ρ < rmax. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå þðèñäèêöèè ∀j, j′ ∈ K. Èç (2.13)
ñëåäóåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå q∗(r) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

π(lj) ≥ π(lj′ + 1), π(lj′) ≥ π(lj + 1) .

Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ þðèñäèêöèÿ j, òàêàÿ, ÷òî
âñå óñëîâèÿ (2.13) äëÿ íåå âûïîëíåíû êàê ñòðîãèå íåðàâåíñòâà

∀j′ ∈ K π(lj) > π(lj′ + 1). (2.15)
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ýòî íå âûïîëíåíî íè äëÿ êàêîé þðèñäèêöèè.
Òîãäà íàéäóòñÿ j, j′, j′′ ∈ K, òàêèå ÷òî

π(lj) = π(lj′ + 1), π(lj′) = π(lj′′ + 1),

îòêóäà
lj = lj′ + 1 = lj′′ + 2.

Òîãäà π(lj) = π(lj′′ + 2) < π(lj′′ + 1), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâíîâåñ-
íîñòè ïðîôèëÿ q∗(r).

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò j, òàêàÿ, ÷òî ∀j′ ∈ K : π(lj) > π(lj′+1).
Ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå ε > 0, òàêîå, ÷òî ρ + ε ≤ rmax ∀j′ ∈ K

âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
(1− (ρ + ε))π(lj) ≥ (1− ρ)π(lj′ + 1)

(òàêîå ε ñóùåñòâóåò â ñèëó óñëîâèÿ (2.15)).
Â ýòîì ñëó÷àå óâåëè÷åíèå þðèñäèêöèåé j ñòàâêè äî (ρ + ε) ïðè-

âîäèò ê óâåëè÷åíèþ çíà÷åíèÿ åå êðèòåðèÿ Cj, ò. ê. íàëîãîâàÿ áàçà
íå èçìåíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðîôèëü íàëîãîâîé ïîëèòèêè r íå
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíûì.

Òåïåðü ðàññìîòðèì íåñèììåòðè÷íûé ïðîôèëü íàëîãîâîé ïîëèòè-
êè r, â êîòîðîì rj < rj′ . Èç ëåììû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî lj ≥ lj′ > 0. Òîãäà
ïîâûøåíèå þðèñäèêöèåé j ñòàâêè íàëîãà äî óðîâíÿ rj′ ïðèâåäåò ê
óìåíüøåíèþ lj è ê ðîñòó Bj(lj), à ñëåäîâàòåëüíî ê óâåëè÷åíèþ çíà-
÷åíèÿ êðèòåðèÿ Cj. Òàêèì îáðàçîì, ïðîôèëü r òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîâåñíûì.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ¾èçáûòî÷íîñòè¿ ôèðì ðàññìàòðèâàåìàÿ ìî-
äåëü ïðèâîäèò ê ñèòóàöèè, ïðîòèâîïîëîæíîé êëàññè÷åñêîé ¾ãîíêå
êî äíó¿ � óñòàíîâëåíèþ âëàñòÿìè ìàêñèìàëüíûõ íàëîãîâûõ ñòàâîê.
Âîçíèêíîâåíèå òàêîãî ðàâíîâåñèÿ îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî èñïîëüçóå-
ìàÿ äëÿ îïèñàíèÿ êîíêóðåíöèè íà ëîêàëüíûõ ðûíêàõ ìîäåëü Êóðíî
ïðåäïîëàãàåò, ÷òî îáîñòðåíèå êîíêóðåíöèè ôèðì ñ ðîñòîì èõ ÷èñ-
ëà íà ðûíêå ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ ñóììàðíîé ïðèáûëè (2.14), ÿâ-
ëÿþùåéñÿ íàëîãîâîé áàçîé. Â ðåçóëüòàòå þðèñäèêöèÿì ñòàíîâèòñÿ
âûãîäíûì ïðèâëåêàòü ðîâíî ïî îäíîé ôèðìå, ò. å. íàëîãîâàÿ êîíêó-
ðåíöèÿ â ñëó÷àå l ≥ k íå áóäåò èìåòü ìåñòà.

Ïðåäïîëîæåíèå î ñíèæåíèè ñîâîêóïíîé ïðèáûëè ôèðì ñ óâåëè-
÷åíèåì èõ êîëè÷åñòâà íà ðûíêå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàëîðåàëèñòè÷íûì.
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Íà ïðàêòèêå âõîä íîâûõ ó÷àñòíèêîâ íà ðûíîê îáîñòðÿåò êîíêóðåí-
öèþ è ìîæåò ïðèâåñòè ê óìåíüøåíèþ ïðèáûëè îòäåëüíîé ôèðìû,
íî âðÿä ëè âûçîâåò ñíèæåíèå ñóììàðíîé ïðèáûëè â ìàñøòàáàõ âñå-
ãî ðûíêà, ïðèâîäÿùåå ê ïàäåíèþ íàëîãîâîé áàçû. Â ñâÿçè ñ ýòèì
èññëåäóåì äàëåå îáîáùåííóþ ìîäåëü, ïðåäïîëàãàþùóþ ïðîèçâîëü-
íîå èçìåíåíèå îñòðîòû êîíêóðåíöèè íàëîãîïëàòåëüùèêîâ-ôèðì ïðè
óâåëè÷åíèè èõ ÷èñëà â þðèñäèêöèè.

3. Îáîáùåííàÿ ìîäåëü íàëîãîâîé êîíêóðåíöèè
Â ðàññìîòðåííîé âûøå ìîäåëè ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ôèðì L

ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îáóñëîâëåíî òåì,
÷òî íàëîãîâàÿ áàçà â þðèñäèêöèè óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà
äåéñòâóþùèõ â íåé ôèðì. Ïðè ïåðåõîäå ê áîëåå îáùèì ïðåäïîëîæå-
íèÿì î ïîâåäåíèè íàëîãîâîé áàçû ãàðàíòèðîâàòü íàëè÷èå ðàâíîâå-
ñèÿ â ýòîé ñèñòåìå óæå íåëüçÿ, òàê êàê ôóíêöèè âûèãðûøà þðèñ-
äèêöèé Cj(r) îêàçûâàþòñÿ ðàçðûâíûìè (ðèñ. 3). ×òîáû èçáåæàòü
òåõíè÷åñêèõ ñëîæíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ îòñóòñòâèåì ðàâíîâåñèÿ èç-çà
ðàçðûâíîñòè ôóíêöèé âûèãðûøà, áóäåì äàëåå ðàññìàòðèâàòü ñèñòå-
ìó ñ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ôèðì L, âëèÿíèå êàæäîé èç êîòîðûõ
íà íàëîãîâóþ áàçó þðèñäèêöèè î÷åíü ìàëî6.

Ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë ìîäåëè ñ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ôèðì
ñîñòîèò â äîïóùåíèè áîëåå ãèáêîé ïîëèòèêè ôèðì ïî îòíîøåíèþ ê
âûáîðó þðèñäèêöèé. Åñëè âûøå ñ÷èòàëîñü, ÷òî ôèðìà äîëæíà âåñòè
äåÿòåëüíîñòü òîëüêî â îäíîé þðèñäèêöèè, òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñè-
òóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò âîçìîæíîñòè ïåðåíîñà ôèðìîé ïðîèçâîëüíîé
÷àñòè ñâîåé äåÿòåëüíîñòè â äðóãóþ þðèñäèêöèþ. Òàêîå ïðåäïîëî-
æåíèå ñîãëàñóåòñÿ, íàïðèìåð, ñî ñòðàòåãèÿìè ðàçâèòèÿ òðàíñíàöèî-
íàëüíûõ êîðïîðàöèé, ïåðåðàñïðåäåëÿþùèõ äåÿòåëüíîñòü ñâîèõ ïîä-
ðàçäåëåíèé ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñòðàíàìè â çàâèñèìîñòè îò ðåçóëü-
òàòîâ ìîíèòîðèíãà ýêîíîìè÷åñêèõ óñëîâèé è ðûíî÷íîé ñèòóàöèè.

Ïóñòü ìíîæåñòâî L â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè èçîìîðôíî îòðåç-
êó [0, 1]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç θj ÷àñòü ôèðì, âûáèðàþùèõ äëÿ ñâîåé äå-
ÿòåëüíîñòè j-þ þðèñäèêöèþ, òîãäà Θ = (θ1, . . . , θk) � ðàñïðåäåëåíèå

6Íàëè÷èå íà ðûíêå þðèñäèêöèè áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ôèðì ìîæåò, òåì
íå ìåíåå, íå ïðåäïîëàãàòü èõ ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè. Ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ
ðûíêè ñ âåðòèêàëüíîé äèôôåðåíöèàöèåé òîâàðîâ [5] ïðè îãðàíè÷åíèè íà âõîä
ôèðì.
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Ðèñóíîê 3. Ôóíêöèÿ âûèãðûøà þðèñäèêöèè â ìîäåëè ñ êîíå÷íûì
ìíîæåñòâîì ôèðì

ôèðì ïî þðèñäèêöèÿì. Êàê è â ïðåäûäóùåé ìîäåëè, þðèñäèêöèè
êîíêóðèðóþò äðóã ñ äðóãîì, óñòàíàâëèâàÿ ëîêàëüíûå ñòàâêè íàëîãà
íà ïðèáûëü rj è r = (r1, . . . , rk).

Íàëè÷èå êîíêóðåíöèè íà ëîêàëüíîì ðûíêå þðèñäèêöèè ïðèâîäèò
ê òîìó, ÷òî äîíàëîãîâàÿ ïðèáûëü êàæäîé ôèðìû â þðèñäèêöèè j ÿâ-
ëÿåòñÿ íåêîòîðîé óáûâàþùåé ôóíêöèåé π îò äîëè ôèðì, âûáðàâøèõ
äàííóþ þðèñäèêöèþ θj.

Òàê êàê ìíîæåñòâî ôèðì áåñêîíå÷íî, òî ïåðåõîä îòäåëüíîé ôèð-
ìû ìåæäó þðèñäèêöèÿìè íå áóäåò îêàçûâàòü çàìåòíîãî âëèÿíèÿ íà
ñèòóàöèþ íà ëîêàëüíûõ ðûíêàõ. Â ýòîì ñëó÷àå ðàâíîâåñíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ôèðì Θ∗(r) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì:
∀j, j′ ∈ K òàêèõ, ÷òî θ∗j (r) > 0, θ∗j′(r) > 0, âûïîëíåíî

(1− rj)π(θ∗j (r)) = (1− rj′)πi(θ
∗
j′(r)); (3.1)

∀j, j′ ∈ K òàêèõ, ÷òî θ∗j (r) = 0, θ∗j′(r) > 0, âûïîëíåíî

(1− rj)π(θ∗j (r)) ≤ (1− rj′)πi(θ
∗
j′(r)). (3.2)

Óñëîâèå (3.1) ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè ðàâíîâåñíîì ðàñïðåäåëåíèè
Θ∗(r) ÷èñòàÿ ïðèáûëü ôèðì, äåéñòâóþùèõ âî âñåõ þðèñäèêöèÿõ, áó-
äåò îäèíàêîâà. Èç (3.2) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñòàâêà íàëîãà â þðèñäèê-
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öèè íå îáåñïå÷èâàåò ïîëó÷åíèÿ äàííîé ïðèáûëè äàæå ïðè îòñóòñòâèè
êîíêóðåíöèè, ôèðìû íå áóäóò âåñòè â íåé äåÿòåëüíîñòü.

Äëÿ çàäàííûõ ôóíêöèé ïðèáûëè π(θ) ñèñòåìà óðàâíåíèé è íåðà-
âåíñòâ (3.1) � (3.2) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ðàâíîâåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
ôèðì ïî þðèñäèêöèÿì, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîôèëþ íàëîãîâîé ïîëè-
òèêè r. Èç ýòîé ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Θ∗(r) îáëàäàåò
ñâîéñòâîì, àíàëîãè÷íûì ëåììå 2.1 äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ôèðì â ìîäå-
ëè ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì L.

Ëåììà 3.1. Äëÿ ëþáîãî ïðîôèëÿ íàëîãîâîé ïîëèòèêè r ðàâíîâåñíîå
ðàñïðåäåëåíèå ôèðì Θ∗(r) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∀j, j′ ∈ K: rj > rj′, âûïîëíåíî θ∗j (r) ≤ θ∗j′(r).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ïðèâåäåí-
íîìó âûøå äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2.1.

Àíàëîãè÷íî (2.6) ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî äîíàëîãîâàÿ ðàâíîâåñíàÿ
ïðèáûëü ôèðìû, äåéñòâóþùåé â þðèñäèêöèè j, ïðè çàäàííîì ïðî-
ôèëå íàëîãîâîé ïîëèòèêè r ñîñòàâèò Πi(r) = π(θ∗j ). Èç (2.2) è (2.3)
ñëåäóåò, ÷òî ïðè ðàâíîâåñíîì ðàñïðåäåëåíèè ôèðì Θ∗(r) íàëîãîâàÿ
áàçà þðèñäèêöèè j áóäåò ðàâíà:

Bj(r) = θ∗j (r)π(θ∗j (r)).

Òîãäà ôóíêöèè âûèãðûøà þðèñäèêöèé (2.1) áóäóò èìåòü âèä

Cj(r) = θ∗j (r)π(θ∗j (r))rj. (3.3)

Ðåøåíèå íåêîîïåðàòèâíîé èãðû þðèñäèêöèé ñ êðèòåðèÿìè (3.3)
áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ðàâíîâåñèå íàëîãîâîé êîíêóðåíöèè â äàííîé ñè-
ñòåìå. Ê ñîæàëåíèþ, àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ýòîãî ðàâ-
íîâåñèÿ ïðè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ïðèáûëè ôèðìû π(θ) çàòðóäíå-
íî. Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ îñòðîòû êîíêóðåíöèè ôèðì
íà ëîêàëüíûõ ðûíêàõ íà ðàâíîâåñíûå ñòàâêè íàëîãîâ èñïîëüçîâàëàñü
÷èñëåííàÿ ìîäåëü, â êîòîðîé çàâèñèìîñòü ïðèáûëè îò äîëè ôèðì íà
ëîêàëüíîì ðûíêå íîñèò ñòåïåííîé õàðàêòåð:

π(θ) = (1− θ)α, (3.4)



76 Ã.Â. Êîëåñíèê, Í.À. Ëåîíîâà

Ðèñóíîê 4. Èçìåíåíèå îñòðîòû êîíêóðåíöèè íà ëîêàëüíîì ðûíêå

ãäå α ≥ 0 � ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïðèáûëè ê êîëè÷åñòâó ôèðì íà ëî-
êàëüíîì ðûíêå.

Óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà α â ýòîé ìîäåëè ñîîòâåòñòâóåò ðàññìîòðå-
íèþ ðûíêîâ ñ áîëåå æåñòêèìè óñëîâèÿìè êîíêóðåíöèè. Ñëó÷àé α = 0

ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ êîíêóðåíöèè ôèðì íà ëîêàëüíûõ ðûíêàõ.
Ïðè ýòîì ïðèáûëü ôèðì íå çàâèñèò îò èõ êîëè÷åñòâà â þðèñäèêöèè.
Ïðè 0 < α < 1 ôóíêöèÿ π(θ) âîãíóòà, ò. å. ïðè íåáîëüøîé äîëå ôèðì
íà ëîêàëüíîì ðûíêå èõ ïðèáûëü ìàëî ÷óâñòâèòåëüíà ê èçìåíåíèþ
θ (ðèñ. 4). Ïðè α > 1 ôóíêöèÿ π(θ) âûïóêëà. Â ýòîì ñëó÷àå ìàëûé
ïðèðîñò äîëè ôèðì íà ëîêàëüíîì ðûíêå ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó
ñíèæåíèþ èõ ïðèáûëè � ñèòóàöèÿ, èìåþùàÿ ìåñòî â ðàññìîòðåííîé
âûøå ìîäåëè Êóðíî.

Ñîãëàñíî ãèïîòåçå âåðòèêàëüíîãî ïåðåíîñà êîíêóðåíöèè, ðîñò α â
äàííîé ìîäåëè äîëæåí ñîïðîâîæäàòüñÿ ðîñòîì ðàâíîâåñíûõ ñòàâîê
íàëîãîâ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ äâóìÿ þðèñäèêöèÿìè. Ðàñïðåäåëåíèå ôèðì
Θ â ýòîì ñëó÷àå áóäåò îïèñûâàòüñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì θ = θ1, òîãäà
êàê θ2 = 1 − θ. Èç óñëîâèé (3.1) ñëåäóåò, ÷òî â íåâûðîæäåííûõ ñëó-
÷àÿõ, êîãäà ôèðìû ïðèñóòñòâóþò â îáåèõ þðèñäèêöèÿõ, ðàâíîâåñíîå
ðàñïðåäåëåíèå áóäåò èìåòü âèä

θ∗(r) =
1

1 + a

√
(1−r2)
(1−r1)

. (3.5)
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Ðèñóíîê 5. Íàèëó÷øèå îòâåòû þðèñäèêöèé è ðàâíîâåñèÿ (N) ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ α

Ðàâíîâåñèÿ íàëîãîâîé êîíêóðåíöèè îïðåäåëÿëèñü ïóòåì íåïîñðåä-
ñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ êðèâûõ íàèëó÷øèõ îòâåòîâ þðèñäèêöèé
(BR1(r2), BR2(r1)) â èãðå ñ êðèòåðèÿìè (3.3) è òî÷åê èõ ïåðåñå÷å-
íèÿ N ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α (ðèñ. 5), ñ ó÷åòîì âèäà
ôóíêöèè ïðèáûëè (3.4) è ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ôèðì (3.5). Íà
ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíà ïîëó÷åííàÿ ÷èñëåííî çàâèñèìîñòü ðàâíîâåñíûõ
ñòàâîê íàëîãîâ îò ïàðàìåòðà α. Âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì α ðàâíîâåñ-
íûå ñòàâêè íàëîãîâ r∗ ðàñòóò è ïî äîñòèæåíèè íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî
çíà÷åíèÿ α∗ ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûì.

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ïðè íàëè-
÷èè íåñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè ôèðì íà ëîêàëüíûõ ðûíêàõ þðèñ-
äèêöèé â ðàññìàòðèâàåìîé èåðàðõè÷åñêîé ñèñòåìå ïðîèñõîäèò âåð-
òèêàëüíûé ïåðåíîñ êîíêóðåíöèè ñ óðîâíÿ âëàñòåé íà óðîâåíü íàëî-
ãîïëàòåëüùèêîâ, çàêëþ÷àþùèéñÿ â îñëàáëåíèè íàëîãîâîé êîíêóðåí-
öèè þðèñäèêöèé ïðè îáîñòðåíèè êîíêóðåíöèè ôèðì. Íàëè÷èå ýòîãî
ýôôåêòà äàåò âëàñòÿì âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü áîëåå æåñòêóþ íà-
ëîãîâóþ ïîëèòèêó, íåæåëè â ðàâíîâåñèè ¾ãîíêà êî äíó¿, âïëîòü äî
óñòàíîâëåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ äîïóñòèìûõ ñòàâîê íàëîãîâ.

4. Çàêëþ÷åíèå
Èññëåäîâàííûå â ñòàòüå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñèñòåìû ¾âëàñòè

� íàëîãîïëàòåëüùèêè¿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ó÷åò êîíêóðåíöèè íàëîãî-
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Ðèñóíîê 6. Çàâèñèìîñòü ðàâíîâåñíîé ñòàâêè íàëîãà r∗ îò îñòðîòû
êîíêóðåíöèè ôèðì íà ëîêàëüíûõ ðûíêàõ þðèñäèêöèé (α)

ïëàòåëüùèêîâ íà ëîêàëüíûõ ðûíêàõ þðèñäèêöèé ìîæåò ñóùåñòâåííî
ñêîððåêòèðîâàòü ïðåäñòàâëåíèÿ î ðåçóëüòàòàõ íàëîãîâîé êîíêóðåí-
öèè âëàñòåé.

Ðàâíîâåñíûå ñòàâêè íàëîãîâ â ýòîé ñèñòåìå îêàçûâàþòñÿ òåñíî
ñâÿçàíû ñ îñòðîòîé êîíêóðåíöèè ôèðì íà ëîêàëüíîì ðûíêå. Åå ïî-
âûøåíèå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íàëîãîâàÿ êîíêóðåíöèÿ ìåæäó þðèñ-
äèêöèÿìè ìîæåò îñëàáëÿòüñÿ âïëîòü äî óñòàíîâëåíèÿ â ðàâíîâåñèè
ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûõ ñòàâîê íàëîãîâ.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé âåðòè-
êàëüíîãî ïåðåíîñà êîíêóðåíöèè â èåðàðõè÷åñêèõ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè-
÷åñêèõ ñèñòåìàõ, ïðè êîòîðîì îáîñòðåíèå êîíêóðåíöèè ìåæäó àãåí-
òàìè, íàõîäÿùèìèñÿ íà îäíîì èç óðîâíåé èåðàðõèè, ïðèâîäèò ê åå
ñíèæåíèþ íà äðóãèõ óðîâíÿõ.
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Abstract : A model of tax competition of jurisdictions is studied which
takes into account taxpayers' imperfect competition on each jurisdiction's
market. It is shown that sharpening of taxpayers' competition alleviates
the authorities' one and allows them to raise tax rates. This result
diverges from the classical ¾race to the bottom¿ equilibrium.

Keywords : taxation, tax competition, race to the bottom, multi-level
competition, hierarchical system, extensive form game, subgame-perfect
equilibrium.
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Äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî êîíôëèêòíî óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà
ñ ðàâíûìè âîçìîæíîñòÿìè ó÷àñòíèêîâ ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ïîèìêè ãðóïïîé ïðåñëåäîâàòåëåé îäíîãî óáåãàþùåãî
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû
ẋ = A(t)x ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà, ãðóïïîâîå ïðåñëåäîâàíèå,
çàäà÷à ïîèìêè, ðåêóððåíòíàÿ ôóíêöèÿ.

1. Ââåäåíèå
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à [5,10]

ïðåñëåäîâàíèÿ ãðóïïîé ïðåñëåäîâàòåëåé îäíîãî óáåãàþùåãî ñ ðàâíû-
ìè äèíàìè÷åñêèìè è èíåðöèîííûìè âîçìîæíîñòÿìè âñåõ ó÷àñòíèêîâ
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû ÿâëÿåò-
ñÿ ðåêóððåíòîé è åå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íà
[t0,∞). Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ïðåñëå-
äîâàíèÿ. Â ðàáîòå [3] ðàññìàòðèâàëàñü íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à ãðóï-
ïîâîãî ïðåñëåäîâàíèÿ, ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà
ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé. Ðåçóëüòàòû ïðèìûêàþò ê èññëåäîâà-
íèÿì [1,2,4,8].
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2. Ãðóïïîâîå ïðåñëåäîâàíèå â ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ

Â ïðîñòðàíñòâå Rk(k ≥ 2) ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ
èãðà n + 1 ëèö: n ïðåñëåäîâàòåëåé P1, . . . , Pn è óáåãàþùèé E.

Çàêîí äâèæåíèÿ êàæäîãî èç ïðåñëåäîâàòåëåé Pi èìååò âèä

ẋi = A(t)xi + ui, ui ∈ V . (2.1)

Çàêîí äâèæåíèÿ óáåãàþùåãî E èìååò âèä

ẏ = A(t)y + v, v ∈ V . (2.2)

Çäåñü è äàëåå xi, y, ui, v ∈ Rk, i ∈ I = {1, 2, . . . , n}, A(t) � íåïðåðûâ-
íàÿ íà [t0,∞) êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà k, V � ñòðîãî âûïóêëûé
êîìïàêò Rk ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé. Ïðè t = t0 çàäàíû íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ

xi(t0) = x0
i , y(t0) = y0 , (2.3)

ïðè÷åì x0
i 6= y0 äëÿ âñåõ i.

Âìåñòî ñèñòåì (2.1), (2.2), (2.3) ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè

żi = A(t)zi + ui − v, ui, v ∈ V, zi(t0) = z0
i = x0

i − y0 . (2.4)

Îòìåòèì, ÷òî z0
i 6= 0.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàíà êâàçèñòðàòåãèÿ Ui

ïðåñëåäîâàòåëÿ Pi, åñëè îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå Ui(t, z
0, vt(·)), ñòà-

âÿùåå â ñîîòâåòñòâèå íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ z0 = (z0
1 , . . . , z

0
n), ìî-

ìåíòó t è ïðîèçâîëüíîé ïðåäûñòîðèè óïðàâëåíèÿ vt(·) óáåãàþùåãî
E èçìåðèìóþ ôóíêöèþ ui(t) = Ui(t, z

0, vt(·)) ñî çíà÷åíèÿìè â V .
Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äîëæíî áûòü âûïîëíåíî óñëîâèå

¾ôèçè÷åñêîé îñóùåñòâèìîñòè¿, òî åñòü åñëè v1, v2 � äâà äîïóñòèìûõ
óïðàâëåíèÿ óáåãàþùåãî E, ïðè÷åì v1(t) = v2(t) äëÿ ïî÷òè âñåõ t, òî
ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðè îòîáðàæåíèè Ui(t, z

0, vt(·)) ôóíêöèè u1, u2

òàêæå ðàâíû ïî÷òè âñþäó ïðè t ≥ 0.
Îáîçíà÷èì äàííóþ èãðó ÷åðåç Γ.



Ãðóïïîâîå ïðåñëåäîâàíèå 83

Îïðåäåëåíèå 2.2. Â èãðå Γ ïðîèñõîäèò ïîèìêà, åñëè ñóùåñòâóåò
ìîìåíò T0 = T (z0), êâàçèñòðàòåãèè U1, . . . ,Un ïðåñëåäîâàòåëåé
P1, . . . , Pn, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé ôóíêöèè v(·), v(t) ∈ V ,
t ∈ [0, T0] íàéäóòñÿ íîìåð q ∈ {1, . . . , n} è ìîìåíò τ ≤ T0 òàêèå,
÷òî zq(τ) = 0.

Îïðåäåëåíèå 2.3. ([8]). Ôóíêöèÿ f : R1 → Rn íàçûâàåòñÿ ðåêóð-
ðåíòíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò T (ε) > 0 òàêîå, ÷òî
äëÿ ëþáûõ t, a ∈ R1 ñóùåñòâóåò τ(t) ∈ [a, a + T (ε)], äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|f(t + τ(t))− f(t)| < ε .

Åñëè ìîæíî âûáðàòü τ(t) íå çàâèñÿùèì îò t äëÿ âñåõ t, òî ôóíê-
öèÿ f(t) íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ôóíêöèÿ f : R1 → Rn íàçûâàåòñÿ ðåêóððåíòíîé
íà [t0,∞), åñëè ñóùåñòâóåò ðåêóððåíòíàÿ ôóíêöèÿ F : R1 → Rn

òàêàÿ, ÷òî f(t) = F (t) äëÿ âñåõ t ∈ [t0,∞).

Ëåììà 2.1. Ïóñòü 0 ∈ Intco{z0
1 , . . . , z

0
n}. Òîãäà ñóùåñòâóåò ε > 0

òàêîå, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1. 0 /∈ D2ε(z

0
i ) äëÿ âñåõ i, ãäå Dr(a) = {z : ‖z − a‖ ≤ r};

2. äëÿ ëþáûõ h1 ∈ D2ε(z
0
1), . . . , hn ∈ D2ε(z

0
n) âûïîëíåíî

0 ∈ Intco{h1, . . . , hn}.

Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî ε > 0 âûáðàíî â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëî-
âèÿìè ëåììû 2.1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ(t) ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ñèñòåìû

ω̇ = A(t)ω,

ïðè÷åì Φ(t0) ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé.
Îïðåäåëèì ôóíêöèè

λ(v, h) = sup{λ : λ ≥ 0, −λh ∈ V − v} ïðè h 6= 0,

Ji(t) =

t∫

t0

λ(v(s), Φ(s)z0
i ) ds .
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Ëåììà 2.2. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. ìàòðèöà Φ(t) ðåêóððåíòíà íà [t0,∞), à åå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íà [t0,∞);

2. 0 ∈ Intco{z0
1 , . . . , z

0
n}.

Òîãäà ñóùåñòâóåò T > t0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî óïðàâ-
ëåíèÿ v(·) ñóùåñòâóåò α ∈ I òàêîå, ÷òî Jα(T ) ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì äâà ìíîæåñòâà

Ω = {t ≥ t0 : Φ(t)z0
i ∈ D2ε(z

0
i ) äëÿ âñåõ i},

Q = {q ∈ I : Φ(t)z0
q ∈ D2ε(z

0
q ) äëÿ âñåõ t ≥ t0}.

µ(G) � ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà G ⊂ R1. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

1. Q = I. Òîãäà µ(Ω) = ∞.

2. Q 6= I. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Q = ∅, òî åñòü çíà÷åíèå êàæäîé
èç ôóíêöèé Φ(t)z0

i â íåêîòîðûé ìîìåíò íå ïðèíàäëåæèò øàðó
D2ε(z

0
i ). Äîêàæåì, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå µ(Ω) = ∞.

Òàê êàê ôóíêöèè Φ(t)z0
i ÿâëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûìè, òî ïî ε ñóùå-

ñòâóåò T (ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî j ñóùåñòâóåò τj(t0) ∈
[t0 + T (ε)j; t0 + T (ε)j + T (ε)], äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖Φ(t0 + τj(t0))zi − Φ(t0)z
0
i ‖ < ε

äëÿ âñåõ i.
Ïóñòü

Ωj = {t : t ∈ [τj(t0), τj+1(t0)), Φ(t0 + t)z0
i ∈ D2ε(z

0
i ) äëÿ âñåõ i},

dist(D1, D2) = inf
d1∈D1,d2∈D2

‖d1 − d2‖.

Ïî óñëîâèþ ôóíêöèè Φ̇(t)z0
i ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, òî åñòü íàé-

äåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî M , ÷òî

max
t∈[t0,∞)

‖Φ̇(t)z0
i ‖ ≤ M äëÿ âñåõ i.
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Èç òåîðåìû î ñðåäíåì ([7]) èìååì, ÷òî äëÿ ëþáûõ t2 > t1 > t0

‖Φ(t2)z
0
i − Φ(t1)z

0
i )‖ ≤ sup

t∈[t1,t2]

‖Φ̇(t)z0
i ‖ · |t2 − t1| ≤ M |t2 − t1| .

Ïîýòîìó, åñëè ‖Φ(t2)z
0
i − Φ(t1)z

0
i )‖ ≥ L, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

t2 ≥ t1 + L
M
.

Òàê êàê

dist(∂Dε(z
0
i ), ∂D2ε(z

0
i )) = ε, Φ(t0 + τj(t0))z

0
i ∈ IntDε(z

0
i )

äëÿ âñåõ i, j, òî [τj(t0), τj(t0) + ε
M

] ⊂ Ωj äëÿ âñåõ j.
Ñëåäîâàòåëüíî, µ(Ω) ≥ µ(

∞⋃
j=0

Ωj) = ∞.

Â ñèëó ëåììû 2.1 è òåîðåìû Ïøåíè÷íîãî ([7]) äëÿ ëþáîãî

d = (h1, h2, . . . , hn) ∈ D = D2ε(z
0
1)×D2ε(z

0
2)× · · ·D2ε(z

0
n)

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ρ(d) = min
v∈V

max
i∈I

λ(v, hi) > 0 .

Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ ρ íåïðåðûâíà íà D, òî åñòü äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ d, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâó |d− d∗| < δ âûïîëíåíî |ρ(d)− ρ(d∗)| < ε.
Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

|ρ(d)− ρ(d∗)| = |min
v∈V

max
i∈I

λ(v, hi)−min
v∈V

max
i∈I

λ(v, h∗i )| ≤

≤ max
v∈V

|max
i∈I

λ(v, hi)−max
i∈I

λ(v, h∗i )| ≤

≤ max
v∈V

max
i∈I

|λ(v, hi)− λ(v, h∗i )|.

Ïî ëåììå 1.3.13 ([10]) ôóíêöèÿ λ íåïðåðûâíà, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ hi, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâó |hi− h∗i | < δ âûïîëíåíî |λ(v, hi)− λ(v, h∗i )| < ε. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ôóíêöèÿ ρ íåïðåðûâíà íà D.

Òàê êàê D êîìïàêò, òî ïîëó÷èì

r = min
d∈D

min
v∈V

max
i∈I

λ(v, hi) = min
d∈D

ρ(d) > 0 .
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Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà

δ = min
t∈Ω

min
v∈V

max
i∈I

λ(v, Φ(t)z0
i ) ≥ min

d∈D
min
v∈V

max
i∈I

λ(v, hi) = r > 0 .

Äàëåå

max
i∈I

Ji(t) = max
i∈I

t∫

t0

λ(v(s), Φ(s)z0
i ) ds ≥ max

i∈I

∫

[t0,t]∩Ω

λ(v(s), Φ(s)z0
i ) ds ≥

≥ 1

n

∫

[t0,t]∩Ω

∑
i∈I

λ(v(s), Φ(s)z0
i ) ds ≥ 1

n

∫

[t0,t]∩Ω

δ ds =
δ

n
µ([t0, t] ∩ Ω) .

Îòìåòèì, ÷òî lim
t→∞

µ([t0, t] ∩ Ω) = ∞, òàê êàê µ(Ω) = ∞. Òîãäà äëÿ
ìîìåíòà T , îïðåäåëÿåìîãî èç óñëîâèÿ

δ

n
µ([t0, T ] ∩ Ω) ≥ 1 ,

è íåêîòîðîãî α ∈ I âûïîëíåíî Jα(T ) ≥ 1.

Ïóñòü

T (z0) = min{t ≥ 0 : inf
v(·)

min
h∈D

max
i∈I

Ji(t, hi) ≥ 1} .

Â ñèëó ëåììû 2.2 T (z0) < ∞.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. ìàòðèöà Φ(t) ðåêóððåíòíà íà [t0,∞), à åå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íà [t0,∞);

2. 0 ∈ Intco{z0
1 , . . . , z

0
n}.

Òîãäà â èãðå Γ ïðîèñõîäèò ïîèìêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå Êîøè ðåøåíèå çàäà÷è (2.4) ïðè ëþ-
áûõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèÿõ èìååò âèä

zi(t) = Φ(t)

(
z0

i +
t∫

t0

Φ−1(s)(ui(s)− v(s)) ds

)
äëÿ âñåõ t ≥ t0.
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Ïóñòü v(τ), t0 ≤ τ ≤ T0 = T (z0) � ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå
óïðàâëåíèå óáåãàþùåãî E è t1 > t0 � íàèìåíüøèé êîðåíü ôóíêöèè
âèäà

F (t) = 1−max
i∈I

t∫

t0

λ(v(s), Φ(s)z0
i ) ds .

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ T0 ìîìåíò t1 ñóùåñòâóåò è t1 ≤ T0.
Çàäàåì óïðàâëåíèå ïðåñëåäîâàòåëåé Pi ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ui(t) = v(t)− λ(v(t), Φ(t)z0
i )Φ(t)z0

i äëÿ âñåõ t ∈ [t0, T0].

Ñ÷èòàåì, ÷òî λ(v(t), Φ(t)z0
i ) = 0 äëÿ âñåõ t ∈ [t1, T0]. Òîãäà, ñ ó÷åòîì

ôîðìóëû Êîøè,

zi(t1) = Φ(t1)z
0
i


1−

t1∫

t0

λ(v(s), Φ(s)z0
i ) ds


 .

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ t1, äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ I âûðàæåíèå â ñêîáêàõ
îáðàùàåòñÿ â íîëü, ïîýòîìó zα(t1) = 0.

Òàê êàê âñÿêàÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåêóð-
ðåíòíîé, òî ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 2.1. ([3]). Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. ìàòðèöà Φ(t) ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ íà [t0,∞), à åå ïåðâàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íà [t0,∞);

2. 0 ∈ Intco{z0
1 , . . . , z

0
n}.

Òîãäà â èãðå Γ ïðîèñõîäèò ïîèìêà.

Ïðèìåð 2.1. Ïóñòü A(t) = ω(t)E, ãäå

ω(t) =

{
0, åñëè t ∈ [0, 2π] ,

sin t, åñëè t /∈ [0, 2π] .

Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ ω(t) ðåêóððåíòíà. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 âîçüìåì
T (ε) = 4π. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:
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1. t /∈ [0, 2π]. Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ R1 ñóùåñòâóåò k ∈ N òàêîå,
÷òî τ(t) = 2kπ ∈ [a, a + 4π], äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî

|ω(t + τ(t))− ω(t)| = | sin(t + 2kπ)− sin(t)| = 0 < ε ,

2. t ∈ [0, 2π]. Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ R1 âûáåðåì k ∈ N òàêîå, ÷òî
kπ ∈ [a, a+4π], à kπ +π /∈ [a, a+4π] è ñóùåñòâóåò τ(t) = kπ− t,
τ(t) ∈ [a, a + 4π], äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî

|ω(t + τ(t))− ω(t)| = |ω(kπ))− ω(t)| = 0 < ε .

Ïóñòü t0 = 0. Òîãäà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû
ẋ = A(t)x, Φ(0) = E èìååò âèä Φ(t) = g(t)E, ãäå

g(t) =

{
1, åñëè t ∈ [0, 2π] ,

e− cos t+1, åñëè t ∈ (2π,∞) .

Ôóíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíîé íà [0,∞) è ïîýòîìó ôóíêöèÿ
Φ(t) ðåêóððåíòíà.

Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ g íå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ g ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ. Òîãäà ïî ε = 1

2
íàé-

äåòñÿ T > 0 òàêîå, ÷òî â ëþáîì ïðîìåæóòêå [a, a + T ] ñóùåñòâóåò
õîòÿ áû îäíî ÷èñëî τ , ïðè êîòîðîì

|g(t + τ)− g(t)| < 1
2
äëÿ âñåõ t.

Ïóñòü τ ∈ [2π, 2π + T ]. Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñåõ t ∈ [0, 2π] ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî

g(t + τ) <
3

2
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, t + τ ∈ [τ, 2π + τ ] è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò t0 òàêîå,
÷òî

g(t0 + τ) = e2 >
3

2
.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ g íå ÿâëÿåòñÿ ïî-
÷òè ïåðèîäè÷åñêîé.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü A(t) = ω(t)E è 0 ∈ Intco{z0
1 , . . . , z

0
n}. Òî-

ãäà â èãðå ïðîèñõîäèò ïîèìêà.
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1. Ââåäåíèå
Êàê èçâåñòíî, äëÿ ñîñðåäîòî÷åííûõ íåëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñè-

ñòåì îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ îòûñêàíèÿ äîñòàòî÷-
íûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ε-îïòèìàëüíûõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé â èã-
ðàõ ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé âûèãðûøà îêàçàëñÿ ïîäõîä, îñíîâàí-
íûé íà ïîíÿòèè êóñî÷íî-ïðîãðàììíûõ ñòðàòåãèé (ñì., íàïðèìåð, [6,
ãëàâà V]).

×òî êàñàåòñÿ ðàñïðåäåëåííûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, òî ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èãðîâûå çàäà÷è (äàæå â ëèíåéíîì ñëó÷àå) èçó÷åíû, íà
íàø âçãëÿä, ïîêà åùå íåäîñòàòî÷íî. Ñðåäè èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ
ïî ýòîé òåìå óêàæåì, íàïðèìåð, ðàáîòû [2,8,10,21,23,24].

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ýâîëþöèîííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
äîñòàòî÷íî õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ âîëüòåððîâîñòü ðàçðå-
øàþùåãî îïåðàòîðà. Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà îáîáùåíèþ ïîäõî-
äà êóñî÷íî-ïðîãðàììíûõ ñòðàòåãèé íà ðàñïðåäåëåííûå óïðàâëÿåìûå
ñèñòåìû, êîòîðûå ïóòåì îáðàùåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê íåêîòîðîìó âîëüòåððîâó ôóí-
êöèîíàëüíî-îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ â áàíàõîâîì èäåàëüíîì ïðî-
ñòðàíñòâå (ÁÈÏ). Èñïîëüçóåìîå íàìè ïîíÿòèå âîëüòåððîâîñòè (òî÷-
íîå îïðåäåëåíèå ñì. íèæå) ðîäñòâåííî ïîíÿòèþ îïåðàòîðà, âîëüòåð-
ðîâà íà ñèñòåìå ìíîæåñòâ [12�14], îáîáùàþùåìó, â ñâîþ î÷åðåäü,
íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé ïîíÿòèå âîëüòåððîâîñòè ïî À.Í. Òèõîíîâó.
Óêàçàííîå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò íàì òàêæå äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ñè-
òóàöèè ε-ðàâíîâåñèÿ â èãðîâûõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ óïðàâëÿåìûìè
ôóíêöèîíàëüíî-îïåðàòîðíûìè óðàâíåíèÿìè.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ñòàòüè áûë êðàòêî àíîíñèðîâàí â [18].

2. Îá îäíîé èãðîâîé çàäà÷å, ñâÿçàííîé ñ ðàñïðåäåëåííûìè
ñèñòåìàìè óïðàâëåíèÿ

Ïðåäïîëîæèì, â êà÷åñòâå ïîáî÷íîãî ïðîäóêòà íåêîòîðîãî õèìè÷å-
ñêîãî ïðîèçâîäñòâà íåêîíòðîëèðóåìûì îáðàçîì âûäåëÿåòñÿ êàêîå-òî
íåæåëàòåëüíîå âåùåñòâî V1. Òðåáóåòñÿ òàê îðãàíèçîâàòü ïðîèçâîä-
ñòâî íåéòðàëèçóþùåãî âåùåñòâà V2, ÷òîáû åãî êîëè÷åñòâî (ñêàæåì,
ìàññà) ñîîòâåòñòâîâàëî êîëè÷åñòâó V1. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî óêàçàííûå êîëè÷åñòâà äîëæíû áûòü ðàâíûìè. Ïðîöåññ âûðàáîò-
êè âåùåñòâà V2 ìîæåò îïèñûâàòüñÿ, íàïðèìåð, ñëåäóþùåé ñèñòåìîé
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óðàâíåíèé íåñòàöèîíàðíîãî ìàññîïåðåíîñà äëÿ ðåàêöèé ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà (ñì. [9]):





∂x1

∂t1
+ (a + bt2)

∂x1

∂t2
= −(k1 + k2)x1, t1 ∈ [0, T ],

∂x2

∂t1
+ (a + bt2)

∂x2

∂t2
= k2x1, t2 ∈ [0, L].

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåùåñòâî V2 âûðàáàòûâàåòñÿ â õèìè÷å-
ñêîì ðåàêòîðå, ïðåäñòàâëÿþùåì ñîáîé òðóáêó ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ
äëèíîé L, â õîäå ýêçîòåðìè÷åñêîé ðåàêöèè âèäà

V0
↗
↘

V3

V2
.

Ñîîòâåòñòâåííî, t1 � âðåìÿ, t2 � ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ (ðàñ-
ñòîÿíèå îò âõîäà â ðåàêòîð),

ki = k0
i exp

{
− εi

uR

}
, i = 1, 2,

Ei � ýíåðãèÿ àêòèâàöèè, R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, u =

u(t) � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà â ðåàêòîðå, k0
i � êîýôôèöèåíò ïðîïîð-

öèîíàëüíîñòè, i = 1, 2, x1,2 � êîíöåíòðàöèè ðåàãèðóþùèõ âåùåñòâ V0

è V2, (a + bt2) � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ãàçîâîé ñìåñè, a, b � ïîñòîÿííûå,
õàðàêòåðèçóþùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ðåàêòîðà (åñëè b = 0,
òî ðåàêòîð ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè ðåàêòîð ïóñò

x1(0, t2) = 0, x2(0, t2) = 0, t2 ∈ [0, L],

à êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ íà âõîäå èçâåñòíû

x1(t1, 0) = α1(t1), x2(t1, 0) = α2(t1), t1 ∈ [0, T ].

Òåìïåðàòóðà u(t) ïîä÷èíÿåòñÿ îãðàíè÷åíèÿì

u(t) ∈ [u1, u2], ãäå 0 < u1 < u2;

u1 � îáóñëîâëåíî âîçìîæíûì ñîñòîÿíèåì ïîòîêà íà âõîäå â ðåàêòîð,
u2 � âçðûâíûì ïðåäåëîì ãàçîâîé ñìåñè. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ïðîöåññ âûðàáîòêè âåùåñòâà V1 îïèñûâàåòñÿ àíàëîãè÷íîé
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ñèñòåìîé ñ íåóïðàâëÿåìûì òåìïåðàòóðíûì ïîëåì v(t) è êîíöåíòðà-
öèåé óêàçàííîãî âåùåñòâà y2 = y2[v]. Ñîîòâåòñòâåííî, ðàñïîðÿæàÿñü
ëèøü óïðàâëåíèåì u(t), íàì òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó

J [u, v] =

T∫

0

(
x2[u](t1, L)− y2[v](t1, L)

)2

dt1.

Àáñòðàãèðóÿñü îò èñõîäíîé ïîñòàíîâêè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìåþòñÿ
äâà èãðîêà, êàæäûé èç êîòîðûõ óïðàâëÿåò íåêîòîðîé ñìåøàííîé çà-
äà÷åé äëÿ ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñî-
îòâåòñòâåííî ñ ïîìîùüþ óïðàâëåíèé u è v. Çàäà÷åé ïåðâîãî èãðîêà
ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ âåëè÷èíû J [u, v]. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå ðàçðûâ-
íûõ ïðàâûõ ÷àñòåé (â ÷àñòíîñòè, ðàçðûâíûõ óïðàâëåíèé), ïðèõîäèò-
ñÿ ó÷èòûâàòü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ íà âûõî-
äå ìîãóò ìåíÿòüñÿ ñêà÷êîîáðàçíî. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî îöåíè-
âàòü íåêîòîðûé ñðåäíåâçâåøåííûé ïîêàçàòåëü è â êà÷åñòâå ôóíêöè-
îíàëà êà÷åñòâà âûáèðàòü ñîîòâåòñòâåííî

Jε[u, v] =
1

ε

T∫

0

dt1

L∫

L−ε

(
x2[u](t)− y2[v](t)

)2

dt2,

ãäå ε > 0 � íåêîòîðîå ìàëîå ÷èñëî. Â ðàçäåëå 7 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî
ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâåäåíà
ê óïðàâëÿåìîìó ôóíêöèîíàëüíî-îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ âèäà (3.1)
(ñì. ñëåäóþùèé ðàçäåë). Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ
ê ôóíêöèîíàëüíî-îïåðàòîðíîé èãðå. Â ðàçäåëå 6 îïèñûâàåòñÿ òàê-
æå ñâåäåíèå ê ôóíêöèîíàëüíî-îïåðàòîðíîé èãðå ðàñïðåäåëåííîé èã-
ðîâîé çàäà÷è, ñâÿçàííîé ñ óïðàâëÿåìûìè ñèñòåìàìè Ãóðñà-Äàðáó.
Äðóãèå ïðèìåðû ñâåäåíèÿ óïðàâëÿåìûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ê
óðàâíåíèþ (3.1) ìîæíî íàéòè â [17,19,20].

3. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëüíî-îïåðàòîðíîé èãðû è ñòðàòå-
ãèé èãðîêîâ

Ïóñòü n,m, `, s ∈ N � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, Π ⊂ Rn � èçìåðè-
ìîå1 îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, X ,Z,U � áàíàõîâû èäåàëüíûå ïðî-

1Èçìåðèìîñòü çäåñü è äàëåå ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà.
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ñòðàíñòâà2 (ÁÈÏ) èçìåðèìûõ íà Π ôóíêöèé, D =
{

u(.) ∈ U s u(t) ≤
u(t) ≤ û(t) ï.â. íà Π

}
� âûïóêëîå ìíîæåñòâî3; u, û ∈ U s � ôèêñè-

ðîâàííûå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî u ≤ û. Ðàññìîòðèì äâà óïðàâëÿåìûõ
ôóíêöèîíàëüíî-îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèÿ âèäà

x(t) = θ(t) + A
[
f
(
., x(.), u(.)

)]
(t), t ∈ Π, x(.) ∈ X ` , (3.1)

y(t) = ω(t) + B
[
g
(
., y(.), v(.)

)]
(t), t ∈ Π, y(.) ∈ X ` , (3.2)

ãäå u(.), v(.) ∈ D � óïðàâëåíèÿ, θ(.), ω(.) ∈ X `, f, g : Π × R` × Rs →
Rm � çàäàííûå ôóíêöèè; A,B : Zm → X ` � çàäàííûå ëèíåéíûå
îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû (ËÎÎ).

Îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé f è g ìû ïðåäïîëàãàåì çäåñü, ÷òî îíè
óäîâëåòâîðÿþò ïåðå÷èñëåííûì íèæå óñëîâèÿì F) (ôîðìóëèðóþòñÿ
äëÿ ôóíêöèè f ; äëÿ g � òî æå ñàìîå):
F1) Ôóíêöèÿ f(t, y, u) èçìåðèìà ïî t ∈ Π è íåïðåðûâíà ïî {y; u} ∈

R` × Rs.

F2) f
(
., x(.), u(.)

)
∈ Zm äëÿ âñåõ x ∈ X `, u ∈ D.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü Σ = Σ(Π) � σ-àëãåáðà èçìåðèìûõ ïî Ëå-
áåãó ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Π, PH � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ4 íà
õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ χH ìíîæåñòâà H ∈ Σ. Òîãäà ñèñòå-
ìó B(A) =

{
H ∈ Σ : PHAPH = PHA

}
áóäåì, ñëåäóÿ [15], íàçûâàòü

ñèñòåìîé âîëüòåððîâûõ ìíîæåñòâ îïåðàòîðà A.
Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà B(A) çàâåäîìî íå ïóñòà, òàê êàê âñåãäà

ñîäåðæèò ìíîæåñòâî Π è ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅. Â ñëó÷àå, êîãäà óêà-
çàííàÿ ñèñòåìà íåòðèâèàëüíà, òî åñòü ñîñòîèò íå òîëüêî èç ýòèõ äâóõ
ìíîæåñòâ, åñòåñòâåííî íàçûâàòü îïåðàòîð A âîëüòåððîâûì. Ïðè ýòîì
äëÿ âñÿêîãî H ∈ B(A) ìû ìîæåì ïîëó÷èòü H-ëîêàëüíûé àíàëîã
óðàâíåíèÿ (3.1), ïîäåéñòâîâàâ íà íåãî îïåðàòîðîì PH , è ðåøåíèå

2Íàïîìíèì, ÷òî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî E èçìåðèìûõ ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ áà-
íàõîâûì èäåàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè {y ∈ E, x � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, |x| ≤
|y|} =⇒ {x ∈ E, ‖x‖E ≤ ‖y‖E}.

3Çäåñü è äàëåå âñå âåêòîðíûå íåðàâåíñòâà ïîíèìàåì ïîêîìïîíåíòíî.
4Ìû îáîçíà÷àåì åãî îäèíàêîâî íåçàâèñèìî îò òîãî, â êàêèõ êîíêðåòíî ÁÈÏ

îí äåéñòâóåò.
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ýòîãî ëîêàëüíîãî àíàëîãà èñêàòü â ïðîñòðàíñòâå PHX `. Óêàçàííîå
ðåøåíèå áóäåì ïîíèìàòü êàê H-ëîêàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1).
Ïðè ýòîì Π-ëîêàëüíîå ðåøåíèå åñòåñòâåííî íàçâàòü ãëîáàëüíûì ðå-
øåíèåì óðàâíåíèÿ (3.1). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè óðàâíåíèå (3.1) èìååò
ãëîáàëüíîå ðåøåíèå x = xu ∈ X `, òî äëÿ âñÿêîãî H ∈ B(A) îíî èìååò
H-ëîêàëüíîå ðåøåíèå PHxu.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïîäñèñòåìó ñèñòåìû âîëüòåððîâûõ ìíîæåñòâ
îïåðàòîðà A

T =
{
∅ = H0 ⊂ H1 ⊂ . . . ⊂ Hk = Π

}
⊂ B(A)

áóäåì, ñëåäóÿ [13], íàçûâàòü âîëüòåððîâîé öåïî÷êîé ýòîãî îïåðàòî-
ðà. ×èñëî δ = max

i=1,k
mes(Hi \Hi−1) íàçîâåì ìåëêîñòüþ âîëüòåððîâîé

öåïî÷êè T .
Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà B0 ≡ B(A)∩B(B) íåòðèâèàëüíà,

è áîëåå òîãî, äîñòàòî÷íî áîãàòà (â óêàçàííîì íèæå ñìûñëå).
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óêàçàííûå âûøå îïåðàòîðû A è B óäî-

âëåòâîðÿþò ïåðå÷èñëåííûì íèæå óñëîâèÿì A) (ôîðìóëèðóþòñÿ äëÿ
îïåðàòîðà A; äëÿ B � òî æå ñàìîå).

A) ËÎÎ A : Zm → X ` èìååò âîëüòåððîâó öåïî÷êó ñêîëü óãîäíî
ìàëîé ìåëêîñòè, ñîñòàâëåííóþ èç ìíîæåñòâ ñèñòåìû B0.

Èãðîê 1 óïðàâëÿåò óðàâíåíèåì (3.1), ðàñïîðÿæàÿñü âûáîðîì óï-
ðàâëåíèÿ u ∈ D. Èãðîê 2 óïðàâëÿåò óðàâíåíèåì (3.2), ðàñïîðÿæàÿñü
óïðàâëåíèåì v ∈ D.

Çàìå÷àíèå 3.1. Òàêèì îáðàçîì, äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà óïðàâëåíèé
ìû ïðåäïîëàãàåì îäèíàêîâûìè äëÿ îáîèõ èãðîêîâ. Îòìåòèì ñðàçó,
÷òî ýòî òðåáîâàíèå ñîâåðøåííî íåñóùåñòâåííî è ïðèíÿòî íàìè èñ-
êëþ÷èòåëüíî â öåëÿõ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ è îáîçíà÷åíèé. Ðîâíî èç
òåõ æå ñîîáðàæåíèé è ñ òåìè æå îãîâîðêàìè ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé (3.1) è (3.2) èùóòñÿ â îäíîì è òîì æå ôóíêöèîíàëü-
íîì ïðîñòðàíñòâå X `, òàê æå, êàê è îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â
îäèíàêîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ñîîòâåòñòâóþùèå èç-
ìåíåíèÿ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ äîñòàòî÷íî î÷åâèäíû.
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Öåëüþ èãðû ÿâëÿåòñÿ: äëÿ ïåðâîãî èãðîêà � ìàêñèìèçàöèÿ, à äëÿ
âòîðîãî � ìèíèìèçàöèÿ âûèãðûøà, çàäàííîãî â âèäå ôóíêöèîíàëà

J [u, v] = F
[
F (., xu, yv, u, v)

]
,

ãäå F : Ẑm̂ → R � íåêîòîðûé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë,
Ẑ � ÁÈÏ; ôóíêöèÿ F (t, x, y, u, v) óäîâëåòâîðÿåò ïî t, {x, y} è {u, v}
òàêèì æå óñëîâèÿì, êàê ôóíêöèÿ f(t, x, u) ïî t, x è u, ñ çàìåíîé
m íà m̂, Z íà Ẑ; xu ∈ X ` � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1), îòâå÷àþùåå
óïðàâëåíèþ u ∈ D. yv ∈ X ` � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.2), îòâå÷àþùåå
óïðàâëåíèþ v ∈ D.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èãðà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà êîððåêòíî, äàëåå áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àïðèîðíûå ïðåäïî-
ëîæåíèÿ (ôîðìóëèðóþòñÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (3.1); äëÿ óðàâíåíèÿ (3.2)
âñå àíàëîãè÷íî).

H1) Ëþáîìó óïðàâëåíèþ u ∈ D îòâå÷àåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x =

xu ∈ X ` óðàâíåíèÿ (3.1). Áîëåå òîãî, ýòî ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò
îöåíêå

x ≤ xu ≤ x̂,

ãäå x, x̂ ∈ X ` � ôèêñèðîâàííûå ôóíêöèè, íå çàâèñÿùèå îò
óïðàâëåíèÿ u ∈ D.

H2) Äëÿ âñÿêîãî u ∈ D è H ∈ B0 óðàâíåíèå (3.1) íå ìîæåò èìåòü
áîëåå îäíîãî H-ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå âûïîëíåíèå ïðåäïîëîæåíèé
H), ìîæíî íàéòè â [17, 20], ñì. òàêæå [7].

Îòìåòèì, ÷òî èç âûïîëíåíèÿ ïðåäïîëîæåíèé H) ñëåäóåò âûïîë-
íåíèå àíàëîãè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèé è äëÿ âñåõ ëîêàëüíûõ àíàëîãîâ
óðàâíåíèé (3.1) è (3.2).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èãðà ïðîâîäèòñÿ ñ äèñêðèìèíàöèåé âòîðîãî
èãðîêà â ñëåäóþùåì ñìûñëå: íà êàæäîì øàãå (î ïîíÿòèè øàãà â
ôóíêöèîíàëüíî-îïåðàòîðíîé èãðå ñì. íèæå) èãðîêó 1 èçâåñòåí êàê
ñâîé âûáîð, òàê è âûáîð ïðîòèâíèêà íà âñåõ ïðåäûäóùèõ øàãàõ è íà
äàííîì øàãå, à èãðîêó 2 � ñâîé âûáîð íà äàííîì øàãå, à òàêæå ñâîé
âûáîð è âûáîð ïðîòèâíèêà íà âñåõ ïðåäûäóùèõ øàãàõ. Óðàâíåíèÿ
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(3.1) è (3.2) ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè îáîèì ïðîòèâíèêàì (èãðà ñ
ïîëíîé èíôîðìàöèåé).

Äàëåå ìû ââåäåì ïîíÿòèå øàãà â èãðå, à òàêæå îïðåäåëèì êóñî÷-
íî-ïðîãðàììíûå ñòðàòåãèè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â äàííîé èãðå.

Âñÿêóþ âîëüòåððîâó öåïî÷êó T = {H0, . . . , Hk} ⊂ B0 áóäåì íàçû-
âàòü âîëüòåððîâîé öåïî÷êîé â äàííîé èãðå. Ïðè ýòîì ñèñòåìó ìíî-
æåñòâ T (−) =

{
hi = Hi \Hi−1 : i = 1, k

}
áóäåì íàçûâàòü âîëüòåððî-

âûì ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà Π â äàííîé èãðå. Êðîìå òîãî, ìåëêîñòü
δ = max

i=1,k
mes(hi) âîëüòåððîâîé öåïî÷êè T áóäåì íàçûâàòü òàêæå ìåë-

êîñòüþ âîëüòåððîâà ðàçáèåíèÿ T (−).
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî âîëüòåððîâà ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà Π

T (−) =
{

hi = Hi\Hi−1 : i = 1, k
}
, ñîñòîÿùåãî èç k ýëåìåíòîâ, â íàøåé

èãðå óðàâíåíèå (3.1) (äëÿ óðàâíåíèÿ (3.2) âñå àíàëîãè÷íî) ðàñïàäà-
åòñÿ â ñèñòåìó k óðàâíåíèé âèäà

xi = θi[x1, . . . , xi−1] + PiAPi

[
f(., xi, ui)

]
, xi ∈ PiX `, i = 1, k, (3.3)

ãäå ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ

Pi = Phi
, θi = Piθ +

i−1∑
j=1

PiAPj

[
f(., xj, uj)

]
, ui = Piu ∈ PiD, i = 1, k.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ñèñòåìó (3.3) ìîæíî ðåøàòü ïîñëåäîâàòåëüíî îò ïåð-
âîãî óðàâíåíèÿ ê k-ìó: çíàÿ ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ x1, íàõîäèì
ðåøåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ x2; çíàÿ ðåøåíèÿ x1, x2 ïåðâûõ äâóõ óðàâ-
íåíèé, íàõîäèì ðåøåíèå òðåòüåãî óðàâíåíèÿ x3 è ò.ä. Ñîîòâåòñòâåííî
ýòîìó, i-ì øàãîì â íàøåé èãðå Γ ïðè çàäàííîì âîëüòåððîâîì ðàçáè-
åíèè T (−) ìíîæåñòâà Π äëÿ ïåðâîãî èãðîêà áóäåì íàçûâàòü çàäà÷ó
âûáîðà óïðàâëåíèÿ ui ∈ PiD ñ îòûñêàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó ðå-
øåíèÿ xi i-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.3); äëÿ âòîðîãî èãðîêà � àíàëî-
ãè÷íî. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé H) ðåøåíèå xi i-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû
(3.3) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî äëÿ ëþáîãî âîëüòåððîâà ðàçáèåíèÿ;
òàêîå æå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ âòîðîãî èãðîêà.

Ñëåäóþùåå ïîíÿòèå ìû ââîäèì ïî ñóòè äåëà àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ
êóñî÷íî-ïðîãðàììíîé ñòðàòåãèè â äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå, ñâÿçàí-
íîé ñ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, èç [6, ãëà-
âà V].
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Êóñî÷íî-ïðîãðàììíîé ñòðàòåãèåé ïåðâîãî èãðîêà â íàøåé èã-
ðå Γ áóäåì íàçûâàòü ïàðó {T ,P}, ãäå T = {H0, . . . , Hk} ⊂ B0 �
íåêîòîðàÿ âîëüòåððîâà öåïî÷êà â èãðå Γ, à P � îòîáðàæåíèå, ñòà-
âÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó hi ∈ T (−) è íàáîðàì {uj ∈ PjD :

j = 1, i− 1}, {vj ∈ PjD : j = 1, i− 1}, à òàêæå (ñ ó÷åòîì äèñêðè-
ìèíàöèè âòîðîãî èãðîêà) ýëåìåíòó vi ∈ PiD óïðàâëåíèå ui ∈ PiD.
Êóñî÷íî-ïðîãðàììíîé ñòðàòåãèåé âòîðîãî èãðîêà â íàøåé èãðå Γ áó-
äåì íàçûâàòü ïàðó {T ,P}, ãäå T = {H0, . . . , Hk} ⊂ B0 � íåêîòîðàÿ
âîëüòåððîâà öåïî÷êà â èãðå Γ, à P � îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñî-
îòâåòñòâèå êàæäîìó hi ∈ T (−) è íàáîðàì {uj ∈ PjD : j = 1, i− 1},
{vj ∈ PjD : j = 1, i− 1} óïðàâëåíèå vi ∈ PiD.

Ìíîæåñòâî âñåõ êóñî÷íî-ïðîãðàììíûõ ñòðàòåãèé ïåðâîãî èãðî-
êà îáîçíà÷èì Σ(1), âòîðîãî � Σ(2). Óïðàâëåíèÿ u =

k∑
i=1

ui ∈ D, v =

k∑
i=1

vi ∈ D, ðåàëèçîâàâøèåñÿ â ðåçóëüòàòå âûáîðà ïàðû ñòðàòåãèé

σ = {σ(1), σ(2)} ∈ Σ(1) × Σ(2), áóäåì îáîçíà÷àòü uσ, vσ, à ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.1) è (3.2) (òðàåêòîðèè èãðîêîâ),
ïîñòðîåííûå îïèñàííûì âûøå äâèæåíèåì ïî öåïî÷êàì, � xσ, yσ. Òî-
ãäà âûèãðûø ïåðâîãî èãðîêà â èãðå Γ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ êàê

K[σ] = J [uσ, vσ] = F
[
F (., xσ, yσ, uσ, vσ)

]
.

Íàïîìíèì (ñì., íàïðèìåð, [6]), ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïàðà (÷è-
ñòûõ) ñòðàòåãèé σε = {σ(1)

ε , σ
(2)
ε } ∈ Σ(1)×Σ(2) íàçûâàåòñÿ ε-îïòèìàëü-

íîé â èãðå Γ, åñëè äëÿ âñåõ σ = {σ(1), σ(2)} ∈ Σ(1) ×Σ(2) âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

K
[
σ(1), σ(2)

ε

]
− ε ≤ K

[
σ(1)

ε , σ(2)
ε

]
≤ K

[
σ(1)

ε , σ(2)
]

+ ε.

Åñëè òàêàÿ ïàðà σε ñóùåñòâóåò, òî ãîâîðÿò, ÷òî èãðà èìååò ñèòóàöèþ
ε-ðàâíîâåñèÿ.

Ê ñîæàëåíèþ, ðàññìîòðåíèå èãðû Γ â îáùåì ñëó÷àå òðåáóåò ââå-
äåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïîíÿòèé è äîâîëüíî ãðîìîçäêèõ ïîñòðîåíèé5.

5Íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå îá èäåå ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàññóæäåíèé ìîæíî ïî-
ëó÷èòü íà îñíîâå [6, �V.3], ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ èãðà, ñâÿçàííàÿ ñ îáûêíîâåííûìè
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.



100 À.Â. ×åðíîâ

Ïîýòîìó â äàííîé ñòàòüå ìû ðàññìîòðèì ëèøü ñëó÷àé, êîãäà âîëü-
òåððîâà öåïî÷êà T â èãðå Γ îäèíàêîâà äëÿ îáîèõ èãðîêîâ è ôèêñèðî-
âàíà. Ïîëó÷åííóþ òàêèì îáðàçîì ïîäûãðó èãðû Γ áóäåì îáîçíà÷àòü
ΓT , à ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé â íåé � Σ

(i)
T , i = 1, 2.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè.

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé âîëüòåððîâîé öåïî÷êè T
è ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 èãðà ΓT èìååò ñèòóàöèþ ε-ðàâíîâåñèÿ. Ïðè
ýòîì çíà÷åíèå èãðû îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

K = inf
v1∈P1D

sup
u1∈P1D

inf
v2∈P2D

sup
u2∈P2D

. . .

. . . inf
vk∈PkD

sup
uk∈PkD

k∑
j=1

F
[
PjF

(
., xj[u1, . . . , uj], yj[v1, . . . , vj], uj, vj

)]
.

4. Âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå

Ëåììà 4.1. Ïóñòü S(Π) � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ï.â. êîíå÷íûõ
ôóíêöèé íà Π, l ∈ N, a(.), b(.) ∈ Sl(Π) � èçìåðèìûå íà Π l-âåêòîð-
ôóíêöèè, a(t) ≤ b(t) äëÿ ï.â. t ∈ Π, à ôóíêöèÿ Φ(t, y) : Π × Rl → R
èçìåðèìà ïî t ∈ Π è íåïðåðûâíà ïî y ∈ Rl. Òîãäà ôóíêöèÿ

ϕ(t) ≡ max
y∈[a(t);b(t)]

Φ(t, y)

èçìåðèìà íà Π, è ∃ θ(.) ∈ M [a; b] ≡
{

y ∈ Sl(Π) : y(t) ∈ [a(t); b(t)]
}

òàêàÿ, ÷òî
Φ(t, θ(t)) = ϕ(t) äëÿ ï.â. t ∈ Π.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.1 ñëåäóåò, íàïðèìåð, íåïîñðåäñòâåííî èç
[4, ïðåäëîæåíèå Ä1.2, ñ.326, è òåîðåìà Ä1.4, ñ.327].

5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1
Ïóñòü T = {H0, H1, . . . , Hk} � âîëüòåððîâà öåïî÷êà â èãðå ΓT . Äëÿ

m = 1, k îáîçíà÷èì ΓT {u1, . . . , uk−m, v1, . . . , vk−m} èãðó, îòëè÷àþùó-
þñÿ îò èãðû ΓT òåì, ÷òî âûáîð óïðàâëåíèé6 ui ∈ PiD, vi ∈ PiD,
i = 1, k −m, íà øàãàõ îò 1-ãî äî (k−m)-ãî ôèêñèðîâàí. Òàêóþ èãðó

6Ìû ïðîäîëæàåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Pi = Phi .
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áóäåì íàçûâàòü èãðîé ΓT óðîâíÿ m. Î÷åâèäíî, ÷òî èãðà ΓT óðîâíÿ
m = k è èãðà ΓT � ýòî îäíî è òî æå. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðîâåäåì äî-
êàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1 èíäóêöèåé ïî óðîâíþ m. Îáîçíà÷èì äëÿ
êðàòêîñòè ~uj = {u1, . . . , uj}, ~vj = {v1, . . . , vj}, j = 1, k −m. Ìíî-
æåñòâà ñòðàòåãèé èãðîêîâ â èãðå ΓT {~uk−m, ~vk−m} áóäåì îáîçíà÷àòü
Σ

(i)
T {~uk−m, ~vk−m}, i = 1, 2. Çàìåòèì, ÷òî âûèãðûø â èãðå óðîâíÿ m

âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

Km(σ) =
k−m∑
j=1

F
[
PjF

(
., xj[~uj], yj[~vj], uj, vj

)]
+

+
k∑

j=k−m+1

F
[
PjF

(
., xj[~uk−m; σ], yj[~vk−m; σ], uj[σ], vj[σ]

)]
≡

≡
k−m∑
j=1

gj[~uj, ~vj] +
k∑

j=k−m+1

gj[~uk−m, ~vk−m](σ) ≡ K ′
m + K ′′

m(σ), (5.1)

σ = (σ(1), σ(2)), σ(i) ∈ Σ
(i)
T {~uk−m, ~vk−m}, i = 1, 2,

ãäå xj[~uj], j = 1, k −m, � ðåøåíèå j-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.3) � çà-
âèñèò ëèøü îò ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû, òî åñòü îò âûáîðà óïðàâëåíèé,
íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ è âûáîðà óïðàâëåíèÿ íà äàííîì øàãå (íî âñå
îíè ôèêñèðîâàíû); xj[~uk−m; σ], j = k −m + 1, k, � ðåøåíèå j-ãî óðàâ-
íåíèÿ ñèñòåìû (3.3) � çàâèñèò îò âûáîðà óïðàâëåíèé íà øàãàõ îò 1-ãî
äî (k −m)-ãî (îíè ôèêñèðîâàíû), à òàêæå îò óïðàâëåíèé íà ïîñëå-
äóþùèõ øàãàõ âïëîòü äî j-ãî, ðåàëèçîâàâøèõñÿ â ðåçóëüòàòå âûáîðà
èãðîêàìè ñòðàòåãèé σ(1) è σ(2); ñàìè ýòè óïðàâëåíèÿ uj[σ] çàâèñÿò, â
ñâîþ î÷åðåäü, ëèøü îò âûáîðà ñòðàòåãèé σ(1) è σ(2). Äëÿ âòîðîãî èã-
ðîêà � àíàëîãè÷íî. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (5.1) â ïëàíå âûáîðà ñòðàòåãèé
èãðîêàìè èãðà ΓT {~uk−m, ~vk−m} ýêâèâàëåíòíà àíàëîãè÷íîé èãðå ñ âû-
èãðûøåì K ′′

m(σ). Íàì áóäåò óäîáíî ðàññìàòðèâàòü íà êàæäîì óðîâíå
èìåííî òàêóþ èãðó, � îáîçíà÷èì åå Γ′′T {~uk−m, ~vk−m}, � ïîñêîëüêó äëÿ
m = k-ãî óðîâíÿ Γ′′T {~u0, ~v0} = ΓT , òàê êàê K ′

k = 0.
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî ÷èñëî ε > 0.
1) Ïóñòü m = 1. Â ðàññìàòðèâàåìîé èãðå Γ′′T {~uk−1, ~vk−1} âûèãðûø

îïðåäåëÿåòñÿ êàê

K ′′
1 (σ(1), σ(2)) = gk[~uk−1, ~vk−1](σ

(1), σ(2)).
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Ïðè ýòîì ñòðàòåãèÿ âòîðîãî èãðîêà σ(2) � ýòî ïðîñòî ñïîñîá âûáîðà
óïðàâëåíèÿ vk ∈ PkD, à ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà σ(1) � ýòî ñïîñîá
âûáîðà óïðàâëåíèÿ uk ∈ PkD íà îñíîâå çíàíèÿ î âûáîðå vk. Òàêèì
îáðàçîì, ìîæåì îòîæäåñòâèòü: σ(2) ≡ vk ∈ PkD, σ(1) ≡ uk[.] : PkD →
PkD. Îáîçíà÷èì

K∗
1 [vk] = sup

uk∈PkD
gk[~uk, ~vk].

Ýòà âåëè÷èíà ñóùåñòâóåò è êîíå÷íà â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé H) è ëåì-
ìû 4.1, à òàêæå ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè F (.) è ôóíê-
öèîíàëà F . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñóïðåìóìà ïî êàæäîìó vk ∈ PkD
íàéäåòñÿ ýëåìåíò u

(ε)
k [vk] ∈ PkD òàêîé, ÷òî (à òàêîé ñïîñîá âûáîðà

ýòîãî ýëåìåíòà � ýòî óæå îäíà èç âîçìîæíûõ ñòðàòåãèé ïåðâîãî èã-
ðîêà)

gk[~uk−1, u
(ε)
k [vk];~vk] = gk[~uk−1, ~vk−1](u

(ε)
k [vk], vk) ≥ K∗

1 [vk]− ε.

Òàêèì îáðàçîì,

gk[~uk, ~vk]− ε ≤ gk[~uk−1, u
(ε)
k [vk];~vk] äëÿ âñåõ uk, vk ∈ PkD. (5.2)

Äåéñòâèòåëüíî,

gk[~uk, ~vk] ≤ K∗
1 [vk]± gk[~uk−1, u

(ε)
k [vk];~vk] ≤ gk[~uk−1, u

(ε)
k [vk];~vk] + ε.

Îáîçíà÷èì
K∗∗

1,ε = inf
vk∈PkD

gk[~uk−1, u
(ε)
k [vk];~vk−1, vk].

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èíôèìóìà íàéäåòñÿ ýëåìåíò v
(ε)
k ∈ PkD òàêîé,

÷òî
gk[~uk−1, u

(ε)
k [vk];~vk−1, v

(ε)
k ] ≤ K∗∗

1,ε + ε,

è ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ âñåõ vk ∈ PkD
gk[~uk−1, u

(ε)
k [vk];~vk−1, v

(ε)
k ] ≤ gk[~uk−1, u

(ε)
k [vk];~vk−1, vk] + ε. (5.3)

Ïîäñòàâëÿÿ â (5.2) vk = v
(ε)
k , ïîëó÷àåì äëÿ âñåõ uk ∈ PkD íåðàâåíñòâî

gk[~uk−1, uk;~vk−1, v
(ε)
k ]− ε ≤ gk[~uk−1, u

(ε)
k [v

(ε)
k ];~vk−1, v

(ε)
k ]. (5.4)

Èç ñîîòíîøåíèé (5.3), (5.4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñïîñîáà âûáîðà
îòîáðàæåíèÿ uk[.] : PkD → PkD è ýëåìåíòà vk ∈ PkD ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

gk[~uk−1, ~vk−1](uk[v
(ε)
k ], v

(ε)
k )− ε ≤ gk[~uk−1, ~vk−1](u

(ε)
k [v

(ε)
k ], v

(ε)
k ) ≤
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≤ gk[~uk−1, ~vk−1](u
(ε)
k [vk], vk) + ε,

òî åñòü

K ′′
1 (σ(1), σ(2)

ε )− ε ≤ K ′′
1 (σ(1)

ε , σ(2)
ε ) ≤ K ′′

1 (σ(1)
ε , σ(2)) + ε (5.5)

äëÿ âñåõ σ(i) ∈ Σ
(i)
T {~uk−1, ~vk−1}, i = 1, 2,

ãäå σ
(2)
ε � ýòî ñòðàòåãèÿ, ñîñòîÿùàÿ â âûáîðå ýëåìåíòà v

(ε)
k , à σ

(1)
ε

� ýòî ñòðàòåãèÿ, ñîñòîÿùàÿ â âûáîðå îòîáðàæåíèÿ u
(ε)
k [.]. Ñîîòíî-

øåíèå (5.5) îçíà÷àåò, ÷òî ñòðàòåãèè σ
(1)
ε , σ

(2)
ε ε-îïòèìàëüíû â èãðå

Γ′′T {~uk−1, ~vk−1).
Ñîãëàñíî [6, òåîðåìà II.2.5, ñ.65] ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå èãðû

lim
ε→+0

K ′′
1 (σ(1)

ε , σ(2)
ε ) = sup

σ(1)∈Σ
(1)
T {~uk−1,~vk−1}

inf
σ(2)∈Σ

(2)
T {~uk−1,~vk−1}

K ′′
1 (σ(1), σ(2)) =

= inf
σ(2)∈Σ

(2)
T {~uk−1,~vk−1}

sup
σ(1)∈Σ

(1)
T {~uk−1,~vk−1}

K ′′
1 (σ(1), σ(2)) ≡ K

′′
1.

È ïî ïîñòðîåíèþ ε-îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé î÷åâèäíî, ÷òî

K
′′
1 = K

′′
1(~uk−1, ~vk−1) = inf

vk∈PkD
sup

uk∈PkD
gk[~uk−1, uk;~vk−1, vk].

2) Äåéñòâóÿ ïî èíäóêöèè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ m ∈ 1, k − 1

ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ íàáîðàõ ~uk−m, ~vk−m óæå äîêàçàíî ñóùå-
ñòâîâàíèå ε-îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé σ

(i)
ε {~uk−m, ~vk−m}, i = 1, 2, â èãðå

Γ′′T {~uk−m, ~vk−m}, à òàêæå ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû

K
′′
m = K

′′
m(~uk−m, ~vk−m) =

= inf
vk−m+1∈Pk−m+1D

sup
uk−m+1∈Pk−m+1D

. . . inf
vk∈PkD

sup
uk∈PkD

k∑

j=k−m+1

gj[~uj, ~vj]

äëÿ çíà÷åíèÿ èãðû. Äîêàæåì, ÷òî òàêîå æå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî
è ïðè çàìåíå m íà m+1. Èòàê, ðàññìîòðèì èãðó Γ′′T {~uk−m−1, ~vk−m−1},
ñ÷èòàÿ íàáîðû ~uk−m−1, ~vk−m−1 çàäàííûìè. Çàìåòèì, ÷òî âûèãðûø â
íåé ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

K ′′
m+1(σ

(1), σ(2)) = gk−m[~uk−m−1, uk−m[vk−m];~vk−m−1, vk−m]+

+K ′′
m[~uk−m−1, uk−m[vk−m];~vk−m−1, vk−m](σ(1)

m , σ(2)
m ),
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ãäå ñòðàòåãèÿ σ(1) ∈ Σ
(1)
T {~uk−m−1, ~vk−m−1} ñîñòîèò ôàêòè÷åñêè â âû-

áîðå íà íà÷àëüíîì øàãå îòîáðàæåíèÿ uk−m[.] : Pk−mD → Pk−mD, à
íà ïîñëåäóþùèõ øàãàõ ñîâïàäàåò ñ òîé èëè èíîé ñòðàòåãèåé âèäà

σ(1)
m ∈ Σ

(1)
T {~uk−m−1, uk−m[vk−m];~vk−m−1, vk−m}

â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ýëåìåíòà vk−m ∈ Pk−mD âòîðûì èãðîêîì è
óêàçàííîãî âûøå îòîáðàæåíèÿ uk−m[.] ïåðâûì èãðîêîì íà íà÷àëüíîì
øàãå; ñòðàòåãèÿ σ(2) ∈ Σ

(2)
T {~uk−m−1, ~vk−m−1} ñîñòîèò ôàêòè÷åñêè â âû-

áîðå íà íà÷àëüíîì øàãå ýëåìåíòà vk−m ∈ Pk−mD, à íà ïîñëåäóþùèõ
øàãàõ ñîâïàäàåò ñ òîé èëè èíîé ñòðàòåãèåé âèäà

σ(2)
m ∈ Σ

(2)
T {~uk−m−1, uk−m[vk−m];~vk−m−1, vk−m}

â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà vk−m ∈ Pk−mD âòîðûì èãðîêîì è îòîáðàæå-
íèÿ uk−m[.] ïåðâûì èãðîêîì íà íà÷àëüíîì øàãå. Ñîãëàñíî ïðåäïîëî-
æåíèþ èíäóêöèè, äëÿ ëþáîãî âûáîðà ýëåìåíòà vk−m è îòîáðàæåíèÿ
uk−m[.], à ñòàëî áûòü, ýëåìåíòà uk−m = uk−m[vk−m] èãðîêàìè íà íà-
÷àëüíîì øàãå, ñóùåñòâóþò ñòðàòåãèè

σ(i)
m,ε{~uk−m−1, uk−m;~vk−m−1, vk−m} ∈ Σ

(i)
T {~uk−m−1, uk−m;~vk−m−1, vk−m},

i = 1, 2, òàêèå, ÷òî

K ′′
m

(
σ(1)

m , σ(2)
m,ε

)
− ε ≤ K ′′

m

(
σ(1)

m,ε, σ
(2)
m,ε

)
≤ K ′′

m

(
σ(1)

m,ε, σ
(2)
m

)
+ ε (5.6)

äëÿ ëþáûõ

σ(i)
m ∈ Σ

(i)
T {~uk−m−1, uk−m;~vk−m−1, vk−m}, i = 1, 2.

Îáîçíà÷èì

g
(ε)
k−m[~uk−m, ~vk−m] = gk−m[~uk−m, ~vk−m] + K ′′

m

(
σ(1)

m,ε{. . .}, σ(2)
m,ε{. . .}

)
,

K∗
m+1,ε[vk−m] = sup

uk−m∈Pk−mD
g

(ε)
k−m[~uk−m−1, uk−m, ~vk−m−1, vk−m].

Ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà ñóùåñòâóåò è êîíå÷íà â ñèëó ïðåäïîëîæåíèéH)
è ëåììû 4.1. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñóïðåìóìà ïî êàæäîìó vk−m ∈
Pk−mD íàéäåòñÿ ýëåìåíò u

(ε)
k−m[vk−m] ∈ Pk−mD òàêîé, ÷òî

g
(ε)
k−m[~uk−m−1, u

(ε)
k−m[vk−m];~vk−m−1, vk−m] ≥ K∗

m+1,ε[vk−m]− ε
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äëÿ âñåõ vk−m ∈ Pk−mD. Òàêèì îáðàçîì,

g
(ε)
k−m[~uk−m;~vk−m]− ε ≤ g

(ε)
k−m[~uk−m−1, u

(ε)
k−m[vk−m];~vk−m−1, vk−m] (5.7)

äëÿ âñåõ uk−m, vk−m ∈ Pk−mD. Îáîçíà÷èì

K∗∗
m+1,ε = inf

vk−m∈Pk−mD
g

(ε)
k−m[~uk−m−1, u

(ε)
k−m[vk−m];~vk−m−1, vk−m].

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èíôèìóìà íàéäåòñÿ ýëåìåíò v
(ε)
k−m ∈ Pk−mD

òàêîé, ÷òî

g
(ε)
k−m[~uk−m−1, u

(ε)
k−m[v

(ε)
k−m];~vk−m−1, v

(ε)
k−m] ≤ K∗∗

m+1,ε + ε,

è ñîîòâåòñòâåííî,

g
(ε)
k−m[~uk−m−1, u

(ε)
k−m[v

(ε)
k−m];~vk−m−1, v

(ε)
k−m] ≤

≤ g
(ε)
k−m[~uk−m−1, u

(ε)
k−m[vk−m];~vk−m−1, vk−m] + ε (5.8)

äëÿ âñåõ vk−m ∈ Pk−mD. Ïîäñòàâëÿÿ â (5.7) vk−m = v
(ε)
k−m, ïîëó÷àåì

g
(ε)
k−m[~uk−m−1, uk−m;~vk−m−1, v

(ε)
k−m]− ε ≤

≤ g
(ε)
k−m[~uk−m−1, u

(ε)
k−m[v

(ε)
k−m];~vk−m−1, v

(ε)
k−m] (5.9)

äëÿ âñåõ uk−m ∈ Pk−mD. Èç (5.8) è (5.9) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ñïîñîáà âûáîðà îòîáðàæåíèÿ uk−m[.] è ýëåìåíòà vk−m ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

g
(ε)
k−m[~uk−m−1, uk−m[v

(ε)
k−m];~vk−m−1, v

(ε)
k−m]− ε ≤

≤ g
(ε)
k−m[~uk−m−1, u

(ε)
k−m[v

(ε)
k−m];~vk−m−1, v

(ε)
k−m] ≤

≤ g
(ε)
k−m[~uk−m−1, u

(ε)
k−m[vk−m];~vk−m−1, vk−m] + ε,

èëè îïóñêàÿ äëÿ êðàòêîñòè ôèêñèðîâàííûå íàáîðû ~uk−m−1, ~vk−m−1,

gk−m[uk−m[v
(ε)
k−m]; v

(ε)
k−m] + K ′′

m

(
σm,ε{uk−m[v

(ε)
k−m]; v

(ε)
k−m}

)
− ε ≤

≤ gk−m[u
(ε)
k−m[v

(ε)
k−m]; v

(ε)
k−m] + K ′′

m

(
σm,ε{u(ε)

k−m[v
(ε)
k−m]; v

(ε)
k−m}

)
≤

≤ gk−m[u
(ε)
k−m[vk−m]; vk−m] + K ′′

m

(
σm,ε{u(ε)

k−m[vk−m]; vk−m}
)

+ ε. (5.10)
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Èç ñîîòíîøåíèé (5.6) è (5.10) ïîëó÷àåì

gk−m[uk−m[v
(ε)
k−m]; v

(ε)
k−m]+K ′′

m

(
σ(1)

m {uk−m[v
(ε)
k−m]; v

(ε)
k−m}, σ(2)

m,ε{. . .}
)
−2ε ≤

≤ . . . ïîâòîð òðîéíîãî íåðàâåíñòâà (5.10) . . . ≤
≤ gk−m[u

(ε)
k−m[vk−m]; vk−m] + K ′′

m

(
σ(1)

m,ε{u(ε)
k−m[vk−m]; vk−m}, σ(2)

m {. . .}
)

+ ε.

Ïîëó÷åííàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ îçíà÷àåò, ÷òî íàøëàñü ïàðà ñòðàòå-
ãèé

σ̂(i)
ε ∈ Σ

(i)
T {~uk−m−1, ~vk−m−1}, i = 1, 2,

òàêàÿ, ÷òî

K ′′
m+1

(
σ(1), σ̂(2)

ε

)
− 2ε ≤ K ′′

m+1

(
σ̂(1)

ε , σ̂(2)
ε

)
≤ K ′′

m+1

(
σ̂(1)

ε , σ(2)
)

+ 2ε

äëÿ âñåõ σ(i) ∈ Σ
(i)
T {~uk−m−1, ~vk−m−1}, i = 1, 2. Òîãäà ñîîòâåòñòâåííî

ïàðà ñòðàòåãèé σ
(i)
ε = σ̂

(i)
ε/2, i = 1, 2, ÿâëÿåòñÿ ïàðîé ε-îïòèìàëüíûõ

ñòðàòåãèé â èãðå Γ′′T {~uk−m−1, ~vk−m−1}. Ïðè ýòîì ñîãëàñíî [6, òåîðåìà
II.2.5, ñ.65] ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå èãðû

lim
ε→+0

K ′′
m+1(σ

(1)
ε , σ(2)

ε ) = K
′′
m+1(~uk−m−1, ~vk−m−1),

ãäå

K
′′
m+1 = sup

σ(1)∈Σ
(1)
T {~uk−m−1,~vk−m−1}

inf
σ(2)∈Σ

(2)
T {~uk−m−1,~vk−m−1}

K ′′
m+1(σ

(1), σ(2)) =

= inf
σ(2)∈Σ

(2)
T {~uk−m−1,~vk−m−1}

sup
σ(1)∈Σ

(1)
T {~uk−m−1,~vk−m−1}

K ′′
m+1(σ

(1), σ(2)).

È ïî ïîñòðîåíèþ ε-îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé, à òàêæå ñîãëàñíî ïðåä-
ïîëîæåíèþ èíäóêöèè, î÷åâèäíî, ÷òî

K
′′
m+1 = inf

vk−m∈Pk−mD
sup

uk−m∈Pk−mD

{
gk−m[~uk−m−1, uk−m;~vk−m−1, vk−m]+

+ inf
vk−m+1∈Pk−m+1D

sup
uk−m+1∈Pk−m+1D

. . . inf
vk∈PkD

sup
uk∈PkD

k∑

j=k−m+1

gj[~uj, ~vj]
}

Ïîñêîëüêó ïåðâîå ñëàãàåìîå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ íå çàâèñèò îò ýëå-
ìåíòîâ uk−m+1, . . . , uk, vk−m+1, . . . , vk, òî î÷åâèäíî, ìîæåì çàïèñàòü

K
′′
m+1 = inf

vk−m∈Pk−mD
sup

uk−m∈Pk−mD
. . . inf

vk∈PkD
sup

uk∈PkD

k∑

j=k−m

gj[~uj, ~vj].
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Òàêèì îáðàçîì, âñå ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè îêàçûâàþòñÿ âûïîë-
íåííûìè è ïðè çàìåíå m íà m + 1.

3) Ïî èíäóêöèè äåëàåì âûâîä, ÷òî èãðà ΓT = Γ′′T {~u0, ~v0} èìååò
ñèòóàöèþ ε-ðàâíîâåñèÿ, ïðè÷åì çíà÷åíèå èãðû

K = K
′′
k = inf

v1∈P1D
sup

u1∈P1D
. . . inf

vk∈PkD
sup

uk∈PkD

k∑
j=1

gj[~uj, ~vj].

Òåîðåìà 3.1 äîêàçàíà.

6. Ïðèìåð: èãðîâàÿ çàäà÷à, ñâÿçàííàÿ ñ óïðàâëÿåìûìè ñè-
ñòåìàìè Ãóðñà-Äàðáó

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàòèâíîãî ïðèìåðà, ïîÿñíÿþùåãî ïðîöåäóðó
ñâåäåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð, ñâÿçàííûõ ñ óðàâíåíèÿìè â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ, ê àáñòðàêòíîé ôóíêöèîíàëüíî-îïåðàòîðíîé èãðå,
ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èãðîêè óïðàâëÿþò � êàæäûé ñâîåé � ñèñòå-
ìîé Ãóðñà-Äàðáó, à âûèãðûø çàäàåòñÿ èíòåãðàëüíûì ôóíêöèîíàëîì.
Èòàê, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èãðîê 1 óïðàâëÿåò ñèñòåìîé




X ′′
t1t2

(t) = f
(
t; X(t), X ′

t1
(t), X ′

t2
(t); u(t)

)
, t ∈ Π = [0, T1]× [0, T2];

X(t1, 0) = ϑ1(t1), t1 ∈ [0, T1];

X(0, t2) = ϑ2(t2), t2 ∈ [0, T2];

ϑ1(0) = ϑ2(0),
(6.1)

ðàñïîðÿæàÿñü óïðàâëåíèåì u(.), à èãðîê 2 � ñèñòåìîé




Y ′′
t1t2

(t) = g
(
t; Y (t), Y ′

t1
(t), Y ′

t2
(t); v(t)

)
, t ∈ Π = [0, T1]× [0, T2];

Y (t1, 0) = $1(t1), t1 ∈ [0, T1];

Y (0, t2) = $2(t2), t2 ∈ [0, T2];

$1(0) = $2(0),
(6.2)

ðàñïîðÿæàÿñü óïðàâëåíèåì v(.). Óêàæåì óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà
óðàâíåíèå (6.1), äëÿ óðàâíåíèÿ (6.2) � àíàëîãè÷íî. Áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè ϑ1(.) è ϑ2(.) àáñîëþòíî-íåïðåðûâíû è èìåþò
ïðîèçâîäíûå èç êëàññà Lp, p ∈ [1,∞), à ôóíêöèÿ f(t; x; u) óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì F1), F2) ïðè ` = 3, m = 1, X = Lp(Π), Z = Lp(Π),
U = Lr(Π), r ∈ [1,∞].
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Â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëà, îïðåäåëÿþùåãî âûèãðûø ïåðâîãî èãðî-
êà, ðàññìîòðèì

J [u, v] = F
[
F

(
.; X(.), X ′

t1
(.), X ′

t2
(.); Y (.), Y ′

t1
(.), Y ′

t2
(.); u(.); v(.)

)]
,

ãäå F [z] =
∫
Π

z(t)dt, X = X[u] � ðåøåíèå çàäà÷è (6.1), îòâå÷àþùåå

óïðàâëåíèþ u; Y = Y [v] � ðåøåíèå çàäà÷è (6.2), îòâå÷àþùåå óïðàâ-
ëåíèþ v; F (t; x; y; u; v) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, óêàçàííûì â ðàçäåëå
3 ïðè Ẑ = L1(Π), m̂ = 1.

Ðåøåíèå çàäà÷è (6.1) (äëÿ çàäà÷è (6.2) � àíàëîãè÷íî) áóäåì ïî-
íèìàòü â ñìûñëå ï.â. è èñêàòü åãî â êëàññå W (Π) ôóíêöèé èç Lp(Π),
èìåþùèõ ï.â. ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà è ñìåøàííóþ
ïðîèçâîäíóþ â êëàññå Lp(Π). Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (6.1) ìîæíî ïî-
íèìàòü êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

X(t) = θ1(t) +

t1∫

0

dξ1

t2∫

0

f
[
ξ, X(ξ), X ′

t1
(ξ), X ′

t2
(ξ), u(ξ)

]
dξ2,

ãäå θ1(t) = ϑ1(t1) + ϑ2(t2) − ϑ1(0). Äåëàÿ çàìåíó x = {X,X ′
t1
, X ′

t2
},

ïîëó÷àåì, ÷òî óêàçàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

x(t) = θ(t) + A
[
f(., x, u)

]
(t), t ∈ Π, x ∈ X ` = L3

q(Π), (6.3)

ãäå θ(t) =
{

θ1(t), ϑ
′
1(t1), ϑ

′
2(t2)

}
∈ X `,

A = {A1, A2, A3} : Lq(Π) → L3
q(Π), A1[z](t) =

t1∫

0

dξ1

t2∫

0

z(ξ)dξ2,

A2[z](t) =

t2∫

0

z(t1, ξ)dξ, A3[z](t) =

t1∫

0

z(ξ, t2)dξ.

Óðàâíåíèå (6.3) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà (3.1). Êàê ïîêàçàíî â [17]
(ñì. òàêæå [20]), ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëî-
âèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè f(., ., .) ïðåäïîëîæåíèÿH) äëÿ óðàâíåíèÿ
(6.3) áóäóò âûïîëíåíû.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèÿ A) îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A òî-
æå âûïîëíåíû. Î÷åâèäíî, ÷òî A � ËÎÎ Lp(Π) → L3

p(Π). Îñòàëîñü
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ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàòîð A îáëàäàåò âîëüòåððîâîé öåïî÷êîé ìíî-
æåñòâ ñêîëü óãîäíî ìàëîé ìåëêîñòè. Âûáåðåì íåêîòîðûå ðàçáèåíèÿ
0 = a0 < a1 < . . . < aκ1 = T1, 0 = b0 < b1 < . . . < bκ2 = T2 îòðåç-
êîâ [0; T1] è [0; T2] è ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëèì ìíîæåñòâà h[i; j] =

[ai−1, ai]× [bj−1, bj], i = 1, κ1, j = 1, κ2, à òàêæå ìíîæåñòâà

hν =
( k1⋃

j=1

κ1⋃
i=1

h[i; j]
) ⋃( k2⋃

i=1

h[i; k1 + 1]
)
, ν = 1, k,

ãäå k1 = [ν/κ1], k2 = ν − k1 · κ1, k = κ1 · κ2. Ôàêòè÷åñêè, hν � ýòî
ìíîæåñòâà h[i, j], ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå îò ëåâîãî íèæíåãî â íà-
ïðàâëåíèè äâèæåíèÿ ïî ãîðèçîíòàëüíûì ðÿäàì. Îðãàíèçóåì, êðîìå
òîãî, ìíîæåñòâà

H0 = ∅, Hi =
i⋃

ν=1

hν , i = 1, k.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ìíîæåñòâà Hi, i = 0, k, ÿâëÿþòñÿ âîëüòåððî-
âûìè ìíîæåñòâàìè îïåðàòîðà A, à ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçóþò âîëü-
òåððîâó öåïî÷êó â äàííîé èãðå. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ i = 0, k è ï.â.
t ∈ Hi:

1) çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A1[z](t) çàâèñÿò ëèøü îò çíà÷åíèé ôóíêöèè
z(ξ) ïðè ξ ∈ [0, t1]× [0, t2] ⊂ Hi;

2) çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A2[z](t) çàâèñÿò ëèøü îò çíà÷åíèé ôóíêöèè
z(t1, ξ) ïðè {t1, ξ} ∈ {t1} × [0, t2] ⊂ Hi;

3) çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A3[z](t) çàâèñÿò ëèøü îò çíà÷åíèé ôóíêöèè
z(ξ, t2) ïðè {ξ, t2} ∈ [0, t1]× {t2} ⊂ Hi.

Ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâà hν , ν = 1, k, îáðàçóþò âîëüòåððîâî
ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Π â äàííîé èãðå. Ïðè ýòîì ìåëêîñòü ðàçáèåíèÿ
δ = max

ν=1,k
mes(hν) = max

i=1,κ1,j=1,κ2

(ai−ai−1)(bj−bj−1) ìîæåò áûòü ñäåëàíà
ñêîëü óãîäíî ìàëîé çà ñ÷åò èçìåëü÷åíèÿ ðàçáèåíèé îòðåçêîâ [0, T1]

è [0, T2], òî åñòü óñëîâèå A) âûïîëíÿåòñÿ. Ñòàëî áûòü, ïðè äîïîë-
íèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé f è g èç [17,20]
ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè, ñôîðìóëèðîâàííûìè â ðàçäåëå 3.
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Èíòåðåñíî îòìåòèòü, êðîìå òîãî, ÷òî â äàííîì ïðèìåðå ìàëû íå
òîëüêî ìåðû ìíîæåñòâ, îáðàçóþùèõ âîëüòåððîâî ðàçáèåíèå ìíîæå-
ñòâà Π, íî òàêæå è èõ äèàìåòðû. Òàêèì îáðàçîì, ïðè íåîãðàíè-
÷åííîì èçìåëü÷åíèè âîëüòåððîâà ðàçáèåíèÿ ïî äèàìåòðó êóñî÷íî-
ïðîãðàììíûå ñòðàòåãèè ÿâëÿþòñÿ (â óêàçàííîì ñìûñëå) ïîòî÷å÷íîé
àïïðîêñèìàöèåé ñèíòåçèðóþùèõ ñòðàòåãèé. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ, âî-
îáùå ãîâîðÿ, âåñüìà õàðàêòåðíà äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óïðàâëÿåìûõ
ñèñòåì.

7. Ïðèìåð: ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì íà ìíîæåñòâå Π = [0, T ]× [0, L] ⊂ R2 ñèñòåìó óðàâíå-
íèé â èíâàðèàíòàõ Ðèìàíà

∂xi

∂t1
+ βi(t)

∂xi

∂t2
= fi

(
t, x(t), u(t)

)
, t ∈ Π, i = 1,m. (7.1)

Äîáàâèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

x(0, t2) = w(t2), t2 ∈ [0; L]. (7.2)

Ïðåæäå ÷åì äîáàâëÿòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, íåîáõîäèìî ñäåëàòü íåêî-
òîðûå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (7.1).
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöè-
ðóåìûìè ïî t2 è âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé ïî t2 íåïðåðûâíûìè íà Π, è
êðîìå òîãî, óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó òðåáîâàíèþ

β1(t), . . . , βk(t) < 0, βk+1(t), . . . , βm(t) > 0 ∀t ∈ Π.

Áîëåå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó t ∈ Π ïðî-
õîäèò ðîâíî îäíà i-ÿ õàðàêòåðèñòèêà hi[t] ñèñòåìû (7.1). Ïîñëå ýòîãî,
íå íàðóøàÿ êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâêè ñìåøàííîé çàäà÷è, ìû âïðàâå
äîáàâèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:
{

xi(t1, 0) = αi(t1), t1 ∈ [0, T ], αi(0) = wi(0), i = k + 1, m;

xi(t1, L) = αi(t1), t1 ∈ [0, T ], αi(0) = wi(L), i = 1, k.
(7.3)

Áóäåì ñ÷èòàòü âåêòîð-ôóíêöèþ α(t1) íåïðåðûâíîé íà [0, T ]. Îòíîñè-
òåëüíî âåêòîð-ôóíêöèè f(t, x, u) áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíà óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì F1), F2) ïðè X = Z = Lq(Π), q ∈ [1,∞], ` = m ∈ N.
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Äëÿ äàëüíåéøåãî íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà hi[t]

îïðåäåëÿåòñÿ êàê èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåøåíèþ
çàäà÷è Êîøè 




dt2
dt1

= βi(t1, t2), t1 ∈ [0, T ],

t2(t1) = t2.
(7.4)

Ðåøåíèå çàäà÷è (7.4) áóäåì îáîçíà÷àòü ηi(t1; t).
Ïðåæäå ÷åì îïðåäåëèòü ðåøåíèå çàäà÷è (7.1)�(7.3), ðàññìîòðèì

ñëåäóþùèé ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû (7.1):

∂xi

∂t1
+ βi(t)

∂xi

∂t2
= zi(t), t ∈ Π, i = 1, m. (7.5)

Åñëè áû ôóíêöèè zi(t), i = 1,m, áûëè ãëàäêèìè, òî çàäà÷à (7.5),
(7.2), (7.3) èìåëà áû êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå, êîòîðîå íåòðóäíî íàéòè,
ðàññìàòðèâàÿ ëåâóþ ÷àñòü i-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (7.5) êàê ïîëíóþ
ïðîèçâîäíóþ ïî t1 âäîëü i-é õàðàêòåðèñòèêè, i = 1,m

xi

(
t1; ηi(t1; t)

)
= θi(t) +

t1∫

0

zi(ξ; ηi(ξ; t)
)
dξ, t1 ∈ [0, T ], t ∈ Π,

ãäå

θi(t) =





wi

(
ηi(0; t)

)
, åñëè ηi(0; t) ∈ [0, L];

αi

(
ξi(0; t)

)
, åñëè ηi(0; t) < 0;

αi

(
ξi(L; t)

)
, åñëè ηi(0; t) > L.

Çäåñü ξi(η; t) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ïî îòíîøåíèþ ê ηi(ξ; t). Èëè, ïî-
ëàãàÿ t = t,

xi(t) = θi(t) + Ai[z](t), t ∈ Π, i = 1,m, (7.6)

ãäå ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ Ai[z](t) =
t1∫
0

zi(ξ; ηi(ξ; t)
)
dξ, i = 1,m. Äà-

ëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå A[z] =
(
A1[z], . . . , Am[z]

)
ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ËÎÎ Lm
q (Π) → Lm

q (Π). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì,
îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (7.5), (7.2), (7.3) ïðè z ∈ Lm

q (Π) áóäåì
íàçûâàòü ôóíêöèþ x ∈ Lm

q (Π), îïðåäåëÿåìóþ ôîðìóëîé (7.6).
Îïèðàÿñü òåïåðü íà ïðåäïîëîæåíèÿ F1), F2), ïðèíÿòûå íàìè îò-

íîñèòåëüíî ïðàâîé ÷àñòè (7.1), ïîä îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è
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(7.1)�(7.3) áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ x ∈ Lm
q (Π), ÿâëÿþùóþñÿ ðå-

øåíèåì ñëåäóþùåé ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:

xi(t) = θi(t) + Ai

[
f
(
., x(.), u(.)

)]
(t), t ∈ Π, i = 1,m; x ∈ Lm

q (Π),

èëè èíà÷å ãîâîðÿ, ðåøåíèåì ôóíêöèîíàëüíî-îïåðàòîðíîãî óðàâíå-
íèÿ

x(t) = θ(t) + A
[
f
(
., x(.), u(.)

)]
(t), t ∈ Π; x ∈ Lm

q (Π), (7.7)

êîòîðîå èìååò âèä (3.1).
Èòàê, ïðîâåðèì, ÷òî A : Lm

q (Π) → Lm
q (Π) � ËÎÎ. Ýòî, ñîáñòâåííî,

è áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ââåäåííîå íàìè ïîíÿòèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (7.1)�
(7.3) ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì.

Èç èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî ïàðàìåòðó
[11, ñ.393], [1] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ i ∈ 1,m, ξ ∈ [0, T ], t ∈ Π ñóùå-
ñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

∂ηi(ξ; t)

∂t2
= exp



−

t1∫

ξ

(
βi

)′
t2

(
τ, ηi(τ ; t)

)
dτ



 > 0. (7.8)

Èñõîäÿ èç ýòîãî, ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
� ñì., íàïðèìåð, [16, Äîïîëíåíèå, �1], [22, �4.10].

Ëåììà 7.1. Ïóñòü i ∈ 1,m, Πi =
{

t ∈ R2 : t1 ∈ [0, T ], ηi(t1; 0, 0) ≤
t2 ≤ ηi(t1; 0, L)

}
, Λ =

{
λ ∈ R2 : λ1 ∈ [0, T ], λ2 ∈ [0, L]

}
, Ψ−1

i : Πi
sur→Λ

� îòîáðàæåíèå, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé (λ1, λ2) =
(
t1, ηi(0, t)

)
. Òîãäà

èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

1. Îòîáðàæåíèå Ψ−1
i âçàèìíî îäíîçíà÷íî, è òàêèì îáðàçîì, èìå-

åò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå Ψi : Λ
sur→Πi.

2. Êàæäîå èç îòîáðàæåíèé Ψi, Ψ−1
i ïåðåâîäèò èçìåðèìûå ìíî-

æåñòâà â èçìåðèìûå, à ìíîæåñòâà ìåðû íóëü � â ìíîæåñòâà
ìåðû íóëü.

Ëåììà 7.2. Äëÿ âñÿêîãî i ∈ 1,m ôîðìóëà Bi[z](t) =
t1∫
0

z
(
ξ, ηi(ξ; t)

)
dξ

îïðåäåëÿåò ËÎÎ Bi : Lq(Π) → Lq(Π). Áîëåå òîãî, â ñëó÷àå q ∈ [1,∞)



Î ôóíêöèîíàëüíî-îïåðàòîðíûõ èãðàõ 113

äëÿ ëþáûõ x ∈ L∞(Πi), z ∈ Lq(Πi) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫∫

Πi

x(t)
(
Bi

[|z|](t)
)q

dt =

∫∫

Λ

X(λ)




λ1∫

0

Z(ξ, λ2) dξ




q

dλ, (7.9)

ãäå

Z(λ) =
∣∣∣z

(
Ψi(λ)

)∣∣∣, X(λ) = x̃
(
Ψi(λ)

)
, x̃(t) = x(t)

((
ηi

)′
t2
(0, t)

)−1

.

Ïðè ýòîì Z ∈ Lq(Π), X ∈ L∞(Π),
∥∥∥Z

∥∥∥
q

Lq(Λ)
≤ Υ ‖z‖q

Lq(Πi)
, Υ =

∥∥∥
(
ηi

)′
t2
(0; .)

∥∥∥
L∞(Π)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé q ∈ [1,∞).
1) Â ñèëó ëåììû 7.1, à òàêæå [3, òåîðåìà 5.4.1] ôóíêöèè Z(.) è

X(.) èçìåðèìû íà ìíîæåñòâå Λ. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ
X(.) ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åíà. Òàêèì îáðàçîì, X ∈ L∞(Λ). Ïðîâå-
ðèì, ÷òî ôóíêöèÿ Z(.) îãðàíè÷åíà ïî íîðìå Lq(Λ). Êàê âèäíî èç ôîð-
ìóëû (7.8), ôóíêöèÿ ηi(0; t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è ñòðîãî
âîçðàñòàåò ïî t2. Ïîýòîìó â ñèëó [5, ñ.244] â ñëåäóþùåì èíòåãðàëå
ïðè ïî÷òè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t1 = λ1 ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó
λ2 = ηi(0; t), òî åñòü λ = Ψ−1

i (t):

L∫

0

∣∣∣z
(
Ψi(λ)

)∣∣∣
q

dλ2 =

ηi(t1;0,L)∫

ηi(t1;0,0)

∣∣∣z
(
ΨiΨ

−1
i (t)

)∣∣∣
q (

ηi

)′
t2
(0; t) dt2,

è ïî òåîðåìå Ôóáèíè
∫∫

Λ

∣∣∣z
(
Ψi(λ)

)∣∣∣
q

dλ =

∫∫

Πi

∣∣∣z(t)
∣∣∣
q (

ηi

)′
t2
(0; t) dt ≤ Υ ‖z‖q

Lq(Πi)
.

2) Ñîãëàñíî òåîðåìå Ôóáèíè èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (7.9) ìîæåì
ïðåäñòàâèòü â âèäå

Iλ =

T∫

0

dλ1

L∫

0


X(λ)




λ1∫

0

Z(ξ, λ2) dξ




q
 dλ2.
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Äåëàÿ, êàê âûøå, çàìåíó λ2 = ηi(0; t), à òàêæå ïåðåîáîçíà÷àÿ λ1 = t1,
ïîëó÷àåì

Iλ =

T∫

0

dt1

ηi(t1;0,L)∫

ηi(t1;0,0)

x̃(t)

(∫ t1

0

∣∣∣z
(
Ψi

(
ξ, ηi(0; t)

))∣∣∣ dξ

)q (
ηi

)′
t2
(0; t) dt2.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ëåãêî ïðîâåðÿåìîå òîæäåñòâî

Ψi

(
ξ, ηi(0; t)

) ≡ (
ξ, ηi(ξ; t)

)
,

çàêëþ÷àåì, ÷òî Iλ =
∫∫
Πi

x(t)
(
Bi

[|z|](t)
)q

dt. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîë-

íåíî (7.9).
Â ñëó÷àå q = ∞ äîñòàòî÷íî ëèøü çàìåòèòü, ÷òî ïðè çàìåíå λ1 =

t1, λ2 = ηi(0; t) ïîëó÷àåì

λ1∫

0

Z(ξ, λ2) dξ = Bi

[|z|](t). (7.10)

Èçìåðèìîñòü ôóíêöèè Z(λ) óñòàíîâëåíà âûøå. Îöåíêà ïî íîðìå î÷å-
âèäíà.

×òî êàñàåòñÿ äàëüíåéøèõ îáîñíîâàíèé, îãðàíè÷èìñÿ ëèøü óêàçà-
íèåì îñíîâíûõ ìîìåíòîâ, ñóììèðîâàííûõ â ñëåäóþùåì çàìå÷àíèè.
Ïîäðîáíûå âûêëàäêè äîñòàòî÷íî î÷åâèäíû, íî ÷åðåñ÷óð ãðîìîçäêè.

Çàìå÷àíèå 7.1. Ïóñòü i ∈ k + 1,m. Óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå ëåì-
ìå 7.2 ëåãêî ïîëó÷èòü è äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà Q ⊂
Π. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ëèøü x çàìåíèòü íà χQx. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ìíîæåñòâî Π ìîæíî ðàçäåëèòü ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòèêè hi[0, 0] íà
äâà ïîäìíîæåñòâà Q−

i ⊂ Πi è

Q+
i ⊂ Π+

i ≡
{

t ∈ R2 : t2 ∈ [0; L], ξi(t2; 0, 0) ≤ t1 ≤ ξi(t2; T, 0)
}

.

Äëÿ ìíîæåñòâà Q = Q−
i ñïðàâåäëèâî ñêàçàííîå âûøå. Äëÿ ìíîæå-

ñòâà Q+
i ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ. Äëÿ i ∈ 1, k

ðàññóæäåíèÿ îïÿòü æå àíàëîãè÷íû ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ìíî-
æåñòâî Π äåëèòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòèêè
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hi[0, L]. Òàêèì îáðàçîì, ïîëüçóÿñü ëåììîé 7.2 (à â ñëó÷àå q = ∞ åùå
è ïðåäñòàâëåíèåì âèäà (7.10)), íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A

äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå Lm
q (Π) êàê ËÎÎ. Óñëîâèå A) âûïîëíåíî,

òàê êàê â êà÷åñòâå âîëüòåððîâûõ ìíîæåñòâ ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð,
ìíîæåñòâà âèäà H[τ ] =

{
t ∈ Π : t1 ∈ [0, τ ]

}
, τ ∈ [0, T ]. Åñëè òðåáóåò-

ñÿ, ÷òîáû äèàìåòð ðàçíîñòåé ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ âîëüòåð-
ðîâîé öåïî÷êè áûë äîñòàòî÷íî ìàë, òî ìîæíî îðãàíèçîâàòü öåïî÷êó
è òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óêàçàííûå ðàçíîñòè áûëè îãðàíè÷åíû òðå-
ìÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êîíóñàìè (àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî
ñäåëàíî â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå), è òîãäà ýòîìó òðåáîâàíèþ óäàåòñÿ
óäîâëåòâîðèòü.
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VOLTERRA FUNCTIONAL OPERATOR GAMES ON A
GIVEN SET

Andrey V. Chernov, Institute of Radioelectronics and Information
Technology, Nizhnii Novgorod State Technical University, Cand. Sc.,
associate professor (chavnn@mail.ru).

Abstract : The paper is devoted to obtaining the su�cient conditions of
ε-equilibrium in the sense of piecewise program strategies in antagonistic
games associated with nonlinear controlled functional operator equations
and cost functional of a general enough form. The concept of piecewise
program strategies is de�ned on the base of a concept of Volterra set
chain for operators involved in the equations controlled by the opponent
players. The reduction of controlled distributed parameter systems to an
equation of the type under study is illustrated by examples.
Keywords : functional operator game, nonlinear functional operator equ-
ations, Volterra set chain, piecewise program strategies, ε-equilibrium.
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ñòðîêó. Íóìåðàöèÿ äâîéíàÿ ïî ðàçäåëàì: (1.1) � â ðàçäåëå 1; (2.1) �
â ðàçäåëå 2, è ò.ä. ∫ 1

0

x dx =
1

2
. (2.1)

Íóìåðàöèÿ òåîðåì, îïðåäåëåíèé, ñëåäñòâèé è ò.ä. � äâîéíàÿ ïî
ðàçäåëàì àðàáñêèìè öèôðàìè.

Òåîðåìà 2.1. Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëèðîâêà äîêàçàòåëüñòâà.

a = b . (2.2)

2.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Ïîäðàçäåëû äîëæíû áûòü âûäåëåíû äâîéíîé íóìåðàöèåé.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ôîðìóëèðîâêà îïðåäåëåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 2.1. Ôîðìóëèðîâêà çàìå÷àíèÿ.

3. Òàáëèöû
×èñëîâîé ìàòåðèàë ñëåäóåò ïðåäñòàâëÿòü â ôîðìå òàáëèöû. Âñå

òàáëèöû äîëæíû áûòü ïðîíóìåðîâàíû ñêâîçíîé íóìåðàöèåé àðàá-
ñêèìè öèôðàìè. Ïîñëå íîìåðà ìîæåò áûòü óêàçàíî íàçâàíèå òàáëè-
öû.1

Òàáëèöà 1.
1 2 3
4 5 6

4. Ðèñóíêè
Ðèñóíêè äîëæíû áûòü âûïîëíåíû â õîðîøåì êà÷åñòâå, ïðåèìó-

ùåñòâåííî â ôîðìàòå .eps. Íóìåðàöèÿ ðèñóíêîâ ñêâîçíàÿ. Êàæäûé
ðèñóíîê äîëæåí èìåòü ïîäïèñü.

1ñíîñêè èç òåêñòà íóìåðóþòñÿ ïî ïîðÿäêó ñëåäîâàíèÿ
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МТИ П&

Ðèñóíîê 1. Æóðíàë

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû îôîðìëÿåòñÿ êàê íóìåðîâàííûé ñïèñîê. Ïåð-
âûìè ïðèâîäÿòñÿ èñòî÷íèêè íà ðóññêîì ÿçûêå, çàòåì íà àíãëèéñêîì.
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