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Â ýòîé ñòàòüå ïðèâåäåíû òåîðåòèêî-èãðîâûå ìàòåìàòè÷å-
ñêèå ìîäåëè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòî-
ðûé ðûíîê, ãäå äåéñòâóþò íåñêîëüêî äèñòðèáüþòîðîâ. Êàæ-
äûé äèñòðèáüþòîð èìååò ñâîþ ñêëàäñêóþ ñèñòåìó äëÿ õðàíå-
íèÿ òîâàðà ïåðåä ïîñòàâêîé çàêàç÷èêó. Äîïóñêàåòñÿ, ÷òî ñïðîñ
íà èõ òîâàð íîñèò äåòåðìèíèðîâàííûé õàðàêòåð è çàâèñèò ëè-
áî îò îáùåãî îáúåìà òîâàðà, ëèáî îò öåíû íà åäèíèöó òîâàðà
êàæäîãî äèñòðèáüþòîðà. Òàêèì îáðàçîì, áóäóò èññëåäîâàíû
êîëè÷åñòâåííàÿ è öåíîâàÿ êîíêóðåíöèè ìåæäó äèñòðèáüþòî-
ðàìè, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê èãðîêè â áåñêîàëèöèîí-
íîé èãðå. Êîëè÷åñòâåííàÿ êîíêóðåíöèÿ áóäåò ðàññìîòðåíà â
êîíòåêñòå ìîäåëè Êóðíî, öåíîâàÿ êîíêóðåíöèÿ � â ìîäèôèöè-
ðîâàííîé ìîäåëè Áåðòðàíà. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåì óïðàâ-
ëåíèÿ ìàòåðèàëüíûìè çàïàñàìè ìû èñïîëüçóåì ðåëàêñèîííûé
ìåòîä ðåãóëèðîâàíèÿ çàïàñîâ ñ äîïóùåíèåì äåôèöèòà.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàâíîâåñèå ïî Íýøó, îïòèìàëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ñòðà-
òåãèÿ, îïòèìàëüíàÿ âíåøíÿÿ ñòðàòåãèÿ, ñïðîñ, äèñòðèáüþòîð, áåñêî-
àëèöèîííàÿ èãðà.

1. Ââåäåíèå
Ëîãèñòèêà � ýòî íàóêà î ïëàíèðîâàíèè, îðãàíèçàöèè, óïðàâëåíèè

è êîíòðîëå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ è èíôîðìàöèîííûõ ïîòîêîâ â
ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè îò èõ ïåðâè÷íîãî èñòî÷íèêà äî êîíå÷íî-
ãî ïîòðåáèòåëÿ [4]. Â ëîãèñòèêå âàæíóþ ðîëü èãðàþò ëîãèñòè÷åñêèå
ïðîöåññû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ðåàëèçàöèþ îïðåäåëåííûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé ëîãèñòè÷åñêèõ îïåðàöèé è óïðàâëåíèÿ èìè â ðàì-
êàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì. Óïðàâëåíèå ëîãèñòè÷åñêèìè ïðîöåññà-
ìè ïðîèñõîäèò â ðàìêàõ ñèñòåì ëîãèñòè÷åñêîãî ìåíåäæìåíòà ñóáúåê-
òîâ ðûíêà íà ìèêðîýêîíîìè÷åñêîì óðîâíå, ãäå âàæíóþ ðîëü èãðàåò
îïòèìèçàöèÿ öåïî÷êè ïîñòàâîê òîâàðà. Îñîáîå çíà÷åíèå â îïòèìè-
çàöèè öåïî÷êè ïîñòàâîê èìååò óïðàâëåíèå çàïàñàìè. Ïîä çàïàñàìè
ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü òîâàðíî-ìàòåðèàëüíûõ öåííîñòåé, îæèäà-
þùèõ âñòóïëåíèÿ â ïðîöåññ ïðîèçâîäñòâåííîãî ïîòðåáëåíèÿ, òðàíñ-
ïîðòèðîâêè è êîíå÷íîé ðåàëèçàöèè.

Îñíîâíàÿ ñèòóàöèÿ â òåîðèè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè âñåãäà êîí-
ôëèêòíà: ÷åì áîëüøå çàïàñ, òåì ìåíüøå âåðîÿòíîñòü íåóäîâëåòâî-
ðåííîãî ñïðîñà (èëè äåôèöèòà), íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåì áîëüøå
ëîãèñòè÷åñêèå èçäåðæêè, ñâÿçàííûå ñ õðàíåíèåì, ïîòåðè èç-çà ñòà-
ðåíèÿ èëè ïîð÷è.

Âîçíèêíîâåíèå òåîðèè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè ñâÿçàíî ñ ðàáîòàìè
Ô. Õàððèñà, Ð. Óèëñîíà è Ô. Ýäæîóðòà, â êîòîðûõ èññëåäîâàëàñü
ïðîñòåéøàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ ìîäåëü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýêîíîìè÷å-
ñêîãî ðàçìåðà çàêàçà EOQ (Economic Order Quantity) ïðè äåòåðìè-
íèðîâàííîì ñïðîñå [3,11].

Â òåîðèè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè âûäåëÿþò òðè ñèñòåìû ðåãóëèðî-
âàíèÿ [4]: 1) ðåëàêñàöèîííûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ñèñòåìå ðåãóëèðî-
âàíèÿ çàïàñîâ ñ ôèêñèðîâàííûì ðàçìåðîì çàêàçà (�xed order quantity
system); 2) ïåðèîäè÷åñêèé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ñèñòåìå ðåãóëèðî-
âàíèÿ ñ ôèêñèðîâàííîé ïåðèîäè÷íîñòüþ çàêàçà; 3) äâóõóðîâíåâàÿ
ñèñòåìà ðåãóëèðîâàíèÿ çàïàñîâ (ñèñòåìà ¾ìèíèìóì-ìàêñèìóì¿).

Ðàçíîîáðàçèå äåéñòâèòåëüíûõ óñëîâèé îñóùåñòâëåíèÿ ëîãèñòè÷å-
ñêèõ ïðîöåññîâ â ïðîèçâîäñòâåííûõ è êîììåð÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ, íà-
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ëè÷èå âíóòðåííèõ è âíåøíèõ âîçìóùåíèé ñîçäàþò ìíîæåñòâî çàäà÷
óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ çàïà-
ñàìè ïðåäëàãàåò äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðàçëè÷íûå ìàòå-
ìàòè÷åñêèå ìåòîäû è ìîäåëè [1,5,6,8,14].

Òàêèì îáðàçîì, â ñîâðåìåííîé òåîðèè îïòèìèçàöèè ëîãèñòè÷å-
ñêèõ ïðîöåññîâ (òåîðèè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè) ðàçðàáîòàíî ìíîæå-
ñòâî ìîäåëåé, ïðåäëàãàþùèõ îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â äåòåðìèíè-
ðîâàííûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ ñðåäàõ. Íî ïðè ìîäåëèðîâàíèè áîëüøèí-
ñòâà çàäà÷ óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè íå ó÷èòûâàåòñÿ îäíà âàæíàÿ ñòîðî-
íà � êîíêóðåíòíàÿ ðûíî÷íàÿ ñðåäà, â êîòîðîé êîíêóðèðóþò íåñêîëü-
êî ïðîèçâîäñòâåííî-êîììåð÷åñêèõ ñòðóêòóð (ôèðì).

Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ìà-
òåðèàëüíûìè çàïàñàìè â óñëîâèÿõ íàëè÷èÿ íåñêîëüêèõ êîíêóðèðó-
þùèõ ôèðì ïðåäëàãàåò òåîðèÿ èãð [6].

Òðàäèöèîííî, ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè èìåþò ìåñòî áûòü
â ñëó÷àÿõ ñ åäèíñòâåííûì äåéñòâóþùèì ëèöîì, êîòîðûé ïðèíèìà-
åò ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî îáúåìà çàêàçà â çàâèñèìîñòè îò ñïðîñà íà
ðûíêå, ïëàíèðóÿ ãîðèçîíò äåéñòâèé ñ íåêîòîðûìè îãðàíè÷åíèÿìè â
ñèñòåìå.

Ïåðâàÿ ðàáîòà ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ñèñòåì óïðàâ-
ëåíèÿ çàïàñàìè áûëà íàïèñàíà Õàððèñîì [16] â 1915. Ìû ìîæåì òàê-
æå îòìåòèòü êíèãè, íàïèñàííûå Õýäëè è Óàéòèíîì [11], Õàêñîì è
Êàíäåà [17], Òåðñèíå [18].

Ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè ñ åäèíñòâåííûì ëèöîì, îïèñûâà-
þò ìíîãî âàæíûõ àñïåêòîâ óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
îíè îáû÷íî íå ïðèíèìàþò âî âíèìàíèå ðåøåíèÿ äðóãèõ ëèö � êîí-
êóðåíòîâ íà ðûíêå.

Àíàëèç ðàñ÷åòà ñèñòåìû ïîñòàâîê ìîæåò èçâëå÷ü âûãîäó èç ïðè-
ìåíåíèÿ êîíöåïöèé òåîðèè èãðû â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè. Òåîðèÿ èãð
ïûòàåòñÿ âûÿâèòü, ïîêàçàòü âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êîíêóðåíòàìè
èëè ãðóïïàìè êîíêóðåíòîâ, öåëè êîòîðûõ ïðîòèâîïîëîæíû.

Ìíîãî èññëåäîâàíèé ïîñâÿùåíî àíàëèòè÷åñêèì ðàñ÷åòàì äîãî-
âîðíûõ ïëàíîâ äëÿ óñòðàíåíèÿ íåýôôåêòèâíîñòè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ
â ñèñòåìå ïîñòàâîê ñ íåñêîëüêèìè èãðîêàìè íàïîäîáèå èãðû ¾Ìíîãî-
ýòàïíûå çàïàñû¿ è èãðû ¾Ëîêàëüíûå çàïàñû¿ (ñì. îáçîð Êà÷îí [12]).
Êà÷îí è Çèïêèí òàêæå èññëåäóþò äâóõýòàïíóþ ïîñëåäîâàòåëüíóþ
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ñèñòåìó ïîñòàâîê ñ ïîñòîÿííûì ñòîõàñòè÷åñêèì ñïðîñîì è îïðåäåëåí-
íûì âðåìåíåì ïîñòàâêè â [13]). Ìû áóäåì àíàëèçèðîâàòü â ýòîé ñòà-
òüå êëàññè÷åñêèé òåîðåòèêî-èãðîâîé ïîäõîä ìîäåëèðîâàíèÿ óïðàâëå-
íèÿ öåïÿìè ïîñòàâîê ñî ñòðàòåãèÿìè èãðîêîâ íà äâóõ óðîâíÿõ. Ìîãóò
áûòü ðàññìîòðåíû êîîïåðàòèâíûå è íåêîîïåðàòèâíûå ìîäåëè. Â ýòîé
ñòàòüå ìû áóäåì êàñàòüñÿ òîëüêî ìîäåëè íåêîîïåðàòèâíûõ èãð.

Öåëü äàííîé ñòàòüè çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè òåîðåòèêî-èãðî-
âîãî ïîäõîäà â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè, èçó÷åíèè ïîâåäåíèÿ
êîíêóðåíòíîé âíåøíåé ñðåäû, â êîòîðîé îêàçàëàñü ôèðìà, ïðîâîäÿ-
ùàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ëîãèñòè÷åñêèå ïðîöåññû, â ìîäèôèêàöèè íàè-
áîëåå ïîïóëÿðíûõ ìîäåëåé óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè â òåðìèíàõ òåîðèè
èãð è íàõîæäåíèè ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó.

2. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü óïðàâëåíèÿ ìàòåðèàëüíûìè
çàïàñàìè ñ äîïóùåíèåì äåôèöèòà

Ðàññìîòðèì îäíîïðîäóêòîâóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ ìàòåðèàëüíû-
ìè çàïàñàìè ñ äîïóùåíèåì äåôèöèòà ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåëàêñà-
öèîííîãî ìåòîäà ðåãóëèðîâàíèÿ çàïàñîâ â ñêëàäñêîé ñèñòåìå [3,11].
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñïðîñ ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé âåëè÷èíîé.
Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ çàïàñîâ â òàêîé ìîäåëè ïîêàçàíà íà ðèñ. 1.

Ðèñóíîê 1.



Îïòèìèçàöèÿ öåïî÷êè ïîñòàâîê 27

Îáîçíà÷åíèÿ â ìîäåëè:
K � óñëîâíî-ïîñòîÿííûå çàòðàòû, ñâÿçàííûå ñ çàêóïêîé è äîñòàâêîé
îäíîé ïàðòèè;
c � óñëîâíî-ïåðåìåííûå çàòðàòû, ïðèõîäÿùèå íà îäíó åäèíèöó ïðî-
äóêöèè (âêëþ÷àÿ öåíó ïîêóïêè ó ïîñòàâùèêà);
h � ñòîèìîñòü ñîäåðæàíèÿ åäèíèöû çàïàñîâ çà ïåðèîä T ;
g � ïîòåðè èç-çà äåôèöèòà åäèíèöû çàïàñîâ â åäèíèöó âðåìåíè;
a � èíòåíñèâíîñòü ïîòðåáëåíèÿ (îáúåì ïðîäàæè çà åäèíèöó âðåìåíè);
y � îáúåì ïàðòèè çàêàçà;
S � ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü çàïàñîâ.

Ïåðåìåííûå y è S ÿâëÿþòñÿ óïðàâëÿåìûìè ñòðàòåãèÿìè.
Èíòåðâàë ïîñòàâêè ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ ïåðèîäîâ: T = T1 + T2,

ãäå T1 � ïåðèîä íàëè÷èÿ çàïàñîâ, T2 � ïåðèîä, êîãäà òîâàð îòñóòñòâóåò
íà ñêëàäå (äåôèöèò). Òàê êàê T = y/a è T1 = S/a, òî

T2 = T − T1 =
y

a
− S

a
=

y − S

a
. (2.1)

Ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü äåôèöèòà åñòü ðàçíîñòü: F = y−S. Ñïðà-
âåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñðåäíèõ âåëè÷èí òåêóùèõ çà-
ïàñîâ è äåôèöèòà:

S =
S

2
è F =

F

2
=

y − S

2
. (2.2)

Îáùèå çàòðàòû ïî ôîðìèðîâàíèþ è ñîäåðæàíèþ ìàòåðèàëüíûõ
çàïàñîâ çà îäèí öèêë áóäóò ðàâíû

Lcycle = Lorder + Lkeeping + Ldeficit, (2.3)
ãäå Lorder � çàòðàòû ïî çàêóïêå è òðàíñïîðòèðîâêå îäíîé ïàðòèè;
Lkeeping � çàòðàòû íà õðàíåíèå òåêóùèõ çàïàñîâ íà ñêëàäå, âêëþ÷àÿ
âîçìîæíûå ïîòåðè â ðàçìåðå åñòåñòâåííîé óáûëè; Ldeficit � ïîòåðè îò
äåôèöèòà èëè äîïîëíèòåëüíûå çàòðàòû ïî ëèêâèäàöèè äåôèöèòíîé
ñèòóàöèè.

Çàòðàòû ïî ôîðìèðîâàíèþ çàïàñîâ ñîñòîÿò èç äâóõ ÷àñòåé: ïåð-
âàÿ çàâèñèò îò ðàçìåðà ïàðòèè, à äðóãàÿ � íåò, ò. å. ñîñòîèò èç óñëîâíî-
ïîñòîÿííûõ è óñëîâíî-ïåðåìåííûõ çàòðàò, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñòî-
èìîñòü îäíîãî çàêàçà. Òîãäà

Lorder = Lorder(y) = K + cy. (2.4)
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Çàòðàòû ïî ñîäåðæàíèþ çàïàñîâ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíû ñðåäíå-
ìó ðàçìåðó çàïàñîâ è âðåìåíè èõ õðàíåíèÿ íà ñêëàäå T1 (èìåÿ ââèäó
(2.2))

Lkeeping = Lkeeping(S) = hST1 = h
S

2

S

a
= h

S2

2a
. (2.5)

Ïîòåðè îò äåôèöèòà ðàâíû äîïîëíèòåëüíûì çàòðàòàì îò äîïó-
ùåíèÿ ñðåäíåãî äåôèöèòà â òå÷åíèå âðåìåíè T2 (èìåÿ ââèäó (2.1) è
(2.2))

Ldeficit = Ldeficit(y, S) = gFT2 = g
y − S

2

y − S

a
= g

(y − S)2

2a
. (2.6)

Èç (2.1)�(2.6) ñëåäóåò

Lcycle(y, S) = K + cy + h
y2

2a
+ g

(y − S)2

2a
. (2.7)

Åñëè çà íåêîòîðûé ïåðèîä ïëàíèðîâàíèÿ Tplan ñïðîñ ðàâåí D è
ôèðìà ñîáèðàåòñÿ ïîëíîñòüþ åãî óäîâëåòâîðèòü çà ýòî âðåìÿ, òî îíà
ñîâåðøèò ïðèáëèçèòåëüíî m = D/y ïîñòàâîê. Ïåðèîä Tplan áóäåò ðàç-
áèò íà m öèêëîâ, íà êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèõîäÿòñÿ çàòðàòû (2.7).
Òîãäà èç (2.7) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ îáùèõ çàòðàò (ëîãèñòè÷åñêèõ
çàòðàò) çà âðåìÿ Tplan èìååò âèä

L(y, S) = mLcycle(y, S) =
D

y

(
K + cy + h

S2

2a
+ g

(y − S)2

2a

)
. (2.8)

Â ýòîé ìîäåëè ëîãèñòè÷åñêèå çàòðàòû (2.8) îïòèìèçèðóþòñÿ ïî (y, S).

3. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü óïðàâëåíèÿ ìàòåðèàëüíûìè
çàïàñàìè äëÿ ñëó÷àÿ êîëè÷åñòâåííîé êîíêóðåíöèè

3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îïèñàíèå ìîäåëè
Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç òèïîâ îëèãîïîëèè, ìîäåëü Êóð-

íî [10]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ðûíêå åñòü N ôèðì, ïîñòàâëÿþùèõ è
ðåàëèçóþùèõ íåêîòîðóþ îäíîðîäíóþ ïðîäóêöèþ ÷åðåç ñâîè ñêëàä-
ñêèå ñèñòåìû. Ïðè ýòîì ôèðìû ñîâåðøàþò ëîãèñòè÷åñêèå îïåðàöèè
ïî ïðîâåäåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîãèñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñ äîïóùå-
íèåì äåôèöèòà è ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåëàêñàöèîííîãî ìåòîäà ðåãóëè-
ðîâàíèÿ çàïàñîâ (yi, Si) (ðàçäåë 2). Îíè ïðèíèìàþò ðåøåíèÿ îòíî-
ñèòåëüíî îáúåìîâ ïîñòàâîê Qi è ïåðåìåííûõ (yi, Si). Â ñîîòâåòñòâèè
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ñ [10] ôóíêöèÿ ïðèáûëè êàæäîé ôèðìû i, i = 1, . . . , N ðàâíà

Πi(Qi,Q−i) = p
(
Qi,Q−i

)
Qi − Li(Qi), (3.1)

ãäå Li(Qi) � ýòî ôóíêöèÿ ëîãèñòè÷åñêèõ çàòðàò ïî ðåàëèçàöèè ïðî-
äóêöèè îáúåìîì Qi. Èç (2.8) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî i åå ìîæíî
îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå

Li(Qi) = Li(Qi, yi, Si) =
Qi

yi

(
Ki + ciyi + hi

S2
i

2ai

+ gi
(yi − Si)

2

2ai

)
. (3.2)

Çàìåòèì, ÷òî õàðàêòåð ïîòðåáëåíèÿ â êàæäîì ïåðèîäå (öèêëå)
äëÿ êàæäîé ôèðìû i, i = 1, . . . , N ìîæíî ðàññìîòðåòü â äâóõ ñëó÷à-
ÿõ: êîãäà èíòåíñèâíîñòü ïîòðåáëåíèÿ ai(·) çàâèñèò îò óñòàíîâëåííîé
íà ðûíêå öåíû p, ò. å. ai = ai(p), è êîãäà íå çàâèñèò. Â ïåðâîì ñëó÷àå
ai(p) = ai(p(Qi,Q−i)) = bi(Qi,Q−i). Ïîýòîìó ôóíêöèÿ (3.2) ïðèìåò
ñëåäóþùèé âèä:

Li(Qi,Q−i,yi,Si)=
Qi

yi

(
Ki+ciyi+hi

S2
i

2bi(Qi,Q−i)
+gi

(yi − Si)
2

2bi(Qi,Q−i)

)
. (3.3)

Ëîãèñòè÷åñêèå èçäåðæêè êàæäîé ôèðìû i áóäóò çàâèñåòü îò ñâî-
èõ ïåðåìåííûõ (yi, Si) è îò ñòðàòåãèé (Qi,Q−i) âñåõ ôèðì. Ïîäñòàâèâ
âûðàæåíèå (3.3) â (3.1), ïîëó÷èì

Πi(Qi,Q−i) = Πi(Qi,Q−i, yi, Si) =

= p(Qi,Q−i)Qi−Qi

yi

(
Ki+ciyi+hi

S2
i

2bi(Qi,Q−i)
+gi

(yi − Si)
2

2bi(Qi,Q−i)

)
. (3.4)

Òàê æå çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ïðèáûëè (3.4) êàæäîé ôèðìû i çàâè-
ñèò îò ñòðàòåãèé âñåõ ôèðì (Qi,Q−i) è îò ïàðû ïåðåìåííûõ (yi, Si),
óïðàâëÿåìûìè òîëüêî åþ.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Íàçîâåì ïàðó (yi, Si) âíóòðåííåé ñòðàòåãèåé, à
Qi � âíåøíåé (èãðîâîé) ñòðàòåãèåé ôèðìû i.

Çàäàäèì ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé êàæäîé ôèðìû i, i = 1, . . . , N :
Ω

(1)
i =

{
Qi

∣∣ Qi ∈ [a
(1)
i , b

(1)
i ] ⊂ [0,∞)

}
; Ω

(2)
i =

{
yi

∣∣ yi ∈ [a
(2)
i , b

(2)
i ] ⊂

(0,∞)
}
; Ω

(3)
i =

{
Si

∣∣ Si ∈ [a
(3)
i , b

(3)
i ] ⊂ [0,∞)

}
. Ïóñòü a

(j)
i ¿ b

(j)
i äëÿ

âñåõ i = 1, . . . , N è j = 1, 2, 3.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì, ÷òî êàæäàÿ ôèðìà i ïðè îïòèìèçàöèè
ëîãèñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ óïðàâëÿåò ñòðàòåãèÿìè íà äâóõ óðîâíÿõ: íà
ïåðâîì óðîâíå óïðàâëÿåò âíóòðåííåé ñòðàòåãèåé (yi, Si), ðåøàÿ çàäà-
÷ó ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè (3.4), � âíóòðåííÿÿ çàäà÷à, è íà âòîðîì
óðîâíå óïðàâëÿåò âíåøíåé (èãðîâîé) ñòðàòåãèåé Qi � âíåøíÿÿ (èãðî-
âàÿ) çàäà÷à. Â êà÷åñòâå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè âî âíåøíåé çàäà÷å,
ïðèíèìàþùåé ôîðìó êîëè÷åñòâåííîé êîíêóðåíöèè, ðàññìîòðèì ðàâ-
íîâåñèå ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ.

3.2. Ðåøåíèå âíóòðåííåé çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñèñòåìû óïðàâ-
ëåíèÿ ìàòåðèàëüíûìè çàïàñàìè

Âî âíóòðåííåé çàäà÷å êàæäàÿ ôèðìà i óïðàâëÿåò òîëüêî âíóò-
ðåííåé ñòðàòåãèåé (yi, Si) ∈ Ω

(2)
i × Ω

(3)
i ïðè ôèêñèðîâàííûõ âíåøíèõ

ñòðàòåãèÿõ âñåõ ôèðì (Qi,Q−i) ∈ Ω(1) = Ω
(1)
1 ×Ω

(1)
2 × . . .×Ω

(1)
N ⊂ RN

+ .
Äëÿ êàæäîãî i êðèòåðèåì ÿâëÿåòñÿ

Πi(Qi,Q−i, yi, Si)
(yi,Si)−−−→ max, yi ∈ Ω

(2)
i , Si ∈ Ω

(3)
i . (3.5)

Ëåììà 3.1. Ôóíêöèÿ ïðèáûëè (3.4) êàæäîé ôèðìû i, i = 1, . . . , N

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî yi è Si â îòäåëüíîñòè è
âîãíóòîé â ñîâîêóïíîñòè (yi, Si) íà ìíîæåñòâå [0,∞) × [0,∞) ïðè
ôèêñèðîâàííûõ (Qi,Q−i).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî i íåïðåðûâíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü
ôóíêöèè ïðèáûëè (3.4) ïî yi è Si â îòäåëüíîñòè î÷åâèäíà.

Äëÿ âîãíóòîñòè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿä-
êà ôóíêöèè ïðèáûëè d2Πi(Qi,Q−i, yi, Si) áûë îòðèöàòåëüíî îïðåäå-
ëåí ïî (yi, Si). Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà âîçüìåì åå ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå ïî yi è Si

∂Πi(Qi,Q−i, yi, Si)

∂yi

=
Qi

y2
i

Ki +
hiS

2
i Qi

2bi(Qi,Q−i)y
2
i

− gi(y
2
i − S2

i )

2bi(Qi,Q−i)

Qi

y2
i

, (3.6)

∂Πi(Qi,Q−i, yi, Si)

∂Si

= − hiSi

bi(Qi,Q−i)

Qi

yi

+
gi(yi − Si)

bi(Qi,Q−i)

Qi

yi

. (3.7)

Ïîòîì âòîðûå ÷àñòíûå è ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå

∂2Πi(Qi,Q−i, yi, Si)

∂y2
i

= −2Qi

y3
i

Ki − S2
i (hi + gi)Qi

bi(Qi,Q−i)y
3
i

< 0,
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∂2Πi(Qi,Q−i, yi, Si)

∂S2
i

= − (hi + gi)Qi

bi(Qi,Q−i)yi

< 0,

∂2Πi(Qi,Q−i, yi, Si)

∂yi∂Si

=
∂2Πi(Qi,Q−i, yi, Si)

∂Si∂yi

=
Si(hi + gi)Qi

bi(Qi,Q−i)y
2
i

> 0.

Òåïåðü îïðåäåëèì ìèíîðû äî âòîðîãî ïîðÿäêà

411 =
∂2Πi(Qi,Q−i, yi, Si)

∂y2
i

< 0,

422 =

∣∣∣∣∣∣

∂2Πi(Qi,Q−i,yi,Si)

∂y2
i

∂2Πi(Qi,Q−i,yi,Si)

∂yi∂Si

∂2Πi(Qi,Q−i,yi,Si)

∂Si∂yi

∂2Πi(Qi,Q−i,yi,Si)

∂S2
i

∣∣∣∣∣∣
=

2KiQ
2
i (hi + gi)

bi(Si,S−i)y4
i

> 0.

Èç äâóõ ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà
ôóíêöèè (3.4) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí íà ìíîæåñòâå [0,∞)× [0,∞).
Ïîýòîìó ôóíêöèÿ (3.4) âîãíóòà ïî (yi, Si).

Òàê êàê äëÿ êàæäîãî i ôóíêöèÿ ïðèáûëè Πi(Qi,Q−i, yi, Si) âîãíó-
òà, òî ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà (y∗i , S

∗
i ), åñëè îíà ñóùåñòâóåò, áóäåò îïðå-

äåëÿòü åå ìàêñèìóì.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êè (y∗i , S

∗
i ) íåîáõîäèìî ïåðâûå

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå (3.6) è (3.7) ïðèðàâíÿòü ê íóëþ:

Qi

y2
i

Ki +
hiS

2
i Qi

2bi(Qi,Q−i)y
2
i

− gi(y
2
i − S2

i )

2bi(Qi,Q−i)

Qi

y2
i

= 0, (3.8)

− hiSi

bi(Qi,Q−i)

Qi

yi

+
gi(yi − Si)

bi(Qi,Q−i)

Qi

yi

= 0. (3.9)

Èç (3.8) è (3.9) ïîëó÷èì

Ki +
hiS

2
i

2bi(Qi,Q−i)
− gi(y

2
i − S2

i )

2bi(Qi,Q−i)
= 0,

−hiSi + giyi − giSi = 0.

Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , N äàåò ðåøåíèå

y∗i = y∗i (Qi,Q−i) =

√
2Ki(gi + hi)

higi

bi(Qi,Q−i), (3.10)
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S∗i = S∗i (Qi,Q−i) =

√
2Kigi

hi(gi + hi)
bi(Qi,Q−i). (3.11)

Îïòèìàëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ñòðàòåãèÿ
(
y∗i (Qi,Q−i), S

∗
i (Qi,Q−i)

)
, i =

1, . . . , N ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3.5). Òàêèì îáðàçîì, âíóòðåííÿÿ
çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ìàòåðèàëüíûìè çàïàñàìè ðå-
øåíà.

3.3. Ñóùåñòâîâàíèå ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ÷èñòûõ
ñòðàòåãèÿõ

Äëÿ êàæäîé ôèðìû i, i = 1, . . . , N îïòèìàëüíóþ âíóòðåííþþ
ñòðàòåãèþ y∗i è S∗i , îïðåäåëåííóþ ïî ôîðìóëàì (3.10) è (3.11), ïîä-
ñòàâèì â ôóíêöèþ ïðèáûëè (âûèãðûøà) (3.4)

Πi

(
Qi,Q−i, y

∗
i (Qi,Q−i), S

∗
i (Qi,Q−i)

)
= Qip(Qi,Q−i)−

Qi

y∗i (Qi,Q−i)
×

×
[
Ki +

hiS
∗2
i (Qi,Q−i) + gi

(
y∗i (Qi,Q−i)− S∗i (Qi,Q−i)

)2

2bi(Qi,Q−i)

]
−Qici =

= Qip(Qi,Q−i)−
Qi

y∗i (Qi,Q−i)

[
Ki +

higiy
∗2
i (Qi,Q−i)

2bi(Qi,Q−i)(hi + gi)

]
−Qici =

= Qip(Qi,Q−i)− 2Ki
Qi

y∗i (pi,p−i)
−Qici =

= Qip(Qi,Q−i)−
√

2Kigihi

hi + gi

· Qi√
bi(Qi,Q−i)

−Qici.

Ïóñòü

Πi

(
Qi,Q−i, y

∗
i (Qi,Q−i), S

∗
i (Qi,Q−i)

)
= Φi(Qi,Q−i).

Òîãäà ôóíêöèÿ ïðèáûëè ôèðìû i áóäåò èìåòü âèä

Φi(Qi,Q−i) = Qip(Qi,Q−i)−
√

2Kigihi

hi + gi

· Qi√
bi(Qi,Q−i)

−Qici. (3.12)
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Ôóíêöèÿ (3.12) çàâèñèò òîëüêî îò âíåøíèõ ñòðàòåãèé (Qi,Q−i).
Ïîëó÷èì áåñêîàëèöèîííóþ èãðó N ëèö òèïà - êîëè÷åñòâåííóþ êîí-
êóðåíöèþ � ìîäåëü Êóðíî [10]:

ΓK =

〈
N, {Φi}N

i=1 ,
{

Ω
(1)
i

}N

i=1

〉
. (3.13)

Îáëàñòü Ω(1) = Ω
(1)
1 × Ω

(1)
2 × . . . × Ω

(1)
N � ìíîæåñòâî âñåõ ñèòóàöèé

Q = (Q1, Q2, . . . , QN) â èãðå (3.13).

Òåîðåìà 3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ äëÿ
âñåõ i = 1, . . . , N : 1) îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà p(Qi,Q−i) äâàæäû
äèôôåðåíöèðóåìà, óáûâàåò è âîãíóòà ïî Qi ∈ Ω

(1)
i ïðè êàæäîì ôèê-

ñèðîâàííîì Q−i ∈ Ω(1)/Ω
(1)
i ;

2) ôóíêöèÿ Qi√
bi(Qi,Q−i)

âûïóêëà ïî Qi ∈ Ω
(1)
i ïðè ôèêñèðîâàííîì Q−i

èëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (åñëè bi(Qi,Q−i) � äâàæäû äèôôåðåí-
öèðóåìà)

3Qi

(
∂bi(Qi,Q−i)

∂Qi

)2

≥

≥ 4bi(Qi,Q−i)
∂bi(Qi,Q−i)

∂Qi

+ 2Qibi(Qi,Q−i)
∂2bi(Qi,Q−i)

∂Q2
i

è íåïðåðûâíà íà Ω(1);
3) ñóùåñòâóåò Q̃i ∈ (a

(1)
i , b

(1)
i ):

p(Qi,Q−i) <

√
2Kigihi

gi + hi

· bi(Qi,Q−i)− 1/2Qi
∂bi(Qi,Q−i)

∂Si

b
3/2
i (Qi,Q−i)

+ ci (3.14)

ïðè Qi ≥ Q̃i.
Òîãäà â èãðå (3.13) ñóùåñòâóåò ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó

â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ (Q∗
1, Q

∗
2, . . . , Q

∗
N), ïðè÷åì Q∗

i ∈ [a
(1)
i , Q̃i), i =

1, . . . , N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ äîñòàòî÷-
íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ôèðìû i ìíîæåñòâî âíåøíèõ ñòðàòå-
ãèé Ω

(1)
i ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì, ôóíêöèÿ âû-

èãðûøà Φi(Qi,Q−i) íåïðåðûâíà â ñîâîêóïíîñòè ïî âñåì ñòðàòåãèÿì
(Q1, Q2, . . . , QN) íà ìíîæåñòâå Ω(1) è âîãíóòà ïî ñîáñòâåííîé ñòðàòå-
ãèè Qi ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì Q−i [7].
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Ëþáîé îòðåçîê íà äåéñòâèòåëüíîé îñè åñòü âûïóêëûé êîìïàêò,
ïîýòîìó ìíîæåñòâî Ω

(1)
i � âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî äëÿ ëþ-

áîãî i = 1, . . . , N .
Èç ïåðâîãî óñëîâèÿ òåîðåìû èìååì, ÷òî ôóíêöèÿ p(Qi,Q−i) âî-

ãíóòà ïî Qi, ïîýòîìó ∂2p(Qi,Q−i)

∂Q2
i

≤ 0. Êðîìå òîãî, ýòà ôóíêöèÿ óáûâàåò
è, êàê ñëåäñòâèå, ∂p(Qi,Q−i)

∂Qi
≤ 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì

∂2
(
p(Qi,Q−i)Qi

)

∂Q2
i

= 2
∂p(Qi,Q−i)

∂Qi

+ Qi

∂2p(Si,Q−i)

∂Q2
i

≤ 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ p(Qi,Q−i)Qi âîãíóòà ïî Qi ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì Q−i, i = 1, . . . , N . Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ p(Qi,Q−i) äâàæäû
äèôôåðåíöèðóåìà ïî Si, çíà÷èò îíà áóäåò è íåïðåðûâíîé ïî Si. Òàê
êàê ñèòóàöèÿ (Qi,Q−i) âõîäèò â îáðàòíóþ ôóíêöèþ ñïðîñà êàê ñóì-

ìà: p(Qi,Q−i) = p

(
N∑
k

Qk

)
, òî çàâèñèìîñòü ïîñëåäíåé ïî êàæäîé

âíóòðåííåé ñòðàòåãèè Qi, i = 1, . . . N îäèíàêîâà. Ïîýòîìó p(Qi,Q−i)

áóäåò íåïðåðûâíîé â ñîâîêóïíîñòè ïî ñòðàòåãèÿì âñåõ ôèðì íà ìíî-
æåñòâå Ω(1). Çíà÷èò, ôóíêöèÿ p(Qi,Q−i)Qi, êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, áóäåò íåïðåðûâíîé ïî (Qi,Q−i) íà Ω(1).

Ó÷èòûâàÿ âòîðîå äîïóùåíèå òåîðåìû è òî, ÷òî ëþáàÿ ëèíåé-
íàÿ ôóíêöèÿ âîãíóòà èëè âûïóêëà, èìååì, ÷òî ôóíêöèÿ âûèãðûøà
Φi(Qi,Q−i) ÿâëÿåòñÿ ñóììà òðåõ âîãíóòûõ ïî ïåðåìåííîé Qi ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ ñòðàòåãèÿõ äðóãèõ èãðîêîâ è íåïðåðûâíûõ íà ìíîæåñòâå
Ω(1) ôóíêöèé, ÷òî è ïîêàçûâàåò åå âîãíóòîñòü ïî Qi íà ìíîæåñòâå
Ω

(1)
i è íåïðåðûâíîñòü â ñîâîêóïíîñòè ïî ñòðàòåãèÿì âñåõ ôèðì íà

ìíîæåñòâå Ω(1), ò. å. âûïîëíåíî óñëîâèå âòîðîãî ïîðÿäêà [10].
Äëÿ âûïóêëîñòè ôóíêöèè Qi√

bi(Qi,Q−i)
ïî ïåðåìåííîé Qi íåîáõîäè-

ìî, ÷òîáû åå âòîðàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ýòîé ïåðåìåííîé áûëà
íåîòðèöàòåëüíîé, òî åñòü ∂2

∂S2
i

(
Qi√

bi(Qi,Q−i)

)
≥ 0 èëè

∂2

∂Q2
i

(
Qi√

bi(Qi,Q−i)

)
=
−bi(Qi,Q−i)

b
5/2
i (Qi,Q−i)

∂bi(Qi,Q−i)

∂Qi

−

−
1/2Qibi(Qi,Q−i)

∂2bi(Qi,Q−i)

∂Q2
i

− 3/2Qi

(
∂bi(Qi,Q−i)

∂Qi

)2

2b
5/2
i (Qi,Q−i)

≥ 0.
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Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî âòîðîãî óñëîâèÿ òåîðåìû

3Qi

(
∂bi(Qi,Q−i)

∂Qi

)2

≥

≥ 4bi(Qi,Q−i)
∂bi(Qi,Q−i)

∂Qi

+ 2Qibi(Qi,Q−i)
∂2bi(Qi,Q−i)

∂Q2
i

.

Òàêèì îáðàçîì, â èãðå (3.13) ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå â ÷èñòûõ
ñòðàòåãèÿõ (Q∗

1, Q
∗
2, . . . , Q

∗
N).

Òåïåðü îïðåäåëèì, ãäå áóäóò íàõîäèòüñÿ ðàâíîâåñíûå ñòðàòåãèè
ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (3.14). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ÷àñòíóþ
ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè âûèãðûøà Φi(Qi,Q−i), i = 1, . . . , N ïî ñîá-
ñòâåííîé ñòðàòåãèè Qi:

∂Φi(Qi,Q−i)

∂Qi

=
∂p(Qi,Q−i)

∂Qi

Qi + p(Qi,Q−i)−

−
√

2Kigihi

gi + hi

bi(Qi,Q−i)− 1/2Qi
∂bi(Qi,Q−i)

∂Qi

b
3/2
i (Qi,Q−i)

− ci.

Ôóíêöèÿ Φi(Qi,Q−i) âîãíóòà ïî Qi íà ìíîæåñòâå Ω
(1)
i . Ïîýòîìó

ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà (òî÷êà ìàêñèìóìà) Q∗
i áóäåò ñóùåñòâîâàòü íà

Ω
(1)
i , åñëè Φi(Qi,Q−i) áóäåò ñíà÷àëà âîçðàñòàòü, à ïîòîì óáûâàòü ïðè

ëþáîì Q−i. Òàêèì îáðàçîì äîëæíà ñóùåñòâóåò òî÷êà Q̃i ∈ Ω
(1)
i :

∂Φi(Qi,Q−i)

∂Qi
< 0 ïðè Qi ≥ Q̃i, ò. å.

∂p(Qi,Q−i)

∂Qi

Qi + p(Qi,Q−i)−

−
√

2Kigihi

gi + hi

bi(Qi,Q−i)− 1/2Qi
∂bi(Qi,Q−i)

∂Qi

b
3/2
i (Qi,Q−i)

− ci < 0

ïðè Qi ≥ Q̃i

Èìåÿ â âèäó, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå � îòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ
âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

p(Qi,Q−i) <

√
2Kigihi

gi + hi

bi(Qi,Q−i)− 1/2Qi
∂bi(Qi,Q−i)

∂Qi

b
3/2
i (Qi,Q−i)

− ci
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ïðè Qi ≥ Q̃i äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , N.

Â òàêîì ñëó÷àå òî÷êà ìàêñèìóìà Q∗
i ∈ [a

(1)
i , Q̃i) è îíà áóäåò ðåøåíèåì

ñèñòåìû óðàâíåíèé

∂Φi(Qi,Q−i)

∂Qi

= 0, i = 1, . . . , N

èëè
∂p(Qi,Q−i)

∂Qi

Qi + p(Qi,Q−i)−

−
√

2Kigihi

gi + hi

b(Qi,Q−i)− 1/2Qi
∂bi(Qi,Q−i)

∂Qi

b
3/2
i (Qi,Q−i)

− ci = 0, (3.15)

i = 1, . . . , N.

Íàáîð (Q∗
1, Q

∗
2, . . . , Q

∗
N) áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèåé â

÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ, áîëåå òîãî (Q∗
1, Q

∗
2, . . . , Q

∗
N) ∈ [a

(1)
1 , Q̃1)×[a

(1)
2 , Q̃2)×

. . .× [a
(1)
N , Q̃N) ∈ Ω(1).

Ñëåäñòâèå 3.1. Åñëè â òåîðåìå 3.1 ñäåëàòü òîëüêî ïåðâîå äîïó-
ùåíèå è óñëîâèå, ÷òî ôóíêöèÿ èíòåíñèâíîñòè ïîòðåáëåíèÿ bi(·),
i = 1, . . . , N íå çàâèñèò îò îáúåìîâ ïîñòàâîê, òî â èãðå (3.13) áóäåò
ñóùåñòâîâàòü ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ bi(·) ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, òî ôóíê-
öèÿ Qi√

bi(·)
áóäåò ëèíåéíîé. Ïîýòîìó ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì

òåîðåìû 3.1 ôóíêöèÿ ïðèáûëè (âûèãðûøà) (3.12) êàæäîãî èãðîêà i

áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñóììîé òðåõ ôóíêöèé âîãíóòûõ ïî Qi ïðè ôèêñèðî-
âàííûõ ñòðàòåãèÿõ äðóãèõ èãðîêîâ è íåïðåðûâíûõ íà Ω(1). Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî â èãðå (3.13) ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñíàÿ ñèòóàöèÿ â ÷èñòûõ
ñòðàòåãèÿõ.

Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 3.1, òî óñëîâèå (3.14) áóäåò
âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p(Qi,Q−i) <

√
2Kigihi

(gi + hi)bi

+ ci

ïðè Qi ∈ [a
(1)
i , Q̃i) ∈ [a

(1)
i , b

(1)
i ), i = 1, . . . , N . À ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ

(Q∗
1, Q

∗
2, . . . , Q

∗
N) áóäåò ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.15), èìåþùåé
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âèä

∂p(Qi,Q−i)

∂Qi

Qi + p(Qi,Q−i) =

√
2Kigihi

(gi + hi)bi

+ ci, i = 1, . . . , N. (3.16)

Êðîìå òîãî, (Q∗
1, Q

∗
2, . . . , Q

∗
N) ∈ [a

(1)
1 , Q̃1)×[a

(1)
2 , Q̃2)×. . .×[a

(1)
N , Q̃N).

Äàëåå íàéäåííóþ ñèòóàöèþ ðàâíîâåñèÿ ïîäñòàâèì â ôîðìóëû (3.10)
è (3.11) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé îïòèìàëüíîé âíóòðåí-
íåé ñòðàòåãèè (y∗i , S

∗
i ), ãäå y∗i = y∗i (Q

∗
1, Q

∗
2, . . . , Q

∗
N), S∗i = S∗i (Q

∗
1, Q

∗
2, . . . ,

Q∗
N). Â êîíå÷íîì èòîãå, êàæäàÿ ôèðìà i, i = 1, . . . ., N áóäåò îñó-

ùåñòâëÿòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå U∗
i = (Q∗

i , y
∗
i , S

∗
i ).

4. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü óïðàâëåíèÿ ìàòåðèàëüíûìè
çàïàñàìè äëÿ ñëó÷àÿ öåíîâîé êîíêóðåíöèè

4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îïèñàíèå ìîäåëè
Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç òèïîâ îëèãîïîëèè � ìîäèôèöèðî-

âàííàÿ ìîäåëü Áåðòðàíà [10].
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ðûíêå åñòü N ôèðì, ïîñòàâëÿþùèõ è ðå-

àëèçóþùèõ íåêîòîðóþ ïðîäóêöèþ ÷åðåç ñâîè ñêëàäñêèå ñèñòåìû.
Ïðè ýòîì ôèðìû ñîâåðøàþò ëîãèñòè÷åñêèå îïåðàöèè ïî ïðîâåäåíèþ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîãèñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñ äîïóùåíèåì äåôèöèòà
è ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåëàêñàöèîííîãî ìåòîäà ðåãóëèðîâàíèÿ çàïàñîâ
(yi, Si) (ñì. ðàçäåë 2). Áóäåì èññëåäîâàòü ðàñïðîñòðàíåííûé ñëó÷àé,
êîãäà èõ ïðîäóêöèÿ íå âïîëíå âçàèìîçàìåíÿåìà è ïîòðåáèòåëü ñïîñî-
áåí ïîêóïàòü èõ ïî ðàçíûì öåíàì pi, i = 1, . . . , N . Ôèðìû ïðèíèìàþò
ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî öåí pi è ïåðåìåííûõ (yi, Si). Â äàííîé ìîäåëè
íåîáõîäèìî ââåñòè íåêîòîðóþ ôóíêöèþ ñïðîñà äëÿ êàæäîé ôèðìû
Di = Di(pi,p−i).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [10] ôóíêöèÿ ïðèáûëè êàæäîé ôèðìû i = 1, . . . , N

ðàâíà
Πi(pi,p−i) = Di(pi,p−i)pi − Li(Di(pi,p−i)), (4.1)

ãäå Li(Di(pi,p−i)) � ýòî ôóíêöèÿ ëîãèñòè÷åñêèõ çàòðàò ïî îáåñïå-
÷åíèþ ñïðîñà Di(pi,p−i), êîòîðûé áóäåò óäîâëåòâîðåí ïîëíîñòüþ.
Èç (2.8) ñëåäóåò, ÷òî ëîãèñòè÷åñêèå çàòðàòû ìîæíî îïðåäåëèòü ïî
ôîðìóëå

Li(Di(pi,p−i)) = Li(pi,p−i, yi, Si) =
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=
Di(pi,p−i)

yi

(
Ki + ciyi + hi

S2
i

2ai

+ gi
(yi − Si)

2

2ai

)
. (4.2)

Êàê è â ðàçäåëå 3, ìîæíî ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ èíòåíñèâíîñòè
ïîòðåáëåíèÿ ai(·) â êàæäîì ïåðèîäå (öèêëå) äëÿ êàæäîé ôèðìû i =

1, . . . , N : â ïåðâîì ñëó÷àå îíà áóäåò çàâèñåòü îò óñòàíîâëåííûõ íà
ðûíêå öåí (pi,p−i), à âî âòîðîì íå áóäåò çàâèñåòü îò íèõ. Â ïåðâîì
ñëó÷àå ai = bi(pi,p−i), i = 1, . . . , N . Ïîýòîìó ôóíêöèþ (4.2) ìîæíî
ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Li(pi,p−i, yi, Si) =

=
Di(pi,p−i)

yi

(
Ki + ciyi + hi

S2
i

2bi(pi,p−i)
+ gi

(yi − Si)
2

2bi(pi,p−i)

)
. (4.3)

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (4.1) äëÿ ôóíêöèè ëîãèñòè÷åñêèõ çàòðàò â
(4.1), ïîëó÷èì

Πi(pi,p−i) = Πi(pi,p−i, yi, Si) = Di(pi,p−i)pi−

−Di(pi,p−i)

yi

(
Ki + ciyi + hi

S2
i

2bi(pi,p−i)
+ gi

(yi − Si)
2

2bi(pi,p−i)

)
. (4.4)

Ïî àíàëîãèè ñ ðàçäåëîì 3 ïàðó (yi, Si) íàçîâåì âíóòðåííåé ñòðà-
òåãèåé, à pi � âíåøíåé (èãðîâîé) ñòðàòåãèåé ôèðìû i, i = 1, . . . , N .

Çàäàäèì ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé êàæäîé ôèðìûi, i = 1, . . . , N :
Ω

(1)
i =

{
pi

∣∣ pi ∈ [a
(1)
i , b

(1)
i ] ⊂ [0,∞)

}
; Ω

(2)
i =

{
yi

∣∣ yi ∈ [a
(2)
i , b

(2)
i ] ⊂

(0,∞)
}
; Ω

(3)
i =

{
Si

∣∣ Si ∈ [a
(3)
i , b

(3)
i ] ⊂ [0,∞)

}
. Ïóñòü a

(j)
i ¿ b

(j)
i äëÿ

âñåõ i = 1, . . . , N è j = 1, 2, 3.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì, ÷òî êàæäàÿ ôèðìà i ïðè îïòèìèçàöèè

ëîãèñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ óïðàâëÿåò ñòðàòåãèÿìè íà äâóõ óðîâíÿõ: íà
ïåðâîì óðîâíå óïðàâëÿåò âíóòðåííåé ñòðàòåãèåé (yi, Si), ðåøàÿ çàäà-
÷ó ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè (4.4), � âíóòðåííÿÿ çàäà÷à, è íà âòîðîì
óðîâíå óïðàâëÿåò âíåøíåé (èãðîâîé) ñòðàòåãèåé pi � âíåøíÿÿ (èãðî-
âàÿ) çàäà÷à. Â êà÷åñòâå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè âî âíåøíåé çàäà÷å,
ïðèíèìàþùåé ôîðìó öåíîâîé êîíêóðåíöèè, ðàññìîòðèì ðàâíîâåñèå
ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ.

4.2. Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè
Âî âíóòðåííåé çàäà÷å êàæäàÿ ôèðìû i óïðàâëÿåò òîëüêî âíóò-

ðåííåé ñòðàòåãèåé (yi, Si) ∈ Ω
(2)
i × Ω

(3)
i ïðè ôèêñèðîâàííûõ âíåøíèõ
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ñòðàòåãèÿõ âñåõ ôèðì (pi,p−i) ∈ Ω(1) = Ω
(1)
1 × Ω

(1)
2 × . . . × Ω

(1)
N . Êðè-

òåðèåì ÿâëÿåòñÿ

Πi(pi,p−i, yi, Si)
(yi,Si)−−−→ max, yi ∈ Ω

(2)
i , Si ∈ Ω

(3)
i . (4.5)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ëåììå 3.1.

Ëåììà 4.1. Ôóíêöèÿ ïðèáûëè (4.4) êàæäîé ôèðìû i, i = 1, . . . , N

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî yi è Si â îòäåëüíîñòè è
âîãíóòîé ïî (yi, Si) íà ìíîæåñòâå [0,∞)× [0,∞) (è, â ÷àñòíîñòè,
íà Ω

(2)
i × Ω

(3)
i ) ïðè ôèêñèðîâàííûõ (pi,p−i).

Òàê êàê ôóíêöèÿ (4.4) âîãíóòà, òî ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà (y∗i , S
∗
i ),

åñëè îíà ñóùåñòâóåò, áóäåò îïðåäåëÿòü åå ìàêñèìóì (áóäåò ðåøåíèåì
çàäà÷è (4.5)). Äëÿ åå îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî ïåðâûå ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå ôóíêöèè âûèãðûøà (4.4) ïðèðàâíÿòü ê íóëþ

∂Πi(pi,p−i, yi, Si)

∂yi

=

=
Di(pi,p−i)

y2
i

Ki +
hiS

2
i − gi(y

2
i − S2

i )

2bi(pi,p−i)

Di(pi,p−i)

y2
i

= 0, (4.6)

∂Πi(pi,p−i, yi, Si)

∂Si

=

= − hiSi

bi(pi,p−i)

Di(pi,p−i)

yi

+
gi(yi − Si)

bi(pi,p−i)

Di(pi,p−i)

yi

= 0. (4.7)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.2) è (4.2), i = 1, . . . , N äàåò ðåøåíèå

y∗i = y∗i (pi,p−i) =

√
2Ki(gi + hi)

higi

bi(pi,p−i), (4.8)

S∗i = S∗i (pi,p−i) =

√
2Kigi

hi(gi + hi)
bi(pi,p−i). (4.9)

Èç (4.8) è (4.9) ñëåäóåò, ÷òî îïòèìàëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ñòðàòåãèÿ
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, ÿâíî çàâèñÿùåé îò âíåøíèõ ñòðàòåãèé âñåõ ôèðì
(pi,p−i): (y∗i , S

∗
i ) =

(
y∗i (pi,p−i), S

∗
i (pi,p−i)

)
, i = 1, . . . , N .
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4.3. Ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ âî
âíåøíåé çàäà÷å

Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , N îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ äëÿ âíóòðåí-
íåé çàäà÷è (y∗i , S

∗
i ), íàéäåííóþ èç (4.8) è (4.9), ïîäñòàâèì â ôóíêöèþ

ïðèáûëè (4.4) è ïîëó÷èì, ÷òî

Πi

(
pi,p−i, y

∗
i (pi,p−i), S

∗
i (pi,p−i)

)
=

= piDi(pi,p−i)−
√

2Kigihi

hi + gi

· Di(pi,p−i)√
bi(pi,p−i)

−Di(pi,p−i)ci.

Ïóñòü
Πi

(
pi,p−i, y

∗
i (pi,p−i), S

∗
i (pi,p−i)

)
= Φi(pi,p−i).

Òîãäà ôóíêöèÿ ïðèáûëè (âûèãðûøà) ôèðìû i áóäåò èìåòü âèä

Φi(pi,p−i) = piDi(pi,p−i)− ξi

Di(pi,p−i)√
bi(pi,p−i)

−Di(pi,p−i)ci, (4.10)

ãäå

ξi =

√
2Kigihi

hi + gi

, i = 1, . . . , N.

Ôóíêöèÿ (4.10) çàâèñèò òîëüêî îò âíåøíèõ ñòðàòåãèé ôèðì (pi,p−i) ∈
Ω(1) = Ω

(1)
1 × Ω

(1)
2 × . . .× Ω

(1)
N ⊂ RN

+ .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì áåñêîàëèöèîííóþ èãðó N ëèö - öåíîâóþ
êîíêóðåíöèþ � ìîäèôèöèðîâàííóþ ìîäåëü Áåðòðàíà [10]:

ΓB =

〈
N, {Φi}N

i=1 ,
{

Ω
(1)
i

}N

i=1

〉
. (4.11)

Òåîðåìà 4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ i = 1, . . . , N ñäåëàíû ñëå-
äóþùèå äîïóùåíèÿ:
1) ôóíêöèÿ Di(pi,p−i) óáûâàåò, äèôôåðåíöèðóåìà è âûïóêëà ïî pi

íà ìíîæåñòâå Ω
(1)
i ïðè ôèêñèðîâàííîì p−i è íåïðåðûâíà íà Ω(1);

2) ôóíêöèÿ Di(pi,p−i)
/√

bi(pi,p−i) âûïóêëà ïî pi íà ìíîæåñòâå Ω
(1)
i

ïðè ôèêñèðîâàííîì p−i è íåïðåðûâíà íà Ω(1);
3) ôóíêöèÿ piDi(pi,p−i) âîãíóòà ïî pi íà ìíîæåñòâå Ω

(1)
i ïðè ôèê-

ñèðîâàííîì p−i.
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Òîãäà â èãðå (4.11) ñóùåñòâóåò ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ÷è-
ñòûõ ñòðàòåãèÿõ (p∗1, p

∗
2, . . . , p

∗
N).

4) Åñëè ñóùåñòâóåò p̄i ∈
(
a

(1)
i , b

(1)
i

)
òàêîå, ÷òî

Di(pi,p−i)<ξi

2
∂Di(pi,p−i)

∂pi
bi(pi,p−i)−Di(pi,p−i)

∂bi(pi,p−i)

∂pi

2b
3/2
i (pi,p−i)

+
∂Di(pi,p−i)

∂pi

ci

ïðè pi > p̄i, òî p∗i ∈ [a
(1)
i , p̄i), ∀ i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñíîé ñèòó-
àöèè (íå îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæàùåé ìíîæåñòâó Ω(1)) î÷åâèäíî. Ïî
ïåðâîìó óñëîâèþ òåîðåìû ôóíêöèÿ Di(pi,p−i) íåïðåðûâíà â ñîâî-
êóïíîñòè ïî (pi,p−i) íà Ω(1), ïîýòîìó è ôóíêöèÿ piDi(pi,p−i) òàêæå
íåïðåðûâíà íà Ω(1) (êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé).
Èç ïåðâûõ òðåõ äîïóùåíèé â òåîðåìå ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ïðèáû-
ëè (4.10) äëÿ êàæäîãî i ÿâëÿåòñÿ ñóììîé òðåõ ôóíêöèé âîãíóòûõ
ïî ñòðàòåãèè pi ïðè âñåõ ôèêñèðîâàííûõ ñòðàòåãèÿõ îñòàëüíûõ èã-
ðîêîâ è íåïðåðûâíûõ íà ìíîæåñòâå Ω(1). Ñëåäîâàòåëüíî, îíà áóäåò
âîãíóòîé ïî ñòðàòåãèè pi è íåïðåðûâíîé íà Ω(1). Ìíîæåñòâî Ω

(1)
i ÿâ-

ëÿåòñÿ îòðåçêîì è, êàê ñëåäñòâèå, âûïóêëûì êîìïàêòîì. Ïîýòîìó â
èãðå (4.11) ñóùåñòâóåò ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðà-
òåãèÿõ (p∗1, p

∗
2, . . . , p

∗
N) [10].

Ïîêàæåì, ÷òî ÷åòâåðòîãî óñëîâèÿ òåîðåìû äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî,
÷òîáû (p∗1, p

∗
2, . . . , p

∗
N) ∈ Ω(1).

Â ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ (p∗1, p
∗
2, . . . , p

∗
N) íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëî-

âèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà [10]:

∂Φi(pi,p−i)

∂pi

∣∣∣∣∣ pj=p∗j
j=1,...,N

= 0, i = 1, . . . , N.

Òåì áîëåå, åñëè ñóùåñòâóåò p̄i ∈ (a
(1)
i , b

(1)
i ):

∂Φi(pi,p−i)

∂pi

> 0, a
(1)
i ≤ pi < p̄i, pj ∈ Ω

(1)
j , j 6= i, i = 1, . . . , N,

è
∂Φi(pi,p−i)

∂pi

< 0, p̄i < pi ≤ b
(1)
i , pj ∈ Ω

(1)
j , j 6= i, i = 1, . . . , N,
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òî p?
i < p̄i, i = 1, . . . , N .

×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè (4.10) ïî pi äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , N

ðàâíà

∂Φi(pi,p−i)

∂pi

=
∂Di(pi,p−i)

∂pi

bi(pi,p−i) + Di(pi,p−i)−

−ξi

2
∂Di(pi,p−i)

∂pi
bi(pi,p−i)−Di(pi,p−i)

∂bi(pi,p−i)

∂pi

2b
3/2
i (pi,p−i)

− ∂Di(pi,p−i)

∂pi

ci.

Èç óñëîâèÿ

∂Φi(pi,p−i)

∂pi

< 0, p̄i < pi ≤ b
(1)
i , pj ∈ Ω

(1)
j , j 6= i, i = 1, . . . , N

ñëåäóåò
∂Di(pi,p−i)

∂pi

bi(pi,p−i) + Di(pi,p−i)−

−ξi

2
∂Di(pi,p−i)

∂pi
bi(pi,p−i)−Di(pi,p−i)

∂bi(pi,p−i)

∂pi

2b
3/2
i (pi,p−i)

− ∂Di(pi,p−i)

∂pi

ci < 0,

p̄i < pi ≤ b
(1)
i , pj ∈ Ω

(1)
j , j 6= i, i = 1, . . . , N.

Òàê êàê ôóíêöèÿ ñïðîñà Di(pi,p−i) óáûâàþùàÿ ïî pi, òî ∂Di(pi,p−i)

∂pi
<

0. Ïîýòîìó äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî óñëî-
âèÿ èç ÷åòâåðòîãî äîïóùåíèÿ â òåîðåìå, ò. å.

Di(pi,p−i) < ξi

2
∂Di(pi,p−i)

∂pi
bi(pi,p−i)−Di(pi,p−i)

∂bi(pi,p−i)

∂pi

2b
3/2
i (pi,p−i)

+
∂Di(pi,p−i)

∂pi

ci,

äëÿ pi > p̄i. Áîëåå òîãî, èìååì p∗i ∈ [a
(1)
i , p̄i) ⊂ Ω(1).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 4.1 ñèòóàöèÿ
ðàâíîâåñèÿ (p∗1, p

∗
2, . . . , p

∗
N) áóäåò ðåøåíèåì ñèñòåìû èç N óðàâíåíèé

ñ N íåèçâåñòíûìè:
∂Di(pi,p−i)

∂pi

bi(pi,p−i) + Di(pi,p−i) =
∂Di(pi,p−i)

∂pi

ci+ (4.12)

+ξi

2
∂Di(pi,p−i)

∂pi
bi(pi,p−i)−Di(pi,p−i)

∂bi(pi,p−i)

∂pi

2b
3/2
i (pi,p−i)

, i = 1, . . . , N.
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Âîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà ïåðèîä ïëàíèðîâàíèÿ äëÿ êàæäîé ôèð-
ìû i = 1, . . . , N ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, ò. å. Ti =

Di(pi,p−i)

bi(pi,p−i)
=

const (èíòåíñèâíîñòü ñïðîñà íîñèò ðàâíîìåðíûé õàðàêòåð). Òàê êàê

Di(pi,p−i)√
bi(pi,p−i)

=
Di(pi,p−i)√
Di(pi,p−i)/Ti

=
√

TiDi(pi,p−i),

òî ôóíêöèÿ ïðèáûëè (4.10) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Φi(pi,p−i) = piDi(pi,p−i)− ρi

√
Di(pi,p−i)−Di(pi,p−i)ci, (4.13)

ãäå

ρi =

√
2TiKigihi

hi + gi

, i = 1, . . . , N.

Òåîðåìà 4.2. Ñäåëàåì ñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ äëÿ âñåõ i = 1, . . . , N :
1) Ti =

Di(pi,p−i)

bi(pi,p−i)
=const ïðè âñåõ (pi,p−i) ∈ Ω(1);

2) ôóíêöèÿ Di(pi,p−i) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî pi è íåïðå-
ðûâíà íà ìíîæåñòâå Ω(1);
3) ôóíêöèÿ

√
Di(pi,p−i) âûïóêëà ïî pi ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì

p−i è íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå Ω(1);
4) ôóíêöèÿ piDi(pi,p−i) âîãíóòà ïî ïåðåìåííîé pi ïðè ëþáîì ôèê-
ñèðîâàííîì p−i.
Òîãäà â èãðå (4.11) ñóùåñòâóåò ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ÷è-
ñòûõ ñòðàòåãèÿõ (p∗1, p

∗
2, . . . , p

∗
N).

Èç óñëîâèÿ 4) â òåîðåìå 4.1 ïðè âûïîëíåíèè âñåõ óñëîâèé â òåî-
ðåìå 4.2 ñëåäóåò, ÷òî ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ (p∗1, p

∗
2, . . . , p

∗
N) áóäåò ðå-

øåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé
∂Di(pi,p−i)

∂pi

bi(pi,p−i) + Di(pi,p−i) =

= ρi

∂Di(pi,p−i)

2∂pi

1√
Di(pi,p−i)

+
∂Di(pi,p−i)

∂pi

ci, (4.14)

i = 1, . . . , N,

åñëè ñóùåñòâóþò p̄i ∈
(
a

(1)
i , b

(1)
i

)
, i = 1, . . . , N òàêèå, ÷òî

Di(pi,p−i) < ρi

∂Di(pi,p−i)

2∂pi

1√
Di(pi,p−i)

+
∂Di(pi,p−i)

∂pi

ci
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ïðè pi > p̄i. Áîëåå òîãî, p∗i ∈ [a
(1)
i , p̄i), ∀ i.

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ â èãðå (4.11) ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè (p∗1, p
∗
2, . . . , p

∗
N)

îïðåäåëÿþòñÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ îïòèìàëüíîé âíóòðåííåé ñòðàòå-
ãèè ïî ôîðìóëàì (4.8) è (4.9).

Â èòîãå, êàæäàÿ ôèðìà i, i = 1, . . . ., N áóäåò îñóùåñòâëÿòü îïòè-
ìàëüíîå óïðàâëåíèå U∗

i = (p∗i , y
∗
i , S

∗
i ).

5. Ïðèìåð ìîäåëè óïðàâëåíèÿ ìàòåðèàëüíûìè çàïàñàìè äëÿ
ñëó÷àÿ êîëè÷åñòâåííîé êîíêóðåíöèè

Äëÿ ìîäåëè èç ðàçäåëà 3 ðàññìîòðèì ïðèìåð îáðàòíîé ôóíêöèè
ñïðîñà âèäà [10]

p(Qi,Q−i) = p

(
N∑

k=1

Qk

)
= A−B

N∑

k=1

Qk, (5.1)

ãäå A è B � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, Qi ∈ Ω
(1)
i = [a

(1)
i , b

(1)
i ],

i = 1, . . . ., N . Çàäàäèì çàâèñèìîñòü ôóíêöèè èíòåíñèâíîñòè ïîòðåá-
ëåíèÿ îò îáùåé öåíû íà ðûíêå â ñëåäóþùåé ôîðìå:

ai = ai(p) = αi − βip,

ãäå αi > 0 è βi > 0, i = 1, . . . ., N . Òîãäà èç (5.1) èìååì

ai = ai(p(Qi,Q−i)) = bi(Qi,Q−i) = αi − βiA + βiB

N∑

k=1

Qk. (5.2)

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ äëÿ îáðàòíîé ôóíêöèè ñïðîñà è èíòåíñèâ-
íîñòè ïîòðåáëåíèÿ (5.1) è (5.2) â ôóíêöèþ (3.12)

Φi(Qi,Q−i) =

(
A−B

N∑

k=1

Qk

)
Qi−

−
√

2Kigihi

gi + hi

Qi√
αi − βiA + βiB

N∑
k=1

Qk

− ciQi. (5.3)

Íàéäåì ìíîæåñòâî ñèòóàöèé, â êîòîðîì ôóíêöèÿ âûèãðûøà (5.3)
êàæäîé ôèðìû áóäåò âîãíóòîé ïî ñâîåé âíåøíåé ñòðàòåãèè. Äëÿ ýòî-
ãî âîçüìåì ñíà÷àëà ïåðâóþ, à ïîòîì âòîðóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ.
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Ïåðâàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

∂Φi(Qi,Q−i)

∂Qi

= A− 2BQi −B

N∑

k=1
k 6=i

Qk−

−δi

αi − βiA + βiB
1
2
Qi + βiB

N∑
k=1
k 6=i

Qk

(
αi − βiA + βiB

N∑
k=1

Qk

)3/2
− ci, (5.4)

ãäå

δi =

√
2Kigihi

gi + hi

, i = 1, .., N.

Âòîðàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

∂2Φi(Qi,Q−i)

∂Q2
i

= −2B + δiβiB

αi − βiA + βiB
1
4
Qi + βiB

N∑
k=1
k 6=i

Qk

(
αi − βiA + βiB

N∑
k=1

Qk

)5/2
. (5.5)

Äëÿ âîãíóòîñòè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû (5.5) áûëà îòðèöàòåëüíîé

−2B + δiβiB

αi − βiA + βiB
1
4
Qi + βiB

N∑
k=1
k 6=i

Qk

(
αi − βiA + βiB

N∑
k=1

Qk

)5/2
< 0.

Ðàçäåëèâ íà ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó B îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà, ïî-
ëó÷èì

2 > δiβi

αi − βiA + βiB
1
4
Qi + βiB

N∑
k=1
k 6=i

Qk

(
αi − βiA + βiB

N∑
k=1

Qk

)5/2
. (5.6)

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî 2 ≥ δiβi, òàê êàê
â ïðàâîé ÷àñòè ÷èñëèòåëü ìåíüøå çíàìåíàòåëÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
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ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî Ω
(1)

i âíåøíèõ ñòðàòåãèé Qi, â êîòîðîì
ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ âíåø-
íèõ ñòðàòåãèé äðóãèõ ôèðì Q−i ∈ Ω(1)/Ω

(1)
1 :

Ω
(1)

i =





Qi ∈ Ω
(1)
i

∣∣∣∣∣ 2


αi − βiA + βiBQi + βiB

N∑

k=1
k 6=i

Qk




5/2

>

> δiβi


αi − βiA + βiB

1

4
Qi + βiB

N∑

k=1
k 6=i

Qk


 , Qk ∈ Ω

(1)
k , k 6= i





. (5.7)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äðîáü â âûðàæåíèè (5.6) óáûâàþùàÿ è ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ, ïîýòîìó íåçàâèñèìî îò ìíîæåñòâà (5.7) áóäåò ñóùå-
ñòâîâàòü Q̂i > a

(1)
i , i = 1, . . . N òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ âûèãðûøà (5.3)

áóäåò âîãíóòîé ïî Qi ïðè ëþáûõ Q−i.
Âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèåì (5.4), ïîëó÷èì, ÷òî ñèñòåìà óðàâ-

íåíèé (3.16) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â èãðå ΓK (3.13)
ñ ôóíêöèåé âûèãðûøà (5.3) â äàííîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé
âèä:

2BQi + B

N∑

k=1,k 6=i

Qk + δi

2(αi − βiA) + 2βiB
N∑

k=1
k 6=i

Qk + βiBQi

2


αi − βiA + βiB

N∑
k=1
k 6=i

Qk




3/2
= A− ci,

(5.8)
i = 1, . . . , N.

Ýòà ñèñòåìà áóäåò èìåòü ðåøåíèå (Q∗
1, Q

∗
2, . . . , Q

∗
N), ïðèíàäëåæàùåå

çàäàííîìó ìíîæåñòâó Ω(1) = Ω
(1)
1 ×Ω

(1)
2 × . . .× Ω

(1)
N , åñëè âûïîëíÿåò-

ñÿ òðåòüå óñëîâèå (3.14) (òåîðåìà 3.1). Òàê æå äëÿ åå ðàçðåøèìîñòè
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíê-
öèè âûèãðûøà Φi(Qi,Q−i) ïî ñâîåé ïåðåìåííîé Qi íà êîíöàõ ìíîæå-
ñòâà Ω

(1)
i ïðè ôèêñèðîâàííûõ âíåøíèõ ñòðàòåãèé êîíêóðåíòîâ Q−i

ïðèíèìàëà çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, à èìåííî, ∂Πi(Qi,Q−i)

∂Qi

∣∣∣
Qi=a

(1)
i

> 0 è
∂Πi(Qi,Q−i)

∂Qi

∣∣∣
Qi=b

(1)
i

< 0, i = 1, . . . , N .
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Ñèñòåìó (5.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â äðóãîì âèäå

(
A− 2BQi −B

N∑

k 6=i

Qk − ci

)(
αi − βiA + βiB

N∑

k 6=i

Qk + βiBQi

)3/2

=

=

√
Kigihi

2(gi + hi)

(
2(αi − βiA) + 2βiB

N∑

k 6=i

Qk + βiBQi

)
, (5.9)

i = 1, . . . , N.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (5.9) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíî-
ìîì ïÿòîé ñòåïåíè, è åñëè ðåøàòü åå ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ, òî êî-
íå÷íîå óðàâíåíèå, çàâèñÿùåå òîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé Qi, áóäåò
èìåòü ñòåïåíü 5N è, ñîîòâåòñòâåííî, íå áóäåò ðåøàòüñÿ â êâàäðàòó-
ðàõ. Ïîýòîìó ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé âîçìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî
÷èñëåííûìè ìåòîäàìè èëè ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòîâ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñ äâóìÿ ôèðìàìè (N = 2) è çàäàäèì êîí-
êðåòíûå çíà÷åíèÿ âñåì ïàðàìåòðàì ìîäåëè: A = 500 USD, B = 1,
K1 = 60 USD, c1 = 6 USD, h1 = 1 USD/h, g1 = 1 USD/h, α1 = 200

pcs., β1 = 1 pcs./USD, K2 = 50 USD, c2 = 5 USD, h2 = 2/3 USD/h,
g2 = 2/3 USD/h, α2 = 250 pcs., β2 = 1 pcs./USD, Ω

(1)
1 = [a

(1)
1 , b

(1)
1 ] =

[10, 105], Ω
(1)
2 = [a

(1)
2 , b

(1)
2 ] = [10, 105].

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (5.9) ñ ÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåí-
òîâ (îòíîñèòåëüíî Q1 è Q2):





(494− 2Q1 −Q2)(−300 + Q2 + Q1)
3/2 =

√
15(−600 + 2Q2 + Q1) ,

(495− 2Q2 −Q1)(−250 + Q1 + Q2)
3/2 =

5

3

√
3(−500 + 2Q1 + Q2) .

Ýòà ñèñòåìà èìååò ïÿòü ðåøåíèé, ÷åòûðå èç êîòîðûõ êîìïëåêñíûå
è îäíî äåéñòâèòåëüíîå � (165.939, 164.537). À ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ,
èìåþùàÿ öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷èòñÿ îêðóãëåíèåì äåéñòâè-
òåëüíîãî ðåøåíèÿ:

(Q∗
1, Q

∗
2) = (166, 165) .

Ñ ó÷åòîì (5.1) è (5.2) ïåðåïèøåì ôîðìóëû (3.10) è (3.11) äëÿ
îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé âíóòðåííåé ñòðàòåãèé äëÿ êàæäîé ôèðìû
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i (i = 1, 2):

y∗i = y∗i (Q∗
1, Q

∗
2) =

√
2Ki(αi − βiA + βiB(Q∗

1 + Q∗
2))(gi + hi)

gihi

,

S∗i = S∗i (Q∗
1, Q

∗
2) =

√
2Ki(αi − βiA + βiB(S∗1 + Q∗

2))gi

hi(gi + hi)
.

Ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ îïòèìàëüíûõ âíóòðåííèõ ñòðàòåãèé:
� äëÿ ïåðâîé ôèðìû:

(y∗1, S
∗
1) = (86, 43) ;

� äëÿ âòîðîé ôèðìû:

(y∗2, S
∗
2) = (154, 78) .

Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïåðâîé ôèðìû: U∗
1 =

(166, 86, 43), à âòîðîé ôèðìû � U∗
2 = (165, 154, 78).

6. Ïðèìåð ìîäåëè óïðàâëåíèÿ ìàòåðèàëüíûìè çàïàñàìè äëÿ
ñëó÷àÿ öåíîâîé êîíêóðåíöèè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ ñïðîñà Di(pi,p−i) è ôóíêöèÿ èíòåí-
ñèâíîñòè ïîòðåáëåíèÿ bi(pi,p−i) ó âñåõ ôèðì (èãðîêîâ) èìååò îäèí è
òîò æå õàðàêòåð çàâèñèìîñòè îò âíåøíèõ ñòðàòåãèé. Ïî àíàëîãèè ñ
[10] ââåäåì ôóíêöèè ñïðîñà è èíòåíñèâíîñòè ïîòðåáëåíèÿ äëÿ ôèðìû
i, i = 1, . . . , N , ñëåäóþùåãî âèäà:

Di(pi,p−i) = di

pβi1
1 pβi2

2 . . . p
βi,i−1

i−1 p
βi,i+1

i+1 . . . pβiN

N

p1+αi
i

, (6.1)

bi(pi,p−i) = ei

pβi1
1 pβi2

2 . . . p
βi,i−1

i−1 p
βi,i+1

i+1 . . . pβiN

N

p1+αi
i

, (6.2)

ãäå di è ei � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, αi > βij > 0 ∀ j 6= i,
i = 1, . . . , N .
Ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà ïî ñîáñòâåííîé öåíå îòðèöàòåëüíà è ðàâíà εii =

−1− αi < 0, ïî öåíàì êîíêóðåíòîâ � ïîëîæèòåëüíà è εij = βij > 0.
Òàê êàê ïîòðåáëåíèå bi ðàâíîìåðíîå, òî ïåðèîä ïëàíèðîâàíèÿ Ti

ïðîäàæè ïðîäóêöèè ïðè îáðàçîâàíèè ñïðîñà îáúåìîì Di = Di(pi,p−i)

ðàâåí Di(pi,p−i)/bi(pi,p−i) = di/ei.
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Çàäà÷à ðåøàåòñÿ â äâà óðîâíÿ.
Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à. Ïåðåïèøåì ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ

îïòèìàëüíûõ âíóòðåííèõ ñòðàòåãèé yi è Si, êîòîðûå çàâèñÿò îò âíåø-
íèõ ñòðàòåãèé, äëÿ äàííîãî ïðèìåðà:

y∗i (pi,p−i) =

√
2Ki(gi + hi)eiγi(p−i)

higip
1+αi
i

, (6.3)

S∗i (pi,p−i) =

√
2Kigieiγi(p−i)

hi(gi + hi)p
1+αi
i

, (6.4)

ãäå ââåëè îáîçíà÷åíèå γi(p−i) = pβi1
1 pβi2

2 . . . p
βi,i−1

i−1 p
βi,i+1

i+1 . . . pβiN

N .
Âíåøíÿÿ çàäà÷à. Íàéäåííûå îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè äëÿ âíóò-

ðåííåé çàäà÷è y∗i è S∗i , îïðåäåëåííûå ïî ôîðìóëàì (6.3) è (6.4), ïîä-
ñòàâèì â ôóíêöèþ ïðèáûëè (4.10) è ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé äëÿ ôóíê-
öèè ñïðîñà Di(pi,p−i) è èíòåíñèâíîñòè ïîòðåáëåíèÿ bi(pi,p−i) (6.1)
è (6.2) ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷èì

Φi(pi,p−i) = piDi(pi,p−i)−
√

2TiKigihi

hi + gi

√
Di(pi,p−i)−Di(pi,p−i)ci =

= pi

diγi(p−i)

p1+αi
i

−
√

di

ei

√
2Kigihi

hi + gi

√
diγi(p−i)

p1+αi
i

− diγi(p−i)

p1+αi
i

ci.

Φi(pi,p−i) =
diγi(p−i)

pαi
i

− di

p
(1+αi)/2
i

√
2Kigihiγi(p−i)

ei(gi + hi)
− diciγi(p−i)

p1+αi
i

. (6.5)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì áåñêîàëèöèîííóþ èãðó N ëèö (ìîäåëü
Áåðòðàíà):

Γ1
K =

〈
N, {Ω(1)

i }N
i=1, {Φi}N

i=1

〉
, (6.6)

ãäå Ω
(1)
i � ìíîæåñòâî âíåøíèõ ñòðàòåãèé ôèðìû (èãðîêà) i, Ω

(1)
i ={

pi|a(1)
i ≤ pi ≤ b

(1)
i

}
, i = 1, . . . , N .

Òåîðåìà 6.1. Ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ αi > 0, i = 1, . . . , N

â èãðå Γ1
K (6.6) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî

Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. Åñëè 0 < αi < 1, i = 1, . . . , N , òî
ôèðìû ãàðàíòèðîâàííî áóäóò ïîëó÷àòü ïîëîæèòåëüíûå âûèãðûøè
â ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ.



50 Ì.Ã. Ãàñðàòîâ, Â.Â. Çàõàðîâ

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà Ω

(1)
i ÿâ-

ëÿþòñÿ âûïóêëûìè êîìïàêòíûìè ìíîæåñòâàìè, ôóíêöèÿ âûèãðû-
øà (6.5) êàæäîãî èãðîêà i, i = 1, . . . , N íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå
Ω(1) = Ω

(1)
1 ×Ω

(1)
2 × . . .×Ω

(1)
N è âîãíóòà ïî ñîáñòâåííîé ñòðàòåãèè, ò. å.

ôóíêöèÿ Φi(pi,p−i) âîãíóòà ïî pi ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì íàáîðå
öåí êîíêóðåíòîâ p−i.

Ëþáîé îòðåçîê íà äåéñòâèòåëüíîé îñè åñòü âûïóêëûé êîìïàêò,
ïîýòîìó î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâà Ω

(1)
i � âûïóêëûå êîìïàêòíûå ìíî-

æåñòâà äëÿ âñåõ i = 1, . . . , N .
Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè ïðèáûëè (âûèãðûøà)

Φi(pi,p−i) =
diγi(p−i)

pαi
i

− di

p
(1+αi)/2
i

√
2Kigiγi(p−i)hi

ei(gi + hi)
− diciγi(p−i)

p1+αi
i

â ñîâîêóïíîñòè ïî âñåì ñòðàòåãèÿì î÷åâèäíà ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ
αi > 0 äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , N .

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ ïðèáûëè (6.5) âîãíóòà ïî pi íà Ω
(1)
i ïðè

ôèêñèðîâàííûõ p−i ïðè ëþáîì çíà÷åíèè αi > 0 äëÿ ëþáîãî i =

1, . . . , N . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
Ïåðâûé ñëó÷àé. 0 < αi < 1, i = 1, . . . , N . Ïðåîáðàçóåì ôóíêöèþ

âûèãðûøà (6.5) ê ñëåäóþùåìó âèäó:

Φi(pi,p−i) =
diγi(p−i)

p1+αi
i

(
pi − δi(p−i)p

(1+αi)/2
i − ci

)
, (6.7)

ãäå

δi(p−i) =

√
2Kigihi

ei(gi + hi)γi(p−i)
.

Î÷åâèäíî, αi+1
2

< 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò
òàêîå çíà÷åíèå pi = p̂i, ÷òî Φi(pi,p−i) ≥ 0 ïðè ëþáîì pi ≥ p̂i.

Ïðåäåë lim
pi→∞

Φi(pi,p−i) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, îíà áóäåò óáûâàòü è
∂Φi(pi,p−i)/∂pi < 0.

Îïðåäåëèì ýêñòðåìóì ôóíêöèè Φi(pi,p−i) ïî pi ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì íàáîðå öåí êîíêóðåíòîâ p−i. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ÷àñòíóþ ïðîèç-
âîäíóþ ïî pi

∂Φi(pi,p−i)

∂pi

= −αidiγi(p−i)

p1+αi
i

+
di(1 + αi)

2

√
2Kigihiγi(p−i)

ei(gi + hi)

1

p
(3+αi)/2
i

+
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+
(αi + 1)diγi(p−i)ci

p2+αi
i

. (6.8)

Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ ïðàâóþ ÷àñòü (6.8), ïîëó÷èì

−αipi +
1 + αi

2
δi(p−i)p

(αi+1)/2
i + (1 + αi)ci = 0. (6.9)

Îáîçíà÷èì wi = wi(pi) = −αipi+
1+αi

2
δi(p−i)p

(1+αi)/2
i +(1+αi)ci, i =

1, . . . , N . Îïðåäåëèì, ñêîëüêî òî÷åê p0
i ó ôóíêöèè wi = wi(pi), â êîòî-

ðûõ çíà÷åíèå ðàâíî íóëþ. Ïðè î÷åíü ìàëûõ pi ôóíêöèÿ èìååò ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, à ïðè áîëüøèõ � ñòðåìèòñÿ ê −∞. Ýòî ãî-
âîðèò î òîì, ÷òî îäíó òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ àáñöèññ ôóíêöèÿ
èìååò â ëþáîì ñëó÷àå, ò. å. ó óðàâíåíèÿ (6.9) åñòü êàê ìèíèìóì îäíî
ðåøåíèå. Ïðîèçâîäíàÿ ïî pi: ∂wi/∂pi = −αi + (1+αi

2
)2δi(p−i)p

(αi−1)/2
i .

Åñëè ïðèðàâíÿòü åå ê íóëþ, òî ïîëó÷èì òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè
wi = wi(pi). Ó óðàâíåíèÿ w′

i = 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Çíà÷èò, wi = wi(pi) îáëàäàåò îäíèì ýêñòðåìóìîì. Âòîðàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ ïî pi: ∂2wi/∂p2

i = αi−1
2

(
1+αi

2

)2
δi(p−i)p

(αi−3)/2
i < 0. Îòñþäà ñëå-

äóåò, ÷òî â òî÷êå ýêñòðåìóìà ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà,
êîòîðûé áóäåò áîëüøå çíà÷åíèÿ (1 + αi)ci. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ
wi = wi(pi) îò ïîëîæèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ (1 + αi)ci âîçðàñòàåò äî ñâî-
åãî ìàêñèìóìà, ïîñëå ÷åãî ïîñòîÿííî óáûâàåò. Òàêèì îáðàçîì, îíà
ïåðåñåêàåòñÿ ñ îñüþ àáñöèññ òîëüêî â îäíîé òî÷êå. Ïîýòîìó óðàâíå-
íèå (6.9) îòíîñèòåëüíî pi èìååò åäèíñòâåííîå äåéñòâèòåëüíîå ðåøå-
íèå.

È êàê ñëåäñòâèå, ó ôóíêöèè âûèãðûøà Φi(pi,p−i) åñòü îäíà òî÷êà
ýêñòðåìóìà.

Ïðè pi ≥ p̂i ôóíêöèÿ Φi(pi,p−i) ≥ 0. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (6.7),
ñëåäóåò, ÷òî

−αipi + αiδi(p−i)p
(1+αi)/2
i + αici ≤ 0. (6.10)

Âûäåëèì èç (6.9) âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà
(6.10), è ïîëó÷èì

−αipi + αiδi(p−i)p
(1+αi)/2
i + αici =

αi − 1

2
δip

(1+αi)/2
i − ci. (6.11)

Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (6.11), ìåíüøå íóëÿ.
Çíà÷èò, ýêñòðåìóìû ôóíêöèè âûèãðûøà Φi(pi,p−i) ëåæàò â ïîëîæè-
òåëüíîé îáëàñòè çíà÷åíèé.
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Òåïåðü îïðåäåëèì âèä ýêñòðåìóìà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî íàéòè
âòîðóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè Φi(pi,p−i) ïî pi:

∂2Φi(pi,p−i)

∂p2
i

=
αi(1 + αi)diγi(p−i)

p3+αi
i

×

×
(

αipi − 3 + αi

4
δi(p−i)p

(1+αi)/2
i − (2 + αi)ci

)
. (6.12)

Èç (6.9) âûòåêàåò, ÷òî

αipi − 1 + αi

2
δi(p−i)p

(1+αi)/2
i − (1 + αi)ci = 0. (6.13)

Â (6.13) âûäåëèì âûðàæåíèå â ñêîáêàõ â (6.12):

αipi − 3 + αi

4
δi(p−i)p

(1+αi)/2
i − (2 + αi)ci =

=
αi − 1

4
δi(p−i)p

(1+αi)/2
i − ci. (6.14)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (6) íåïîëîæèòåëüíà, è, ñëåäîâàòåëüíî,
âòîðàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ íåïîëîæèòåëüíà. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
â òî÷êå ýêñòðåìóìà ôóíêöèÿ âîãíóòà, à ýòî îçíà÷àåò òî÷êè ìàêñè-
ìóìà. Ôóíêöèÿ Φi(pi,p−i) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè pi → +∞, ò. å. ïðè
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ pi ôóíêöèÿ âûèãðûøà âûïóêëà, òàê êàê âòîðàÿ
÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ áóäåò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà. Ïîýòîìó ñóùåñòâó-
åò íåêîòîðàÿ òî÷êà p̃i, â êîòîðîé íàáëþäàåòñÿ ïåðåãèá. Âåëè÷èíà p̃i

áîëüøå p∗i , â êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì. Ýòî îçíà÷àåò, â ñâîþ
î÷åðåäü, ÷òî íà èíòåðâàëå [0, p̃i] ôóíêöèÿ âûèãðûøà âîãíóòà è äî-
ñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàëè, ÷òî ôóíêöèÿ
âîãíóòà íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå [0, p̃i], ãäå äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì
ôóíêöèè âûèãðûøà, ïðè÷åì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå áîëüøå íóëÿ.

Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî â ñëó÷àå 0 < αi < 1, i = 1, . . . , N , ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ è çíà÷åíèÿ
âûèãðûøåé âñåõ ôèðì (èãðîêîâ) â ýòîé ñèòóàöèè ïîëîæèòåëüíû.

Âòîðîé ñëó÷àé. αi > 1, i = 1, . . . , N . Çäåñü (1 + αi)/2 > 1, i =

1, . . . , N .
Ôóíêöèÿ âûèãðûøà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Φi(pi,p−i) =
diγi(p−i)

p1+αi
i

(
pi − δi(p−i)p

(1+αi)/2
i − ci

)
. (6.15)
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Êàê âèäèì èç (6.12) âòîðàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìåíüøå íóëÿ, íà-
÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ p̃i, ò. å. ñ íåãî ôóíêöèÿ âûèãðûøà (6.15)
âîãíóòà è àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ñíèçó ê íóëþ. Äîïóñòèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò èíòåðâàë [p

(1)
i , p

(2)
i ], íà êîòîðîì ôóíêöèÿ âûèãðûøà ïðè-

íèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
×òîáû âûÿñíèòü, ñêîëüêî òî÷åê ýêñòðåìóìîâ èìååò ôóíêöèÿ âû-

èãðûøà Φi(pi,p−i), íóæíî ïðîàíàëèçèðîâàòü, êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå,
ñêîëüêî äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå (6.9). Àíàëîãè÷-
íî, áóäåì èññëåäîâàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ
óðàâíåíèÿ (6.9), wi = wi(pi) = −αipi + 1+αi

2
δi(p−i)p

(1+αi)/2
i + (1 + αi)ci.

Åå ïðîèçâîäíàÿ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ñëåäîâàòåëüíî, òîëüêî
îäíó òî÷êó ýêñòðåìóìà, â êîòîðîé âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëü-
íà. Çíà÷èò, â íåé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì, êîòîðûé ìîæåò áûòü êàê
îòðèöàòåëüíûì, òàê è ïîëîæèòåëüíûì. Åñëè îí ïîëîæèòåëüíûé, òî,
ó÷èòûâàÿ, ÷òî lim

pi→0
wi = (1+αi)ci > 0, ôóíêöèÿ wi íå áóäåò ïåðåñåêàòü

îñü àáñöèññ è ïîýòîìó óðàâíåíèå (6.9) íå áóäåò èìåòü äåéñòâèòåëüíûõ
ðåøåíèé. Åñëè ìèíèìóì îòðèöàòåëüíûé, òî ôóíêöèÿ wi ïåðåñå÷åò
îñü àáñöèññ è áóäåò óáûâàòü äî ñâîåãî ìèíèìóìà, ïîñëå ÷åãî, ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî lim

pi→∞
wi = +∞, áóäåò ïîñòîÿííî âîçðàñòàòü, è ïåðåñå÷åò îñü

àáñöèññ åùå îäèí ðàç. Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå ó óðàâíåíèÿ (6.9)
áóäåò äâà äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèÿ.

Èç âûøåñêàçàííîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ôóíêöèÿ âûèãðû-
øà Φi(pi,p−i) ëèáî èìååò äâà ýêñòðåìóìà, ëèáî íå èìååò èõ âîîáùå.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñóùåñòâóþò äâå òî÷êè ýêñòðåìóìà, ìîæíî çà-
êëþ÷èòü ñëåäóþùåå.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ Φi(pi,p−i), âîçðàñòàÿ, ïåðåñåêàåò òî÷êó
pi = p

(1)
i , ïîòîì, ïðèíèìàÿ òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, äîñòè-

ãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà, äàëåå óáûâàåò è îáÿçàòåëüíî ïåðåñåêàåò òî÷-
êó pi = p

(2)
i . Íåçàâèñèìî, êàê îíà ïåðåñåêëà ýòó òî÷êó, ñ âîãíóòî-

ñòüþ èëè âûïóêëîñòüþ, îíà äîëæíà äîñòèãíóòü ñâîåãî ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà è ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ âîãíóòî ïðè ñòðåìëåíèè àðãóìåíòà
ê áåñêîíå÷íîñòè. Íà èíòåðâàëå [0 . . . p

(3)
i ]

(
p

(3)
i ≤ p

(2)
i

)
ôóíêöèÿ âûèã-

ðûøà Φi(pi,p−i) âîãíóòà ïî pi íà Ω
(1)
i , i = 1, . . . , N è äîñòèãàåò ñâîåãî

ïîëîæèòåëüíîãî ìàêñèìóìà.
Âî âòîðîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ âûèãðûøà íå èìååò ýêñòðåìàëü-
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íûõ òî÷åê, ó÷èòûâàÿ, ÷òî lim
pi→∞

Φi(pi,p−i) = −0 è lim
pi→0

Φi(pi,p−i) =

−∞, i = 1, . . . , N , îíà áóäåò ïðèíèìàòü òîëüêî îòðèöàòåëüíûå çíà÷å-
íèÿ ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ pi.

Èç (6.10) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî pi

αipi − αiδi(p−i)p
(1+αi)/2
i − αici ≤ 0. (6.16)

Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî (6.16) ê âèäó

αipi − 3 + αi

4
δi(p−i)p

(1+αi)/2
i − (2 + αi)ci ≤

≤ 3αi − 3

4
δi(p−i)p

(1+αi)/2
i − 2ci. (6.17)

Ïðè 3αi−3
4

δi(p−i)p
(1+αi)/2
i − 2ci < 0, ó÷èòûâàÿ (6), âòîðàÿ ÷àñòíàÿ

ïðîèçâîäíàÿ ìåíüøå íóëÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî pi: 0 < pi ≤
(8ci/(3 + 3αi))

2/(αi+1), ôóíêöèÿ âûèãðûøà âîãíóòà, à äëÿ äðóãèõ çíà-
÷åíèé pi, íå ïðèíàäëåæàùèõ ýòîìó èíòåðâàëó, ìîæåò áûòü âûïóêëîé.

Åñëè αipi−3+αi

4
δi(p−i)p

(1+αi)/2
i −(2+αi)ci > 0, òî 3αi−3

4
δi(p−i)p

(1+αi)/2
i −

2ci > 0. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ íà èíòåðâàëå

∆i =

((
8ci

3(αi − 1)δi(p−i)

) 2
1+αi

, ∞
)

.

Ñëåäîâàòåëüíî, è ïåðâîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ íà èíòåðâàëå ∆i.
Íî äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé pi âòîðàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îòðèöà-
òåëüíà. Ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå, èç êîòîðîãî ìîæåì óòâåðæäàòü,
÷òî íåðàâåíñòâî 3αi−3

4
δi(p−i)p

(1+αi)/2
i − 2ci > 0 íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ âûèãðûøà âîãíóòà íà âñåé îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ âûèãðûøà êàæäîãî èãðîêà âîãíóòà ïî
ñîáñòâåííîé ñòðàòåãèè, ïî êðàéíåé ìåðå, íà íåêîòîðîì îòðåçêå, ãäå
îíà ïîëîæèòåëüíà è äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà, èëè æå ôóíêöèÿ
âîãíóòà âñþäó è îòðèöàòåëüíà.

Òðåòèé ñëó÷àé. αi = 1, i = 1, . . . , N .
Ôóíêöèÿ ïðèáûëè (6.7) áóäåò èìåòü âèä

Φi(pi,p−i) =
diγi(p−i)

p2
i

(
pi − δi(p−i)pi − ci

)
.
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Âòîðàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ (6.12) ïðèìåò âèä
∂2Φi(pi,p−i)

∂p2
i

=
2diγi(p−i)

p4
i

(
(1− δi(p−i))pi − 3ci

)
. (6.18)

Åñëè 1 < δi(p−i) äëÿ âñåõ p−i, òî âûðàæåíèå (6.18) îòðèöàòåëü-
íî, ïîýòîìó ôóíêöèÿ Φi(pi,p−i) âîãíóòà ïî pi âñþäó. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå, ñóùåñòâóåò èíòåðâàë [p̂i, ∞), íà êîòîðîì ôóíêöèÿ Φi(pi,p−i)

áóäåò âûïóêëîé. Â äàííîì ñëó÷àå p̂i = 3ci

1−δi(p−i)
. Çàìåòèì, ÷òî âû-

ðàæåíèå (1 − δi(p−i))pi − 3ci → 0 ïðè pi → 0, à ýòî çíà÷èò, ÷òî íà
íåêîòîðîì îòðåçêå [0, p̃i], ôóíêöèÿ áóäåò âîãíóòîé. Òàê êàê âûðàæå-
íèå â (6.18) îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî â îäíîé òî÷êå, òî p̃i = p̂i. Òåì
áîëåå, ôóíêöèÿ Φi(pi,p−i) íåïðåðûâíà íà [0, ∞), ïîýòîìó íà îòðåç-
êå [0, p̃i] ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà p∗i , â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ åå
ìàêñèìóì.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ âûèãðûøåé êàæäîãî èãðîêà âîãíóòà ïî
ñîáñòâåííîé ñòðàòåãèè, ïî êðàéíåé ìåðå, íà íåêîòîðîì îòðåçêå, ãäå
îíà ïîëîæèòåëüíà è äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà, èëè æå ôóíêöèÿ
âîãíóòà âñþäó.

Èòàê, ïîëó÷èëè, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèÿ ïðèáûëè êàæäîãî
èãðîêà èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì, êîòîðûé äîñòèãàåòñÿ â ðàâ-
íîâåñíîé ñòðàòåãèè. Ïîýòîìó â èãðå Γ1

K ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñè-
òóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ (p∗1, p

∗
2, . . . , p

∗
N).

Ðåøåíèå çàäà÷è. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ëî-
êàëüíîå óñëîâèå âòîðîãî ïîðÿäêà âûïîëíåíî [10] ∂2Φi(pi,p−i)

∂p2
i

≤ 0, è ñó-
ùåñòâóåò ðàâíîâåñèå ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. Ïîýòîìó óñëîâèÿ
ïåðâîãî ïîðÿäêà [10] äàþò íàì ñèñòåìó N óðàâíåíèé ñ N íåèçâåñò-
íûìè, ðåøåíèåì êîòîðîé áóäåò ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ. Èç [10] èìååì,
÷òî óñëîâèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ âñåõ i = 1, . . . , N ÿâëÿþòñÿ óðàâ-
íåíèÿ

∂Φi(pi,p−i)

∂pi

= 0.

Â íàøåì ñëó÷àå ýòó ñèñòåìó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì
âèäå:

∂Φi(pi,p−i)

∂pi

= −αidiγi(p−i)

p1+αi
i

+
di(1 + αi)

2

√
2Kigihiγi(p−i)

ei(gi + hi)

1

p
(3+αi)/2
i

+
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+
(1 + αi)diγi(p−i)ci

p2+αi
i

= 0, i = 1, . . . , N. (6.19)

Ñèñòåìó (6.19) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−αipi +
1 + αi

2

√
2Kigihi

ei(gi + hi)γi(p−i)
p

(1+αi)/2
i + (1 + αi)ci = 0, (6.20)

i = 1, . . . , N.

Ñäåëàâ îáîçíà÷åíèå ξi =
1 + αi

2

√
2Kigihi

ei(gi + hi)
, èç (6.20) ïîëó÷èì

ñèñòåìó:

ξip
1+αi

2
i =

√
pβi1

1 pβi2
2 . . . p

βi−1,1

i−1 p
βi+1,1

i+1 . . . pβiN

N (αipi − (1 + αi)ci) , (6.21)

i = 1, . . . , N.

Ñèñòåìà (6.21) ðåøàåòñÿ òîëüêî ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Ðàññìîò-
ðèì ïðèìåð, êîãäà íà ðûíêå äåéñòâóþò äâå ôèðìû, ò. å. N = 2. Ñè-
ñòåìà â òàêîì ñëó÷àå èìååò âèä:

ξ1p
α1+1

2
1 −

√
pβ12

2 (α1p1 − (α1 + 1)c1) = 0,

ξ2p
α2+1

2
2 −

√
pβ21

1 (α2p2 − (α2 + 1)c2) = 0.
(6.22)

Çàäàäèì êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è:K1 =

400 USD, c1 = 10 USD, h1 = 10 USD/h, d1 = 100000, e1 = 10000,
g1 = 5 USD/h, α1 = 1/2, β12 = 1/4, K2 = 400 USD, c2 = 8 USD, h2 = 8

USD/h, d2 = 100000, e2 = 10000, g2 = 6 USD/h, α2 = 1/2, β21 = 1/4.
Ðåøèì ñèñòåìó (6.22)

0, 3872983344p
3
4
1 − p

1
8
2

(
1

2
p1 − 15

)
= 0,

0, 3927922024p
3
4
2 − p

1
8
1

(
1

2
p2 − 12

)
= 0.

Ñèñòåìà äàåò ðåøåíèå p∗1 = 37, 68 USD è p∗2 = 30, 47 USD, ò. å. ïî-
ëó÷èì ðàâíîâåñíóþ ñèòóàöèþ (37, 68, 30, 47). Ïðèáûëè (âûèãðûøè)
ôèðì â ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ áóäóò ðàâíû
Φ1 (p∗1, p

∗
2) = 26744, 43 è Φ2 (p∗1, p

∗
2) = 22422, 48.
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Ïî ôîðìóëàì (6.3) è (6.4) íàéäåì îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ âíóòðåí-
íèõ ñòðàòåãèé y∗1, S∗1 è y∗2, S∗2 : y∗1 ≈ 156, S∗1 ≈ 52 è y∗2 ≈ 185, S∗2 ≈ 79.

Òàêèì îáðàçîì, ó ïåðâîé ôèðìû îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì áóäåò
âåêòîðU∗

1 = (37.68, 156, 52), à ó âòîðîé ôèðìû �U∗
2 = (30.47, 185, 79).

7. Çàêëþ÷åíèå
Â ýòîé ñòàòüå ìû ïîëó÷èëè:

Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ (òåîðåìû 3.1 è 4.1) ñóùåñòâî-
âàíèÿ ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ äëÿ äå-
òåðìèíèðîâàííûõ ìîäåëåé óïðàâëåíèÿ ìàòåðèàëüíûìè çàïàñàìè ïðè
äîïóùåíèè äåôèöèòà (ó÷åòà íåóäîâëåòâîðåííûõ òðåáîâàíèé) â ñëó-
÷àÿõ öåíîâîé è êîëè÷åñòâåííîé êîíêóðåíöèè ìåæäó íåñêîëüêèìè
ïðîèçâîäñòâåííî-êîììåð÷åñêèìè è òîðãîâûìè ñòðóêòóðàìè (ôèðìà-
ìè), îïòèìèçèðóþùèìè ñâîè ëîãèñòè÷åñêèå ïðîöåññû.
Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ (ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.12) è (4.12)), ïîçâîëÿþ-
ùèå îïðåäåëèòü â ðàññìîòðåííûõ áåñêîàëèöèîííûõ èãðàõ ñèòóàöèè
ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ.
Àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ âíóò-
ðåííèõ çàäà÷ îò âíåøíèõ (èãðîâûõ) ñòðàòåãèé â äåòåðìèíèðîâàííûõ
ìîäåëÿõ (ôîðìóëû (3.10),(3.11) è (4.8),(4.9)).
Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ îëèãîïîëèè ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñ
ðàññìîòðåíèåì äåòåðìèíèðîâàííîãî ñïðîñà ñïåöèàëüíîãî âèäà.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Áåëÿåâ Þ.À. Äåôèöèò, ðûíîê è óïðàâëåíèå çàïàñàìè. Ì.: Èçä-
âî ÓÄÍ, 1991. 230 ñ.

2. Âîðîáüåâ Í.Í. Òåîðèÿ èãð äëÿ ýêîíîìèñòîâ-êèáåðíåòèêîâ. Ì.:
Íàóêà, 1985. 272 ñ.

3. Ãðèãîðüåâ Ì.Í., Äîëãîâ À.Ï., Óâàðîâ Ñ.À. Óïðàâëåíèå çàïà-
ñàìè â ëîãèñòèêå: ìåòîäû, ìîäåëè, èíôîðìàöèîííûå òåõíî-
ëîãèè: Ó÷åáíîå ïîñîáèå. ÑÏá.: Èçä. äîì ¾Áèçíåñ-ïðåññà¿, 2006.
368 ñ.

4. Ãðèãîðüåâ Ì.Í., Äîëãîâ À.Ï., Óâàðîâ Ñ.À. Ëîãèñòèêà: Ó÷åáíîå
ïîñîáèå. Ì.: Ãàðäàðèêè, 2006. 363 ñ.



58 Ì.Ã. Ãàñðàòîâ, Â.Â. Çàõàðîâ

5. Ãðîìåíêî Â.Ì. Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè â
ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Ì.: ÌÈÓ, 1981. 58 ñ.

6. Êóêóëèåâ Ã.Þ. Íåêîòîðûå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè ïîðòÿ-
ùåãîñÿ ïðîäóêòà // Àâòîìàòèêà è Òåëåìåõàíèêà. 1987. � 12.
Ñ. 48�54.

7. Êóêóøêèí Í.Ñ., Ìîðîçîâ Â.Â. Òåîðèÿ íåàíòàãîíèñòè÷åñêèõ
èãð. Ì.: ÌÃÓ, 1984. 103 ñ.

8. Ìèêèòüÿíö Ñ.Ð. Ìîäåëè ïðîöåññîâ ìàòåðèàëüíî-òåõíè÷åñêîãî
ñíàáæåíèÿ. Ïîä îáù. ðåä. ïðîô. À. À. Èîòêîâñêîãî. Ë.: Èçä-âî
ËÃÓ, 1974. 99 ñ.

9. Ïåòðîñÿí Ë.À., Çåíêåâè÷ Í.À., Ñåìèíà Å.À. Òåîðèÿ èãð. Ì.:
Âûñø. øê.: Êí. äîì Óíèâåðñèòåò, 1998. 300 ñ.

10. Òèðîëü Æ. Ðûíêè è ðûíî÷íàÿ âëàñòü: òåîðèÿ îðãàíèçàöèè è
ïðîìûøëåííîñòè / Ïåð. ñ àíãë. Þ.Ì. Äîíöà, Ì.Ä. Ôàêèðî-
âîé, ïîä ðåä. À.Ñ. Ãàëüïåðèíà è Í.À. Çåíêåâè÷à. ÑÏá: Èíñ-ò
¾Ýêîíîìè÷åñêàÿ øêîëà¿, 2000. Âûï. 2. Ò. 1. 328 ñ. Ò. 2. 240 ñ.

11. Õåäëè Äæ., Óàéòèí Ò. Àíàëèç ñèñòåì óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè /
Ïåð. ñ àíãë. Ì.: Íàóêà, 1969. 512 ñ.

12. Cachon G.P. Supply chain coordination with contracts. Handbook
in Operations Research and Management Science: Supply Chain
Management. 2003. V. 11. Elsevier B.V., Amsterdam. P. 229�340.

13. Cachon G.P., Zipkin P.H. Competitive and cooperative inventory
policies in a two-stage supply chain. Management Science. 1999. V.
45, No. 7. P. 936�954.

14. Gjerdrum J., Shah N., Papageorgiou L.G. Transfer prices for multi-
enterprise supply chain optimization // Ind. Eng. Chem. Res. 2001.
V. 40. P. 1650�1660.

15. Haldey G., Whitin T.M. Analysis of inventory. Prentice-Hall, Engle-
wood Cli�s, N.J. 1963.



Îïòèìèçàöèÿ öåïî÷êè ïîñòàâîê 59

16. Harris F. Operations and cost. Factory management series. A.W.
Shaw. Chicago. 1915. P. 48�52.

17. Hax A.C., Candea D. Production and inventory management. Pren-
tice-Hall, Englewood Cli�s, N.J. 1984.

18. Tersine R.J. Principles of inventory and materials management.
Elsevier North Holland, Amsterdam. 1994.

GAME THEORY APPROACH FOR SUPPLY CHAINS
OPTIMIZATION IN CASE OF DETERMINISTIC
DEMAND
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Abstract : In this paper game theoretic mathematical models of inventory
systems are treated. We consider a market, where several distributors are
acting. Each distributor has warehouse for storage goods before supply
to customers. Assume that demand for their goods has deterministic
nature and depends on total supply or on prices of distributors. So
we will consider quantitative and price competition among distributors.
Distributors are considered as players in non-cooperative game. First we
treat quantitative competition in context of model of Cournot. Then
to consider price competition we use modi�ed model of Bertrand. For
modeling of control of inventory system we use the relaxation method of
inventory regulation with admission of de�ciency.

Keywords : Nash equilibrium, optimal, internal strategy, external strategy,
demand, distributor, non-cooperative game.


