
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ Òåîðèÿ Èãð è å�å Ïðèëîæåíèÿ, ò.3, â.2, ñ. 3�17

ÓÄÊ 519.8
ÁÁÊ 22.18

ÈÃÐÎÂÛÅ ÇÀÄÀ×È ÑÁÎÐÀ ÓÐÎÆÀß
Â ÁÈÎËÎÃÈ×ÅÑÊÎÌ ÑÎÎÁÙÅÑÒÂÅ

Àëåêñàíäð È. Àáàêóìîâ ∗

Ó÷ðåæäåíèå Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê Èíñòèòóò
àâòîìàòèêè è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ Äàëüíåâîñòî÷íîãî

îòäåëåíèÿ Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê
690041, Âëàäèâîñòîê, óë. Ðàäèî, 5

e-mail: abakumov@iacp.dvo.ru

Îëåã È. Èëüèí
Êàì÷àòñêèé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò ðûáíîãî

õîçÿéñòâà è îêåàíîãðàôèè
683000, Ïåòðîïàâëîâñê-Êàì÷àòñêèé, óë. Íàáåðåæíàÿ, 18

e-mail: ilin@kamniro-avacha.kamchatka.ru

Íèíà Ñ. Èâàíêî
ÔÃÓ ÂÏÎ Äàëüíåâîñòî÷íûé ãîñóäàðñòâåííûé
òåõíè÷åñêèé ðûáîõîçÿéñòâåííûé óíèâåðñèòåò

690600, Âëàäèâîñòîê, óë. Ëóãîâàÿ, 52á
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ñîîáùåñòâîì. Ñîîáùåñòâî ïîäâåðãàåòñÿ óïðàâëåíèþ ñî ñòîðî-
íû íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà èãðîêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò
ñâîé êðèòåðèé ïîëåçíîñòè. Âñå èãðîêè íåçàâèñèìû ìåæäó ñî-
áîé è èìåþò èíôîðìàöèþ î ñîñòîÿíèè ñîîáùåñòâà. Â ÷àñòíîì
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ñëó÷àå ýòî ìîæåò áûòü èõòèîöåíîç, íàõîäÿùèéñÿ ïîä âîçäåé-
ñòâèåì íåñêîëüêèõ âèäîâ ïðîìûñëà. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèé
ê èãðîâûì êîíñòðóêöèÿì â ñòàòüå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ÷èñëåí-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ïîïóëÿöèé è ñîîáùåñòâ ìîðñêèõ ðûá.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, ðàâíîâåñèå, ïðîìûñåë, ðûá-
íàÿ ïîïóëÿöèÿ, ñîîáùåñòâî.

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âñå áîëåå àêòóàëüíûìè ñòàíîâÿòñÿ ïðîáëåìû
ìíîãîâèäîâîãî ðûáîëîâñòâà. Ïîïóëÿöèè ìîðñêèõ ðûá è èõ ñîîáùå-
ñòâà, êàê ïðàâèëî, îáëàâëèâàþòñÿ íåñêîëüêèìè ôëîòèëèÿìè, â òîì
÷èñëå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçíûõ òèïîâ îðóäèé ëîâà. Êàæäàÿ èç ôëî-
òèëèé ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü äîõîä îò ïðîìûñëà, â ýòîé ñâÿçè
ìåæäó íèìè ìîãóò âîçíèêàòü êîíôëèêòíûå ñèòóàöèè. Âîïðîñ î ïðè-
íÿòèè ðåøåíèé â ïîäîáíûõ ñèòóàöèÿõ ïðèâîäèò ê èãðîâûì çàäà÷àì
óïðàâëåíèÿ. Òàêàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â íàñòîÿùåé ñòàòüå. Èñ-
ïîëüçóþòñÿ ðàâíîâåñíûå â ñìûñëå Íýøà è Øòàêåëüáåðãà ðåøåíèÿ.

2. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü áèîëîãè÷åñêîå ñîîáùåñòâî m ïîïóëÿöèé, êî-
òîðîå ïîäâåðãàåòñÿ óïðàâëåíèþ ñî ñòîðîíû n èãðîêîâ. Äèíàìèêà áèî-
ìàññû ñîîáùåñòâà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé

ẋ = f(t, x, u), x(0) = x0,

ãäå ÷åðåç x(t) îáîçíà÷åí âåêòîð áèîìàññ, à ÷åðåç u(t) � âåêòîð óïðàâ-
ëÿþùèõ âîçäåéñòâèé. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ýòî ìîæåò áûòü èõòèîöåíîç,
íàõîäÿùèéñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì íåñêîëüêèõ âèäîâ ïðîìûñëà èëè ïîä
âîçäåéñòâèåì ðàçíûõ ðûáîëîâåöêèõ êîìïàíèé. Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ â ïîäîáíûõ ìîäåëÿõ ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [7, 8, 9],
èãðîâàÿ ïîñòàíîâêà òàêèõ çàäà÷ èññëåäîâàëàñü â [5].

Êàæäûé èãðîê èìååò ñâîé êðèòåðèé êà÷åñòâà Φk(x, uk) è âûáè-
ðàåò ñâîþ óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ èç óñëîâèÿ ìàêñèìèçàöèè ýòîãî
êðèòåðèÿ

Φk(x, uk) → sup
uk

.
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Âñå èãðîêè íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé è èìåþò èíôîðìàöèþ î ñîñòî-
ÿíèè ñîîáùåñòâà. Â íàøåé çàäà÷å êðèòåðèè îïòèìèçàöèè èìåþò èí-
òåãðàëüíûé âèä

Φk(x, u) =

T∫

0

ϕk(t, x, uk)dt.

Ìàêñèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëîâ Φk äîñòèãàåòñÿ âûáîðîì âåêòîðà
óïðàâëåíèé u(t) ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ. Äîïóñòèìûå óïðàâëå-
íèÿ ïðèíàäëåæàò êëàññó êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ íà [0,∞) íåîòðèöà-
òåëüíûõ ôóíêöèé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ðàçðûâà. Ìíîæåñòâî òà-
êèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì U .

Çàäà÷ó òåîðèè èãð




Φk(x, uk) =
T∫
0

ϕk(t, x, uk)dt → sup
uk∈U

, k = 1, . . . , n,

ẋ = f(t, x, u), x(0) = x0.

(2.1)

áóäåì íàçûâàòü îñíîâíîé.

3. Ðàâíîâåñíûå ðåøåíèÿ

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü íà ôóíêöèè çàäà÷è (2.1) íàëîæåíû ñëåäóþùèå
îãðàíè÷åíèÿ:

1. ôóíêöèÿ f(t, x, u) íåïðåðûâíà ïî t ∈ [0,∞), íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìà ïî x ∈ [0,∞) è àôôèííà ïî u,

2. ôóíêöèè ϕk(t, x, uk) íåïðåðûâíû ïî t ∈ [0,∞), íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìû ïî uk ∈ [0,∞) è ñòðîãî âîãíóòû ïî uk.

Ïóñòü äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî u(t) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå x(t) çàäà÷è (2.1), íåïðåðûâíî çàâèñÿùåå îò t è u.
Òîãäà, åñëè (x̂, û) > 0 � ðàâíîâåñèå Íýøà â çàäà÷å (2.1), òî û(t) îïðå-
äåëÿåòñÿ èç óñëîâèé

ûk(t) = u+
k (t), uk(t) : ∂ϕk(t,x̂,uk)

∂uk
+ λk

∂f(t,x̂,u)
∂uk

= 0, k = 1, . . . , n, (3.1)

ãäå a+ = max{a, 0}, à âåêòîð-ôóíêöèè λk(t) äëÿ k = 1, . . . , n ÿâëÿþò-
ñÿ ðåøåíèåì ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

{
λ̇k = −∂ϕk(t,x̂,ûk)

∂x
− λk

∂f(t,x̂,û)
∂x

, k = 1, . . . , n,

λk(T ) = 0.
(3.2)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [4] â
ãàìèëüòîíîâîé ôîðìå. Ãàìèëüòîíèàí äëÿ k-ãî êðèòåðèÿ Φk èìååò âèä

Hk(t, x, uk, λk) = ϕ(t, x, uk) + λk(t) · f(t, x, u), (3.3)

ãäå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå âåêòîð-ôóíêöèè λk óäîâëåòâî-
ðÿþò ñîïðÿæåííîé ñèñòåìå óðàâíåíèé

{
λ̇k = −∂ϕk(t,x,uk)

∂x
− λk

∂f(t,x,u)
∂x

,

λk(T ) = 0, k = 1, . . . , n.

Ìàêñèìèçàöèÿ ôóíêöèè (3.3) ïî uk ïðèâîäèò ê óñëîâèþ

∂Hk

∂uk

=
∂ϕk(t, x, uk)

∂uk

+ λk
∂f(t, x, u)

∂uk

= 0, k = 1, . . . , n. (3.4)

Äåéñòâèòåëüíî,

∂2Hk

∂u2
k

=
∂2ϕk(t, x, uk)

∂u2
k

+ λk
∂2f(t, x, u)

∂u2
k

=
∂2ϕk(t, x, u)

∂u2
k

< 0

â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3.4) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà ãàìèëüòîíèàíà Hk. Ñëå-
äîâàòåëüíî, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äëÿ k-ãî èãðîêà îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå

ûk(t) = u+
k (t),

ãäå uk � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.4).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Øòàêåëüáåðãó ê ñèñòåìå (2.1) ïî-
ñëåäîâàòåëüíî n ðàç ïðèìåíÿåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.
Ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà íàõîäèì îïòèìàëüíîå ïî
êðèòåðèþ n-ãî èãðîêà óïðàâëåíèå un êàê ôóíêöèþ îñòàëüíûõ óïðàâ-
ëåíèé, ôàçîâûõ è ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ. Ïîäñòàâèâ ýòî óïðàâ-
ëåíèå â óðàâíåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1) è äîáàâèâ óðàâíåíèÿ äëÿ
ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåì çàäà÷ó ñ (n− 1)-èì èãðîêîì. Àíà-
ëîãè÷íûì îáðàçîì íàõîäèì îïòèìàëüíîå un−1 óïðàâëåíèå, è òàê äà-
ëåå, äî u1. Çàòåì îáðàòíûì õîäîì âîññòàíàâëèâàåì âñå óïðàâëåíèÿ è
ôàçîâûå ïåðåìåííûå.
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4. Ïðèìåíåíèå ê áèîëîãè÷åñêèì ñîîáùåñòâàì
Ïóñòü äèíàìèêà áèîìàññ ñîîáùåñòâà m âèäîâ ïðåäñòàâëåíà ñè-

ñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.1) ñ ôóíêöèÿìè fi â âèäå
ðàçíîñòè äâóõ ôóíêöèé: ôóíêöèè âîñïðîèçâîäñòâà gi(t, x) è ôóíêöèè
èíòåíñèâíîñòè ïðîìûñëà hi(x, u), ò.å. fi(t, x, u) = gi(t, x)− hi(x, u).

Ïîëàãàåì, ÷òî ðîñò ïîïóëÿöèè îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé [2]

gi(x) = ri(t)

Ki(t)−
m∑

j=1

γijxj

Ki(t)
xi,

à ôóíêöèè èíòåíñèâíîñòè ïðîìûñëà ïðåäñòàâëåíû â âèäå

hi(x, u) =
n∑

k=1

qikxiuk,

ãäå qik � êîýôôèöèåíòû óëàâëèâàåìîñòè, uk � èíòåíñèâíîñòü ïðîìûñ-
ëîâîãî óñèëèÿ, ò.å. êîëè÷åñòâî ïðîìûñëîâûõ îïåðàöèé, îñóùåñòâëÿ-
åìûõ k-ì èãðîêîì â åäèíèöó âðåìåíè. Ôóíêöèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïðî-
ìûñëà ϕk(x, u) îïèñûâàåò äîõîä îò ñáîðà óðîæàÿ â âèäå

ϕk(x, u) =
m∑

i=1

pikqikxiuk − cku
2
k,

ãäå pik � äîõîä îò ðåàëèçàöèè åäèíèöû áèîìàññû äîáûòîãî óðîæàÿ
i-ãî âèäà k-ì èãðîêîì, êîýôôèöèåíòû ck õàðàêòåðèçóþò ñòðîãóþ âî-
ãíóòîñòü â çàòðàòàõ k-ãî èãðîêà, ÷òî â öåëîì ñîîòâåòñòâóåò ýêîíîìè-
÷åñêèì çàêîíîìåðíîñòÿì [9].

Òîãäà îñíîâíàÿ çàäà÷à (2.1) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:




Φk =
T∫
0

(
m∑

i=1

pikqikxiuk − cku
2
k)dt → sup, k = 1, n ,

ẋi = ri

Ki−
m∑

j=1
γijxj

Ki
xi −

n∑
k=1

qikxiuk, i = 1,m ,

x(0) = x0.

(4.1)

Â ïðèìåðàõ çàäà÷à (4.1) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ðûá-
íîìó ïðîìûñëó. Âî âñåõ ïðèìåðàõ ïðèñóòñòâóþò äâà ñïîñîáà ïðî-
ìûñëà, íàçûâàåìûå, êàê ïðèíÿòî â òåîðèè èãð, èãðîêàìè. Ïåðâûé
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ïðèìåð îñíîâàí íà ðåàëüíûõ äàííûõ äëÿ îäíîé èç ïîïóëÿöèé òðåñêè
â Áåðèíãîâîì ìîðå. Îñòàëüíûå ïðèìåðû ïîñòðîåíû ïî àíàëîãèè ñ
êîíêóðåíòíûìè ñîîáùåñòâàìè ðûá â äàëüíåâîñòî÷íûõ ìîðÿõ. Â íà-
øèõ ïðèìåðàõ ýòî òðåõâèäîâûå ñîîáùåñòâà. Ìû îãðàíè÷èëèñü òîëü-
êî êîíêóðåíòíûìè îòíîøåíèÿìè ìåæäó âèäàìè, õîòÿ äðóãèå âçàèìî-
äåéñòâèÿ â ðåàëüíîñòè òàêæå ïðèñóòñòâóþò. Ïåðâûé è âòîðîé ïðèìå-
ðû îðèåíòèðîâàíû íà ïîñòîÿííûå óñëîâèÿ âíåøíåé ñðåäû, à ïîñëåä-
íèå äâà èìèòèðóþò èçìåíåíèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû. Ýòè èçìåíåíèÿ
ïðåäñòàâëåíû ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, ïðè÷åì âåñü ðàññìàòðè-
âàåìûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ñîäåðæèò äâà ïåðèîäà èçìåíåíèé âíåø-
íåé ñðåäû.

Ðåøàåòñÿ ÷åòûðå âàðèàíòà çàäà÷è:
À) ðàâíîâåñèå ïî Íýøó;
Â) êîîïåðàòèâíîå ðàâíîâåñèå, ïðè êîòîðîì ìàêñèìèçèðóåòñÿ ñóì-

ìà êðèòåðèåâ îáîèõ èãðîêîâ (öåíà îäíà, çàòðàòû ðàçíûå);
Ñ) ðàâíîâåñèå ïî Øòàêåëüáåðãó;
D) ñòðàòåãèÿ âòîðîãî èãðîêà ôèêñèðîâàíà, èùåòñÿ îïòèìàëüíûé

îòâåò ïåðâîãî èãðîêà.
Ïðèìåð 1. Ïðîìûñåë êàðàãèíñêîé òðåñêè ïîäðàçäåëÿåòñÿ íà

òðàëîâî-ñíþððåâîäíûé u1 è ÿðóñíûé u2. Äëÿ êàðàãèíñêîé òðåñêè êî-
ýôôèöèåíò ðîñòà ðàâåí r = 0.366 ãîä−1, åìêîñòü íèøè K = 212 òûñ.
òîíí, γ = 1. Êîýôôèöèåíòû óëàâëèâàåìîñòè q1 = 0.291 òûñ.ñóäîñó-
òîê−1, q2 = 0.108 òûñ.ñóäîñóòîê−1, êîýôôèöèåíòû äîõîäà îò âûëîâà
1 òûñ.òîíí ñíþððåâîäîì p1 = 0.5 è ÿðóñîì p2 = 1.2, c1 = c2 = 5. Íà÷à-
ëî îòñ÷åòà t = 0 ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëó 1985 ãîäà, x0 = 83.2 òûñ.òîíí,
T = 24 ãîäà. Â âàðèàíòå D èíòåíñèâíîñòü ïðîìûñëîâîãî óñèëèÿ ÿðóñ-
íîãî ôëîòà ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííîé u2 = 0.6 òûñ.ñóäîñóòîê · ãîä−1.
Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1. Çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ
îïòèìèçàöèè äëÿ âñåõ ïðèìåðîâ ïðèâåäåíû â òàáë. 1.

Â âàðèàíòå À ñíà÷àëà ïîïóëÿöèÿ âûâîäèòñÿ íà óðîâåíü áèîìàñ-
ñû, ïðè êîòîðîì îáåñïå÷èâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé óñòîé÷èâûé äîõîä
îò èçúÿòèÿ äëÿ îáîèõ èãðîêîâ. Ïðè áîëüøèõ T ýòîò ìàãèñòðàëüíûé
óðàâíîâåøåííûé ðåæèì ïðåîáëàäàåò âî âðåìåíè. Â ýòîì ðåæèìå ïî-
ïóëÿöèÿ ýêñïëóàòèðóåòñÿ ïðîäîëæèòåëüíîå âðåìÿ. Íåîòðèöàòåëüíûå
çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèé èãðîêîâ è áèîìàññû ïîïóëÿöèè â ðàâíîâåñíîì
ðåæèìå îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé f = 0, ∂ϕ1

∂u1
= 0, ∂ϕ2

∂u2
= 0 è ðàâ-
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íû û1 = 0.414, û2 = 0.703 ïðè áèîìàññå x̂ = 98.173.
Íà çàêëþ÷èòåëüíîì îòðåçêå âðåìåíè ýêñïëóàòàöèè èíòåíñèâíîñòü

ïðîìûñëîâîãî óñèëèÿ èãðîêîâ óñèëèâàåòñÿ � íàñòóïàåò ýòàï èçáûòî÷-
íîãî ïðîìûñëà, ïðè êîòîðîì èãðîêè ñòðåìÿòñÿ ïîëó÷èòü êàê ìîæíî
áîëüøèé äîõîä, íå ùàäÿ ïîïóëÿöèþ.

Òàáëèöà 1. Èòîãîâûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëîâ äëÿ èãðîêîâ âî âñåõ
ïðèìåðàõ

Ïðèìåð 1 Ïðèìåð 2 Ïðèìåð 3 Ïðèìåð 4
âàðèàíò À Φ1 119.458 0.505 8.080 6.479

Φ2 145.190 6.641 5.505 1.856
âàðèàíò Â Φ1 27.726 0.292 8.313 6.556

Φ2 296.690 7.057 5.542 1.835
âàðèàíò Ñ Φ1 121.391 0.506 8.083 6.480

Φ2 127.043 6.627 5.470 1.853
âàðèàíò D Φ1 129.872 0.643 8.806 4.739

Φ2 137.284 6.148 6.368 1.546

Â âàðèàíòàõ B, C, D çàäà÷è ïðîñëåæèâàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ êàðòè-
íà ¾âûõîäà íà ìàãèñòðàëü¿, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâíîâåñíîå
ðåøåíèå. Â âàðèàíòå B íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùèõ âîç-
äåéñòâèé è áèîìàññû íà ìàãèñòðàëüíîì ðåæèìå ðàâíû û1 = 0, û2 =

1.047 ïðè ðàâíîâåñíîé áèîìàññå x̂ = 146.3. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íàèáîëü-
øèé óñòîé÷èâûé ñóììàðíûé äîõîä îáîèõ èãðîêîâ äîñòèãàåòñÿ, êîãäà
ïðîìûñåë îñóùåñòâëÿåò òîëüêî âòîðîé èãðîê (ÿðóñíûé ëîâ).

Â âàðèàíòå Ñ çàäà÷è íàëè÷èå ó ïåðâîãî èãðîêà èíôîðìàöèè î
ñòðàòåãèè âòîðîãî èãðîêà ïîçâîëÿåò åìó óâåëè÷èòü ñâîè äîõîäû îò
ïðîìûñëà ïî ñðàâíåíèþ ñ âàðèàíòîì A. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàâíîâåñèå
ïî Øòàêåëüáåðãó âûãîäíåå äëÿ ïåðâîãî èãðîêà, íî õóæå äëÿ âòîðîãî.
Òàêîé æå âûâîä ìîæíî ñäåëàòü è äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ïðèìåðîâ.

Ïðè ýòîì, â äàííîì ïðèìåðå, â âàðèàíòå C ñóììàðíûé äîõîä èã-
ðîêîâ íàèìåíüøèé (òàáë. 1).

Â âàðèàíòå D ïðè u2 = 0.6 îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ
û1 è áèîìàññû x̂ íà óðàâíîâåøåííîì ìàãèñòðàëüíîì ðåæèìå ðàâíû
û1 = 0.429 ïðè áèîìàññå x̂ = 101.945.
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Ðèñóíîê 1. Äèíàìèêà áèîìàññû òðåñêè è îïòèìàëüíàÿ
èíòåíñèâíîñòü ïðîìûñëîâîãî óñèëèÿ

Ðèñóíîê 2. Ðåàëüíûå âûëîâ (ñëåâà) è äèíàìèêà áèîìàññû (ñïðàâà)
òðåñêè ñ 1985 ïî 2009 â ñðàâíåíèè ñ îïòèìàëüíûìè ïî Íýøó

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ðåàëüíûé âûëîâ w è áèîìàññà òðåñêè
x∗ â 1985-2009ãã. â ñðàâíåíèè ñ îïòèìàëüíûì âûëîâîì v = qûx̂ è
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áèîìàññîé x ïî Íýøó. Ñóììàðíûé âûëîâ ñíþððåâîäîì çà ïåðèîä ñ
1985 ïî 2009 ïî äàííûì ïðîìûñëîâîé ñòàòèñòèêè ñîñòàâëÿåò 333.357
òûñ.òîíí, ÿðóñîì � 74.49 òûñ.òîíí (ðèñ. 2), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äîõîäó
â 256.067 åäèíèö.

Ñëåäóþùèå òðè ïðèìåðà èìèòèðóþò ïðîìûñåë äâóìÿ ñïîñîáàìè
â òðåõâèäîâîì ñîîáùåñòâå. Ïîäîáíûå ñèòóàöèè â ìîðÿõ âñòðå÷àþòñÿ
äîñòàòî÷íî ÷àñòî. Âòîðîé ïðèìåð ðàññìàòðèâàåò ñîîáùåñòâî â ñòà-
öèîíàðíîé ñðåäå, à ïîñëåäíèå äâà ïðèìåðà èìèòèðóþò èçìåí÷èâîñòü
ñðåäû îáèòàíèÿ ïðè íåñêîëüêî ðàçíûõ âçàèìîîòíîøåíèÿõ ìåæäó âè-
äàìè.

Ïðèìåð 2. Ïàðàìåòðû ñîîáùåñòâà çàäàíû ñëåäóþùèìè: r =

(0.38, 0.53, 0.87), K = (1.236, 2.956, 0.257), x0 = (0.611, 0.530, 0.126),
c = (2, 1.5),

γ =




1.000 0.243 0.460

0.253 1.000 0.093

0.149 0.045 1.000


 , q =




0.4 1.0

0.2 1.0

0.2 1.0


 , p =




1.0 1.0

1.1 1.1

1.2 1.2


 .

Â âàðèàíòå D óïðàâëåíèå âòîðîãî èãðîêà çàäàíî ñëàáî âîçðàñòàþùåé
ôóíêöèåé: u2 = ln( t

50
+ 1).

Â ýòîì ïðèìåðå ïåðâûé ñïîñîá ëîâà ãîðàçäî ìåíåå ýôôåêòèâåí,
÷åì âòîðîé, òàê êàê ∀i qi,1 ≤ qi,2, c2 < c1. Íàèáîëåå öåííûìè äëÿ
ïðîìûñëà ÿâëÿþòñÿ 2-é è 3-é âèä, ïðè ýòîì 1-é âèä â áîëüøåé ñòå-
ïåíè ïîäâåðæåí ïðîìûñëó q1,k ≥ qi,k, i = 2, 3. Ïîýòîìó âî âñåõ âà-
ðèàíòàõ çàäà÷è áèîìàññà ïåðâîãî âèäà áûñòðî óìåíüøàåòñÿ, òàê êàê
îí íàèìåíåå êîíêóðåíòíîñïîñîáåí è èìååò íèçêèé êîýôôèöèåíò âîñ-
ïðîèçâîäñòâà. Ñíà÷àëà èíòåíñèâíîñòü ïðîìûñëîâîãî óñèëèÿ èãðîêîâ
íåâûñîêà, çà ñ÷åò ÷åãî îáåñïå÷èâàåòñÿ âûâîä áèîìàññû âòîðîãî âèäà
íà âûñîêèé óðîâåíü âîñïðîèçâîäñòâà. Çàòåì ïðîäîëæèòåëüíîå âðåìÿ
ñîîáùåñòâî ýêñïëóàòèðóåòñÿ èãðîêàìè â ðåæèìå, áëèçêîì ê ðàâíîâåñ-
íîìó ìàãèñòðàëüíîìó. Ïðè ýòîì â âàðèàíòå B èíòåíñèâíîñòü ïðîìûñ-
ëîâîãî óñèëèÿ âòîðîãî èãðîêà çàìåòíî âûøå, à ïåðâîãî � íèæå, ÷åì â
âàðèàíòàõ A,C. Íà çàêëþ÷èòåëüíîì îòðåçêå âðåìåíè èíòåíñèâíîñòü
ïðîìûñëîâîãî óñèëèÿ âòîðîãî èãðîêà óâåëè÷èâàåòñÿ âî âñåõ âàðèàí-
òàõ, ò.å. íà÷èíàåòñÿ ïåðåýêñïëóàòàöèÿ ñîîáùåñòâà âòîðûì èãðîêîì.
Ïðè ýòîì â âàðèàíòå B èíòåíñèâíîñòü ïðîìûñëîâîãî óñèëèÿ ïåðâîãî
èãðîêà óâåëè÷èâàåòñÿ, à â âàðèàíòàõ A, C � óìåíüøàåòñÿ, òàê êàê
åãî äîõîäû ïàäàþò ïðè ñíèæåíèè áèîìàññû âòîðîãî âèäà.
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Ðèñóíîê 3. Äèíàìèêà áèîìàññû â ñîîáùåñòâå è îïòèìàëüíàÿ
èíòåíñèâíîñòü ïðîìûñëîâîãî óñèëèÿ âî âòîðîì ïðèìåðå

Ìàêñèìàëüíûé ñóììàðíûé äîõîä äîñòèãàåòñÿ â âàðèàíòå B, íî
ïðè ýòîì âûèãðûø âòîðîãî èãðîêà ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì â îñòàëü-
íûõ âàðèàíòàõ. Â âàðèàíòå D çàðàíåå âûáðàííàÿ ñòðàòåãèÿ ïðîìûñëà
âòîðîãî èãðîêà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî åãî âûèãðûø ìèíèìàëüíûé, à
âûèãðûø ïåðâîãî ìàêñèìàëüíûé èç âñåõ âàðèàíòîâ.

Â òðåòüåì è ÷åòâåðòîì ïðèìåðàõ âàðèàáåëüíîñòü ñðåäû èìèòèðó-
åòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè èçìåíåíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ ðîñòà r è åìêîñòè
ýêîëîãè÷åñêîé íèøè K. ×åòâåðòûé ïðèìåð îòëè÷àåòñÿ îò òðåòüåãî
ïàðàìåòðàìè âçàèìîäåéñòâèÿ âèäîâ è âîçäåéñòâèÿ íà íèõ ïðîìûñëà.

Ïðèìåð 3. Âàðèàáåëüíîñòü ñðåäû îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèÿìè: r =

r0(1 + 1
2
sin 4π

T
), r0 = (0.03, 0.04, 0.07), K = K0(1 + 1

5
sin 4π

T
), K0 =

(7, 8, 7). Íà÷àëüíûå äàííûå x0 = (3.412, 2.208, 2.956) è êîýôôèöèåí-
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òû çàòðàò c = (0.02, 0.03) çàäàíû ïî àíàëîãèè ñ íåêîòîðûìè ñîîáùå-
ñòâàìè ðûá â äàëüíåâîñòî÷íûõ ìîðÿõ, îñòàëüíûå ïàðàìåòðû òàêæå
èìåþò ïðàâäîïîäîáíûå çíà÷åíèÿ:

γ =




0.6 0.2 0.3

0.4 0.7 0.5

0.5 0.3 0.5


 , q = 0.005




1 1

1 1

1 1


 , p =




2 2

2 2

3 3


 .

Â âàðèàíòå D ïîëîæèëè u2 = ln( t
10

+ 1).
Â öåëîì, äèíàìèêà áèîìàññû ñîîáùåñòâà ïðè ðàçëè÷íûõ ñòðà-

òåãèÿõ èìååò îäíó è òó æå êàðòèíó (ðèñ. 4). Â ýòîì ïðèìåðå 3-é
âèä ñàìûé öåííûé, ïîýòîìó èãðîêè îðèåíòèðîâàíû íà åãî ïðîìûñåë.
Ïðè ýòîì èíòåíñèâíîñòü ïðîìûñëîâîãî óñèëèÿ âòîðîãî èãðîêà íèæå,
ïîòîìó ÷òî åãî ðàñõîäû âûøå (c2 > c1). Âñå âèäû â îäèíàêîâîé ñòå-
ïåíè ïîäâåðæåíû âûëîâó ∀i, j qi,j = 0.005. Òðåòèé (i = 3) âèä èìååò
ñàìûé âûñîêèé êîýôôèöèåíò âîñïðîèçâîäñòâà, áëàãîäàðÿ ýòîìó åãî
áèîìàññà ïðîäîëæàåò ðàñòè. Ïåðâûé (i = 1) è âòîðîé (i = 2) âèäû
ïîä äåéñòâèåì ïðîìûñëà òåðÿþò â áèîìàññå, òåì ñàìûì îñâîáîæäàÿ
íèøó äëÿ òðåòüåãî, ò.å. â äàííîì ïðèìåðå ïðîìûñåë ñïîñîáñòâóåò
ïðîöâåòàíèþ ñàìîãî öåííîãî òðåòüåãî âèäà.

Êàê è ðàíåå íàèáîëüøèé ñóììàðíûé äîõîä äîñòèãàåòñÿ â âàðèàí-
òå B, ãäå èãðîêè èìåþò îáùóþ öåëü, ïðè ýòîì è äîõîä êàæäîãî èç íèõ
â ÷àñòíîñòè îêàçûâàåòñÿ áîëüøèì, ÷åì â âàðèàíòàõ A è C. Èíòåðåñ-
íî çàìåòèòü, ÷òî ñóììàðíûé äîõîä îáîèõ èãðîêîâ ïðè îïòèìàëüíîì
ïî Øòàêåëüáåðãó (ðèñ. 4, C) óïðàâëåíèè ìîæåò áûòü íèæå, ÷åì ñóì-
ìàðíûé äîõîä â ñëó÷àå, êîãäà îïòèìèçèðóåò ñâîþ ñòðàòåãèþ òîëüêî
ïåðâûé èãðîê, à ñòðàòåãèÿ âòîðîãî çàðàíåå èçâåñòíà (ðèñ. 4, D).

Ïðèìåð 4 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàöèþ ïðèìåðà 3. Çäåñü r =

r0(1 + 1
2
sin 4π

T
), r0 = (0.03, 0.06, 0.04), K = K0(1 + 1

5
sin 4π

T
), K0 =

(10, 12, 8), x0 = (5, 1, 3), c = (0.01, 0.02),

γ =




0.5 0.7 0.3

0.3 0.5 0.2

0.7 0.8 0.5


 , q = 0.001




2 1

2 3

4 2


 , p =




2 2

3 3

3 3


 .

Â âàðèàíòå D óïðàâëåíèå âòîðîãî èãðîêà âûáðàíî â âèäå u2 = ln( t
10

+

1).
Â ýòîì ïðèìåðå â îòñóòñòâèå ïðîìûñëà ïðè áîëüøèõ T äîìèíè-

ðóåò âòîðîé âèä, à ïåðâûé è òðåòèé ãèáíóò. Íàèáîëåå öåííûìè äëÿ
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Ðèñóíîê 4. Äèíàìèêà áèîìàññû â ñîîáùåñòâå è îïòèìàëüíàÿ
èíòåíñèâíîñòü ïðîìûñëîâîãî óñèëèÿ â òðåòüåì ïðèìåðå

ïðîìûñëà ÿâëÿþòñÿ 2-é è 3-é âèä, îíè æå è â áîëüøåé ñòåïåíè, ÷åì
ïåðâûé âèä, ïîäâåðæåíû ïðîìûñëó q1,k ≤ qi,k, i = 2, 3. Âî âñåõ âàðè-
àíòàõ A, B, C, D áèîìàññà âòîðîãî âèäà áûñòðî ðàñòåò, òàê êàê îí
íàèáîëåå êîíêóðåíòíîñïîñîáåí è èìååò âûñîêèé êîýôôèöèåíò ðîñòà.
Çà ñ÷åò òîãî, ÷òî îáëàâëèâàþòñÿ, â îñíîâíîì, áîëåå öåííûå âèäû,
îáåñïå÷èâàåòñÿ ðîñò áèîìàññû ìåíåå öåííîãî ïåðâîãî âèäà. Òàêèì
îáðàçîì, ïðîìûñåë íàèáîëåå íåáëàãîïðèÿòåí äëÿ òðåòüåãî âèäà, åãî
áèîìàññà óìåíüøàåòñÿ. Èíòåíñèâíîñòü ïðîìûñëîâîãî óñèëèÿ âòîðî-
ãî èãðîêà íèæå, ïîòîìó ÷òî åãî ðàñõîäû íà ïðîìûñåë áîëåå âûñîêè
(c2 > c1). Ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò (òàáë. 1), ÷òî ïðè íàëè÷èè (ðèñ.
5, C) ó ïåðâîãî èãðîêà èíôîðìàöèè î ñòðàòåãèè âòîðîãî èãðîêà, åãî
âûèãðûø áîëüøå, ÷åì â åå îòñóòñòâèå (ðèñ. 5, A), à âûèãðûø âòîðîãî
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èãðîêà ïðè ýòîì ìåíüøå. Íàèáîëüøèé ñóììàðíûé äîõîä äîñòèãàåòñÿ
â âàðèàíòå B, ãäå èãðîêè äåéñòâóþò ñîîáùà, ïðè ýòîì âòîðîé èã-
ðîê íåìíîãî òåðÿåò â âûèãðûøå. Âàðèàíò D ïîêàçûâàåò, ÷òî çàðàíåå
çàäàííàÿ ñòðàòåãèÿ ïðîìûñëà âòîðîãî èãðîêà ìîæåò ïðèâåñòè ê ñíè-
æåíèþ âûèãðûøà íå òîëüêî ó íåãî ñàìîãî, íî òàêæå è ó ïåðâîãî
èãðîêà.

Ðèñóíîê 5. Äèíàìèêà áèîìàññû â ñîîáùåñòâå è îïòèìàëüíàÿ
èíòåíñèâíîñòü ïðîìûñëîâîãî óñèëèÿ â ÷åòâåðòîì ïðèìåðå

5. Çàêëþ÷åíèå

Èãðîâàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è äàåò âîçìîæíîñòü äëÿ èññëåäîâàíèÿ
çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ñáîðà óðîæàÿ â áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñ íåñêîëü-
êèìè ó÷àñòíèêàìè. Ðàçíîîáðàçèå âàðèàíòîâ êîìïðîìèññíûõ ðåøå-
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íèé ïîçâîëÿåò âûáðàòü ðàöèîíàëüíûå âàðèàíòû ñáîðà óðîæàÿ ñ ó÷å-
òîì ýêîëîãè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé è ýêîíîìè÷åñêèõ ïðèîðèòåòîâ.
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Abstract : The game problem of management by biological community is
considered. There is a set of players, each of them has the utility function.
All players are independent among themselves and have information
about a state of the community. This community may be a ichtyocenosis
in ocean or sea. The examples for �sheries in ichtyocenosis are considered.

Keywords : optimal control, equilibrium, harvest, community, �shery.


