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���x���x�	DK�]�	�	z,¬	�	�g�S{x�=�,y	{	z��uz��]z,�	�	¬K�x��De{	z���z,{	~��	�g�Â�	z,��;&Ã�=�	�	�³}�µ�{x����}��?�
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b
z,����¦��	z��(�=~��	�,�	�a�?z¡���x���x�=¬	�	�?zK~�z��

�]�	�	�	�	���	{x�=�,y	{	z��uz��]z,�	�	�?z��x�L}=��{	z����&z
[0, 1]

�E�]�	�	z,¬	�	�?�a��y��]}=���	}�����D	�a��;
®�|,{	}��	�Ky	}�D	~���D	�E����De�x��{	�?�	�&z7�K}�µ=È�D	~���D	�E���	z,�Y�M�x����}�~§�={É°Ê�	z }�µ�D��
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����	�	�	�<D	�a�Í}=�Â{	z���z,{	~��	�g�Í�	z,�B���,}�}=��~�z�������~�z,�	�	}

S = S(s)
�

B = B(b)
;

�a�uz��]���¡y	{	}��	���§},�u�Y���	z,���]�
B ≥ S

;YÎa����z,����~�z,�	�	}K�,�	�Y������¦	�	�Y��}
S(s) ≥ s

�
B(b) ≤ b

�B�ç; zG;2y	{	},���=~�z,�É�(�=~��;Á¡�=z����$�Ây	}��Y��yx����z��]¦��(�=�	�Y©M�=z����	�����	�	�Y���
�	z,�Y�É�x�Ây	{	},�]���Y���_�Y��}�µ��Ïy	}��x���	�Y��¦Â�u}�y	}��]�	�Y��z��]¦��	�?¬É�u}��§},�Ç}=�e���=�	�	}�¬
�+�uz��]�	��;2Îa���]�É�+�uz��]���Â�,}�����}�D��u�=�,¦	�u��}Âµ=���uz,�Ì�,�	�Y������¦	�2�Y��}S}��x�ey	{	}��	���§}��
�u�Y�ey	}M�	z,�	z

(S(s) + B(b))/2
;

»g�?�	|,{	�;Á¡�=�a�K~ ���=�	�	}�¬¡�	|,{	z?D	~���D	z�����DM{x�����	�	�x�J�az�©¡�]�L{	z���z,{	~��	�?�a�
�	z,�x�=�a�¼�³�	z,�	}�¬Ç�+�uz��]�	�B��ç; zG;2�x��DÇy	{	},���=~��x�¶ª���} 1

2
(S(s) + B(b)) − s

���
�x��D³y	}��Y��yx����z���D¼ª���}

b − 1
2
(S(s) + B(b))

;��}��,�&}��]¦��Y�
b
�

s
���x���x�=¬	�	�?z

~�z��]�	�	�	�	�¹~K���(�	z,����~�z�~��?�	|,{	�;Ász,¬¶{x�=�,�,�a}=��{	�	�Ð�,{	z��u�	�	z����x�(�	z,�	�<D

Hs(B, S) = Eb,s

(

S(s) + B(b)

2
− s

)

I{B(b)≥S(s)} (1.1)

�
Hb(B, S) = Eb,s

(

b − S(s) + B(b)

2

)

I{B(b)≥S(s)}. (1.2)
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S(s)
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�	�	�}�{	�4�=�	�	z,¬�;���{	},���=~��	�¹�«y	}��Y��yx����z��]���u}��x©e�	�½y	{	�	�	�	�4����¦S{	z�Ász,�	�	z
�����	z���}��Ö~�z,{	}�DY���	}������Ð��}�|,}	�4�Y��}´µ=���uz��¿���x�=�����	�	�&}��×y	{	���(�=���]�7�	z,�	�	�
�+�uz��]�	��;g��}�ª���}���¼~Í���(�	z,����~�z«{	z�Ász,�	�<D"�a�Øµ=���uz,�Ù�	�,������¦´µ§�=¬	z,�,}�~��,�&}�z
{x�=~��	}�~�z,�,�	z�~M�	|,{	z�������	�	�	�<D	�a�«~��?�	|,{	�;Á¡�¶°�8B;C8�²Ú��°�8B; @�²+;
Û Rac��aj§Z�h$�ÌÒS�$j&i$V	\]�$[]Ü�j&i$�$ÝMÜÆi$VxÒ�Þ$i$j=�aj§Z�j&�$�$j&ÜÆi$j§X&j&i$\]�$Ý¡Ô�ß$j&�
��{	z��uy	}��]}(©e�	�?���Y��}�{	z���z,{	~��	�?z7�	z,�	�"y	{	},���=~��	}�~��Ky	}��Y��yx����z��]z,¬S{x�=���

y	{	z��uz��]z,�	�Ð�	z,{x�=~��	}��az,{	�	}��x�J�	�Y��z,{	~§���]z
[0, 1]

;=»³���(�	z,����~�z y	{	�	�az,{x��{x�=���
�,�a}=��{	�	�½���x���x�=¬B�B�&}�|+���Â{	z���z,{	~��	�?zM�	z,�	�

s
�

b
z,����¦��	z��(�=~��	�,�	�a�?zM���x�§�

�x�=¬	�	�?zJ~�z��]�	�	�	�	�Ì�,}s���]z��]���E�s�	�a�Ây��]}=���	}�����D	�a��{x�=�,y	{	z��uz��]z,�	�<DB�Y�,}�}=���
~�z�������~�z,�	�	}	w

f(s) = 2s, s ∈ [0, 1] , g(b) = 2(1 − b), b ∈ [0, 1] . (2.1)
ºD��}=�����x���x�=¬É�,}�}=��~�z�������~=��z��¶�,�Y�=�§�=�	�	�B�2�&}�|+���S�x�e{	�?�	�&z¡�a�	}�|,}Ây	{	},���=~��
�	}�~	���x��DÂ�&}=��}�{	�g�Ây	{	}��Y��~�},�u����~�}s��}�~§�={x�L}�µ�}=Á��]}��,¦��u}�{	}�|,}	���Â�a�	}�|,}sy	}��
�Y��yx����z��]z,¬B�u�&}=��}�{	�?zL}��	z,�	�	~§�=�E�M��}�~§�={��	z����]�YÁs�&}��Ð~��?�,}��&}�;

À��=¬&�uz,�Í}�yY���	�4���]¦��	�?z ����{x����z,|,�	�K�	|,{	}��&}�~�;�>D���uz,�¿�,�	�Y������¦����s����	���
�	�<D	�a�L}=�E{	z���z,{	~��	�g�s�	z,�

S = S(s)
�

B = B(b)
���,}�}=��~�z�������~�z,�	�	}�;§�a�uz��]���

y	{	}��	���§},�u�Y����z,���]�
B ≥ S

;�>D���uz,�Ð�,�	�Y������¦	�u�Y��}K}��x�¡y	{	}��	���§},�u�Y�Ây	}M�	z,�	z
1
2
(S(s) + B(b))

;uàL���	�	�	�	�¶~��?�	|,{	�;Á¡�K�	|,{	}��&}�~K�	�az,�E�S~��&�¼°�8B;C8�²;�³°�8B; @�²��
|+�uze�4����z,�4�����	�	z,�,�&}�zS}(©e�&���=�	�	zKµ�z,{	z�����D³y	}«�,}�}=��~�z�������~=���E�s�	�Ï{x�=�,y	{	z��
�uz��]z,�	�<D	� ;�2���D´�x���§}(©¡�uz,�	�<D´{x�=~��	}�~�z,�,�<D¿~�}��,y	}��]¦=�,��z,�a��DÇ���]z��]���E�s�	�a�
�,}�}�µ�{x��©¡z,�	�<D	�a��;

��{	z��uy	}��]}(©e�	�?�x�Y��}e��}��Y��yx����z��]¦e�	�,y	}��]¦=�,��z��S����{x����z,|,�	�

B(b) =

{

b ,
z,���]�

b ≤ 1
6
,

4
5
b + 1

30
,
z,���]� 1

6
≤ b ≤ 1

� (2.2)

�S�x�=¬&�uz,�Ç�x�=���x���YÁs�	¬�}=��~�z��M��{	},���=~��x�J�x��De{x�����]�	�	�	�g�S���x�(�	z,�	�	¬Âyx�={x���
�az���{x�

s
;

�J������¦
s ≥ 1/6

;�Ã�}�|+���É�+�uz��]���Íy	{	}��Y��}�¬&�uz����4z,���]��µ=���uz��¿~��?y	}��]�	z,�	}
�����]}�~��	z

B(b) ≥ S
���]�

4

5
b +

1

30
≥ S.
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��}����]z��u�	z,z������]}�~��	z�ª,�	~��	~§���]z,�Y���	}e�	z,{x�=~�z,�	����~=�

b ≥ 5

4
S − 1

24
,

|+�uz
b ¸ ���x���x�=¬	�x�	DÍ~�z��]�	�	�	�x�S�s{x�=�,y	{	z��uz��]z,�	�	z,� g(b), b ∈ [0, 1]

;�»g�?�	�	���
�]�	�"~��?�	|,{	�;Áã��{	},���=~��x�

Hs(B, S) = Eb

(

S + B(b)

2
− s

)

I{B(b)≥S} =

=

∫ 1

5

4
S− 1

24

( 4
5
b + 1

30
+ S

2
− s

)

2(1−b)db = − 25

124
(−5+36s−30S)(5−6S)2.

(2.3)��{	}��Y��~�},�u�x�	D�ª���}�¬�����	�	�	�	�«�	�az,z��e~��&�
∂Hs

∂S
=

25

1152
(5 + 24s − 30S)(5 − 6S).

ä ���,�D���K���]z��]��z������Y��}K�4�=�&�,�	����Ð~��?�	|,{	�;Á¡�¶°�@9; F§²a�u}������	|��=z�����D¶y	{	�

S =
4

5
s +

1

6
.

��{	�
s > 5/6

���x�(�	z,�	�	z
S(s)

�����=�	}�~��Y����DÂ�az,�	¦=Ász
s
;&Ã�=�	�	�´}�µ�{x����}��?�&y	{	�

s ≥ 1/6
�x�=���x���YÁs�	¬«}=��~�z��S��{	},���=~��x�¡�x�M����{x����z,|,�	�ã°�@9; @�²g�	�az,z��e~��&�

S = max

{

4

5
s +

1

6
, s

}

. (2.4)

À�z���{Y���u�	}Ky	}������(����¦	�	�Y��}¡ª����¡����{x����z,|,�<D«µ=���uz��M}�yY���	�4���]¦��	}�¬��Â~¡���x���x�=z
s < 1/6

;
Ã�z,y	z,{	¦�y	{	z��uy	}��]}(©e�	�?�$�Y��}¶��{	},���=~�z,�´�	�,y	}��]¦=�,��z��É����{x����z,|,�	�å°�@9; á ²+;

À��=¬&�uz,�¹�x�=���x���YÁs�	¬Ç}=��~�z��É��}��Y��yx����z���DÉ�x��D´{x�����]�	�	�	�g�´���x�(�	z,�	�	¬³yx���
{x�=�az���{x�

b
;

�J������¦
b ≤ 5/6

;Y�a�uz��]���¡y	{	}��Y��}�¬&�uz����	z,���]�Âµ=���uz��M~��?y	}��]�	z,�	}s�����]}�~��	z
4
5
s + 1

6
≤ B

�	�Y��}eª,�	~��	~§���]z,�Y���	}

s ≤ 5

4
B − 5

24
,

|+�uz
s ¸ ���x���x�=¬	�x�	D¶~�z��]�	�	�	�x�K��{x�=�,y	{	z��uz��]z,�	�	z,� f(s), s ∈ [0, 1]

;]»g�?�	�	���
�]�	�"~��?�	|,{	�;Áã��}��Y��yx����z���D

Hb(B, S) = Es

(

b − S(s) + B

2

)

I{B≥S(s)} =
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=

∫ 5

4
B− 5

24

0

(

b −
4
5
s + 1

6
+ B

2

)

2sds = − 25

124
(1 − 36b + 30B)(1 − 6B)2.

��{	}��Y��~�},�u�x�	D�ª���}�¬«����	�	�	�	���	�az,z��e~��&�
∂Hb

∂B
=

25

1152
(1 + 24b − 30B)(−1 + 6B).

ä ���,�D���K���]z��]��z������Y��}K�4�=�&�,�	����Ð~��?�	|,{	�;Á¡�s�u}������	|��=z�����DÉy	{	�

B =
4

5
b +

1

30
.

��{	�
b < 1/6

���x�(�	z,�	�	z
B(b)

�����=�	}�~��Y����DÍµ�}��]¦=Ász
b
;uÃ�=�	�	�Ì}�µ�{x����}��?�

�x�=���x���YÁs�	¬¶}=��~�z��S��}��Y��yx����z���D«�x�¡����{x����z,|,�	�ã°�@9; á ²g�	�az,z��S~��&�

B = min

{

4

5
b +

1

30
, b

}

.

®J���=�B���u}������(�=�	}K���]z��]���E�sz,z��&��~�z,{§©¡�uz,�	�	zG;
fgj&[]i$j&Ü�V Û R � R¡æ;çxè¡é�ê�v�l]ë§ìxq4o?r�è7í&v=èMo,î�éxéSpJï�v=ð�v=nYoEt�r�ð�o9l]ñ§v(òSrí&v�r�ç=íuo�ó
ð�o9luo�ìxé]o+ê½íuo�ï=o�íup�ìxq$òÉô]o�ì¼õÚö�÷Gø�ùMé�ê�o�m?èúp�éxð

S = max

{

4

5
s +

1

6
, s

}

, B = min

{

4

5
b +

1

30
, b

}

.

1
�����
6

5
�����
6

1
b,s

1
�����
6

5
�����
6

1

SHsL
BHbL

¥a�	�����	}��J8B; ä yY���	�4���]¦��	�?z�����{x����z,|,�	�

ä yY���	�4���]¦��	�?zs����{x����z,|,�	�Í�Y��}�µ�{x��©¡z,�	�W�x�e{	�	�G;�8B;�»Ð���=�	�	}��Ì���x���x�=z
�+�uz��]���e�,}�����}��Y����DB�uz,���]�

B(b) ≥ S(s)
�x�Y��}Kª,�	~��	~§���]z,�Y���	}

b ≥ s + 1/6.
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¥a�	�����	}��w@9; ä µ��u�=����¦K�+�uz��]�	�

ä µ��u�=����¦K�+�uz��]�	�«y	{	z��u�����=~��]z,�x�e�x�M{	�	�G;"@9;
»gz,{	}�DY���	}�����¦³��}�|,}	�4�Y��}³y	{	�"}�yY���	�4���]¦��	}��Öy	}�~�z��uz,�	�	�Ð�+�uz��]���³y	{	}��

�Y��}�¬&�uz����u{x�=~��x�

P{B(b) > S(s)} =

∫ 1

1

6

∫ b− 1

6

0

2s · 2(1 − b)ds · db =
1

6

(

5

6

)4

≈ 0.080.

ºD��}¶�az,�	¦=Ász=���	z,�W~�z,{	}�DY���	}�����¦¶�	z,�����	}�¬Ç�+�uz��]�	�
P{b > s} =

∫ 1

0

∫ b

0
2s ·

2(1 − b)ds · db = 1
6
≈ 0.166.

��{	�Çª���}��?��~��?�	|,{	�;Ás���	|,{	}��&}�~Í�,}������=~GDY�
~�z��]�	�	�	�Y�

Hs = Hb =

∫ 1

1

6

∫ b− 1

6

0

(

4/5b + 1/30 + 4/5s + 1/6

2
− s

)

2s·2(1−b)ds·db =

=
1

36

(

5

6

)4

≈ 0.0133,

�Y��}e�az,�	¦=Ász�~��?�	|,{	�;Ász,¬¶~M�	z,�����	}�¬¶�+�uz��]�&z

H̄s = H̄b =

∫ 1

0

∫ b

0

(

b + s

2
− s

)

2s · 2(1 − b)ds · db =
1

60
≈ 0.0166.

û �=�az����	�?�_�Y��}��§}=��D³�	z,�����x�	D³�	|,{x�S���=z��«�	|,{	}����=�¹µ�}��]¦=Ás�	zK~��?�	|,{	�g�
Ás�B�Bª����Â�,�Y�=�§�=�	�<D×D	~���D	z�����DÍ�	z�������}�¬	�	�	~�}�¬�;_Ã�=�Y©¡z=�u���=�Í~M�u���]z,�a�az¡�(���
���]�7�	z,�	�	}�|,}³���	|,{	}��&}�~³~´�	z,�����	}�¬Ì�	|,{	z¶z,����¦³�,}�µ��u�����Ð�Y���az,�	�Y��¦Ç�,~�}��
����{x����z,|,�	�q;D��}�����©¡z,�Wª���}�;�J������¦	��x�=y	{	�	�az,{B�y	{	},���=~��	�×�	|,{x�=�E�Í�	z,�����
�	}	�&�ç; zG;

S(s) = s
;�À��=¬&�uz,�Ç}�yY���	�4���]¦��	�?¬Â}=��~�z��¡y	}��Y��yx����z��]z,¬�;x»g�?�	|,{	�;Á
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��}��Y��yx����z���D«{x�=~�z,�

Hb(B, S) =

∫ B

0

(

b − B + s

2

)

2sds = B2(b − 5/6B).

2���D��x���§}(©¡�uz,�	�<D�}�yY���	�4���]¦��	}�¬�����{x����z,|,�	�É�x���§},�u�	�"y	{	}��Y��~�},�u�Y���

∂Hb

∂B
= B(2b − 5

2
B),

}=���Y�����K���]z��]��z������Y��}K}�yY���	�4���]¦��x�	D«����{x����z,|,�<DÉ��}��Y��yx����z���D«z,����¦
B(b) =

4/5b
;xÃ�}�|+���¡~��?�	|,{	�;ÁÅ��{	},���=~��x�M�����=�	z��S~L�u~§�¡{x���(�M�az,�	¦=Ász

Hs(4/5b, s) =

∫ 1

0

∫ 4/5b

0

( 4
5
b + s

2
− s

)

2s·2(1−b)ds·db =
1

3

(

2

5

)4

≈ 0.008.

ü RDc��aj§Z�h$�ýÒ��$j§Z��$�$j&þ$�$ÝMÜ��ýÒ�ÿ	i$V	ÿ	j��=���2Ü��
¥��=�,�,�a}=��{	�	���u{Y��|,}�¬����x���x�=¬L�	z,{x�=~��	}��az,{	�	�g��{x�=�,y	{	z��uz��]z,�	�	¬s{	z���z,{	~��

�	�g�Ì�	z,�ýy	}��Y��yx����z��]z,¬·�Ðy	{	},���=~��	}�~Ç�x�³�	�Y��z,{	~§���]z
[0, 1]

;g¥��=�,�,�a}=��{	�	�
�]�	�	z,¬	�	�?z¶{x�=�,y	{	z��uz��]z,�	�<DB�D���=�"��~��;Ász=�D�	}¿y	}��az,�<D	z,�¾y	}��Y��yx����z��]z,¬Ð�
y	{	},���=~��	}�~K{	}���D	�a�B�	�ç; zG;]y	{	z��uy	}��]}(©e�	�?�x�Y��}e{	z���z,{	~��	�?z��	z,�	�

s
�

b
z,����¦

�	z��(�=~��	�,�	�a�?zs���x���x�=¬	�	�?zs~�z��]�	�	�	�	�W��y��]}=���	}�����D	�a�É{x�=�,y	{	z��uz��]z,�	�<DÉ�,}��
}=��~�z�������~�z,�	�	}

f(s) = 2(1 − s), s ∈ [0, 1] , g(b) = 2b, b ∈ [0, 1]. (3.1)

ºD��}¿�,}�}=��~�z�������~=��z��³�,�Y�=�§�=�	�	�B�4�&}�|+���É�x�É{	�?�	�&zÂ�a�	}�|,}Íy	{	},���=~��	}�~	�2�x��D
�&}=��}�{	�g����}�~§�={�}�µ�}=Ász��]��DS�uz�Ász,~�}	�x���a�	}�|,}Kµ�}�|������g��y	}��Y��yx����z��]z,¬�;

À��=¬&�uz,�É}�yY���	�4���]¦��	�?z;����{x����z,|,�	�M�	|,{	}��&}�~�;G4��=�s�L{x�=�	¦=Ász=�=�a�Çµ=���uz,�
�,�	�Y������¦e��������	�	�	�<D	�a��}=�M{	z���z,{	~��	�g���	z,�B�x�,}�}=��~�z�������~�z,�	�	}

S = S(s)
�

B = B(b)
;	Õ�}�|,�	�	�	}My	{	z��uy	}��]}(©e�Y��¦	�x�Y��}Kª���}K�a}��	}=��}��	�	}K~�}=��{x�=�����=�E�s�	z

����	�	�	�	��;	Ã�}�|+���L���&�sz,����~=���E�e}�µ�{x�����	�?z�����	�	�	�	�
U = B−1 � V = S−1 �

�ç; zG;]�,}�}=��~�z�������~�z,�	�	}
s = V (S)

�
b = U(B)

;
»g�?y	�YÁsz,�×�����]}�~��<DÐ}�yY���	�4���]¦��	}������"�x��D"�(�(���=�	�	�g�Ì{x�=�,y	{	z��uz��]z,�	�	¬

°�F<;C8�²]�x��DL{	z���z,{	~��	�g�s�	z,��;=�a�uz��]���7y	{	}��	���§},�u�Y���=z,���]�
B ≥ S

;�Îa���]�s�+�uz��]���
�,}�����}�D��u�=�,¦	��µ=���uz,�É�,�	�Y������¦	���Y��}�}��x�7y	{	}��	���§},�u�Y��y	}7�	z,�	z 1

2
(S(s)+B(b))

;
àL���	�	�	�	�´~��?�	|,{	�;Á¡���	|,{	}��&}�~��	�az,�E��~��&�ý°�8B;C8�²7�"°�8B; @�²���|+�uzM�4����z,�4�������
�	z,�,�&}�z7}(©e�&���=�	�	z µ�z,{	z�����Dey	}��,}�}=��~�z�������~=���E�s�	��{x�=�,y	{	z��uz��]z,�	�<D	� ; ä �����
���?~§�=z�����DB�?�Y��}Ç��z,y	z,{	¦¼{x�=~��	}�~�z,�,�	z��u}������	|��=z�����D½~Ç���u�=�,�,zÉ�	z��]�	�	z,¬	�	�g�
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����	�	�	�	¬�;�2���D³z,|,}¶�x���§}(©¡�uz,�	�<D³�(�=��	�&�,�	{Y��z,�Ï����{x����z,|,�	�úy	}��Y��yx����z���D
B(b)

�«�x�=¬&�uz,�ý�x�=���x���YÁs�	¬É}=��~�z�����{	},���=~��x�s�x��D¶{x�����]�	�	�	�g�¶���x�(�	z,�	�	¬
yx�={x�=�az���{x�

s
;

14���]}�~��	z
B(b) ≥ S

ª,�	~��	~§���]z,�Y���	}
b ≥ U(S)

;4»g�?�	|,{	�;Á ��{	},���=~��x�
{x�=~�z,�

Hs(B, S) = Eb

(

S + B(b)

2
− s

)

I{B(b)≥S} =

∫ 1

U(S)

(

B(b) + S

2
− s

)

2bdb.

(3.2)2s�	��z,{	z,�	�	�	{Y�GD´°�F<; @�²4y	}
S
���x�=¬&�uz,�¼�x�=���x���YÁs�	¬�}=��~�z��M��}��Y��yx����z���D��Y�

�����]}�~��<D

∂Hs

∂S
= −2(S − s)U(S)U ′(S) +

1 − U2(S)

2
= 0,

}=���Y�����¡y	}��x���x�=z,�´�u�	��z,{	z,�	�	�x���]¦��	}�zJ��{x�=~��	z,�	�	zE�x��DÂ}�y	{	z��uz��]z,�	�<D�}�y��
���	�4���]¦��	�g�«����{x����z,|,�	¬¼°G��}��	�	z,z�}�µ�{x�����	�g������	�	�	�	¬]²

U(B), V (S)

U ′(S)(S − V (S))U(S) =
1 − U2(S)

4
. (3.3)

� �x���]}�|,�	�	�	}	�	yY������¦
S(s)

����{x����z,|,�<D¶��{	},���=~��x�<;xÀ��=¬&�uz,���x�=���x���YÁs�	¬
}=��~�z�����}��Y��yx����z���D��x��DL{x�����]�	�	�	�g�����x�(�	z,�	�	¬syx�={x�=�az���{x�

b
;=À����§},�u�	�¶z,|,}

~��?�	|,{	�;Á

Hb(B, S) = Es

(

b − S(s) + B

2

)

I{B≥S(s)} =

= Es

(

b − S(s) + B

2

)

I{s≤V (B)} =

=

∫ V (B)

0

(

b − S(s) + B

2

)

2(1 − s)ds. (3.4)

2s�	��z,{	z,�	�	�	{Y�GD¿°�F<; á ²y	}
B
�&�x���§},�u�	�Ç�x�=���x���YÁs�	¬Â}=��~�z��¡��}��Y��yx����z��

��D�;

∂Hb

∂B
= 2(b − B)(1 − V (B))V ′(B) − 2V (B) − V 2(B)

2
= 0,

}=���Y�����Íy	}��x���x�=z,�Ù~=��}�{	}�ze�u�	��z,{	z,�	�	�x���]¦��	}�zÂ��{x�=~��	z,�	�	ze�x��D�}�y	{	z��uz��
�]z,�	�<D«}�yY���	�4���]¦��	�g������{x����z,|,�	¬

U(B), V (S)

V ′(B)(U(B) − B)(1 − V (B)) =
2V (B) − V 2(B)

4
. (3.5)
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2sz��u�	D«~É°�F<; F§²���°�F<; 6�²g�(�=�az,�Y�
u(x) = U2(x), v(x) = (1 − V (x))2 y	{	���

�§},�u�	�Ð���,�	����z,�az���{x�=~��	z,�	�	¬

u′(x)(x − 1 +
√

v(x)) =
1 − u(x)

2
,

v′(x)(x −
√

u(x)) =
1 − v(x)

2
. (3.6)

>D���uz,�"�	�,������¦e{	z�Ász,�	�	zL�,�	����z,�a�Æ°�F<; £§²��	�&}=��}�{	}�z����u}�~��]z���~�}�{�D	z��S���]z��
�]���E�s�	�Ì�,}�}=���	}=Ász,�	�<D	�

u(x) = v(1−x), v(x) = u(1−x), u′(x) = −v′(1−x), v′(x) = −u′(1−x).

(3.7)��z,{	z,y	�YÁsz,�Ð�,�	����z,��³°�F<; £§²g~M~��&�uz

x − 1 +
√

v(x) =
1 − u(x)

2u′(x)
,

x −
√

u(x) =
1 − v(x)

2v′(x)
.

1J�	�Y���?~§�	D«�,}�}=���	}=Ász,�	�<DÇ°�F<; E�²��	y	{	���§},�u�	�Ð����{x�=~��	z,�	�	�¹�x��D
v(x)

(

√

v(x) +
1 − v(x)

2v′(x)

)

+

(

√

v(1 − x) +
1 − v((1 − x)

2v′(1 − x)

)

= 1. (3.8)

��{	z��uy	}��]}(©e�	�?�	�Y��}M����	�	�	�<D
v(x)

��µ��?~§�=z����	�ç; zG;
v′(x) < 0, x ∈ [0, 1]

;
Ã�}�|+���L�Y�K°�F<; £§²4���]z��]��z����x�Y��}

u(x)
�]z�©e�Y�¡�x�(��yx�={x�=µ�}��]}�¬

x2 ;	®J�J�,�	�a�az����
{	�	�����]z��]��z����4�Y��}

v(x)
�]z�©e�Y�Í�x�(�Ðyx�={x�=µ�}��]}�¬

1 − x2 � u′(x) > 0
;aÀ��

{	�	�G;�FL�Y��}�µ�{x��©¡z,�	�ý|,{x�=��	�	�Â����	�	�	�	¬
u(x)

�
v(x)

; û �uz,�,¦
x0
�

1− x0
¸��}��	�	�B�x|+�uz�����	�	�	�	�

v(x)
�

u(x)
�,}�}=��~�z�������~�z,�	�	}ey	{	�	�	�	�4�=�E�M���x�(�	z,�	�	z

{x�=~��	}�z
1
;

»���}��	�&z
x0

���x�(�	z,�	�	z�����	�	�	�	�
v(x0) = 1

;&Ã�}�|+���L�Y�J~=��}�{	}�|,}L��{x�=~��	z��
�	�<DÉ~¿°�F<; £§² ���]z��]��z����_�Y��}

u(x0) = x2
0

�¶��}�|+���
v(1 − x0) = x2

0

; û �=�az����	�?�
�Y��}My	{	}��Y��~�},�u�x�	D

v′(x0)
�	zJ}�y	{	z��uz��]z,�x�Y�Y���=�Y©¡z����=�Â�

u′(1− x0)
;Y��}�ª���}��

��¶ª����Í���x�(�	z,�	�<DÍ�a�Ïµ=���uz,�·y	}��	�	�4����¦Â���=�Í�,}�}=��~�z�������~=���E�s�	zey	{	z��uz��]�
lim

x→x0+0
v′(x)

�
lim

x→x0+0
u′(1 − x)

;
��},�u�����=~��	~K~«°�F<; =§²

x = x0
�x�x���§},�u�	�

1 + x0 +
1 − x2

0

2v′(1 − x0)
= 1 .
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¥a�	�����	}��¥F<;]àL���	�	�	�	�
u(x), v(x)

ä ���Y�����

v′(1 − x0) = −u′(x0) = −1 − x2
0

2x0

. (3.9)

¥a�	�����	}�� á ;uàL���	�	�	�	�
U(x), V (x)

À��¡{	�	�G; á y	{	z��u�����=~��]z,�	�Ï|,{x�=��	�	�«����	�	�	�	¬
U(x)

�
V (x)

;uÀ��=�&}��	z,�
�a�ý|,}=��}�~��·y	{	z��u�����=~��Y��¦K~��&�«}�yY���	�4���]¦��	�g�Â����{x����z,|,�	¬

B(b)
�

S(s)
°Ê�,� ;

{	�	�G;�6�²+; ä �����=z�����D��	z,}�y	{	z��uz��]z,�	�	}�����¦M~����x�(�	z,�	�	�
x0
�&ª���}s�4�={	|,�	�x���]¦��	�?z

���x�(�	z,�	�<De�x��DÂ�+�uz��]�	�B�	�	�Y©¡zJª���}�|,}s���x�(�	z,�	�<D���{	},���=~�z,�S�	zJ}�yY���,���=z��K�	z��
�Y���x��~��;Ász����x�(�	z,�	�<D

1 − x0
��}��Y��yx����z��]¦e�	z�y	}��Y��yx�=z��K��}�~§�={�;

��{	z��uy	}��]}(©e�	�?���Y��}Éy	{	}��Y��~�},�u�x�	D
v′(x0)

���&�sz,����~=��z����g�&}��	z,�	�x�É�Ç�	z
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¥a�	�����	}��w69; ä yY���	�4���]¦��	�?z�����{x����z,|,�	�

{x�=~��x�M�Y�(�]�q;]��}��]¦=�,�GD	�,¦Ky	{x�=~����]}��¼Õ�}�y	�Y������DB�]�Y�S°�F<; £§²g�x���§},�u�	�

v′(x0) = lim
x→x0+0

1 − v(x)

2(x −
√

u(x))
=

−v′(x0)

2

(

1 − u′(x0)

2
√

u(x0)

) ,

}=���Y�����K���]z��]��z��S�,}�}=���	}=Ász,�	�	z

1 = −
√

u(x0)

2
√

u(x0) − u′(x0)���]�
u′(x0) = 3

√

u(x0) = 3x0.»g�az,����zL�e°�F<; :§²gy	}��x���x�=z,�"�,}�}=���	}=Ász,�	�	z��x��D�}�y	{	z��uz��]z,�	�<D
x0

w

1 − x2
0

2x0
= 3x0.

ä ���,�D���
x0 = 1/

√
7 ≈ 0.3779.®J���=�B���u}������(�=�	}K���]z��]���E�sz,z��&��~�z,{§©¡�uz,�	�	zG;

fgj&[]i$j&Ü�V ü R � R¡æ;çxè¡é�ê�v�l]ë§ìxq4o?r�è7í&v=èMo,î�éxéSpJï�v=ð�v=nYoEt�r�ð�o9l]ñ§v(òSrí&v�r�ç=íuo�ó
ð�o9luo�ìxé]o+ê½íuo�ï=o�íup�ìxq$òÉô]o�ì¼õ��&÷Gø�ùMé�ê�o�m?èúp�éxð

S = V −1(s), B = U−1(b),

î�ð�o��
	§ìxñ§ôxéxé
u = U2, v = (1 − V )2 t(ç=íuo�ð�o9l��xm?èMr�"r�é]r�èMo+ê�t��Çð�é����4o�ó

íuo�ìxôxéxv�l]ë§ìxq$ò�	,í&v�p�ì]o�ìxé��·õ��&÷���ù�÷��?í]é���èMt�ê��Jr+v(ê�vÍr�ð�o9l]ñ§vÍr,t�p=o�í��¡v�o�èMr�
peî í&v=ìxéxôxv(òÍô]o�ì

[1/
√

7, 1 − 1/
√

7] ≈ [0.3779, 0.6221]
÷



48 Â.Â. Ìàçàëîâ, Þ.Ñ. Òîêàðåâà

Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíà îáëàñòü ñäåëêè ñ êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöåé
â äàííîì ñëó÷àå.
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EQUILIBRIUM IN BARGAINING MODEL WITH
NON-UNIFORM DISTRIBUTION FOR RESERVATION
PRICES

Vladimir V. Mazalov, Institute of Applied Mathematical Research
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professor (vmazalov@krc.karelia.ru).
Julia S. Tokareva, Zabaikalsky State Humanitarian Pedagogical
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Abstract : We consider a game-theoretic bargaining model of bilateral
monopoly under uncertainty. Each player has a private information about
its own reservation price. The reservation prices are random variables
with linear probabilistic density functions. Seller and buyer submit sealed
o�ers and if the buyer's o�er is higher than seller's o�er a bargain
is enacted and the good is sold. The Bayes equilibrium is derived in
analytical form. The comparison of solutions in the typical states of the
market is made.

Keywords : negotiations, transaction, equilibrium, reservation prices.


