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Ïîñòðîåíû ïàðíûå êàòåãîðèè òàê íàçûâàåìûõ áåñêîàëèöè-
îííûõ íåñòðàòåãè÷åñêèõ èãð è äâîéñòâåííûõ èì êîèãð, ÿâëÿþ-
ùèõñÿ äàëåêî èäóùèìè îáîáùåíèÿìè òðàäèöèîííûõ áåñêîàëè-
öèîííûõ èãð, ïî-ðàçíîìó ñâÿçûâàþùèìè äðóã ñ äðóãîì ñîâïà-
äàþùèå â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå èíñòàíöèè êîàëèöèé äåéñòâèÿ
è êîàëèöèé èíòåðåñîâ. Íà ýòè êàòåãîðèè îáîáùåíî ïîíÿòèå ñè-
òóàöèè ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó è äîêàçàíî, ÷òî ýòî ðàâíîâåñèå îá-
ëàäàåò ôóíäàìåíòàëüíûì òåîðåòèêî-êàòåãîðíûì ñâîéñòâîì �
ôóíêòîðíîñòüþ. Íà ýòîì îñíîâàíèè äàíî îáùåå àêñèîìàòè÷å-
ñêîå îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîãî ôóíêòîðà âî ââåäåííûõ êàòå-
ãîðèÿõ. Ïîñòðîåí ðÿä îïòèìàëüíûõ ôóíêòîðîâ ðàâíîâåñíîãî
òèïà, â òîì ÷èñëå ñàìûé ñèëüíûé è ñàìûé ñëàáûé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áåñêîàëèöèîííûå èãðû, êàòåãîðèè èãð, êîèãðû, ñè-
òóàöèè ðàâíîâåñèÿ, ôóíêòîðíûå ïðèíöèïû îïòèìàëüíîñòè.

1. Ââåäåíèå
Íà÷àëüíûé èìïóëüñ äëÿ äàííîé ðàáîòû äàëè äâå èäåè Í. Âî-

ðîáüåâà êàñàþùèåñÿ ïîñòðîåíèÿ ãèïîòåòè÷åñêîãî ¾èñ÷èñëåíèÿ èãð¿.
Ïåðâàÿ èç íèõ, áîëåå îáùàÿ, ïðåäïîëàãàëà èñêëþ÷èòåëüíóþ ðîëü íî-
âåéøèõ, ¾ìîäåðíèñòñêèõ¿ ìåòîäîâ, â ïåðâóþ î÷åðåäü ìåòîäîâ òåîðèè
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êàòåãîðèé, äëÿ ãëîáàëüíîãî îïèñàíèÿ öåëûõ êëàññîâ èãð (íàïðèìåð,
âñåõ áåñêîàëèöèîííûõ èãð, êîíå÷íûõ èãð è ò. ï.). Âòîðàÿ, áîëåå ÷àñò-
íàÿ, ãëàñèëà, ÷òî ìíîæåñòâó ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ â áåñêîàëèöèîí-
íîé èãðå ñëåäîâàëî áû âåñòè ñåáÿ ôóíêòîðíî, ò.å. áûòü ôóíêòîðîì
èç íåêîòîðîé áîëåå ÷åì âèðòóàëüíîé êàòåãîðèè èãð. Õîòÿ ðåàëèçà-
öèÿ ýòîé ïðîãðàììû îêàçàëàñü îòíþäü íå î÷åâèäíîé, îíà âñå æå áû-
ëà äîñòàòî÷íî óñïåøíà çàâåðøåíà â [8]. Ïðè ýòîì ñèñòåìàòè÷åñêîå
ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ òåîðèè êàòåãîðèé � ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííîãî
äëÿ ñèñòåìíîãî àíàëèçà öåëûõ êëàññîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ àï-
ïàðàòà � íå òîëüêî ïðèâåëî ê ïðîÿñíåíèþ è óòî÷íåíèþ îòäåëüíûõ
òåîðåòèêî-èãðîâûõ êîíöåïöèé, íî è ïîñòàâèëî ðÿä íîâûõ âîïðîñîâ,
âïèñûâàþùèõ òðàäèöèîííûå (áåñêîàëèöèîííûå) òåîðåòèêî-èãðîâûå
êîíñòðóêöèè â áîëåå øèðîêèé êîíòåêñò.

Ïåðâûé ýòàï àíàëèçà ïðåäïîëàãàåìûõ êàòåãîðíûõ ñòðóêòóð íà
êëàññå âñåõ áåñêîàëèöèîííûõ èãð ïîòðåáîâàë ïåðåâîäà ðÿäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ òåîðåòèêî-êàòåãîðíûõ êîíñòðóêöèé íà ÿçûê òåîðèè êà-
òåãîðèé, ÷òî ïðèâåëî ê çíà÷èòåëüíîìó îáîáùåíèþ ñàìîãî ïîíÿòèÿ
áåñêîàëèöèîííîé èãðû è, â ÷àñòíîñòè, âûÿâèëî êëþ÷åâîé ¾êèðïè-
÷èê¿ ýòèõ èãðîâûõ êîíñòðóêöèé � òàê íàçûâàåìûå èãðîâûå ìåõàíèç-
ìû (ïîä÷åðêíåì, ÷òî ôîðìàëüíî ýòî ÷èñòî êàòåãîðíûå îáðàçîâàíèÿ,
îïðåäåëÿåìûå íå äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ¾ïðèêëàäíîé¿ êàòåãîðèè ìíî-
æåñòâ Set, à äëÿ ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè C). Íà ñàìîì äåëå, èñõî-
äÿ èç êàòåãîðíîé òðàêòîâêè áåñêîàëèöèîííûõ èãð, ìû ïðåäëîæèëè
ðÿä äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííûõ îáîáùåíèé òðàäèöèîííûõ áåñêîàëèöè-
îííûõ èãð ñ (ïðåä)óïîðÿäî÷åííûìè âûèãðûøàìè; îñîáûé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿåò íàèáîëåå ïðîäâèíóòîå èç íèõ, òàê íàçûâàåìûå íåñòðà-
òåãè÷åñêèå áåñêîàëèöèîííûå èãðû1, êîòîðûå è áóäóò ïðåäìåòîì ðàñ-
ñìîòðåíèÿ â íàñòîÿùåé ñòàòüå. Ïðè ýòîì íàäî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî, õîòÿ
âñå ââîäèìûå êîíñòðóêöèè íàäåëåíû ÿâíîé òåîðåòèêî-èãðîâîé ñåìàí-
òèêîé, êàòåãîðíàÿ ñòðóêòóðà íà íèõ âñåãäà èìååò îáùóþ, óíèâåðñàëü-
íóþ ïðèðîäó è ââîäèòñÿ èç îáùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, íå
ïðèíèìàþùèõ â ðàñ÷åò òåîðåòèêî-èãðîâóþ ñïåöèôèêó.

Äàëåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñåõ ýòèõ êàòåãîðèé áåñêîàëèöèîí-
íûõ èãð åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå êëàññè÷åñêèõ ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ

1Ïðè÷èíû, ïî êîòîðûì îíè òàê íàçâàíû, áóäóò ïîÿñíåíû íèæå â çàìå÷àíèÿõ
2.2 è 2.3.



Îïòèìàëüíûå ôóíêòîðû â äâîéñòâåííûõ êàòåãîðèÿõ èãð 19

ïî Íýøó (òàê íàçûâàåìîå A-ðàâíîâåñèå, â êîòîðîì âîçìîæíîñòè èã-
ðîêîâ ìåíÿòü ñëîæèâøóþñÿ ñèòóàöèþ ðåãëàìåíòèðîâàíû âõîäÿùèì
â îïðåäåëåíèå èãðû ñåìåéñòâîì ìíîæåñòâ {Ai}) îáëàäàåò ñàìûì æå-
ëàåìûì êàòåãîðíûì ñâîéñòâîì: ôóíêòîðíîñòüþ. Ñ ¾íàèâíîé¿ òî÷êè
çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàâíîâåñèå ¾ñîãëàñîâàíî¿ ñ âçàèìîñâÿçÿ-
ìè èãð ìåæäó ñîáîé: ðàâíîâåñèÿ â ¾ñâÿçàííûõ¿ ìåæäó ñîáîé èãðàõ
â ñâîþ î÷åðåäü ìåæäó ñîáîé ¾ñâÿçàíû¿. Ýòîò ôàêò äàåò âîçìîæ-
íîñòü íàïîäîáèå ìíîãèì îáëàñòÿì ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè ôîðìà-
ëèçîâàòü îáùóþ èäåþ ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè êàê íàäëåæàùèì îá-
ðàçîì âûáðàííîãî ôóíêòîðà èç ñîîòâåòñòâóþùåé êàòåãîðèè èãð è
ðàçâèòü ñâîåãî ðîäà òåîðèþ òàêèõ ôóíêòîðîâ äëÿ îòäåëüíûõ êàòåãî-
ðèé áåñêîàëèöèîííûõ èãð (ñì. [4] è [9]).

Çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì ðåàëèçîâàòü ïåðâûå øàãè ýòîé ïðîãðàì-
ìû, òî åñòü çàëîæèòü îñíîâû ñâÿçíîé òåîðèè ïðèíöèïîâ îïòèìàëüíî-
ñòè äëÿ áåñêîàëèöèîííûõ èãð, â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå. Ìû àêñèîìàòè-
÷åñêè îïðåäåëÿåì îïòèìàëüíûå ôóíêòîðû (ñâîåãî ðîäà ïîòåíöèàëü-
íûå ¾çàãîòîâêè¿ äëÿ ïðèíöèïîâ îïòèìàëüíîñòè) äëÿ äâóõ íàèáîëåå
îáùèõ êàòåãîðèé áåñêîàëèöèîííûõ èãð: ââåäåííîé â [8] êàòåãîðèè âû-
øåóïîìÿíóòûõ áåñêîàëèöèîííûõ íåñòðàòåãè÷åñêèõ èãð è ââîäèìîé
çäåñü âïåðâûå äâîéñòâåííîé åé êàòåãîðèè (áåñêîàëèöèîííûõ íåñòðà-
òåãè÷åñêèõ) êîèãð. Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ äâóõ êàòåãîðèé ââîäèòñÿ öå-
ëûé ðÿä îïòèìàëüíûõ ôóíêòîðîâ, ñðåäè êîòîðûõ âûÿâëÿþòñÿ ñàìûé
ñèëüíûé è ñàìûé ñëàáûé.

Ðàáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 2 ââîäÿòñÿ áà-
çèñíîå ïîíÿòèå èãðîâîãî ìåõàíèçìà è îñíîâíàÿ êàòåãîðèÿ ∆∆(C) áåñ-
êîàëèöèîííûõ íåñòðàòåãè÷åñêèõ èãð íàä ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèåé
C; îïðåäåëÿåòñÿ êëþ÷åâîå ïîíÿòèå ñîîòâåòñòâåííî ìîäèôèöèðîâàí-
íîé ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ (çà ñïðàâêàìè ïî îáùåìó êàòåãîðíîìó ôîð-
ìàëèçìó ñì. [2] èëè äàæå òàêóþ êëàññèêó êàê [3] è [5]); áîëåå êîí-
êðåòíûå äåòàëè è äàëüíåéøåå îáñóæäåíèå ýòèõ êîíñòðóêöèé ìîæíî
íàéòè â [8]. Â ðàçäåëå 3 ââîäèòñÿ ïàðíàÿ ê ∆∆(C) êàòåãîðèÿ ∆∆◦(C)

äâîéñòâåííûõ ê èãðàì (áåñêîàëèöèîííûõ íåñòðàòåãè÷åñêèõ) êîèãð,
äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ äëÿ êîèãð ýòîé êàòåãîðèè è
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîäîáíîå ðàâíîâåñèå, êàê è â ñëó÷àå èãð, ôóíêòîð-
íî. Â ðàçäåëå 4 ôîðìóëèðóåòñÿ îáùåå àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå
îïòèìàëüíîãî ôóíêòîðà â êàòåãîðèè èãð, ñòðîèòñÿ ðÿä êîíêðåòíûõ
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îïòèìàëüíûõ ôóíêòîðîâ ðàâíîâåñíîãî òèïà, ñðåäè êîòîðûõ âûÿâëÿ-
þòñÿ ñàìûé ñèëüíûé è ñàìûé ñëàáûé. Â ðàçäåëå 5 òà æå ïðîãðàììà
îñóùåñòâëÿåòñÿ äëÿ êàòåãîðèè êîèãð.

2. Èãðîâûå ìåõàíèçìû è áåñêîàëèöèîííûå íåñòðàòåãè÷å-
ñêèå èãðû

Íàïîìíèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê áåñêîàëèöèîí-
íûì èãðàì íàä ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèåé C (äåòàëè è áîëåå ïîäðîá-
íîå îáñóæäåíèå ýòèõ êîíñòðóêöèé ìîæíî íàéòè â [9]).

Îïðåäåëåíèå 2.1. Èãðîâûì ìåõàíèçìîì â êàòåãîðèè C íàçûâàåò-
ñÿ òðèïëåò A = 〈I, A, {Ai}i∈I〉, ãäå I � ìíîæåñòâî (èãðîêîâ), A �
îáúåêò êàòåãîðèè C, {Ai} � ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ, ãäå Ai ⊂ Hom(A,A)

è äëÿ êàæäîãî i âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: (1) 1A ∈ Ai è (2)
f, g ∈ Ai ⇒ fg ∈ Ai (íà àëãåáðàè÷åñêîì ÿçûêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
êàæäîãî i ∈ I Ai ÿâëÿåòñÿ ïîäìîíîèäîì Hom(A,A)).

Ãîâîðÿ ìåíåå ôîðìàëüíî, òàê îïðåäåëåííûé èãðîâîé ìåõàíèçì ñî-
ñòîèò èç îáúåêòà êàòåãîðèè C (îáúåêòà íåêîòîðûõ ¾ñîñòîÿíèé¿: â íà-
øèõ äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèÿõ � ñèòóàöèé èëè âûèãðûøåé) è ìíî-
æåñòâà âîâëå÷åííûõ ñòîðîí (èãðîêîâ), êàæäûé èç êîòîðûõ îáëàäàåò
ñâîèì ñîáñòâåííûì ìíîæåñòâîì (òî÷íåå, ìîíîèäîì) îïåðàòîðîâ, ¾çà-
òðàãèâàþùèõ¿ ýòîò îáùèé äëÿ âñåõ îáúåêò ñîñòîÿíèé. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî òàêèå ìåõàíèçìû ÿâëÿþòñÿ ïîäõîäÿùèìè èñõîäíûìè ¾áëîêàìè¿
äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííîãî îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêèõ
áåñêîàëèöèîííûõ èãð. Îïèñûâàÿ íèæå ýòó êîíñòðóêöèþ âåñüìà îá-
ùèì îáðàçîì, ìû õîòèì â òî æå âðåìÿ ïðîÿñíèòü åå ñîäåðæàòåëüíûé
ñìûñë.

Ïðè ýòîì ñàì êëàññ ∆(C) èãðîâûõ ìåõàíèçìîâ íàä êàòåãîðèåé
C åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê êàòåãîðèþ, îäíàêî çàäàâàòü êàòå-
ãîðíóþ ñòðóêòóðó íà íåì ìîæíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Ìû íå áóäåì
çäåñü çàíèìàòüñÿ ýòèì ïîäðîáíî, à ëèøü îïðåäåëèì äâà áàçèñíûõ òè-
ïà ìîðôèçìîâ, íå ó÷èòûâàþùèõ ñîãëàñîâàííîñòü óïðàâëåíèé â äâóõ
èãðîâûõ ìåõàíèçìàõ.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü A è B � äâà èãðîâûõ ìåõàíèçìà. Ïðÿìûì
èëè êîâàðèàíòíûì ìîðôèçìîì èãðîâîãî ìåõàíèçìà A â ìåõàíèçì
B íàçûâàåòñÿ ïàðà (H, h), ãäå H � îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâ I → J , à
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h : A → B � ìîðôèçì êàòåãîðèè C.
Îáðàòíûì èëè êîíòðàâàðèàíòíûì ìîðôèçìîì èãðîâîãî ìåõà-

íèçìà A â ìåõàíèçì B íàçûâàåòñÿ ïàðà (H, h), ãäå H � îòîáðàæåíèå
ìíîæåñòâ J → I, à h : A → B � ìîðôèçì êàòåãîðèè C.

Ýòî îïðåäåëåíèå äâóõ òèïîâ ìîðôèçìîâ ñ îäíîíàïðàâëåííûìè è
ðàçíîíàïðàâëåííûìè ñòðåëêàìè ïîä÷åðêèâàåò ïàðàëëåëèçì ñ îïðå-
äåëåíèåì êîâàðèàíòíûõ è êîíòðàâàðèàíòíûõ ôóíêòîðîâ, ñîîòâåò-
ñòâåííî ñîõðàíÿþùèõ è îáðàùàþùèõ íàïðàâëåíèå ñòðåëîê â êàòå-
ãîðèè ïðèáûòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Íåñòðàòåãè÷åñêîé áåñêîàëèöèîííîé èãðîé (èëè
ïðîñòî íåñòðàòåãè÷åñêîé èãðîé, èëè äàæå èãðîé) â êàòåãîðèè C íà-
çûâàåòñÿ ïðÿìîé ìîðôèçì äâóõ èãðîâûõ ìåõàíèçìîâ.

Èíûìè ñëîâàìè, íåñòðàòåãè÷åñêàÿ áåñêîàëèöèîííàÿ èãðà � ýòî ïà-
ðà èãðîâûõ ìåõàíèçìîâ Γ = (A,B) âìåñòå ñ îòîáðàæåíèåì ìíîæåñòâ
H : I → J è ìîðôèçìîì h : A → B êàòåãîðèè C.

Íóæíî ñðàçó æå ïîä÷åðêíóòü, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ïîäîáèå ôîðìàëü-
íîé ñòðóêòóðû è íåîæèäàííóþ è, íà íàø âçãëÿä, èçÿùíóþ ñèììåò-
ðèþ êîíñòðóêöèè, âõîäÿùèå â ýòî îïðåäåëåíèå èãðîâûå ìåõàíèçìû
A è B íàäåëåíû ñîâåðøåííî ðàçíîé ñåìàíòèêîé. À èìåííî, ñîãëàñíî
òåðìèíîëîãèè Í. Âîðîáüåâà (ñì., íàïðèìåð, [1]), ìåõàíèçì A ñîîòâåò-
ñòâóåò èíñòàíöèè ¾êîàëèöèé äåéñòâèÿ¿, à ìåõàíèçì B � èíñòàíöèè
¾êîàëèöèé èíòåðåñîâ¿; òî÷íåå, I ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì äåéñòâóþùèõ
èëè ýôôåêòèâíûõ èãðîêîâ, à J � ìíîæåñòâîì èãðîêîâ ïàññèâíûõ, íî
çàèíòåðåñîâàííûõ, òîãäà êàê H óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ
ýòèìè èíñòàíöèÿìè. Ñîîòâåòñòâåííî, A åñòü îáúåêò ñèòóàöèé (èëè
èñõîäîâ), B � îáúåêò âûèãðûøåé èãðû Γ, à h � èñïîëíÿþùèé ðîëü
êëàññè÷åñêîé ôóíêöèè âûèãðûøà ìîðôèçì âûèãðûøåé. Ïðè òàêîì
ïîíèìàíèè ñåìåéñòâî {Ai}i∈I îïðåäåëÿåò âîçìîæíîñòè èãðîêîâ èç I

âîçäåéñòâîâàòü íà ñèòóàöèè â èãðå, à ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ {Bj}j∈J

(êîòîðûå ñëåäóåò òðàêòîâàòü êàê ìíîæåñòâà ¾óáûâàþùèõ¿ àâòîìîð-
ôèçìîâ îáúåêòà âûèãðûøåé B) îïðåäåëÿåò ïðåäïî÷òåíèÿ èãðîêîâ èç
J , çàäàâàÿ äëÿ êàæäîãî èç íèõ ñâîé ïðåäïîðÿäîê (ò.å. ðåôëåêñèâíîå
è òðàíçèòèâíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå) íà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåêòó
âûèãðûøåé B ìíîæåñòâàõ êàòåãîðíûõ òî÷åê Hom(X,B).
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Çàìå÷àíèå 2.1. Íàçûâàÿ A è B îáúåêòàìè ñèòóàöèé è âûèãðûøåé,
ìû íå èìååì â âèäó, ÷òî îíè ñîñòîÿò èç íåêèõ ¾ñèòóàöèé¿ è ¾âûèãðû-
øåé¿. Áóäó÷è îáúåêòàìè ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè C, îíè íå èìåþò
íè òî÷åê (ýëåìåíòîâ), íè âíóòðåííåé ñòðóêòóðû. ×òîáû ðàññìàòðè-
âàòü àíàëîãè ¾òî÷å÷íûõ¿ îáðàçîâàíèé èëè ¾âíóòðåííèå¿ ñòðóêòó-
ðû ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ C, ìû äîëæíû ïðèáåãíóòü ê ñòàíäàðò-
íûì ñðåäñòâàì ôóíêòîðà òî÷åê, òî åñòü, â äàííîì ñëó÷àå, ôóíêòîðîâ
Hom( . , A) è Hom( . , B); ñì. â ýòîé ñâÿçè ïðåæäå âñåãî [2] è, â íàøåì
êîíòåêñòå, [4]. Çäåñü æå òîëüêî íàïîìíèì, ÷òî ñèòóàöèÿ èãðû Γ (òî÷-
íåå, X-ñèòóàöèÿ, ãäå X, êàê îáû÷íî, ïðîèçâîëüíûé îáúåêò íàøåé
áàçèñíîé êàòåãîðèè C) åñòü ìîðôèçì s : X → A.

Çàìå÷àíèå 2.2. Ìû íàçûâàåì ýòè èãðû íåñòðàòåãè÷åñêèìè, ïî-
ñêîëüêó îáúåêò ñèòóàöèé A íå ñòðóêòóðèðîâàí òóò êàê ïðÿìîå ïðî-
èçâåäåíèå íåêîòîðûõ ¾ñòðàòåãè÷åñêèõ¿ îáúåêòîâ, èíäåêñèðîâàííûõ
ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà I. Òàê æå íå äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
ñòðàòåãèè è ýëåìåíòû ìíîæåñòâ Ai, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëèøü îïåðàöè-
îííûìè âîçìîæíîñòÿìè èãðîêîâ ìåíÿòü åäèíîæäû óñòàíîâèâøóþñÿ
ñèòóàöèþ èëè êîíôèãóðàöèþ ñèòóàöèé.

Çàìå÷àíèå 2.3. Ìû íàçûâàåì ýòè èãðû áåñêîàëèöèîííûìè, ïîñêîëü-
êó îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå êëàññè÷åñêèõ
áåñêîàëèöèîííûõ èãð è èãðîêè â íèõ � ò.å. ýëåìåíòû êàæäîãî èç ìíî-
æåñòâ I è J � èñõîäíî ââîäÿòñÿ çäåñü êàê íåçàâèñèìûå äðóã îò äðóãà
åäèíèöû, ÷òî, êàê ìû óâèäèì íèæå, îòíþäü íå èñêëþ÷àåò èõ äàëü-
íåéøåé êîîïåðàöèè íà óðîâíå îáðàçîâàíèÿ (èëè ó÷åòà âîçìîæíîñòè
îáðàçîâàíèÿ) îòäåëüíûõ êîàëèöèé.

Áóäó÷è êàòåãîðíûìè êîíñòðóêöèÿìè, ïîñòðîåííûå íàìè èãðû,
êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, â ñâîþ î÷åðåäü îáðàçóþò êàòåãîðèþ. Ñåé-
÷àñ ìû îïðåäåëèì ìîðôèçì ïîäîáíûõ èãð ÿâíûì îáðàçîì. Õîòÿ ýòà
êàòåãîðíàÿ ñòðóêòóðà íà êëàññå òàê îïðåäåëåííûõ èãð íå åäèíñòâåí-
íà, îíà âñå æå ïðåäñòàâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå åñòåñòâåííûõ (ïî-
äðîáíîå îáñóæäåíèå ýòîãî êðóãà âîïðîñîâ ñì. îïÿòü æå â [8]).

Êàê îáû÷íî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîðôèçìà g : A → B êàòåãîðèè
C îáîçíà÷èì ÷åðåç g∗ è g∗ îòîáðàæåíèÿ g∗ : Hom(A,A) → Hom(A,B)

è g∗ : Hom(B, B) → Hom(A,B), çàäàííûå ôîðìóëàìè g∗(α) = gα è
g∗(β) = βg ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïóñòü Γ = (A,B), Γ′ = (A′,B′). Ìîðôèçì F : Γ → Γ′ åñòü íà-
áîð (FA, FB, fA, fB), ãäå FA : I → I ′ è FB : J → J ′ � îòîáðàæåíèÿ
ìíîæåñòâ, fA : A′ → A è fB : B′ → B � ìîðôèçìû êàòåãîðèè C è
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) H ′FA = FBH

(ò.å. äèàãðàììà èãðîêîâ

I
F A−→ I ′

↓ H ↓ H ′

J
F B−→ J ′

êîììóòàòèâíà);
(2) hfA = fBh′

(ò.å. äèàãðàììà ñèòóàöèé è âûèãðûøåé

A
fA←− A′

↓ h ↓ h′

B
fB←− B′

êîììóòàòèâíà);
(3) äëÿ ëþáîãî i ∈ I (fA)∗(Ai) ⊂ (fA)∗(A′

FA(i));
(4) äëÿ ëþáîãî j ∈ J (fB)∗(Bj) ⊃ (fB)∗(B′

FB(j)).

Çàìå÷àíèå 2.4. Îòíîñèòåëüíî ñåìàíòèêè (èëè ãåíåçèñà) ýòîãî îïðå-
äåëåíèÿ, ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî óñëîâèÿ (1) è (2) ÷èñòî êàòåãîðíû è íå
íóæäàþòñÿ â äîïîëíèòåëüíûõ ðàçúÿñíåíèÿõ, òîãäà êàê óñëîâèÿ (3)
è (4), áóäó÷è êàòåãîðíûìè ïî ôîðìå, íåñóò â ñåáå ñêîðåå òåîðåòèêî-
èãðîâîå ñîäåðæàíèå, ïîñòóëèðóÿ ñâîåãî ðîäà ìîíîòîííîñòü ìîðôèç-
ìîâ fA è fB.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàê îïðåäåëåííûå ìîðôèçìû äåéñòâèòåëüíî
ïðåâðàùàþò êëàññ âñåõ íåñòðàòåãè÷åñêèõ èãð â êàòåãîðèè C â êà-
òåãîðèþ, íàøó áàçèñíóþ êàòåãîðèþ íåñòðàòåãè÷åñêèõ áåñêîàëèöè-
îííûõ èãð. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç ∆∆(C), à êàòåãîðèþ ∆∆(Set), ãäå Set,
êàê âñåãäà, � êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ, � ÷åðåç G.



24 Â.Å. Ëàïèöêèé

Îïðåäåëèì òåïåðü ðàâíîâåñèå äëÿ èãð êàòåãîðèè ∆∆(C) (äëÿ ìå-
íåå îáùèõ êàòåãîðèé èãð îíî áûëî ââåäåíî ïåðâîíà÷àëüíî êàê A-
ðàâíîâåñèå; ñì., íàïðèìåð, [4]).

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ñèòóàöèÿ s : X → A èãðû Γ = (A,B) íàçûâàåò-
ñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ, åñëè äëÿ êàæäîãî èãðîêà i ∈ I è êàæäîãî
åãî äåéñòâèÿ αi ∈ Ai ñóùåñòâóåò òàêîé ìîðôèçì βH(i) ∈ BH(i), ÷òî
hαis = βH(i)hs.

Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû ìíîæåñòâ Bj òðàêòóþòñÿ íàìè êàê óáû-
âàþùèå àâòîìîðôèçìû îáúåêòà B, ýòî â òî÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî
ëþáîå äîñòóïíîå èãðîêó i îòêëîíåíèå αi îò ñèòóàöèè s íåâûãîäíî
äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî èãðîêà H(i). Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ X-
ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ èãðû Γ ÷åðåç EqC(X, Γ) (è, äëÿ êàòåãîðèè G,
÷åðåç Eq(Γ)).

Íàïîìíèì êëþ÷åâîå ñâîéñòâî òàê îïðåäåëåííîãî ðàâíîâåñèÿ:

Òåîðåìà 2.1 (Ëàïèöêèé, 1999). EqC(X, Γ) � êîíòðàâàðèàíòíûé ïî
îáåèì ïåðåìåííûì ôóíêòîð èç êàòåãîðèè C × ∆∆(C) â êàòåãîðèþ
Set.

(Íàïîìíèì íà âñÿêèé ñëó÷àé, ÷òî êîíòðàâàðèàíòíîñòü ôóíêòî-
ðà îçíà÷àåò, ÷òî îí îáðàùàåò íàïðàâëåíèå ñòðåëîê ïðè ïåðåõîäå â
êàòåãîðèþ ïðèáûòèÿ.)

Ñëåäñòâèå 2.1. Eq(Γ) � êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð èç G â Set.
Òàêèì îáðàçîì, ðàâíîâåñèå â áåñêîàëèöèîííûõ íåñòðàòåãè÷åñêèõ

èãðàõ îáëàäàåò íàèáîëåå æåëàòåëüíûì êàòåãîðíûì ñâîéñòâîì �
ôóíêòîðíîñòüþ, êîòîðîå îòðàæàåò âíóòðåííþþ ñâÿçü ìåæäó ¾ñîîá-
ùåñòâîì¿ èãð, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê çàäà÷è, è îïòèìàëüíîñòüþ êàê
êîíêðåòíûì ðåøåíèåì ýòèõ çàäà÷. Ïîñåìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ÷åì
åñòåñòâåííûì èñïîëüçîâàòü ýòó ôóíäàìåíòàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó
ðàâíîâåñèÿ êàê ôóíäàìåíò äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãèïîòåòè÷åñêîãî èñ÷èñ-
ëåíèÿ ïðèíöèïîâ îïòèìàëüíîñòè äëÿ áåñêîàëèöèîííûõ èãð, ÷åì ìû
è çàéìåìñÿ ïîñëå òîãî, êàê ââåäåì ïàðíóþ ê ðàññìàòðèâàåìîé êàòå-
ãîðèè èãð ∆∆(C) êàòåãîðèþ.
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3. Êîèãðû è ðàâíîâåñèå â íèõ
Îäèí èç êëþ÷åâûõ ïîñòóëàòîâ òåîðåòèêî-êàòåãîðíîé èäåîëîãèè

çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íàðÿäó ñ êàæäûì ñîäåðæàòåëüíûì ïîñòðîå-
íèåì ðàññìîòðåíèþ ïîäëåæèò è äâîéñòâåííàÿ åìó êîíñòðóêöèÿ. Ïî-
ñåìó äàäèì ñëåäóþùåå ÷èñòî àáñòðàêòíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Íåñòðàòåãè÷åñêîé áåñêîàëèöèîííîé êîèãðîé
(èëè ïðîñòî êîèãðîé) â êàòåãîðèè C íàçûâàåòñÿ îáðàòíûé ìîðôèçì
äâóõ èãðîâûõ ìåõàíèçìîâ.

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè íåñòðàòåãè÷åñêàÿ áåñêîàëèöèîííàÿ êîèãðà �
ýòî ïàðà èãðîâûõ ìåõàíèçìîâ Γ = (A,B) âìåñòå ñ îòîáðàæåíèåì ìíî-
æåñòâ H : I → J è ìîðôèçìîì h : A → B êàòåãîðèè C, òî êîèãðîé
ôîðìàëüíî îêàæåòñÿ òà æå ïàðà Γ = (A,B) è ìîðôèçì h : A → B,
íî ñ îòîáðàæåíèåì H : J → I.

Ïðè ýòîì ìû, êàê è ðàíåå, ñ÷èòàåì I ìíîæåñòâîì êîàëèöèé äåé-
ñòâèÿ (äåéñòâóþùèõ èãðîêîâ), J � ìíîæåñòâîì êîàëèöèé èíòåðåñîâ
(çàèíòåðåñîâàííûõ èãðîêîâ), A � îáúåêòîì ñèòóàöèé, B � îáúåêòîì
âûèãðûøåé, à {Ai}i∈I è {Bj}j∈J � ñîîòâåòñòâåííî ïîâåäåí÷åñêîé è
¾ïðåäïî÷òåí÷åñêîé¿ ñòðóêòóðàìè íà íèõ. Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, îòëè-
÷èå èãð îò êîèãð ñîñòîèò â ðàçíîì ïîäõîäå ê âîçìîæíîñòÿì êîîïå-
ðèðîâàíèÿ ïðè ïåðåõîäå îò êîàëèöèé äåéñòâèÿ ê êîàëèöèÿì èíòåðå-
ñîâ è íàîáîðîò: åñëè â îïðåäåëåíèè èãðû ó÷èòûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü
ðàçíûõ åå äåéñòâóþùèõ ëèö èìåòü îäèíàêîâûå èíòåðåñû, òî â ñëó-
÷àå êîèãðû çàëîæåíà èñõîäíî áîëåå ¾êîîïåðàòèâíàÿ¿ èäåîëîãèÿ è
ðàçíûå çàèíòåðåñîâàííûå ñòîðîíû ìîãóò âûñòóïàòü â ðîëè åäèíîãî
¾äåéñòâóþùåãî¿ ëèöà.

Íà êëàññå âñåõ êîèãð íàä äàííîé êàòåãîðèåé ñóùåñòâóåò êàòå-
ãîðíàÿ ñòðóêòóðà, àíàëîãè÷íàÿ ââåäåííîé âûøå äëÿ êàòåãîðèè èãð.
Âûïèøåì åå â ÿâíîì âèäå.

Ïóñòü Γ = (A,B), Γ′ = (A′,B′) � äâå êîèãðû. Ìîðôèçì F : Γ → Γ′

åñòü íàáîð (FA, FB, fA, fB), ãäå FA : I → I ′ è FB : J → J ′ � îòîáðàæå-
íèÿ ìíîæåñòâ, fA : A′ → A è fB : B′ → B � ìîðôèçìû êàòåãîðèè C

è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(1) H ′FB = FAH
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(ò.å. äèàãðàììà èãðîêîâ

I
F A−→ I ′

↑ H ↑ H ′

J
F B−→ J ′

êîììóòàòèâíà);
(2) hfA = fBh′

(ò.å. äèàãðàììà ñèòóàöèé è âûèãðûøåé

A
fA←− A′

↓ h ↓ h′

B
fB←− B′

êîììóòàòèâíà);
(3) äëÿ ëþáîãî i ∈ I (fA)∗(Ai) ⊂ (fA)∗(A′

FA(i));
(4) äëÿ ëþáîãî j ∈ J (fB)∗(Bj) ⊃ (fB)∗(B′

FB(j)).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå äåéñòâèòåëüíî ïðåâðàùàåò

êëàññ âñåõ êîèãð â êàòåãîðèè C â êàòåãîðèþ, íàçûâàåìóþ íàìè êà-
òåãîðèåé (íåñòðàòåãè÷åñêèõ áåñêîàëèöèîííûõ) êîèãð. Îáîçíà÷èì åå
÷åðåç ∆∆◦(C), à êàòåãîðèþ ∆∆◦(Set) � ÷åðåç G◦.

Çàìå÷àíèå 3.1. Îòìåòèì, ÷òî êàòåãîðèÿ ∆∆◦(C) íå åñòü äâîéñòâåííàÿ
ê ∆∆(C) êàòåãîðèÿ ∆∆(C)◦, ò å. äâîéñòâåííîñòü èãð è êîèãð íå åñòü
êàòåãîðíàÿ äâîéñòâåííîñòü ∆∆(C) è ∆∆◦(C).

Îïðåäåëèì òåïåðü äëÿ êîèãð ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ, àíàëîãè÷íûå
ââåäåííûì ðàíåå äëÿ èãð êàòåãîðèè ∆∆(C).

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ñèòóàöèÿ s : X → A êîèãðû Γ = (A,B) íà-
çûâàåòñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ, åñëè äëÿ êàæäîãî èãðîêà j ∈ J è
êàæäîãî äåéñòâèÿ αH(j) ∈ AH(j) ñóùåñòâóåò òàêîé ìîðôèçì βj ∈ Bj,
÷òî hαH(j)s = βjhs.

Èíûìè ñëîâàìè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ ëþáîìó
çàèíòåðåñîâàííîìó èãðîêó j ∈ J íå ìîæåò áûòü âûãîäíî êàêîå áû
òî íè áûëî îòêëîíåíèå αH(j) ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó äåéñòâóþùåãî
èãðîêà H(j) ∈ I.
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Çàìå÷àíèå 3.2. Îòìåòèì, ÷òî, êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé, ñèòóàöèè
ðàâíîâåñèÿ äëÿ èãð è êîèãð ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷íû äðóã îò äðóãà.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ X-ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ êîèãðû Γ ÷å-
ðåç Eq◦C(X, Γ) (èëè, äëÿ êàòåãîðèè G◦, ÷åðåç Eq◦(Γ)).

Òîãäà, êàê è â ñëó÷àå êàòåãîðèè èãð, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
ïðèíöèïèàëüíàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.1. Eq◦C(X, Γ) � êîíòðàâàðèàíòíûé ïî îáåèì ïåðåìåí-
íûì ôóíêòîð èç êàòåãîðèè C×∆∆◦(C) â êàòåãîðèþ Set.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ôóíêòîðíîñòü
Eq◦C(X, Γ) ïî âòîðîé ïåðåìåííîé è ïîòîì ïðèìåíèòü ýòîò ôàêò ê
ìîðôèçìó Γ(X) → Γ(X ′) êàòåãîðèè G.

Ïóñòü (FA, FB, fA, fB) � ìîðôèçì èç êîèãðû Γ = (A,B) â êîèãðó
Γ′ = (A′,B′) è ïóñòü s∗ ∈ Hom(X,A′) � ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ â êîèãðå
Γ′. Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî òîãäà è s = fAs∗ ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèåé
ðàâíîâåñèÿ â êîèãðå Γ.

Ïóñòü j ∈ J è αH(j) ∈ AH(j). Òîãäà αH(j)s = αH(j)fAs∗. Ïî
îïðåäåëåíèþ ìîðôèçìà êàòåãîðèè ∆∆◦(C) (óñëîâèå (3)), íàéäåòñÿ òà-
êîå α′FA(H(j)) ∈ A′

FA(H(j)), ÷òî αH(j)fA = fAα′FA(H(j)). Òîãäà αH(j)s =

fAα′FA(H(j))s
∗ è hαH(j)s = hfAα′FA(H(j))s

∗. Èç êîììóòàòèâíîñòè äèà-
ãðàììû (2) â îïðåäåëåíèè ìîðôèçìà êàòåãîðèè ∆∆◦(C) hfA = fBh′

è, ñëåäîâàòåëüíî, hαH(j)s = fBh′α′FA(H(j))s
∗. Òàê êàê ïî óñëîâèþ

(1) H ′FB(j) = FAH(j), ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ýòî ðàâåíñòâî â âè-
äå hαH(j)s = fBh′α′H′FB(j)s

∗. Ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ s∗ � ñè-
òóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ â êîèãðå Γ′, îíà, â ÷àñòíîñòè, ïðèåìëåìà äëÿ
èãðîêà FB(j); èíà÷å ãîâîðÿ, íàéäåòñÿ òàêîå β′FB(j) ∈ B′

FB(j), ÷òî
h′α′H′FB(j)s

∗ = β′FB(j)h
′s∗, ò.å. hαH(j)s = fBβFB(j)h

′s∗. Îòñþäà ïî óñëî-
âèþ (4) ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî â Bj íàéäåòñÿ òàêîé àâòîìîðôèçì
βj, ÷òî fBβ′HFB(j) = βjfB. Òîãäà hαH(j)s = βjfBh′s∗ è èç óñëîâèÿ (2)
ñëåäóåò, ÷òî hαH(j)s = βjhfAs∗. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû íàøëè òàêîå
βj ∈ Bj, ÷òî hαH(j)s = βjhs, ò.å. ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèå αH(j) èãðîêà
H(j) íåâûãîäíî èãðîêó j è s � ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ â êîèãðå Γ, ÷òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå 3.1. Eq◦(Γ) � êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð èç G◦ â Set.
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Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ðàâíîâåñèÿ îáëàäàåò íàè-
áîëåå æåëàòåëüíûì êàòåãîðíûì ñâîéñòâîì, ôóíêòîðíîñòüþ, è â
äâîéñòâåííûõ ê êàòåãîðèÿì èãð êàòåãîðèÿõ êîèãð ∆∆◦(C) è G◦.

4. Îïòèìàëüíûå ôóíêòîðû â êàòåãîðèè èãð
Òåïåðü ìû ñîáèðàåìñÿ ôîðìàëèçîâàòü ïîíÿòèå ïðèíöèïà îïòè-

ìàëüíîñòè äëÿ íåñòðàòåãè÷åñêèõ èãð (âïðåäü ìû îãðàíè÷èìñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì êàòåãîðèè G, õîòÿ ìíîãèå ïîñòðîåíèÿ äàííîãî ðàçäåëà
ïåðåíîñèìû ì íà áîëåå îáùóþ êàòåãîðèþ ∆∆(C)), êàê ýòî áûëî ñäåëà-
íî â [4] è [9] äëÿ èãð ñòðàòåãè÷åñêèõ (ò.å. äëÿ èãð, ó êîòîðûõ îáúåêò
èñõîäîâ A ñòðóêòóðèðîâàí êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñòðàòåãè÷åñêèõ
îáúåêòîâ {Ai}i∈I).

Ïðåæäå âñåãî ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ëþáîé ïðèíöèï îïòèìàëüíî-
ñòè èìååò ôîðìó îòîáðàæåíèÿ P èç Ob(G) â Ob(Set), òî åñòü ñîïî-
ñòàâëÿåò ïðîèçâîëüíîé èãðå íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, ïðèðîäó êîòîðîãî
ìû è õîòèì äëÿ íà÷àëà óòî÷íèòü.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç AG åñòåñòâåííûé ôóíêòîð Ob(G) ; Ob(Set),
ïåðåâîäÿùèé èãðó Γ â ìíîæåñòâî åå ñèòóàöèé A, ÷åðåç G1 � ïîë-
íóþ ïîäêàòåãîðèþ êàòåãîðèè G, ñîñòîÿùóþ èç èãð ñ îäíîýëåìåíò-
íûì ìíîæåñòâîì I, à ÷åðåç G1 � ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ êàòåãîðèè G,
ñîñòîÿùóþ èç èãð ñ îäíîýëåìåíòíûì ìíîæåñòâîì J .

Òåïåðü â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè îá îæèäàåìûõ
ñâîéñòâàõ ãèïîòåòè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ îïòèìàëüíîñòè ìû õîòèì ñôîð-
ìóëèðîâàòü íåêîòîðûå åñòåñòâåííûå òðåáîâàíèÿ ê îòîáðàæåíèþ P .

Âî-ïåðâûõ, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ñòàâèò â ñî-
îòâåòñòâèå èãðå Γ ïîäìíîæåñòâî åå ìíîæåñòâà ñèòóàöèé; âî-âòîðûõ,
÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå ñîãëàñîâàíî ñ êàòåãîðíîé ñòðóêòóðîé G. Èòàê,
íàøà ïåðâàÿ àêñèîìà òàêîâà:

A1. P � ïîäôóíêòîð AG.
Ñòðîãî ãîâîðÿ, çäåñü ñîäåðæàòñÿ äâà óòâåðæäåíèÿ;
a) îïòèìàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ñèòóàöèè, à íå ÷òî-ëèáî äðóãîå (íà-

ïðèìåð, íå ñìåøàííûå ñèòóàöèè è íå âûèãðûøè);
b) îïòèìàëüíîñòü ôóíêòîðíà; ýòîò ïóíêò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê îòðàæåíèå îáùåãî õàðàêòåðà � òàê ñêàçàòü, ïðèíöèïèàëüíîñòè �
ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè.

Âòîðàÿ àêñèîìà îòðàæàåò åãî îïòèìàëüíîñòü.
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A2. Íà êàòåãîðèè G1 ∩G1 P ñîâïàäàåò ñ Eq.

Ýòà àêñèîìà ïîñòóëèðóåò ñâîåãî ðîäà ¾èíäèâèäóàëüíóþ ðàöèî-
íàëüíîñòü¿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â åå ñëàáåéøåé ôîðìå: â ñëó÷àå îò-
ñóòñòâèÿ îïïîíåíòîâ (ò.å. â ñëó÷àå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è) åäèí-
ñòâåííûé èãðîê ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîé âûèãðûø (à íå, ê
ïðèìåðó, åãî ìèíèìèçèðîâàòü).

Îïðåäåëåíèå 4.1. Îòîáðàæåíèå P èç Ob(G) â Ob(Set) íàçûâàåòñÿ
îïòèìàëüíûì ôóíêòîðîì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì A1 è
A2.

Çàìå÷àíèå 4.1. Â ñëó÷àå ñòðàòåãè÷åñêèõ èãð ìû íàçûâàëè P, óäî-
âëåòâîðÿþùåå àêñèîìàì A1 è A2, ïðèíöèïîì îïòèìàëüíîñòè (ñì.
[4] è [9]) Îäíàêî çäåñü, â áîëåå îáùåì íåñòðàòåãè÷åñêîì ñëó÷àå ìû
ïðèáåðåæåì ýòîò òåðìèí íà ïîòîì (ñì. îá ýòîì ÷óòü íèæå).

Èç òåîðåìû 2.1 òîãäà ñëåäóåò, ÷òî Eq � îïòèìàëüíûé ôóíêòîð.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòîò ôóíêòîð ïî-ñâîåìó èñêëþ-
÷èòåëåí.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêòîð P ñèëüíåå ôóíêòîðà Q (à ôóíê-
òîð Q ñëàáåå ôóíêòîðà P), åñëè äëÿ êàæäîé èãðû Γ èç G èìååòñÿ
âêëþ÷åíèå P(Γ) ⊂ Q(Γ).

Òåîðåìà 4.1. Eq � ñëàáåéøèé îïòèìàëüíûé ôóíêòîð â êàòåãîðèè
G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îïòèìàëüíûé ôóíêòîð P ñëàáåå, ÷åì Eq; ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé èãðû Γ èç G ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñèòóàöèÿ
s ∈ P(Γ), ÷òî s /∈ Eq(Γ), ò.å. ñóùåñòâóþò èãðîê i ∈ I è äåéñòâèå
αi ∈ Ai, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ βH(i) ∈ BH(i) hαi(s) 6= βH(i)h(s).
Îïðåäåëèì èãðó Γ(s) êàòåãîðèè G1∩G1 ñëåäóþùèì îáðàçîì: I = J =

i, A(s) = A, B(s) = B, A(s) = Ai, B(s) = BH(i). Òîãäà â êàòåãîðèè
G ìû èìååì åñòåñòâåííîå âëîæåíèå Γ(s) → Γ, ïðè êîòîðîì FA è
FB � ïðîåêöèè â îäíó òî÷êó; fA è fB òîæäåñòâåííû. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ìîðôèçì èãð. Òàê êàê s ∈ P(Γ), ìû èìååì
fA(s) ∈ P(Γ(s)), íî ïî ïîñòðîåíèþ s = fA(s) /∈ Eq(Γ(s)), òàê ÷òî
P(Γ(s)) 6= Eq(Γ(s)): ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò íàøå ïîëîæåíèå.
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Òåïåðü ìû îïðåäåëèì ïðîòèâîïîëîæíûé ñëàáåéøåìó � ñèëüíåé-
øèé îïòèìàëüíûé ôóíêòîð â êàòåãîðèè G. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç AK ìíîæåñòâî âñåõ êîìïîçèöèé ìîðôèçìîâ èç {Ai}i∈K , ãäå K �
ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà I. Ìíîæåñòâî AK åñòåñòâåí-
íî òðàêòîâàòü êàê ñîâîêóïíîñòü ñîâìåñòíûõ âîçìîæíîñòåé êîàëèöèè
K â ñëó÷àå åå ÷èñòî ãèïîòåòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ñèòóàöèÿ s èãðû Γ = (A,B) íàçûâàåòñÿ àáñî-
ëþòíûì ìàêñèìóìîì, åñëè ∀α ∈ AI ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå
β ∈ ⋂

j∈J

Bj, ÷òî h(α(s)) = β(h(s)).

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî àáñîëþòíûõ ìàêñèìóìîâ â èãðå Γ ÷åðåç
L(Γ). Îòìåòèì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî íå ñëèøêîì åñòåñòâåííî ñ òðà-
äèöèîííûõ òåîðåòèêî-èãðîâûõ ïîçèöèé, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî

⋂
j∈J

Bj

íå èìååò âíÿòíîé èãðîâîé èíòåðïðåòàöèè (ñì. îá ýòîì â ÷àñòíîñòè
â çàêëþ÷åíèè). Îíî, îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ôóíêòîðîì.
Òî÷íåå, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.2. L � ñàìûé ñèëüíûé îïòèìàëüíûé ôóíêòîð â êàòåãî-
ðèè G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî äîêàæåì ôóíêòîðíîñòü L. Ïóñòü
(FA, FB, fA, fB) � ìîðôèçì èç Γ = (A,B) â Γ′ = (A′,B′), è ïóñòü
s∗ ∈ L(Γ′). Ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî s = fA(s∗) � àáñîëþòíûé ìàê-
ñèìóì â èãðå Γ, òî åñòü äëÿ ëþáîãî äåéñòâèÿ α ∈ AI ñóùåñòâóåò òàêîå
îòîáðàæåíèå β ∈ ⋂

j

Bj, ÷òî h(α(s)) = β(h(s)).

Ïóñòü α ∈ A. Òîãäà

α(s) = αi1αi2 . . . αin(s) = αi1αi2 . . . αinfA(s∗).

Ïî îïðåäåëåíèþ ìîðôèçìà êàòåãîðèè ∆∆(C) (ñâîéñòâî (3)) íàéäåòñÿ
òàêîå äåéñòâèå α′FA(in) ∈ A′

FA(in), ÷òî αinfA = fAα′FA(in), è ìû èìååì

α(s) = αi1αi2 . . . αin−1fAα′FA(in)(s
∗).

Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó n ðàç, ïîëó÷àåì:

α(s) = fAα′FA(i1) . . . α′FA(in)(s
∗).
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Òàê êàê s∗ � àáñîëþòíûé ìàêñèìóì â èãðå Γ′, íàéäåòñÿ òàêîå îòîá-
ðàæåíèå β′ ∈ ⋂

j∈J ′
B′

j, ÷òî

h′α′FA(i1) . . . α′FA(in)(s
∗) = β′h′(s∗),

è
fBh′α′FA(i1) . . . α′FA(in)(s

∗) = fBβ′h′(s∗).

Òåïåðü, ïî ñâîéñòâó (4), ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå β ∈ ⋂
j∈J

Bj,
÷òî

fBh′α′FA(i1) . . . α′FA(in)(s
∗) = βfBh′(s∗),

è, ïî ñâîéñòâó (2),

hfAα′FA(i1) . . . α′FA(in)(s
∗) = βfBh′(s∗),

ò.å. h(α(s)) = β(h(s)), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
×òîáû äîêàçàòü ¾ìèíèìàëüíîñòü¿ L, ïîñòðîèì äëÿ ïðîèçâîëüíîé

èãðû Γ èãðó îäíîãî ëèöà Γ1 è ìîðôèçì Γ → Γ1, òàêîé ÷òî L(Γ) =

Eq(Γ1) .
Îïðåäåëèì ýòó èãðó Γ1 ñëåäóþùèì îáðàçîì: I1 = J1 = i, A1 =

A, B1 = B, A1 = AI , B1 =
⋂
j∈J

Bj. Òîãäà ìû èìååì åñòåñòâåííóþ

ïðîåêöèþ êàòåãîðèè G Γ → Γ1, ãäå FA è FB � ïðîåêöèè â îäíó òî÷êó,
fA è fB òîæäåñòâåííû. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ìîðôèçì
èãð è ÷òî îí îòîáðàæàåò Eq(Γ1) â L(Γ).

Òåïåðü ìû îïðåäåëèì åùå òðè ¾êàíäèäàòà¿ â îïòèìàëüíîñòü è
ïîêàæåì, ÷òî ýòî è â ñàìîì äåëå îïòèìàëüíûå ôóíêòîðû.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ñèòóàöèÿ s â èãðå Γ íàçûâàåòñÿ
(1) ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì, åñëè äëÿ ëþáûõ α ∈ AI è j ∈ J

íàéäåòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå βj ∈ Bj, ÷òî h(α(s)) = βj(h(s));
(2) ñèòóàöèåé èçáûòî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ, åñëè äëÿ ëþáûõ i ∈ I,

αi ∈ Ai è j ∈ J íàéäåòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå βj ∈ Bj, ÷òî h(αi(s)) =

βj(h(s));
(3) ñèòóàöèåé ïîëíîãî ðàâíîâåñèÿ, åñëè äëÿ ëþáûõ j ∈ H(I) è α ∈

AH−1(j) íàéäåòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå βj ∈ Bj, ÷òî h(α(s)) = βj(h(s)).



32 Â.Å. Ëàïèöêèé

Ñ ¾íàèâíîé¿ òî÷êè çðåíèÿ, ëîêàëüíûé ìàêñèìóì ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íåêèé âåñüìà óñèëåííûé àíàëîã Ïàðåòî-îïòèìàëüíîñòè, èçáû-
òî÷íîå ðàâíîâåñèå ïðåäïîëàãàåò íåâûãîäíîñòü îòêëîíåíèÿ äëÿ âñåõ
çàèíòåðåñîâàííûõ èãðîêîâ, à ïîëíîå ðàâíîâåñèå ïðåäïîëàãàåò âîç-
ìîæíîñòü êîàëèöèîííûõ äåéñòâèé ñî ñòîðîíû èãðîêîâ äåéñòâèÿ, èìå-
þùèõ îáùèå èíòåðåñû.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâà òàêèõ ñèòóàöèé â èãðå Γ ÷åðåç L(Γ), Eq+(Γ)

è Eq+(Γ) ñîîòâåòñòâåííî. ßñíî, ÷òî Eq(Γ) ⊃ Eq+(Γ) ⊃ L(Γ) è Eq(Γ) ⊃
Eq+(Γ) ⊃ L(Γ).

Òåîðåìà 4.3. L, Eq+, Eq+ � îïòèìàëüíûå ôóíêòîðû â êàòåãîðèè
G.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî L, Eq+, Eq+ óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìå A2

è äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü èõ ôóíêòîðíîñòü.
Íà÷íåì ñ Eq+.
Ïóñòü (FA, FB, fA, fB) � ìîðôèçì èç Γ = (A,B) â Γ′ = (A′,B′) è

ïóñòü s∗ ∈ Eq+(Γ′). Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî s = fA(s∗) � ñèòóàöèÿ
èçáûòî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ â èãðå Γ.

Ïóñòü αi ∈ Ai è j ∈ J . Òîãäà αi(s) = αifA(s∗). Ïî îïðåäåëå-
íèþ ìîðôèçìà êàòåãîðèè ∆∆(C) (ñâîéñòâî (3)), ñóùåñòâóåò òàêîå äåé-
ñòâèå α′FA(i) ∈ A′

FA(i), ÷òî αifA = fAα′FA(i). Òîãäà αi(s) = fAα′FA(i)(s
∗) è

hαi(s) = hfAα′FA(i)(s
∗). Èç êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû (2) â îïðåäåëå-

íèè ìîðôèçìà êàòåãîðèè ∆∆(C) ñëåäóåò, ÷òî hαi(s) = fBh′αFA(i)(s
∗).

Òàê êàê s∗ � ñèòóàöèÿ èçáûòî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ â èãðå Γ′, ñóùåñòâóåò
òàêîå îòîáðàæåíèå β′FB(j) ∈ B′

FB(j), ÷òî h′α′FA(i)(s
∗) = β′FB(j)h

′(s∗), ò.å.
hαi(s) = fBβFB(j)h

′(s∗). Òîãäà ïî ñâîéñòâó (4) ñóùåñòâóåò òàêîå îòîá-
ðàæåíèå βj ∈ Bj, ÷òî fBβ′FB(j) = βjfB. Ïîýòîìó hαi(s) = βjfBh′(s∗)
è èç ñâîéñòâà (2) ñëåäóåò, ÷òî hαi(s) = βjfA(s∗). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
íàøëîñü òàêîå îòîáðàæåíèå βj ∈ Bj, ÷òî hαi(s) = βjh(s), ò.å. s �
ñèòóàöèÿ èçáûòî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ â Γ.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî Eq+ � îïòèìàëüíûé ôóíêòîð â êàòåãîðèè
G. Â î÷åðåäíîé ðàç äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ôóíêòîðíîñòü Eq+.

Êàê îáû÷íî, ïóñòü (FA, FB, fA, fB) � ìîðôèçì èç Γ = (A,B) â
Γ′ = (A′,B′) è ïóñòü s∗ ∈ Eq+(Γ′) . Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî s = fA(s∗) �
ñèòóàöèÿ ïîëíîãî ðàâíîâåñèÿ â èãðå Γ, òî åñòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ
j ∈ H(I) è α ∈ AH−1(j) íàéäåòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå βj ∈ Bj, ÷òî



Îïòèìàëüíûå ôóíêòîðû â äâîéñòâåííûõ êàòåãîðèÿõ èãð 33

h(α(s)) = βj(h(s)). Ïóñòü α = αi1αi2 . . . αin ãäå αin ∈ Aik è ik ∈ H−1(j).
Òîãäà α(fA(s∗)) = αi1αi2 . . . αin(fA(s∗)). Ïî (3) íàéäåòñÿ òàêîå äåé-
ñòâèå α′FA(in) ∈ A′

FA(in), ÷òî αinfA = fAα′FA(in), è ìû èìååì

α(fA(s∗)) = αi1αi2 . . . αin−1fAα′FA(in)(s
∗).

Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó n ðàç, ïîëó÷àåì

α(fA(s∗)) = fAα′FA(i1) . . . α′FA(in)(s
∗),

ò.å. α(fA(s∗)) = fAα′(s∗), ãäå α′ ∈ A
′
FA(H−1(j)). Ïî (1) FA(H−1(j)) ⊂

H ′−1(FB(j)), òàê ÷òî α′ ∈ A
′
H′−1(FB(j)). Òàê êàê s∗ ∈ Eq+(Γ′), íàéäåòñÿ

òàêîå îòîáðàæåíèå β′FB(j) ∈ B′
FB(j), ÷òî h′(α′(s∗)) = β′FB(j)(h

′(s∗)) è

fBh′(α′(s∗)) = fBβ′FB(j)(h
′(s∗)).

Íî ïî (2) fBh′(α′(s∗)) = hfAα′(s∗) è ïî (4) ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðà-
æåíèå βj ∈ Bj, ÷òî fBβ′FB(j)(h

′(s∗)) = βjfB(h′(s∗)). Òî åñòü ìû èìååì
h(α(s)) = h(α(fA(s∗))) = βj(h(fA(s∗))) = βj(h(s)), ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Ôóíêòîðíîñòü L äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ôóíêòîðíîñòè L â
ïðåäûäóùåé òåîðåìå.

Ìåæäó òåì, îäíî îòñòóïëåíèå.
Ðàçíîîáðàçèå è øèðîòà ñïåêòðà îïòèìàëüíûõ ôóíêòîðîâ îòíþäü

íå îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííàÿ (òî åñòü ðàöèîíàëü-
íàÿ) èäåÿ îïòèìàëüíîñòè ïîðîæäàåò îïòèìàëüíûé ôóíêòîð. Ïðèâå-
äåì äîñòàòî÷íî òèïè÷íûé ïðèìåð êîíöåïòóàëüíî åñòåñòâåííîé îïòè-
ìàëüíîñòè, êîòîðàÿ, îäíàêî, íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ôóíêòîðíîñòè,
èñïîëüçóÿ èäåþ îïðåäåëÿåìûõ íà ÿçûêå óãðîç-êîíòðóãðîç äîãîâîð-
íûõ ìíîæåñòâ; ïîäîáíûå êîíñòðóêöèè áûëè ââåäåíû äëÿ êîîïåðàòèâ-
íûõ èãð Àóìàíîì è Ìàøëåðîì (ñì. [6] è [7]) è â äàëüíåéøåì áûëè
ïåðåíåñåíû ðÿäîì àâòîðîâ óæå â ðàìêè áåñêîàëèöèîííîé òåîðèè.

Íàçîâåì ñèòóàöèþ s â èãðå Γ êàòåãîðèè G ïåðåãîâîðíîé òî÷êîé,
åñëè äëÿ êàæäîãî èãðîêà i ∈ I è êàæäîãî äåéñòâèÿ αi ∈ Ai ñóùåñòâó-
þò òàêàÿ êîàëèöèÿ K ⊂ I è åå äåéñòâèå αK ∈ AK , ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå
îòîáðàæåíèå βH(i) ∈ BH(i), ÷òî h(αi(s)) = βH(i)(h(αKαi(s))).

Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé êîíòðïðèìåð.
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Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåãîâîðíûõ òî÷åê â èãðå Γ

íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ôóíêòîðîì â êàòåãîðèè G.

5. Îïòèìàëüíûå ôóíêòîðû â êàòåãîðèè êîèãð
Äâîéñòâåííîñòü êàòåãîðèé G è G◦ è ïàðàëëåëèçì òåîðåì 2.1 è 3.1

íàâîäÿò íà ìûñëü, ÷òî ïîñòðîåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ìîæíî
ïîâòîðèòü è â êàòåãîðèè êîèãð, òåì áîëåå ÷òî ÷èñòî ôîðìàëüíûì
îáðàçîì òà æå ëîãè÷åñêàÿ ñõåìà åñòåñòâåííî è ïî÷òè áåç èçìåíåíèé
ìîæåò áûòü ïåðåíåñåíà íà íîâûé ñëó÷àé. Ïîâòîðèì åå, îïóñêàÿ íà
ñåé ðàç ïîäðîáíûå ìîòèâèðîâêè.

Êàê è ðàíåå, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ëþáîé ïðèíöèï îïòèìàëüíî-
ñòè èìååò ôîðìó îòîáðàæåíèÿ P èç Ob(G◦) â Ob(Set).

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ èãð îáîçíà÷èì ÷åðåç AG
◦ åñòåñòâåííûé ôóíê-

òîð Ob(G◦) ; Ob(Set), ïåðåâîäÿùèé êîèãðó Γ â ìíîæåñòâî åå ñèòó-
àöèé A, ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ êàòåãîðèè G◦, ñîñòîÿùóþ èç êîèãð ñ
îäíîýëåìåíòíûì ìíîæåñòâîì I, ÷åðåç G◦1, à ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ
G◦, ñîñòîÿùóþ èç èãð ñ îäíîýëåìåíòíûì ìíîæåñòâîì J , � ÷åðåç G◦

1.

Êàê è ðàíüøå, ïîòðåáóåì è äëÿ èãð êàòåãîðèè G◦, ÷òîáû îòîáðà-
æåíèå P óäîâëåòâîðÿëî äâóõ àêñèîìàì.

A1◦. P � ïîäôóíêòîð AG
◦.

A2◦. Íà êàòåãîðèè G◦1 ∩G◦
1 P ñîâïàäàåò ñ Eq◦.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Îòîáðàæåíèå P èç Ob(G◦) â Ob(Set) íàçûâàåòñÿ
îïòèìàëüíûì ôóíêòîðîì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì A1◦ è
A2◦.

Çàìå÷àíèå 5.1. Îòìåòèì, ÷òî êàòåãîðèè G◦1 ∩G◦
1 è G1 ∩G1 ñîâïà-

äàþò, êàê ñîâïàäàþò íà íèõ Eq◦ è Eq, òàê ÷òî àêñèîìû îïòèìàëüíî-
ñòè A2 èA2◦, êîòîðûå ìîæíî ïîíèìàòü êàê ñâîåîáðàçíûå àêñèîìû
íîðìèðîâêè îòîáðàæåíèÿ P íà âûäåëåííîé â êàòåãîðèÿõ èãð è êîèãð
ïîäêàòåãîðèè îïòèìàëüíûõ çàäà÷, ¾íîðìèðóþò¿ îïòèìàëüíûå ôóíê-
òîðû â êàòåãîðèÿõ G◦ è G îäèíàêîâûì îáðàçîì.

Â êàòåãîðèè êîèãð ðàâíîâåñèå, êàê è ðàíüøå, îêàçûâàåòñÿ â ñïåê-
òðå âñåõ îïòèìàëüíûõ ôóíêòîðîâ ¾êðàéíåé òî÷êîé¿. À èìåííî, èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 5.1. Eq◦ � ñàìûé ñëàáûé îïòèìàëüíûé ôóíêòîð â êàòå-
ãîðèè G◦.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îïòèìàëüíûé ôóíêòîð P â êàòåãîðèè êîèãð
ñëàáåå, ÷åì Eq◦; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé êîèãðû Γ ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ñèòóàöèÿ s ∈ P(Γ), ÷òî s /∈ Eq◦(Γ), ò.å. ñóùåñòâóþò èãðîê j ∈ J

è òàêîå äåéñòâèå αH(j) ∈ AH(j), ÷òî äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ βj ∈ Bj

hαH(j)(s) 6= βjh(s). Îïðåäåëèì òîãäà âñïîìîãàòåëüíóþ êîèãðó Γ(s)

êàòåãîðèè G◦1 ∩ G◦
1 ñëåäóþùèì îáðàçîì: I = J = j, A(s) = A,

B(s) = B, A(s) = AH(j), B(s) = Bj. Òîãäà ìû èìååì â êàòåãîðèè
G◦ åñòåñòâåííîå âëîæåíèå Γ(s) → Γ, ãäå FA è FB � ïðîåêöèè â îäíó
òî÷êó; fA è fB òîæäåñòâåííû. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî
ìîðôèçì êîèãð. Òàê êàê s ∈ P(Γ), ìû èìååì fA(s) ∈ P(Γ(s)), íî ïî
ïîñòðîåíèþ s = fA(s) /∈ Eq(Γ(s)), òàê ÷òî P(Γ(s)) 6= Eq◦(Γ(s)): ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò àêñèîìå A2◦.

Â ðîëè êîíòðïðèìåðà, àíàëîãè÷íîãî ïðåäëîæåíèþ 4.1, âûñòóïàåò
ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå ýòîé òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 5.1. Íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ôóíêòîðîì â êàòåãî-
ðèè êîèãð ñëàáîå ðàâíîâåñèå � òàêèå ñèòóàöèè s ∈ A, äëÿ êîòî-
ðûõ äëÿ ëþáîãî èãðîêà i ∈ H(J) è ëþáîãî äåéñòâèÿ αi ∈ Ai íàé-
äóòñÿ òàêîé èãðîê j ∈ H−1(i) è òàêîå îòîáðàæåíèå βj ∈ Bj, ÷òî
hαi(s) = βjh(s).

Ïîñòðîèì òåïåðü åùå íåñêîëüêî îïòèìàëüíûõ ôóíêòîðîâ â êàòå-
ãîðèè êîèãð. Íà÷íåì, êàê è ðàíåå, ñ íàèáîëåå ñèëüíîãî.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ñèòóàöèÿ s ∈ A â êîèãðå Γ = (A,B) íàçûâàåòñÿ
ñèòóàöèåé àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà, åñëè äëÿ ëþáîãî äåéñòâèÿ ᾱ ∈
AI ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå β ∈ ⋂

j∈J

Bj, ÷òî hᾱ(s) = βh(s).

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ñèòóàöèé àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà â êîèã-
ðå Γ ÷åðåç L◦(Γ). Ïðè ýòîì â îòíîøåíèè ýòîãî âèäà îïòèìàëüíîñòè
ñïðàâåäëèâû âñå òå çàìå÷àíèÿ, êîòîðûå áûëè ñäåëàíû âûøå îòíîñè-
òåëüíî L.

Òåîðåìà 5.2. L◦ � ñàìûé ñèëüíûé îïòèìàëüíûé ôóíêòîð â êàòå-
ãîðèè G◦.
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-
ìû 4.2.

Çàìå÷àíèå 5.2. Íåñìîòðÿ íà ôîðìàëüíóþ ñõîæåñòü îòäåëüíûõ ðå-
çóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê îïòèìàëüíîñòè â êàòåãîðèÿõ G è G◦, è
íà àíàëîãèþ â ìåòîäàõ äîêàçàòåëüñòâà, ðåçóëüòàòû ýòè êàê ïðàâèëî
ôîðìàëüíî íå âûòåêàþò äðóã èç äðóãà è íóæäàþòñÿ â íåçàâèñèìûõ
äîêàçàòåëüñòâàõ.

Ïðèâåäåì, êàê è äëÿ êàòåãîðèè èãð, ïðèìåð ðÿäîâîãî, ïðîìåæó-
òî÷íîãî ìåæäó ñàìûì ñèëüíûì è ñàìûì ñëàáûì îïòèìàëüíîãî ôóíê-
òîðà.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Ñèòóàöèÿ s ∈ A â êîèãðå Γ íàçûâàåòñÿ ñèòóà-
öèåé èçáûòî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ, åñëè äëÿ ëþáûõ èãðîêîâ j ∈ J , i ∈ I

è äëÿ ëþáîãî äåéñòâèÿ αi ∈ Ai íàéäåòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå βj ∈ Bj,
÷òî hαi(s) = βjh(s).

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ñèòóàöèé èçáûòî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ â êîèãðå
Γ ÷åðåç Eq◦+(Γ)

Òåîðåìà 5.3. Eq◦+ � îïòèìàëüíûé ôóíêòîð â êàòåãîðèè G◦.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè ñèòóàöèè èçáûòî÷íî-
ãî ðàâíîâåñèÿ äëÿ êîèãð îòîáðàæåíèå H íå ôèãóðèðóåò; òåì ñàìûì
ýòî îïðåäåëåíèå ôîðìàëüíî ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì ñèòóàöèè èç-
áûòî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ â êàòåãîðèè G, è ìû ìîæåì áóêâàëüíî ïîâòî-
ðèòü â íîâîì êîíòåêñòå äîêàçàòåëüñòâî ôóíêòîðíîñòè è îïòèìàëüíî-
ñòè Eq+ èç òåîðåìû 4.3.

Ïîñòðîåííûìè íàìè ïðèìåðàìè îïòèìàëüíûå ôóíêòîðû â êàòå-
ãîðèè êîèãð G◦ îòíþäü íå èñ÷åðïûâàþòñÿ, õîòÿ èõ çäåñü, ïîõîæå, â
ñðàâíåíèè ñ êàòåãîðèåé G íåñêîëüêî ¾ìåíüøå¿. Îäíàêî èõ ðàçíîîá-
ðàçèå â êàæäîé èç ýòèõ êàòåãîðèé íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî â êà÷åñòâå
êàíäèäàòîâ â ïðèíöèïû îïòèìàëüíîñòè îíè íóæäàþòñÿ â áîëåå ñòðî-
ãîì îòáîðå.
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6. Çàêëþ÷åíèå
Íåñìîòðÿ íà ñâÿçíîñòü è èçâåñòíóþ öåëîñòíîñòü ïðèâåäåííûõ âû-

øå ïîñòðîåíèé, îñòàåòñÿ ëåãêîå îùóùåíèå íåçàêîí÷åííîñòè, îïðå-
äåëåííîé íåïîëíîòû ââîäèìîé ñèñòåìû. Ê ïðèìåðó, ðàçíèöà ìåæ-
äó ôóíêòîðàìè L è L â êàòåãîðèè èãð âñêðûâàåò èñêóññòâåííûé,
íåñêîëüêî íàäóìàííûé õàðàêòåð âòîðîãî èç íèõ. Äåéñòâèòåëüíî,
ñ ÷èñòî òåîðåòèêî-èãðîâîé òî÷êè çðåíèÿ, âõîäÿùåå â îïðåäåëåíèå
ôóíêòîðà L ìíîæåñòâî

⋂
j∈J

Bj ÿâëÿåò ñîáîé, åñëè ðàçîáðàòüñÿ, íåêèé

ëèøåííûé âíÿòíîé èãðîâîé ñåìàíòèêè àðòåôàêò, òîãäà êàê, ñ òî÷êè
çðåíèÿ óæå êàòåãîðíîé, ¾óñèëèâàåìûé¿ èì ôóíêòîð L ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ äåéñòâèòåëüíî ñèëüíåéøèì èç âîçìîæíûõ ïðèíöèïîâ îïòèìàëü-
íîñòè (àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îáñòîèò äåëî è â êàòåãîðèè êîèãð).

Âñå ýòî íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ (ïî-ïðåæíåìó
àêñèîìàòè÷åñêîãî) óæå íå îïòèìàëüíîãî ôóíêòîðà, à áîëåå óíèâåð-
ñàëüíîãî è áîëåå âïèñàííîãî â òåîðåòèêî-èãðîâîé êîíòåêñò ïîíÿòèÿ,
ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè (ñîîòâåòñòâóþùåãî àíãëèéñêîìó solution
concept), íóæíî äîáàâèòü ê ïðåäëîæåííûì âûøå àêñèîìàì íåêîòî-
ðûå äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ. È ïåðâîå (âîçìîæíî, åäèíñòâåí-
íîå) èç íèõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîâîëüíî î÷åâèäíûì: ñëåäóåò ïîñòóëè-
ðîâàòü, ÷òî, â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåòèêî-èãðîâîé ñåìàíòèêîé,
ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ ïðåäïî÷òåíèé èãðîêîâ íå äîëæíû
âëèÿòü íà îïòèìàëüíîñòü òîãî èëè èíîãî èñõîäà. Äîáàâëåíèå àêñèî-
ìû, ïîñòóëèðóþùåé íåçàâèñèìîñòü ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè îò ôîð-
ìû çàïèñè ïðåäïî÷òåíèé èãðîêîâ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì íåîá-
õîäèìûì øàãîì â ïîñòðîåíèè îáùåé òåîðèè ïðèíöèïîâ îïòèìàëüíî-
ñòè äëÿ êàòåãîðèé áåñêîàëèöèîííûõ èãð.
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Abstract : Dual categories of so called non-cooperative non-strategiñ
games/cogames are constructed. In contrast to classical non-cooperative
games, in these categories the active players di�er from the interested
ones, so that games and cogames associate them in two di�erent ways.
The Nash-equilibrium concept is modi�ed for each of these categories,
and it is proved that for both of them this generalized equilibrium has
a fundamental categorial property � functorness. Based on that fact, a
general axiomatic de�nition of optimal functor is given. Several optimal
equilibrium-like functors are constructed, including the strongest and the
weakest ones.
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