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В работе рассматривается неантагонистическая дифферен-
циальная игра двух лиц в ситуации, когда игроки использу-
ют квазистратегии. Дается определение равновесия по Нэшу в
этом случае. Получена характеризация равновесных по Нэшу
стратегий. Показано, что равновесное по Нэшу решение мо-
жет быть приближенно реализовано стратегиями управления
с поводырем.
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принципу управления с поводырем.

1. Введение

Равновесие по Нэшу в дифференциальных играх в основном ис-
следуется в рамках позиционной формализации. Данная формали-
зация является развитием формализации, предложенной Н.Н. Кра-
совским для антагонистических дифференциальных игр [4, 5]. На ее
основе доказано существование равновесных по Нэшу позиционных
стратегий [2, 3] и дана характеризация множества равновесных стра-
тегий [2, 9].
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В то же время в теории антагонистических дифференциальных
игр наряду с позиционной формализацией активно используется
формализация на основе квазистратегий [13, 11]. Она оказывается
эквивалентна позиционной и позволяет исследовать строение диффе-
ренциальной игры на качественном уровне, в частности, с помощью
аппарата квазистратегий был обоснован метод программных итера-
ций [8]. Переносу аппарата квазистратегий на случай равновесия по
Нэшу в дифференциальных играх и посвящена настоящая работа.

В работе предложена формализация неантагонистических игр
двух лиц в классе квазистратегий, дана характеризация множества
решений, из которой следует эквивалентность формализации в клас-
се квазистратегий и позиционной, что позволяет использовать аппа-
рат квазистратегий в качестве метода для исследования равновесий
в классе позиционных стратегий.

Также, как показали А.В. Кряжимский и А.Г. Ченцов в случае
антагонистической дифференциальной игры решение в классе квази-
стратегий может быть приближенно реализовано в классе стратегий
управления с поводырем [7]. В настоящей работе этот результат пере-
несен на случай равновесия по Нэшу в неантагонистической диффе-
ренциальной игре. Показано, что любая пара квазистратегий может
быть приближенно реализована стратегиями по принципу управле-
ний с поводырем. Причем равновесному по Нэшу решению соответ-
ствует равновесная пара стратегий по принципу управления с пово-
дырем.

Отметим, что равновесие по Нэшу в стохастической дифферен-
циальной игре исследуется в классе квазистратегий с запаздывани-
ем информации об управлении партнера, таким образом решается
проблема «реакции на реакцию» [10]. В настоящей работе мы рас-
сматриваем квазистратегии без запаздывания информации. Мы по-
лучаем идеализированные стратегии, в то же время, зная решение в
классе квазистратегий, возможно построить физически реализуемые
процедуры управления игроков.

2. Определения и обозначения

Рассматривается управляемая система

ẋ = f(t, x, u, v), t ∈ [t0, ϑ0], x ∈ Rn, u ∈ P, v ∈ Q. (2.1)
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Мы считаем, что переменная u – управление первого игрока, пере-
менная v – управление второго игрока. Каждый из игроков стремит-
ся максимизировать свой терминальный выигрыш, то есть, i-й игрок
стремится максимизировать величину σi(x[ϑ0]).

Предполагается, что P и Q – конечномерные компакты, f непре-
рывна, липшицева по фазовой переменной и удовлетворяет по ней
условию подлинейного роста. Также функции σ1 и σ2 считаются
непрерывными. Кроме этого, предполагается выполненным условие
седловой точки в маленькой игре (условие Айзекса)

min
u∈P

max
v∈Q

〈s, f(t, x, u, v)〉 = max
v∈Q

min
u∈P

〈s, f(t, x, u, v)〉.

В работе используются обобщенные управления – мерозначные
функции. Обобщенное управление, принимающее значения в некото-
ром множестве E, строится следующим образом [1]. Пусть E – ко-
нечномерный компакт, B(E) – σ-алгебра множеств, измеримых по
Борелю, τ – некоторый момент из [t0, ϑ0]. Будем называть функцию
µ : [τ, ϑ0] × B(E) → [0, 1] обобщенным управлением, если при каж-
дом t µ(t, ·) мера на B(E), а µ(·, ·) слабо измерима, то есть измерима
функция

t 7→
∫

E

ϕ(c)µ(t, dc)

для всех ϕ ∈ C(E). Через R(τ ; E) обозначим множество всех обоб-
щенных управлений на [τ, ϑ0].

Таким образом, элементы множества R(τ ; P ) являются обобщен-
ными управлениями первого игрока, множества R(τ ; Q) – второго
игрока, а элементы множества R(τ ; P ×Q) – аналогами пары управ-
ления (u(·), v(·)).

Если η ∈ R(t∗; P × Q), то движение, порожденное этим управле-
нием, выходящее из позиции (t∗, x∗), есть решение задачи Коши

ẋ =

∫

P×Q

f(t, x(t), u, v)η(t, d(u, v)), x(t∗) = x∗.

Решение этого уравнения существует и единственно. Обозначим по-
рожденное движение через x(·, t∗, x∗, η).

Теперь определим понятие квазистратегии. Для этого нам по-
требуется одно дополнительное определение. Будем говорить, что
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обобщенные управления µ1, µ2 ∈ R(τ ; E) совпадают на [τ ; θ], если
µ1(t, ·) = µ2(t, ·) для почти всех t ∈ [τ, θ]. Будем называть ква-
зистратегией первого игрока на отрезке [t∗, ϑ0] любое отображение
α : R(t∗; Q) →R(t∗; P ×Q), обладающее свойствами согласованности
и неупреждаемости.
Согласованность: Для всех измеримых Υ ⊂ Q, t ∈ [t∗, ϑ0] справедли-
во равенство

α[ν](t; P ×Υ) = ν(t; Υ).

Неупреждаемость: Из того, что ν1 ∈ R(t∗; Q) совпадает на [t∗, θ] с
ν2 ∈ R(t∗; Q), следует, что α[ν1] совпадает с α[ν2] на [t∗, θ].

Аналогично квазистратегией второго игрока называется отобра-
жение β : R(t∗; P ) → R(t∗; P × Q), обладающее свойствами согласо-
ванности и неупреждаемости.
Согласованность: Для всех измеримых Υ ⊂ P , t ∈ [t∗, ϑ0] справедли-
во равенство

β[µ](t, Υ×Q) = µ(t, Υ).

Неупреждаемость: Из того, что µ1, µ2 ∈ R(P ;) совпадают на [t∗, θ]
следует, что β(µ1) и β(µ2) совпадают на [t∗, θ].

Множество всех квазистратегий i-го игрока на [t∗, ϑ0] обозначим
через QSi(t∗).

Если α – некоторая квазистратегия первого игрока на [t∗, ϑ0], то
через M1[α](t∗, x∗) обозначим замыкание множества всех движений,
порожденных квазистратегией α, выходящих из позиции (t∗, x∗):

M1[α](t∗, x∗) = cl{x(·, t∗, x∗, α[ν]) : ν ∈ R(t∗; Q)}.
Аналогично, если β – некоторая квазистратегия второго игрока на
[t∗, ϑ0], то через M2[β](t∗, x∗) обозначим замыкание множества всех
движений, порожденных квазистратегией β, выходящих из позиции
(t∗, x∗):

M2[β](t∗, x∗) = cl{x(·, t∗, x∗, β[µ]) : µ ∈ R(t∗; P )}.
Дадим следующее определение равновесия по Нэшу. Будем го-

ворить, что пара квазистратегий αn, βn и непустое множество S ⊂
⊂ M1[αn](t∗, x∗) ∩M2[βn](t∗, x∗) образует равновесное по Нэшу ре-
шение в классе квазистратегий в позиции (t∗, x∗), если

max{σ1(x(ϑ0)) : x(·) ∈M2[βn](t∗, x∗)} ≤ inf{σ1(z(ϑ0)) : z(·) ∈ S}.
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max{σ2(x(ϑ0)) : x(·) ∈M1[αn](t∗, x∗)} ≤ inf{σ2(z(ϑ0)) : z(·) ∈ S}.

3. Характеризация выигрышей в ситуации равновесия по
Нэшу

Обозначим через ω1 функцию цены в игре Γ1, в которой первый
игрок стремится максимизировать свой выигрыш σ1(x(ϑ0)), а второй
игрок ему противодействует, аналогично через ω2 обозначим функ-
цию цены в игре Γ2, в которой второй игрок стремится максимизиро-
вать выигрыш σ2(x(ϑ0)), а первый игрок ему противодействует. Из
результатов [8, Теорема 4.4.1] следует, что

ω1(t∗, x∗) , max
α∈QS1(t∗)

inf
ν∈R(t∗;Q)

σ1(x(ϑ0, t∗, x∗, α[ν])) =

= min
β∈QS2(t∗)

sup
µ∈R(t∗;P )

σ1(x(ϑ0, t∗, x∗, β[µ])),

аналогично

ω2(t∗, x∗) , max
β∈QS2(t∗)

inf
µ∈R(t∗;P )

σ2(x(ϑ0, t∗, x∗, β[µ])) =

= min
α∈QS1(t∗)

sup
ν∈R(t∗;Q)

σ2(x(ϑ0, t∗, x∗, α[ν])).

Свойства равновесных по Нэшу квазистратегий описываются в
следующих утверждениях.

Теорема 3.1. Если тройка αn, βn и S ⊂M1[αn](t∗, x∗)∩M2[β](t∗, x∗)
образует равновесное по Нэшу решение в позиции (t∗, x∗), то для
всех z(·) ∈ S верно неравенство

ωi(t, z(t)) ≤ σi(z(ϑ0)), t ∈ [t∗, ϑ0], i = 1, 2. (3.1)

Доказательство. Пусть β – некоторая квазистратегия второго игро-
ка на [t∗, ϑ0], τ ∈ [t∗, ϑ0], µ∗ ∈ R(t∗; P ). Обозначим через βτ,µ∗ следу-
ющую квазистрастратегию на [τ, ϑ0]: если µ ∈ R(τ ; P )

βτ,µ∗ [µ] , β(µ∗ Yτ µ),

здесь Yτ обозначает операцию склейки обобщенных управлений в мо-
мент времени τ : для всех измеримых Υ ⊂ [t∗, ϑ0]× P

(µ∗ Yτ µ)(t, Υ) ,
{

µ(t, Υ), t ∈ [τ, ϑ0],

µ∗(t, Υ), t ∈ [t∗, τ).
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Если z(·) ∈ S, то существует последовательность {µk}∞k=1 ∈
∈ R(t∗; P ) такая, что yk(·) , x(·, t∗, x∗, βn(µk)) → z(·).

По определению функции цены имеем, что

ω1(t, yk(t)) = min
β∈QS2(t)

sup
µ∈R(t;P )

σ1(x(ϑ0, t, yk(t), β[µ])) ≤

≤ sup
µ∈R(t;P )

σ1(x(ϑ0, t, yk(t), β
n
t,µk

[µ])) ≤ sup
µ∈R(t∗;P )

σ1(x(ϑ0, t∗, x∗, βn[µ])).

Переходя к пределу при k → ∞ и пользуясь определением равнове-
сия по Нэшу имеем

ω1(t, z(t)) ≤ sup
µ∈R(t∗;P )

σ1(x(ϑ0, t∗, x∗, βn[µ])) ≤ inf{σ1(z(ϑ0)) : z(·) ∈ S}.

Теорема 3.2. Пусть обобщенное управление η∗ ∈ R(t∗; P × Q) та-
ково, что для z(·) = x(·, t∗, x∗, η∗) верно свойство (3.1). Тогда суще-
ствуют квазистратегии αn, βn такие, что

{z(·)} = S ⊂M1[αn](t∗, x∗) ∩M2[βn](t∗, x∗). (3.2)

При этом тройка αn, βn, S = {z(·)} образует равновесие по Нэшу.

Доказательство. Положим µ∗(t, Υ) , η∗(Υ×Q) для измеримых Υ ⊂
⊂ P , ν(t, Υ) , η∗(P × Υ) для измеримых Υ ⊂ Q. Заметим, что µ∗ и
ν∗ согласованы с η∗.

Перейдем к определению равновесных по Нэшу стратегий αn и
βn. Они будут построены как квазистратегии наказания. Начнем с
определения квазистратегии αn. Пусть ν ∈ R(t∗; Q). Обозначим че-
рез θ наибольший момент из [t∗, ϑ0] такой, что ν∗ и ν совпадают на
[t∗, θ]. Существует квазистратегия первого игрока αa

θ , гарантирую-
щая в позиции (θ, z(θ)) цену игры Γ2 равную ω2(θ, z(θ)). Положим
для измеримых Ξ ⊂ P ×Q

αn[ν](t, Ξ) ,
{

η∗(t, Ξ), t ∈ [t∗, θ],
αa

θ [ν](t, Ξ), t ∈ (θ, ϑ0].

Аналогично определяется и квазистратегия βn. Заметим, что

z(·) = x(·, t∗, x∗, αn[ν∗]) = x(·, t∗, x∗, βn(µ∗)).
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Далее, для всех µ ∈ R(t∗; P ), ν ∈ R(t∗; Q) имеем, что

σ1(x(ϑ0, t∗, x∗, βn[µ])) = σ1(x(ϑ0, θ, z(θ), βa[µ])) ≤
≤ ω1(θ, z(θ)) ≤ σ1(z(ϑ0)).

σ2(x(ϑ0, t∗, x∗, αn[ν])) = σ2(x(ϑ0, θ, z(θ), αa[ν])) ≤
≤ ω2(θ, z(θ)) ≤ σ2(z(ϑ0)).

Таким образом, видно, что αn, βn и S образуют равновесное по
Нэшу решение, также выполнено условие (3.2).

Как видно из теорем 3.1 и 3.2 множество выигрышей в ситуациях
равновесия по Нэшу при использовании формализма квазистратегий
совпадает с множеством выигрышей по Нэшу при использовании по-
зиционной формализации [2].

Далее мы покажем существование равновесных по Нэшу реше-
ний в позиции (t∗, x∗). Это будет сделано без опоры на позиционную
формализацию.

Воспользуемся принципом Беллмана. А именно, известно [12], что
для всех t∗, t+ ∈ [t0, ϑ0], t∗ < t+, x∗ ∈ Rn справедливы равенства:

ω1(t
∗, x∗) = max

α∈QS1(t∗)
inf

ν∈R(t∗;Q)
ω1(t

+, x(t+, t∗, x∗, α[ν])). (3.3)

ω2(t
∗, x∗) = min

α∈QS1(t∗)
sup

ν∈R(t∗;Q)

ω2(t
+, x(t+, t∗, x∗, α[ν])). (3.4)

Зафиксируем γ > 0. Пусть α∗ – квазистратегия, на которой достига-
ется максимум в (3.3). Тогда из (3.4) следует, что

ω2(t
∗, x∗) ≤ sup

ν∈R(t∗;Q)

ω2(t
+, t∗, x∗, α∗[ν]). (3.5)

Обозначим через ν∗ обобщенное управление, на котором достигается
супремум в правой части неравенства (3.5) с точностью γ. Если мы
обозначим η∗ = α∗[ν∗], то из выбора α∗ и ν∗ следует, что

ωi(t
∗, x∗) ≤ ωi(t

+, x(t+, t∗, x∗, η∗)) + γ. (3.6)

Пусть теперь m ∈ N – некоторое натуральное число, δm = (ϑ0−t∗)/m,
рассмотрим ∆m = {tkm}m

k=0 – разбиения отрезка [t∗, ϑ0], такие, что
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tkm = tk−1
m + δm. Для каждого m и k обозначим через ηk

m обобщенное
управление η∗, построенное для γ = δ2

m, t∗ = tkm, t+ = tk+1
m , x∗ = xk

m,
где x0

m = x∗, а xk
m = x(tkm, tk−1

m , xk−1
m , ηk−1

m ) при k = 1,m.
Положим ηm(t, ·) , ηk

m(t, ·) при t ∈ [tk−1
m , tkm).

Имеем, что x(t, tk−1
m , xk−1

m , ηk−1
m ) = x(t, t0m, x0

m, ηm) при t ∈ [tk−1
m , tkm].

Таким образом из (3.6) имеем, что

ωi(t
0
m, x0

m) ≤ ωi(ϑ0, x(ϑ0, t∗, x∗, ηm)) + mδ2
m = σi(x(ϑ0, t∗, x∗, ηm)) + δm.

Пользуясь непрерывностью функции цены в антагонистической диф-
ференциальной игре, заключаем, что

ωi(t, x(t, t∗, x∗, ηm))− φ(δm) ≤ σi(x(ϑ0, t∗, x∗, ηm)). (3.7)

Здесь φ – некоторая функция, которая зависит от системы (2.1),
функций выигрыша и начальной позиции (t∗, x∗). Функция φ опре-
деляется из условия равномерной непрерывности ωi на компакте до-
стижимом из (t∗, x∗) в силу системы (2.1). По построению φ(δ) → 0,
δ → 0.

Перейдем к пределу при m → ∞. Существует некоторая подпо-
следовательность ηmr сходящаяся к η ∈ R(t∗; P ×Q). В силу опреде-
ления δm из (3.7) следует, что

ωi(t, x(t, t∗, x∗, η)) ≤ σi(x(ϑ0, t∗, x∗, η)).

Обозначая z(·) , x(·, t∗, x∗, η), получаем, что множество равновесных
по Нэшу квазистратегий не пусто.

4. Приближенная реализация квазистратегий

В настоящем разделе по тройке: квазистратегия первого игрока
α, квазистратегия второго игрока β и непустое множество движений
S ⊂ M1[α](t∗, x∗) ∩M2[β](t∗, x∗), будет построена пара стратегий по
принципу управления с поводырем, такая, что пучок движений, по-
рожденный квазистратегией i-го игрока, приближенно реализуется
пучком движений, порожденным стратегией i-го игрока, а множе-
ство S приближается пучком движений, порожденным парой стра-
тегий совместно.

Как известно (см. [8]), стратегия первого игрока по принципу
управления с поводырем представляет собой тройку Û = (U, ψ1, χ1).
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• Функция U(t, x, w) – функция, которая формирует управление
системой в момент времени t, при условии, что система нахо-
дится в положении x, а поводырь в положении w;

• функция ψ1(t
∗, t∗, x∗, w∗) – переходная функция поводыря, рав-

ная положению поводыря в момент t∗, при условии того, что
система и поводырь в момент времени t∗ находятся соответ-
ственно в точках x∗ и w∗;

• функция χ1(t0, x0) – функция, равная начальному положению
поводыря, при условии, что система находится в положении
(t0, x0).

Аналогично стратегия второго игрока по принципу управления с по-
водырем представляет собой тройку V̂ = (V, ψ2, χ2).

• Функция V (t, x, w) – функция, которая формирует управление
системой в момент времени t, при условии, что система нахо-
дится в положении x, а поводырь в положении w;

• функция ψ1(t
∗, t∗, x∗, w∗) – переходная функция поводыря, рав-

ная положению поводыря в момент t∗, при условии того, что
система и поводырь в момент времени t∗ находятся соответ-
ственно в точках x∗ и w∗;

• функция χ1(t0, x0) – функция, равная начальному положению
поводыря, при условии, что система находится в положении
(t0, x0).

Нас будут интересовать семейства управлений с поводырем, за-
висящие от параметра ε > 0. Будем формировать пошаговые дви-
жения, где значения управления и поводыря являются кусочно-
постоянными между узлами некоторого разбиения, выбранного иг-
роком. Для контроля мелкости этого разбиения предполагается,
что игроки выбирают некоторые функции βi(ε), ограничивающие
мелкость разбиения сверху. Таким образом, далее под стратеги-
ей управления с поводырем первого игрока понимается четверка:
Umod = (U(t, x, w, ε), ψ1(t

∗, t∗, x∗, w∗, ε), χ1(t0, x0, ε), β1(ε)), а под стра-
тегией управления с поводырем второго игрока – четверка: Vmod =

= (V (t, x, w, ε), ψ2(t
∗, t∗, x∗, w∗, ε), χ2(t0, x0, ε), β2(ε)).
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Определим движения при управлении с поводырем первого игро-
ка. Выбрав начальную позицию (t∗, x∗) и параметр ε, первый игрок
формирует начальное положение поводыря, равное w0 , χ1(t∗, x∗, ε).
Предполагается, что второй игрок выбирает некоторое управление
v[·]. Первый игрок, независимо от второго, выбирает ∆1 = {τj}r

j=0 –
разбиение отрезка [t0, ϑ0], считаем, что мелкость разбиения не превос-
ходит β1(ε). Пусть в момент времени τj положение системы есть xj,
положение поводыря – wj. На полуинтервале [τj, τj+1) первый игрок
использует управление u = U(τj, xj, wj, ε). При этом в зависимости
от измеримого управления второго игрока система перейдет в поло-
жение xj+1. Движение системы на промежутке [τi, τj+1] есть решение
задачи Коши

ẋ = f(t, x, u, v[t]), x[τj] = xj,

положение поводыря в момент τj+1 равно wi+1 = ψ1(τj+1, τj, xj, wj, ε).
Обозначим такое движение через x1[·, t∗, x∗, Umod, ε, ∆, v[·]]. Анало-
гично рассматривается случай, когда первый игрок придерживается
своего произвольного управления u[·], а управление второго игрока
формируется по принципу управления с поводырем Vmod, при этом
второй игрок выбирает параметр мелкости ε и разбиение Ξ, мелко-
сти не большей чем β2(ε). Обозначим получившиеся движение через
x2[·, t∗, x∗, Vmod, ε, Ξ, u[·]].

Также в случае, если оба игрока придерживаются стратегий Umod

и Vmod соответственно, выбрали общий параметр точности ε и раз-
биения ∆ и Ξ мелкости не большей β1(ε), β2(ε) соответственно, мы
получим движение xc[·, t∗, x∗, Umod, Vmod, ε, ∆, Ξ].

Множество пределов движений при стремлении ε к 0, а началь-
ных позиций к (t∗, x∗) обозначим через X1(t∗, x∗, Umod). Аналогично
построим множества X2(t∗, x∗, Vmod) и Xc(t∗, x∗, Umod, Vmod).

Будем говорить, что пара стратегий UN
mod и V N

mod образует равно-
весие по Нэшу в позиции (t∗, x∗), если выполнены неравенства

max{σ1(x(ϑ0)) : x(·) ∈ X2(t∗, x∗, V N
mod)} ≤

≤ min{σ1(z(ϑ0)) : z(·) ∈ Xc(t∗, x∗, UN
mod, V

N
mod)},

max{σ2(x(ϑ0)) : x(·) ∈ X1(t∗, x∗, UN
mod)} ≤

≤ min{σ2(z(ϑ0)) : z(·) ∈ Xc(t∗, x∗, UN
mod, V

N
mod)}.
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Наша задача состоит в том, чтобы на основе пары квазистратегий
α, β и непустого множества движений S, построить пару равновесий
по Нэшу в классе управлений с поводырем.

Для этого мы выберем z(·) ∈ S. Выберем ε > 0, можно считать,
что ε < 1. Положим θj , t∗ + jε для неотрицательных j таких, что
t∗ + jε < ϑ0. Общее количество таких номеров j обозначим через m.
Также θm , ϑ0. Моменты θ0, θ1, . . . , θm образуют разбиение отрезка
[t∗, ϑ0]. Его мелкость равна ε. Из метода экстремального сдвига [6]
следует, что можно выбрать постоянные на [θj, θj+1) функции uε и vε

такие, что при t ∈ [t∗, ϑ0] справедлива оценка

‖z(ξ)− x(ξ, t∗, x∗, uε, vε)‖ ≤ ς(ε). (4.1)

Здесь ς(ε) неотрицательна, непрерывна и удовлетворяет условию:
ς(ε) → 0, при ε → 0.

Пусть (u0, v0) ∈ P ×Q – пара управлений, реализующая управле-
ние игроков на полуинтервале [θ0, θ1): uε(t) = u0, vε(t) = v0 для t ∈
∈ [θ0, θ1). Будем считать, что для t < t∗ uε(t) = u0, vε(t) = v0.
Продлим движение z(·) на весь отрезок [t0, ϑ0], положив z(t) ,
, x(t, t∗, x∗, u0, v0) для t ≤ t∗. Как видно, оценка (4.1) выполняет-
ся и при t < t∗.

Для того, чтобы построить движение поводыря нам потребуется
одно дополнительное рассуждение и оценка расстояния между реше-
ниями. Начнем с оценки. Для каждого компакта E ⊂ Rn существует
функция %(δ, ζ) такая, что для всех (t′, x′), (t′′, x′′) ∈ [t0, ϑ0]×E таких,
что |t′ − t′′| ≤ δ, ‖x′ − x′′‖ ≤ ζ, u ∈ U , v ∈ V , выполнено неравенство

‖x(t, t′, x′, u, v)− x(t, t′′, x′′, u, v)‖ ≤ %(δ, ζ) ∀t ≥ sup{t′, t′′}. (4.2)

Причем %(δ, ζ) → 0 при δ → 0, ζ → 0.
В самом деле, обозначим x1(t) , x(t, t′, x′, u, v),

x2(t) , x(t, t′′, x′′, u, v). Пусть G ⊂ Rn – множество достижимых
из [t0, ϑ0] × E точек. В силу условия подлинейного роста G –
компакт. Рассмотрим разность

‖x1(t)− x2(t)‖ =

=
∥∥∥x′ − x′′ +

∫ t

t′
f(ξ, x1(ξ), u(ξ), v(ξ))dξ −

∫ t

t′′
f(ξ, x2(ξ), u(ξ), v(ξ))

∥∥∥.
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Без ограничения общности можно считать, что t′ ≤ t′′. Тогда

‖x1(t)− x2(t)‖ ≤ ‖x′ − x′′‖+

∫ t′′

t′
‖f(ξ, x1(ξ), u(ξ), v(ξ))‖dξ+

+

∫ t

t′′
‖f(ξ, x1(ξ), u(ξ), v(ξ))− f(ξ, x2(ξ), u(ξ), v(ξ))‖dξ.

Пусть

C = max{‖f(ξ, x, u, v)‖ : ξ ∈ [t0, ϑ0], x ∈ G, u ∈ P, v ∈ Q}. (4.3)

В силу компактности G величина C конечна. Пусть также L – кон-
станта Липшица функции f по фазовой переменной на [t0, ϑ0]×G×
×P ×Q. Имеем

‖x1(t)− x2(t)‖ ≤ ‖x′ − x′′‖+ C‖t′ − t′′‖+

+ L

∫ t

t′′
‖x1(ξ)− x2(ξ)‖ ≤ ζ + Cδ + L

∫ t

t′′
‖x1(ξ)− x2(ξ)‖.

Отсюда с использованием неравенства Гронуолла получаем

‖x1(t)− x2(t)‖ ≤ (ζ + Cδ) exp(L(t− t0)).

Положим %(δ, ζ) , (ζ + Cδ) exp(L(ϑ0 − t0)).
Рассмотрим позиционные законы управления определенные по

правилу ū(t, x, ε) = uε(t), v̄(t, x, ε) = vε(t). Предполагаем, что кор-
рекция управлений происходит не реже чем на промежутках дли-
ной β̄1(ε) = β̄2(ε) = ε2. Пусть (t\, x\) достаточно близко к (t∗, x∗),
а именно |t\ − t∗| ≤ ε, ‖x∗ − x\‖ ≤ ε. Пусть также ∆1 = {τ ′l}b1

l=0 и
∆1 = {τ ′′l }b2

l=0 – разбиения отрезка [t\, ϑ0], удовлетворяющие условиям
τ ′l−τ ′l−1 ≤ ε2, τ ′′l −τ ′′l−1 ≤ ε2. Рассмотрим реализовавшиеся управления
u\, v\ при пошаговом движении, выходящем из позиции (t\, x\), по-
рожденном позиционными законами управления ū и v̄ и разбиениями
∆1 и ∆2. Имеем, что

‖x(ξ, t∗, x∗, uε, vε)− x(ξ, t\, x\, u
\, v\)‖ ≤

≤ ‖x(ξ, t∗, x∗, uε, vε)− x(ξ, t∗, x∗, u\, v\)‖+
+ ‖x(ξ, t∗, x∗, u\, v\)− x(ξ, t\, x\, u

\, v\)‖. (4.4)
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Рассмотрим отдельно первое слагаемое в данном неравенстве.
Управления uε и u\ могут различаются только на полуинтервалах
вида [θj, θj + ε2). Аналогично на этих же полуинтервалах могут раз-
личаться управления vε и v\. Имеем, что для всех j

‖x(θj + ε2, t∗, x∗, uε, vε)− x(θj + ε2, t∗, x∗, u\, v\)‖ ≤
≤ ‖x(θj, t∗, x∗, uε, vε)− x(θj, t∗, x∗, u\, v\)‖+ 2Cε2.

В силу выбора u\ и v\ имеем, что

‖x(ξ, t∗, x∗, uε, vε)− x(ξ, t∗, x∗, u\, v\)‖ = 0 ∀ξ ∈ [θ0, θ1].

Пользуясь методами, аналогичными использованным для доказа-
тельства оценки (4.2), получаем, что

‖x(ξ, t∗, x∗, uε, vε)−x(ξ, t∗, x∗, u\, v\)‖ ≤ 2Cε2 exp L(ξ − θ1) ∀ξ ∈ [θ1, θ2].

Продолжая эти рассуждения и огрубляя при необходимости неравен-
ства, заключаем, что при ξ ∈ [t∗, ϑ0]

‖x(ξ, t∗, x∗, uε, vε)− x(ξ, t∗, x∗, u\, v\)‖ ≤ 2mCε2 exp L(ξ − t∗).

Также mε ≤ (ϑ0−t0). Следовательно, для всех ξ ∈ [t∗, ϑ0] справедлива
оценка

‖x(ξ, t∗, x∗, uε, vε)− x(ξ, t∗, x∗, u\, v\)‖ ≤ 2Cε(ϑ0 − t0) exp L(ξ − t∗).

Вторая часть неравенства (4.4) может быть оценена непосред-
ственно при помощи оценки (4.2). Именно,

‖x(ξ, t∗, x∗, u\, v\)− x(ξ, t\, x\, u
\, v\)‖ ≤ %(ε, ε).

Обозначим

φ∗(ε) , 2Cε(ϑ0 − t0) exp L(ξ − t∗) + %(ε, ε).

Функция φ∗(ε) → 0, ε → 0. Причем

‖x(ξ, t∗, x∗, uε, vε)− x(ξ, t\, x\, u
\, v\)‖ ≤ φ∗(ε).

Отсюда получаем, что для всех xc[·] ∈ Xc(t\, x\; Ū , V̄ , ε) при |t∗− t\| ≤
≤ ε, ‖x∗−x\‖ ≤ ε выполнено неравенство ‖x(ξ, t∗, x∗, uε, vε)−xc[ξ]‖ ≤
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≤ φ∗(ε). Отсюда и из (4.1) следует, что для всех xc[·] ∈
∈ Xc(t\, x\; Ū , V̄ , ε)

‖z(t)− xc[t]‖ ≤ φ(ε) , ς(ε) + φ∗(ε). (4.5)

Теперь построим управление по принципу движения поводыря.
Положим χ1(t∗, x∗, ε) = x∗. Для того, чтобы определить функции U и
ψ1 рассмотрим положение системы x и поводыря w в момент времени
t. Пусть вначале w = z(t), а расстояние от x до w не превосходит φ(ε).
Тогда положим U(t, x, w, ε) = ū(t, x, ε), ψ1(t

∗, t, x, w, ε) = z(t∗).
Если одно из этих условия не выполнено, то выберем l , x − w.

Тогда выберем u∗ и v∗ из условий

max
u∈P

min
v∈Q

〈l, f(t, x, u, v)〉 = min
v∈Q

〈l, f(t, x, u∗, v)〉,

min
v∈Q

max
u∈P

〈l, f(t, x, u, v)〉 = max
u∈P

〈l, f(t, x, u, v∗)〉.

Положим U(t, x, w) , u∗. Положение поводыря определим следу-
ющим способом. По построению w = x(t, t∗, x∗, α[ν0]) пусть δv∗ ∈
∈ R(t; Q) – обобщенное управление, соответствующее постоянному
управлению v∗. Положим η∗ = α[ν0 Yt δv∗ ].

Аналогично построим стратегию по принципу управления с пово-
дырем второго игрока.

Пусть Y и Z – два подмножества множества непрерывных функ-
ций из [t∗, ϑ0] в Rn. Введем следующую функцию

h(t∗,Y ,Z) , sup
y(·)∈Y

inf
z(·)∈Z

sup
t∈[t∗,ϑ0]

‖y(t)− z(t)‖.

Теорема 4.1. Справедливы равенства

1. h(t∗, Xc(t∗, x∗, Umod, Vmod),S) = 0;

2. h(t∗, X1(t∗, x∗, Umod),M1[α](t∗, x∗)) = 0;

3. h(t∗, X2(t∗, x∗, Vmod),M2[β](t∗, x∗)) = 0.

Следствие 4.1. Если тройка (αn, βn,S) образует равновесие по Нэ-
шу в классе квазистратегий, то построенная по ней пара страте-
гий по принципу управления с поводырем UN

mod, V N
mod образует рав-

новесие по Нэшу.



Равновесие по Нэшу и формализм квазистратегий 17

Это следствие напрямую следует из теоремы и определений рав-
новесия по Нэшу в классе квазистратегий и в классе стратегий по
принципу управления с поводырем.

Доказательство теоремы 4.1. Вначале докажем пункт 1. Пусть
z(·) ∈ S и пусть Umod, Vmod построены по этому движению, как пока-
зано выше. Докажем, что для любого ε > 0, всех (t\, x\) таких, что
|t∗− t\| ≤ ε, ‖x∗−x\‖ ≤ ε, а также для всех разбиений ∆1 и ∆2 отрез-
ка [t\, ϑ0], мелкость которых не превосходит β̄1(ε) = ε2 выполняется
неравенство

‖x[ξ, t\, x\, Umod, ε, ∆1; Vmod, ε, ∆2]− z(ξ)‖ ≤ φ(ε).

Заметим, что при таком выборе значение управления первого игрока,
порожденное стратегией Umod, совпадает со значениями стратегии Ū ,
а значение управления второго игрока, порожденное стратегией Vmod

совпадает с сопутствующим управлением, порожденным V̄ . Из (4.5)
следует искомая оценка. Переходя в ней к пределу, получаем пункт
1 этой теоремы.

Теперь рассмотрим пункт 2. Пусть v[·] – некоторое измеримое
управление второго игрока. Пусть |t∗ − t\|, ‖x∗ − x\‖ ≤ ε̃. Рассмот-
рим x̃1[·] = x1[·, t\, x\, Umod, ε, ∆, v[·]].

Пусть θ наибольший момент времени такой, что ‖x1[θ] − z(θ)‖ =

= φ(ε). По условию имеем, что

‖x̃1[θ]− z(θ)‖ ≤ max{φ(ε), ε̃}.

Пусть l – наименьший номер такой, что τl ≥ θ. Из динамики системы
получаем, что

‖x̃1[τl]− z(τl)‖ ≤ max{φ(ε), ε̃}+ 2Lε2. (4.6)

Далее мы используем тот факт, что движение на промежутках
[τj, τj+1] построено по правилу экстремального сдвига. При этом дви-
жение поводыря есть y(·) = x(·, t∗, x∗, α[ν]), при некотором ν, которое
постоянно между моментами τj при j ≥ l.

y(t) = z(t), t ∈ [t\, τl].
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Применяя оценку [4, (14.6)], мы получаем, что для j ≥ l

‖x̃1[τj+1]− y(τj+1)‖2 ≤
≤ ‖x̃1[τj]− y(τj)‖2(1 + R(τj+1 − τj)) + ϕ̃(τj+1 − τj)(τj+1 − τj).

Интегрируя эту оценку, при необходимости огрубляя неравенства,
мы получаем оценку (см. [4, (15.1)])

‖x̃1[ϑ0]−y(ϑ0)‖2 ≤
[
‖x̃1[τl]−y(τl)‖2+(1+ϑ0−τl)ϕ̃(d(∆))

]
exp R(ϑ0−τl).

(4.7)
Таким образом, с использованием (4.6) получаем, что

‖x̃1[t]− y(t)‖ ≤ γ(ε, ε̃) ,

,
[
(max{φ(ε), ε̃}+ 2Lε2)2 + (1 + ϑ0 − t∗)ϕ̃(ε2)

]1/2

exp
R

2
(ϑ0 − t∗).

(4.8)

Пусть теперь x1[·] ∈ X1(t∗, x∗, Umod). По определению существу-
ют последовательности позиций {(tk, xk)}∞k=1, параметров точности
{εk}∞k=1, разбиений отрезка [tk, ϑ0] {∆k}∞k=1, таких, что d(∆k) ≤ ε2

k,
(tk, xk) → (t∗, x∗), εk → 0 при k → ∞, а x1[·, tk, xk, Umod, εk, ∆k] схо-
дятся к x1[·] в смысле траекторий. Выберем некоторое ε′ > 0. По
данному ε′ можно подобрать число k со свойствами

1. ‖x1[t, tk, xk, Umod, εk, ∆k]− x1[t]‖ ≤ ε′, t ∈ [max{tk, t∗}, ϑ0],

2. γ(εk, max{|tk − t∗|, ‖xk − x∗‖}) ≤ ε.

Для x̃1[·] = x1[·, tk, xk, Umod, εk, ∆k] существует движение поводыря
y(·) такое, что выполнена оценка (4.8). Следовательно, ‖x1[t]−y(t)‖ ≤
≤ 2ε′. То есть

inf
y∈M1[α](t∗,x∗)

sup
t∈[t∗,ϑ0]

‖x1[t]− y(t)‖ ≤ 2ε′.

Произвольность выбора ε′ дает равенство

inf
y∈M1[α](t∗,x∗)

sup
t∈[t∗,ϑ0]

‖x1[t]− y(t)‖ = 0.
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Откуда следует, что

h(t, X1(t∗, x∗, Umod),M1[α](t∗, x∗)) =

= sup
x1[·]∈X1(t∗,x∗,Umod)

inf
y∈M1[α](t∗,x∗)

sup
t∈[t∗,ϑ0]

‖x1[t]− y(t)‖ = 0.

Пункт 3 доказывается аналогично.
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NASH EQUILIBRIUM FOR DIFFERENTIAL GAME AND
NONANTICIPATIVE STRATEGIES TECHNIQUE

Yurii V. Averboukh, Institute of Mathematics and Mechanics UrB
RAS, Cand.Sc., senior researcher (ayv@imm.uran.ru).

Abstract : We consider two person nonzero-sum games in the class of
nonanticipative strategies. The Nash equilibrium for this case is defined.
Also we give the characterization of Nash equilibrium strategies. It is
shown that the Nash equilibrium solution in the class of nonanticipative
strategies can be approximated by the strategies with the model.

Keywords : Nash equilibrium, nonanticipative strategies, control with
model.


