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В статье рассмотрены частные классы дифференциальных
иерархических игр двух лиц в программных стратегиях. Дана
их интерпретация как моделей коррупции и управления устой-
чивым развитием в иерархических системах. Сформулирова-
ны принципы оптимальности для этих классов игр как моди-
фикации равновесия по Штакельбергу. Предложены алгорит-
мы построения равновесий указанных игр, апробированные на
числовых примерах.
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1. Введение

Анализ динамических моделей иерархического управления позво-
ляет заключить, что основные результаты здесь получены в рамках
теории динамических игр Штакельберга [8] и ее специфической раз-
новидности – теории динамических игр Гермейера [1]. По сравнению
со статическими постановками, в динамике возникает ряд новых мо-
ментов, а именно:
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1. Динамика принятия решений и динамика управляемой систе-
мы. Принятие решений может неявно рассматриваться как процесс
в любой иерархической игре, поскольку Ведущий и Ведомый игро-
ки делают ходы последовательно. В многошаговых играх динамика
принятия решений описывается явно и подробно, приводя к специ-
фическим концепциям решения по Штакельбергу и способам его на-
хождения [8]. Описание динамики управляемой системы полностью
отсутствует в статическом случае и может проводиться в дискрет-
ном или непрерывном времени. В первом случае принято говорить о
разностных играх, во втором – о дифференциальных.

2. Информационная структура. В динамическом случае она го-
раздо богаче и разнообразнее, нежели в статическом. На наш взгляд,
принципиальное значение здесь имеют два «водораздела». Во-первых,
наличие обратной связи по состоянию управляемой системы: опреде-
ляется ли стратегия сразу на весь период рассмотрения (программ-
ная стратегия) или она зависит от состояния управляемой системы
(позиционная стратегия). Возможные разновидности внутри класса
позиционных стратегий (зависит ли стратегия только от текущего
состояния, от всей предыстории или ее части и т.п.) представляют-
ся не столь существенными, хотя могут приводить к различиям в
математических деталях. Во-вторых, наличие обратной связи (зави-
симости) по управлению: принимает ли Ведущий решения незави-
симо от поведения Ведомого или в зависимости от него. Наиболее
рельефно это различение проводится в динамических играх Гермей-
ера (табл.1). Решения этих игр естественно называть равновесиями
по Штакельбергу в соответствующих играх Гермейера.

3. Динамическая устойчивость. Это важнейшее понятие теории
динамических игр содержательно означает, что никому из игроков
не выгодно отклоняться от первоначально достигнутого соглашения
(решения) на протяжении всего периода развития игры [2,3]. Из-
вестно, что равновесие по Штакельбергу в программных стратеги-
ях (open-loop) не является динамически устойчивым, в то время как
равновесие по Штакельбергу в позиционных стратегиях (closed-loop)
является сильно динамически устойчивым.

В настоящей статье развивается описанная в [1] идея построения
решения игры путем разработки взаимовыгодной для игроков про-
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граммы и наказания при отклонении от нее.

Таблица 1. Классификация динамических игр Гермейера
Зависимость
по состоянию
Зависимость
по управлению

Отсутствует
(программные
стратегии)

Присутствует
(позиционные
стратегии)

Отсутствует Γ1t Γ1x

Присутствует Γ2t Γ2x

2. Частные классы динамических иерархических игр

Для простоты и определенности в качестве исходной «родовой»
модели ограничимся случаем дифференциальных игр в программ-
ных стратегиях двух игроков (Ведущий и Ведомый) следующего ви-
да:

JL(p, q, u, x) =

∫ ∞

0

e−αtgL(p(t), q(t), u(t), x(t))dt → max (2.1)

p(t) ∈ P, q(t) ∈ Q, p(t) ∈ P, q(t) ∈ Q (2.2)

JF (p, u, x) =

∫ ∞

0

e−αtgF (p(t), u(t), x(t))dt → max (2.3)

u(t) ∈ U(q), (2.4)

ẋ = f(x(t), u(t)), x(0) = x0, (2.5)

где JL, JF – соответственно функционалы выигрыша Ведущего и Ве-
домого, p(t) или q(t) и u(t) – их программные стратегии, P, Q, U -
множества допустимых стратегий, α – коэффициент дисконтирова-
ния; x(t)- вектор состояния управляемой динамической системы, опи-
сываемый уравнением (2.5), причем x(t) = x(u(t), t); x(t) ∈ X; X –
множество возможных состояний системы.

Предполагается, что здесь P, Q, U, X, X∗ – компактные множе-
ства в соответствующих пространствах; JL непрерывен на P × Q×
×U × X; JF непрерывный и строго выпуклый на P × U × X; p, q, u

кусочно-непрерывны по t; f непрерывно дифференцируема по x и u и
удовлетворяет условию Липшица по x. Рассматриваются несобствен-
ные интегралы, поскольку это более адекватно задаче управления
устойчивым развитием [4].
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Предполагается, что модель (2.1)-(2.5) имеет две особенности. Во-
первых, динамика (2.5) зависит только от воздействия Ведомого. Ве-
дущий контролирует состояние системы (2.5) опосредованно, через
воздействие на Ведомого. Во-вторых, интересы игроков либо сона-
правлены по u (т.е. sup

u∈U(q)

JL(p, q, u, x) = sup
u∈U(q)

JF (p, u, x); ∀p(t) ∈ P ;

q(t) ∈ Q), либо противонаправлены по u ( sup
u∈U(q)

JL(p, q, u, x) =

= inf
u∈U(q)

JF (p, u, x); ∀p(t) ∈ P ; q(t) ∈ Q).

В первом случае основная (хотя и не единственная) содержатель-
ная интерпретация состоит в том, что деятельность Ведомого при-
носит доход, который делится между игроками. Во втором случае
Ведомый, например, экономит свои трудовые усилия, которые Веду-
щий хотел бы увеличить. Будем в дальнейшем для определенности
считать, что реализуется предположение о сонаправленности инте-
ресов игроков (второе предположение рассматривается аналогично).

Рассмотрим с учетом сделанных предположений некоторые част-
ные классы динамических иерархических игр, которые, на наш взгляд,
представляют интерес с точки зрения дальнейшего развития теории
и приложений моделей иерархически управляемых динамических си-
стем.

Динамические иерархические игры с зависимостью (обратной свя-
зью) по управлению. В этом случае стратегия Ведущего игрока за-
висит от стратегии Ведомого: p(t) = p(u(t)) или q(t) = q(u(t)). Этот
класс игр соответствует динамическим играм Гермейера типа Γ2t.
Содержательно данный класс моделей описывает внутреннюю адап-
тацию в системе; одной из наиболее ярких интерпретаций является
коррупция [5,7, 9-14,16]. Отметим, что моделями внешней адаптации
служат игры в позиционных стратегиях.

Динамические иерархические игры принуждения и побуждения.
Под принуждением будем понимать воздействие Ведущего только на
множество допустимых стратегий Ведомого (как правило, без зави-
симости по управлению), а под побуждением – воздействие Ведущего
только на функцию выигрыша Ведомого (как правило, с зависимо-
стью по управлению). Таким образом, в играх принуждения U =

= U(q), где q – стратегия Ведущего (функция p = p(t) задана и фик-
сирована), а в играх побуждения JF = JF (p, u, x) (функция q = q(t)
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задана и фиксирована). Содержательно данный класс моделей опи-
сывает принуждение и побуждение как базовые методы иерархиче-
ского управления (административно-законодательный и экономиче-
ский) [4].

Таблица 2. Теоретико-игровые модели иерархического управления и
их интерпретация

№ Модель Интерпретация
1 Игра принуждения по

Штакельбергу
с обратной связью по
управлению

Административная коррупция

2 Игра побуждения по Шта-
кельбергу
с дополнительной обрат-
ной связью по управлению

Экономическая коррупция

3 Игра принуждения по
Штакельбергу с учетом
требований к управляемой
динамической системе

Управление устойчивым раз-
витием путем принуждения

4 Игра побуждения по Шта-
кельбергу с учетом требо-
ваний к управляемой дина-
мической системе

Управление устойчивым раз-
витием путем побуждения

5 Игра принуждения по
Штакельбергу с обратной
связью по управлению
и учетом требований к
управляемой динамиче-
ской системе

Управление устойчивым раз-
витием путем принуждения
при административной кор-
рупции

6 Игра побуждения по Шта-
кельбергу с дополнитель-
ной обратной связью по
управлению и учетом тре-
бований к управляемой ди-
намической системе

Управление устойчивым раз-
витием путем побуждения при
экономической коррупции
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Динамические игры с требованиями к состоянию управляемой
системы. В этом случае предполагается, что Ведущий должен обес-
печить выполнение определенных требований к состоянию управля-
емой динамической системы (УДС), которые можно записать в виде
∀t ∈ [0, T ] x(t) ∈ X∗ (устойчивость по Лагранжу), где X∗ – множе-
ство допустимых состояний управляемой системы. Удобно записы-
вать эти требования с помощью штрафного слагаемого в функции
выигрыша Ведущего, а именно gL(p(t), q(t), u(t), x(t)) = ḡL(p(t), q(t),

u(t), x(t)) −Mρ(x(t), X∗), где ρ(x(t), X∗) =

{
0, x(t) ∈ X∗,
1, иначе

– инди-

каторная функция, M >> 1 – штрафная константа. Содержательно
данный класс моделей используется применительно к описанию зада-
чи управления устойчивым развитием [4,15]. Комбинируя указанные
условия, можно получить содержательные частные классы моделей,
наименования и интерпретация которых приведены в табл. 2.

3. Теоретико-игровые модели, интерпретация, принципы оп-
тимальности

Опишем более детально названные выше частные классы дина-
мических теоретико-игровых моделей иерархического управления.

3.1. Модель 1 – игра принуждения по Штакельбергу с об-
ратной связью по управлению

В этом случае модель (2.1) - (2.4) примет вид:

JL(q, u, b, x) =

∫ ∞

0

e−αtgL(q(t), u(t), b(t), x(t))dt → max (3.1)

q(t) ∈ QB(t); (3.2)

JF (u, b, x) =

∫ ∞

0

e−αtgF (u(t), b(t), x(t))dt → max (3.3)

u(t) ∈ U(q(t)); b(t) ∈ B(t); (3.4)

Уравнение динамики (2.5) останется без изменений. Модель (2.5)–
(3.4) интерпретируется как модель административной коррупции, где
q(t) – управление принуждения Ведущего («квота»); u(t) – квотиру-
емое действие Ведомого; b(t) – взятка, в обмен на которую квота
может быть увеличена; Q(t), U(q(t)), B(t) – множества допустимых



88 Г.А. Угольницкий, А.Б. Усов

управлений субъектов; QB(t) – множество всех отображений из B(t)

в Q(t); x(t) – состояние управляемой системы (зависящее только от
действий Ведомого).

Определение 3.1. Тройка (q∗, u∗, b∗) называется равновесием при-
нуждения по Штакельбергу в программных стратегиях с обратной
связью по управлению, если

JL(q∗, u∗, b∗, x∗) = sup
q∈QB

sup
u∈U(q)

inf
b∈Ru(q)

JL(q, u, b, x),

где x∗, x ∈ X – соответствующие траектории УДС, принадлежа-
щие множеству возможных состояний системы; Ru(q) = {b ∈
∈ B(t) : ∀c ∈ B(t) JF (u, b, x) ≥ JF (u, c, x)} – множество оптималь-
ных ответов Ведомого по переменной b на стратегию принуждения
Ведущего q при фиксированной функции u(t) = u(q(t), t) ∈ U(q).

Алгоритм построения равновесия модели (2.5)–(3.4) состоит в сле-
дующем:

1) Вводится стратегия наказания Ведомого Ведущим

qP (t) : JF (u(qP (t), t), b(t), x(t)) = inf
q(t)∈Q

JF (u(q(t), t), b(t), x(t))

Находится величина гарантированного выигрыша Ведомого, если
он отказывается сотрудничать с Ведущим:

LF = sup
b(t)∈B(t),u(t)∈U(qP (t))

JF (u(t), b(t), x(t));

2) Решается задача оптимального управления (2.5)–(3.2), (3.4) с
дополнительным условием LF < JF (u(t), b(t), x(t)).

Максимум (3.1) с учетом предположения о сонаправленности ин-
тересов игроков ищется по трем функциям q(t), u(t), b(t). Решение
указанной задачи оптимального управления обозначим qR(t), uR(t),
bR(t), где qR(t) – стратегия поощрения Ведомого Ведущим при при-
нуждении.

3) Ведущий предъявляет Ведомому стратегию (коррупционный
механизм управления) с обратной связью

q̂(b(t), t) =

{
qR(t) , если b(t) = bR(t) для ∀ t ∈ [0,∞)

qP (t) , иначе
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4) При экономически разумном Ведомом равновесие в модели (2.5)–
(3.4) имеет вид (

qR(t), uR(t), bR(t)
)
.

Введем оператор Aq : U(q) → X согласно (2.5). Обозначим

A−1
q (X) = {u ∈ U(q) : Aqu ∈ X} .

Теорема 3.1. Равновесие модели (2.5)–(3.4) согласно определению
3.1 существует, если S1 = {q(t) ∈ Q(t); b(t) ∈ B(t); u(t) ∈ A−1

q (X) :

LF < JF (u(t), b(t), x(u(t)))} 6= ∅ при заданной функции p(t) ∈ P .

Доказательство. В силу свойств множеств B(t), Q(t), U(q(t)),
A−1

q (X), X и функционала JF получим, что если S1 6= ∅, то
sup

(u(t),b(t),q(t))∈S1

JF (u(q(t), t), b(t), x(t)) =

= max
(u(t),b(t),q(t))∈S1

JF (u(q(t), t), b(t), x(t)) =

= JF (u1(q1(t), t), b1(t), x1(t));

(u1(t), b1(t), q1(t)) ∈ S1

Тройка функций (u1(t), b1(t), q1(t)) есть равновесие модели (2.5)–(3.4)
согласно определению 3.1.

3.2. Модель 2 – игра побуждения по Штакельбергу с допол-
нительной обратной связью по управлению

В этом случае модель (2.1)–(2.4) примет вид:

JL(p, u, b, x) =

∫ ∞

0

e−αtgL(p(t), u(t), b(t), x(t))dt → max (3.5)

p(t) ∈ PU(t)∗B(t); (3.6)

JF (p, u, b, x) =

∫ ∞

0

e−αtgF (p(t), u(t), b(t), x(t))dt → max (3.7)

u(t) ∈ U(t); b(t) ∈ B(t); (3.8)

Модель (3.5)–(3.8), (2.5) интерпретируется как модель экономической
коррупции, где p(t) – управление побуждения Ведущего («налог»);
u(t) – действие Ведомого, облагаемое налогом; b(t) – взятка, в обмен
на которую налог может быть уменьшен; PU(t)×B(t) – множество всех
отображений из декартова произведения U(t)×B(t) в P (t).
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Определение 3.2. Тройка (p∗, u∗, b∗)называется равновесием побуж-
дения по Штакельбергу в программных стратегиях с дополнитель-
ной обратной связью по управлению, если

JL(p∗, u∗, b∗, x∗) = sup
p∈P U×B

sup
u∈U(t)

inf
b∈Ru(p)

JL(p, u, b, x),

где Ru(p) = {b ∈ B(t) : ∀ c ∈ B(t) JF (p, u, b, x) ≥ JF (p, u, c, x)} – мно-
жество оптимальных ответов Ведомого на стратегию побужде-
ния Ведущего p при фиксированной функции u(t) = u(t) ∈ U(t).

Алгоритм построения равновесия модели (3.5)–(3.8), (2.5) состоит
в следующем.

1) Вводится стратегия наказания Ведомого Ведущим

pP (t) : JF (pP (t), u(t), b(t), x(t))= inf
p(t)∈P

JF (p(t), u(t), b(t), x(t)); u(t) ∈ U(t).

Находится величина гарантированного выигрыша Ведомого, если
он отказывается сотрудничать с Ведущим:

LF = sup
b(t)∈B(t); u(t)∈U(t)

JF (u(t), b(t), x(t)).

2) Решается задача оптимального управления (3.5), (3.6), (3.8),
(2.5) с дополнительным условием LF < JF (p(t), u(t), b(t), x(t)). Мак-
симум (3.5) ищется по трем функциям p(t), u(t), b(t). Решение указан-
ной задачи оптимального управления обозначим pR(t), uR(t), bR(t),
где pR(t) – стратегия поощрения Ведомого Ведущим при побужде-
нии.

3) Ведущий предъявляет Ведомому стратегию (механизм управ-
ления) с обратной связью

p̂(u(t), b(t), t) =

{
pR(t) , если b(t) = bR(t); u(t) = uR(t)∀ t ∈ [0,∞)

pP (t) , иначе

4) При экономически разумном Ведомом равновесие в модели (3.5)–
(3.8), (2.5) имеет вид

(
pR(t), uR(t), bR(t)

)
.

Теорема 3.2. Равновесие модели (3.5)–(3.8), (2.5) согласно опреде-
лению 3.2 существует, если S2 = {p(t) ∈ P (t); b(t) ∈ B(t); u(t) ∈
∈ A−1

q (X) : LF < JF (p(t), u(t), b(t), x(u(t)))} 6= ∅ при заданной функ-
ции q(t) ∈ Q.
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Доказательство этого утверждения аналогично доказательству утвер-
ждения 3.1.

3.3. Модель 3 – игра принуждения по Штакельбергу с уче-
том требований к управляемой динамической системе

Модель (2.1)–(2.4) принимает вид:

JL(q, u, x) =

∫ ∞

0

e−αtgL(q(t), u(t), x(t))dt → max (3.9)

q(t) ∈ Q(t); (3.10)

JF (u, x) =

∫ ∞

0

e−αtgF (u(t), x(t))dt → max (3.11)

u(t) ∈ U(q(t)); (3.12)

x(t) = x(u(t)) ∈ X∗ (3.13)

Модель (3.9)–(3.13), (2.5) интерпретируется как модель управле-
ния устойчивым развитием путем принуждения. Для описания тре-
бований устойчивого развития управляемой динамической системы
вводится условие (3.13).

Определение 3.3. . Пара (q∗, u∗)называется равновесием принуж-
дения по Штакельбергу в программных стратегиях с учетом тре-
бований к УДС, если

JL(q∗, u∗, x∗) = sup
q∈QX

inf
u∈R1(q)

JL(q, u, x),

где R1(q) = {u ∈ U(q(t)) : ∀w ∈ U(q(t)) JF (u, x) ≥ JF (w, x)} – мно-
жество оптимальных ответов Ведомого на стратегию принужде-
ния Ведущего q; QX = {q(t) ∈ Q(t) : ∀u(t) ∈ R1(q(t)), x(u(t)) ∈ X∗,
t ≥ 0} – множество допустимых управлений принуждения Веду-
щего с учетом требований к УДС. Если QX = ∅, то равновесие не
существует.

Алгоритм построения равновесия модели (3.9)–(3.13), (2.5):
1) В результате оптимизации функционала (3.11) с ограничения-

ми (3.12) определяются оптимальные стратегии Ведомого в зависи-
мости от управлений Ведущего, т.е. функция u∗(t) = u∗(q(t), t).
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2) Найденная на первом шаге алгоритма функция u∗(t) = u∗(q(t), t)
подставляется в (3.9), (2.5). Решается задача оптимального управ-
ления (3.9), (2.5) с дополнительными условиями (3.10) и фазовыми
ограничениями (3.13). Оптимальной для Ведущего является функ-
ция q∗(t), которая доставляет максимум функционалу (3.9) при вы-
полненных условиях (3.10), (3.13) с учетом (2.5).

3) Равновесие в модели 3 имеет вид (q∗(t), u∗(q∗(t), t)).
При наличии нескольких точек максимума у функции выигрыша

Ведомого Ведущий проявляет осторожность в соответствии с прин-
ципом гарантированного результата Ю.Б. Гермейера.

Теорема 3.3. Равновесие модели (3.9), (3.10), (3.13), (2.5) согласно
определению 3.3 существует, если

S3 = {q(t) ∈ Q(t) : u∗(p(t), q(t), t) ∈ A−1
q (X∗)

} 6= ∅

при заданной функции p(t) ∈ P .

Доказательство. В силу свойств множеств Q(t), U(q(t)), A−1
q (X∗), X∗

и функционала JF получим, что если S3 6= ∅, то

sup
q(t)∈S3

JF (u(q(t), t), x(t)) = max
q(t)∈S3

JF (u(q(t), t), x(t)) =

= JF (u1(q1(t), t), x1(t)); q1(t) ∈ S3

Пара функций (u1(q1(t), t), q1(t)) есть равновесие модели (3.9), (3.10),
(3.13), (2.5) согласно определению 3.3.

3.4. Модель 4 – игра побуждения по Штакельбергу с учетом
требований к управляемой динамической системе

Модель (2.1)–(2.4) принимает вид:

JL(p, u, x) =

∫ ∞

0

e−αtgL(p(t), u(t), x(t))dt → max (3.14)

p(t) ∈ PU(t); (3.15)

JF (p, u, x) =

∫ ∞

0

e−αtgF (p(t), u(t), x(t))dt → max (3.16)

u(t) ∈ U(t) (3.17)
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Уравнение динамики (2.5) и условие (3.13) остаются без измене-
ний. Модель (3.14)–(3.17), (2.5), (3.13) интерпретируется как модель
управления устойчивым развитием путем побуждения. Здесь PU(t) –
множество всех отображений из U(t) в P (t).

Определение 3.4. Пару (p∗, u∗) назовем равновесием побуждения
по Штакельбергу в программных стратегиях с учетом требований
к УДС, если

JL(p∗, u∗, x∗) = sup
p∈PX

inf
u∈R1(p)

JL(p, u, x),

где R1(p) = {u ∈ U(t) : ∀w ∈ U(t) JF (p, u, x) ≥ JF (p, w, x)} – множе-
ство оптимальных ответов Ведомого на стратегию побуждения
Ведущего p;
PX = {p(t) ∈ PU(t) : ∀u(t) ∈ R1(p(t)) x(u(t)) ∈ X∗; t ≥ 0} – мно-
жество допустимых управлений побуждения Ведущего с учетом
требований к УДС. Если PX = ∅, то равновесие не существует.

Алгоритм построения равновесия модели (3.13)–(3.17), (2.5):
1) В результате оптимизации функционала (3.16) с ограничения-

ми (3.17) определяются оптимальные стратегии Ведомого в зависи-
мости от управлений Ведущего, т.е. функция u∗(t) = u∗(p(t), t).

2) Найденная на первом шаге алгоритма функция u∗(t)=u∗(p(t), t)

подставляется в (3.14), (2.5). Решается задача оптимального управ-
ления (3.14), (2.5) с дополнительными условиями (3.15) и фазовыми
ограничениями (3.13). Оптимальной для Ведущего является функ-
ция p∗(t), которая доставляет максимум (3.14) при выполненных усло-
виях (3.13), (3.15) с учетом (2.5).

3) Равновесие в модели 4 имеет вид (p∗(t), u∗(p∗(t), t)).
При наличии нескольких точек максимума у функции выигры-

ша Ведомого Ведущий, как и в модели 3, проявляет осторожность
в соответствии с принципом гарантированного результата Ю.Б. Гер-
мейера.

Теорема 3.4. Равновесие модели (3.13)–(3.15), (2.5) согласно опре-
делению 3.4 существует, если

S4 = {p(t) ∈ P (t) : u∗(p(t), q(t), t) ∈ A−1
q (X∗)

} 6= ∅
при заданной функции q(t) ∈ Q.
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Доказательство этого утверждения аналогично доказательству утвер-
ждения 3.3.

3.5. Модель 5 – игра принуждения по Штакельбергу с об-
ратной связью по управлению и учетом требований к управ-
ляемой динамической системе

Модель 5 описывается системой функционалов и ограничений на
управления (2.5)–(3.4) с учетом дополнительного условия (3.13), от-
ражающего требования устойчивого развития системы. Эта модель
интерпретируется как модель управления устойчивым развитием пу-
тем принуждения в условиях административной коррупции.

Определение 3.5. Тройка (q∗, u∗, b∗) называется равновесием при-
нуждения по Штакельбергу в программных стратегиях с обратной
связью по управлению и учетом требований к УДС, если

JL(q∗, u∗, b∗, x∗) = sup
(q,u)∈QX

inf
b∈Ru(q)

JL(q, u, b, x),

где QX = {q(t) ∈ QB(t); u(t) ∈ U(q(t)) x(u(t)) ∈ X∗, t ≥ 0}. Если
QX = ∅, то равновесия не существует.

Алгоритм построения равновесия модели (2.5)–(3.4), (3.13):
1) Вводится стратегия наказания Ведомого Ведущим

qP (t) : JF (u(t), b(t), x(t)) = inf
q(t)∈Q

JF (u(t), b(t), x(t)).

Находится величина гарантированного выигрыша Ведомого, если
он отказывается сотрудничать с Ведущим:

LF = sup
b(t)∈B(t): u(t)∈U(qP (t))

JF (u(t), b(t), x(t)).

2) Решается задача оптимального управления (2.5)–(3.2), (3.4) с
дополнительным условием LF < JF (u(t), b(t), x(t)) и фазовым огра-
ничением (3.13).

Максимум (3.1) с учетом предположения о сонаправленности ин-
тересов игроков ищется сразу по трем функциям q(t), u(t), b(t). Ре-
шение указанной задачи оптимального управления обозначим qR(t),
uR(t), bR(t), где qR(t) – стратегия поощрения Ведомого Ведущим при
принуждении.
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3) Ведущий предъявляет Ведомому стратегию (механизм управ-
ления) с обратной связью

q̂(b(t), t) =

{
qR(t) , если b(t) = bR(t) для t ∈ [0,∞)

qP (t) , иначе

4) При экономически разумном Ведомом равновесие в модели
(2.5)–(3.2), (3.4), (3.13) имеет вид

(
qR(t), uR(t), bR(t)

)
, где u(t) ∈ R(qR).

Теорема 3.5. Равновесие модели (3.5), (3.6), (3.8), (2.5), (3.13) со-
гласно определению 3.5 существует, если

S5 = {q(t) ∈ Q(t); b(t) ∈ B(t); u(t) ∈ A−1
q (X∗) :

LF < JF (u(t), b(t), x(u(t)))} 6= ∅
при заданной функции p(t) ∈ P .

Доказательство этого утверждения аналогично доказательству утвер-
ждения 3.1.

3.6. Модель 6 – игра побуждения по Штакельбергу с допол-
нительной обратной связью по управлению и учетом требо-
ваний к управляемой динамической системе

Модель 6 описывается системой функционалов и ограничений на
управления (3.5)–(3.8), (2.5) с учетом дополнительного условия (3.13),
отражающего требования устойчивого развития системы. Эта модель
интерпретируется как модель управления устойчивым развитием пу-
тем побуждения в условиях экономической коррупции.

Определение 3.6. Тройка (p∗, u∗, b∗)называется равновесием побуж-
дения по Штакельбергу в программных стратегиях с дополнитель-
ной обратной связью по управлению и учетом требований к состо-
янию УДС, если

JL(p∗, u∗, b∗, x∗) = sup
(p,u)∈PX

inf
b∈Ru(p)

JL(p, u, b, x),

где PX = {p(t) ∈ PU(t)×B(t); u(t) ∈ U(t) x(u(t)) ∈ X∗, t ≥ 0}. Если
PX = ∅, то равновесие не существует.
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Алгоритм построения равновесия модели (3.5)– (3.8), (2.5), (3.13):
1) Вводится стратегия наказания Ведомого Ведущим

pP (t) : JF (pP (t), u(t), b(t), x(t)) = inf
p(t)∈P (t)

JF (p(t), u(t), b(t), x(t));

u(t) ∈ U(t).

Находится величина гарантированного выигрыша Ведомого, если
он отказывается сотрудничать с Ведущим:

LF = sup
b(t)∈B(t); u(t)∈U(t)

JF (u(t), b(t), x(t)).

2) Решается задача оптимального управления (3.5), (3.6), (3.8),
(2.5) с дополнительным условием LF < JF (p(t), u(t), b(t), x(t)) и фазо-
вым ограничением (3.13). Максимум (3.5) ищется по трем функциям
p(t), u(t), b(t). Решение указанной задачи оптимального управления
обозначим pR(t), uR(t), bR(t) , где pR(t) – стратегия поощрения Ве-
домого Ведущим при побуждении.

3) Ведущий предъявляет Ведомому стратегию (механизм управ-
ления) с обратной связью

p̂(u(t), b(t), t) =

{
pR(t) , если b(t) = bR(t); u(t) = uR(t) для t ∈ [0,∞)

pP (t) , иначе

4) При экономически разумном Ведомом равновесие в модели
(3.5), (3.6), (3.8), (2.5), (3.13) имеет вид

(
pR(t), uR(t), bR(t)

)
.

Теорема 3.6. Равновесие модели (3.5), (3.6), (3.8), (2.5), (3.13) со-
гласно определению 3.6 существует, если

S6 = {p(t) ∈ P (t); b(t) ∈ B(t); u(t) ∈ A−1
q (X∗) :

LF < JF (p(t), u(t), b(t), x(u(t)))} 6= ∅
при заданной функции q(t) ∈ Q.

Доказательство этого утверждения аналогично доказательству утвер-
ждения 3.1.
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4. Система контроля качества речных вод

В качестве примера рассмотрим систему контроля качества по-
верхностных вод, включающую в свой состав: Ведущего (центр, ЦН),
Ведомого (предприятие, ПП) и управляемую динамическую систему
(водоток, УДС). Взаимоотношения между элементами исследуемой
системы устроены следующим образом: ЦН воздействует на ПП, а
ПП на УДС.

Предполагается, что принята следующая совокупность правил от-
носительно поведения и информированности различных субъектов
управления:

1) ЦН выбирает свою стратегию поведения первым (делает ход
первым) и сообщает ее ПП; в моделях 3–6 он максимизирует свой
критерий на множестве тех стратегий, которые позволяют поддер-
живать УДС в заданном состоянии.

2) ПП выбирает свою стратегию при известной стратегии ЦН и
стремится к максимизации своего критерия, не обращая внимания
на состояние УДС.

ПП в процессе своей производственной деятельности сбрасывает
в водоток загрязняющие вещества (ЗВ), при этом ПП управляет сте-
пенью очистки сточных вод. ЦН определяет размер платы за сброс
ПП загрязнений в водоток (метод побуждения) или минимально до-
пустимые степени очистки сточных вод на ПП (метод принуждения).
Требование поддержания системы в заданном состоянии состоит в не
превышении предельно допустимых концентраций загрязняющих ве-
ществ (ЗВ) в речной системе. ПП предлагает ЦН взятку, в обмен на
которую ЦН занижает размер платы за сброс загрязнений в водо-
ток (при побуждении) или минимально допустимую степень очистки
сточных вод (при принуждении).

Критерии субъектов управления имеют вид:
– ЦН

JL(T, P ) =

∫ ∞

0

e−αt (T (t) + b(t)) W (t)(1− P (t)) dt → max (4.1)

– ПП

JF (T, P )=

∫ ∞

0

e−αtW (t)

(
(T (t)+b(t))(1−P (t)+D

P (t)

1−P (t)

)
dt → min .
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Здесь α – коэффициент дисконтирования; P (t) – доля ЗВ, удаля-
емых из сточных вод на ПП в процессе их очистки в момент времени
t ; T (t) – размер платы за единицу сброшенных ЗВ; W (t) (W (t)(1 −
P (t))) – количество ЗВ, сбрасываемых в водоток до (после) очистки
сточных вод; функция W (t) считается заданной; b(t)- величина взят-
ки, приходящаяся на единицу сброшенных загрязнений; D = const.

Слагаемое W (t) T (t)(1 − P (t)) выражает плату ПП за сброс за-
грязнений в водоток в количестве W (t) (1 − P (t)) в момент времени
t; D P (t)

1−P (t)
W (t) – расходы на очистку сточных вод в количестве W (t) в

момент времени t со степенью P (t); W (t) b(t)(1−P (t)) – есть взятка,
предлагаемая ЦН.

Ограничения на управления имеют вид:

0 ≤ q(t) ≤ 1− ε; 0 ≤ T (t) ≤ Tmax; t ≥ 0; (4.2)

q(t) ≤ P (t) ≤ 1− ε; 0 ≤ b(t) ≤ bmax; t ≥ 0; (4.3)

где q(t) – минимально допустимая степень очистки сточных вод на
ПП; величина ε зависит от технологических возможностей очистки
сточных вод на ПП (0 ≤ ε ≤ 1); Tmax, bmax = const.

Условия устойчивого развития системы возьмем в виде

0 ≤ E(t) ≤ Emax ; ∀t ≥ 0 (4.4)

где E(t) – концентрация ЗВ в речной воде в момент времени t; вели-
чина Emax – задана.

Пусть изменение концентрации ЗВ в речной системе описывается
обыкновенным дифференциальным уравнением вида

dE

dt
= F (E(t), P (t), t)

Функция F (E(t), P (t), t) задана. Для простоты далее будем счи-
тать, что условие (4.4) выполнено при

P (t) ≥ p+(t); 0 ≤ p+(t) ≤ 1− ε; ∀t ≥ 0, (4.5)

где функция p+(t) – известна.
Исследование модели (4.1)–(4.5) проведем в случае, когда ∀t ≥ 0

D > T (t). Данное условие обеспечивает сонаправленность интересов
ЦН и ПП.



Динамические иерархические игры двух лиц 99

Модель 1 (принуждение с обратной связью по управлению без
учета условия (4.4)). Если выполнено условие T (t)ε + D 1−ε

ε
> T (t) +

bmax; ∀t ≥ 0, то

qP (t) = 1− ε; qR(t) = pR(t) = 0; bR(t) = bmax.

В противном случае bR(t) = T (t)ε + D 1−ε
ε
− T (t) − γ; ∀t ≥ 0,

γ > 0; γ << 1.

Модель 2 (побуждение с обратной связью по управлению без учета
(4.4)). В этом случае T P (t) = Tmax; pR(t) = 0; TR(t) = Tmax − γ;

bR(t) = 0; γ > 0; γ << 1.

В моделях 1, 2 наличие постоянной γ делает для ПП выгоднее
стратегию его поощрения, по сравнению с наказанием.

Модель 3 (принуждение без обратной связи по управлению с уче-
том (4.4)). В этом случае q∗ = p+; P ∗(q∗) = q∗.

Равновесие в модели 3 существует всегда при выполнении нало-
женных выше ограничений на входные параметры задачи.

Модель 4 (побуждение без обратной связи по управлению с уче-
том (4.4)). В этом случае T ∗ = Tmax; P ∗ = 0. Выполнить условие
(4.4) не удается.

Модель 5 (принуждение с обратной связью по управлению с уче-
том (4.4)). Если выполнено условие T (t)ε + D 1−ε

ε
> T (t)(1 − p+) +

D p+

1−p+
+ bmax(1− p+); ∀t ≥ 0, то

qP (t) = 1− ε; qR(t) = pR(t) = p+; bR(t) = bmax.

В противном случае bR(t) = T (t)ε + D 1−ε
ε
− T (t) − γ; ∀t ≥ 0,

γ > 0; γ << 1.

Модель 6 (побуждение с обратной связью по управлению с учетом
(4.4)). Если Tmax − D p+

1−p+
≥ 0; ∀t ≥ 0, то bR(t) = min(bmax; Tmax −

Tmax−D
p+

1−p+

1−p+
+ γ);

T P (t) = Tmax; TR(t) = min(Tmax;
Tmax −D p+

1−p+

1− p+

− γ);

γ > 0; γ << 1; pR(t) = p+.

В противном случае условие (4.4) выполнить не удается, равно-
весие модели 6 не существует.
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Пример 1. Для входных данных (у.е. – условные единицы):

D = 500; Tmax = 200 у.е.; α = 0.1; γ = 0.1; ε = 0.01; p+(t) = 0.5 ;

W = 200 мг/ л ; bmax = 200у.е.

T (t) = 50у.е. (∀t ≥ 0) (в случае принуждения) получены следую-
щие результаты.

Модель 1. qP (t) = 0.99; qR(t) = pR(t) = 0; bR(t) = bmax = 200 у.е.;

JL = 4.1 · 105 у.е.; JF = 4.1 · 105 у.е.

где JL, JF – величины средств, остающихся у ЦН и ПП, после учета
всех их расходов.

Модель 2. T P (t) = Tmax = 200 у.е.; TR(t) = Tmax − γ = 199.9 у.е.;
pR(t) = 0; bR(t) = 0 у.е.;

JL = 4 · 105 у.е.; JF = 4 · 105 у.е.

Модель 3. q∗ = 0.5; P ∗(q∗) = 0.5. b(t) = 0 у.е.

JL = 5 · 104 у.е.; JF = 1.05 · 106 у.е.

Модель 4. T ∗ = Tmax = 200 у.е., P ∗(T ∗) = 0; b(t) = 0 у.е. Условия
(4.4) не выполнены, а

JL = 4 · 105 у.е.; JF = 4 · 105 у.е.

Модель 5. qP (t) = 0.99; qR(t) = pR(t) = 0.5; bR(t) = bmax = 200 у.е.;

JL = 2.5 · 105 у.е.; JF = 1.25 · 106 у.е.

Модель 6. Равновесие не существует.
Пример 2. В случае входных данных примера 1 и p+(t) = 0.1 (ос-

лаблены условия устойчивого развития системы) равновесия моделей
1, 2, 4 не изменятся. В остальных случаях получим:

Модель 3. q∗ = 0.1; P ∗(q∗) = 0.1. b(t) = 0 у.е.

JL = 9 · 104 у.е.; JF = 2.05 · 105 у.е.

Модель 5. qP (t) = 0.99; qR(t) = pR(t) = 0.1; bR(t) = bmax = 200 у.е.;

JL = 4.5 · 105 у.е.; JF = 5.6 · 105 у.е.
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Модель 6. Равновесие в отличие от примера 1 существует, причем

T P (t) = Tmax = 200 у.е.; TR(t) = 160 у.е.; pR(t) = 0.1; bR(t) = 0 у.е.;

JL = 2.88 · 105 у.е.; JF = 3.9 · 105 у.е.

По сравнению с примером 1 в моделях 3, 5 доход ЦН вырос, ПП
– несколько снизился.

Пример 3. В случае входных данных примера 1 и D = 1000;

T = 200 у.е. ; Tmax = 400 у.е. выросли затраты на очистку сточных
вод) оптимальные стратегии субъектов управления не меняются по
сравнению с примером 1. В моделях 4, 6, как и в примере 1, условия
(4.4) выполнить не удается. Доходы субъектов определяются форму-
лами:

Модель 1. JL = 8.01 · 105 у.е.; JF = 8.01 · 105 у.е.
Модель 2 JL = 7.99 · 105 у.е.; JF = 7.99 · 105 у.е.
Модель 3. JL = 4 · 105 у.е.; JF = 2.4 · 106 у.е.
Модель 4. JL = 1.2 · 106 у.е.; JF = 1.2 · 106 у.е.
Модель 5. JL = 4 · 105 у.е.; JF = 2.4 · 106 у.е.
Для большинства моделей доходы ЦН и ПП выросли по сравне-

нию с примером 1.

5. Заключение

В работе предложена модификация определения равновесия по
Штакельбергу для некоторых частных классов динамических игр.
Дана интерпретация соответствующих теоретико-игровых моделей
в терминах приложений (моделирования коррупции и управления
устойчивым развитием в иерархических системах управления). Раз-
работаны и апробированы алгоритмы нахождения указанных реше-
ний теоретико-игровых моделей на основе дискретизации исходных
дифференциальных игр. Приведены примеры построения равнове-
сий сформулированных моделей в задаче контроля качества поверх-
ностных вод для ряда входных данных.

В дальнейшем представляется целесообразным развитие прове-
денных исследований в следующих направлениях:
– рассмотрение динамических кооперативных теоретико-игровых мо-
делей, формализующих переход от иерархических методов принуж-
дения и побуждения к методу убеждения;
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– изучение выделенных классов игр в позиционных стратегиях;
– исследование игр для трех и более игроков (уровней управления) и
соответствующих регламентов сочетания различных игр Гермейера
и методов иерархического управления;
– учет стохастических факторов;
– анализ различных «комбинированных» вариантов теоретико-игровых
моделей.
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DYNAMIC HIERARCHICAL PLAY TWO PERSONS IN
PROGRAMME STRATEGY AND THEIR EXHIBITS
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Abstract : The private classes of the differential hierarchical games of
two players in programming strategies are considered in this article.
Their interpretation is given as models to corruptions and controls of the
sustainable development in hierarchical systems. The optimum principles
for these classes of the games as modifications of the Stackelberg balance
are formulate. The algorithms of the construction balance of these games
are offered. These algorithms are approved on numeric examples.

Keywords : dynamic games, hierarchical systems, Stackelberg balance,
corruption, sustainable development.


