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В работе изучаются свойства оптимального риска и спосо-
бы построения оптимальной по риску стратегии в случаях, ко-
гда помеха стеснена неизвестным функциональным ограниче-
ниям из некоторого семейства. Показано, что для одного клас-
са управляемых систем задача разрешима в классе стратегий
с полной памятью при этом оптимальный риск совпадает с оп-
тимальным риском в классе квазиcтратегий. Приводится опи-
сание оптимального риска и оптимальной по риску стратегии
на основе конструкций метода программных итераций. Даны
примеры построения такой оптимальной стратегии, случаи и
условия вырождения итерационного процесса.
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1. Введение

В работе на основе методов теории гарантирующего позиционного
управления (см. [2,3,6,10]) исследуется задача минимизации риска –
задача оптимального управления при наличии динамических помех
в формализации на основе критерия Сэвиджа [13].

Рассматриваемая управляемая система описывается обыкновен-
ным дифференциальным уравнением. Значения управляющих воз-
действий и помехи в каждый момент времени лежат в известных
компактных множествах. Реализации помехи, кроме того, стеснены
некоторым неизвестным заранее функциональным ограничением из
заданного семейства. Реализации управления формируются страте-
гиями с полной памятью. Показатель качества, определенный на тра-
екториях управляемой системы, предполагается непрерывным на со-
ответствующем пространстве непрерывных функций.

Известно, что стратегия с полной памятью разрешает задачу оп-
тимального гарантированного управления при L2–компактных огра-
ничениях на помеху и при других функциональных ограничениях,
сводящихся к ним [5,11]. Опираясь на подходы и результаты из этих
публикаций в работе показано, что для достаточно широкого клас-
са управляемых систем, оптимальный риск совпадает со значением
оптимального риска в классе квазистратегий; установлено совпаде-
ние величины оптимального риска в классе квазистратегий с непо-
движной точкой программных итераций [8,9] функционала сожале-
ния; приведена программная конструкция для разрешающей страте-
гии с полной памятью; рассмотрены случаи регулярности этой кон-
струкции (аналоги случаев регулярности программного максимина
[2,3,6,10]), а также случаи вырождения итерационного процесса, поз-
воляющие эффективно вычислять значения стратегии; даны иллю-
стративные примеры.
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2. Динамика системы

Рассматривается управляемая система, описываемая обыкновен-
ным дифференциальным уравнением

ẋ(τ) = f(τ, x(τ), u(τ), v(τ)), τ ∈ T ,[t0, ϑ] ⊂ R, (2.1)

и начальным условием x(t0) = z0 ∈ G0 ⊂ Rn, где «,» означает «рав-
но по определению». Реализации управления u(·) и помехи v(·) пред-
полагаются измеримыми по Борелю функциями, удовлетворяющими
геометрическим ограничениям

u(τ) ∈ P ⊂ Rp, v(τ) ∈ Q ⊂ Rq, τ ∈ T.

Множества всех таких реализаций управления и помехи обозначим
соответственно U и V . Множества G0, P и Q суть компакты в соот-
ветствующих евклидовых пространствах.

В отношении функции f(·) будем предполагать, что
– она определена и непрерывна по совокупности аргументов в

области Rn+1 × P ×Q;
– локально липшицева по второй переменной:

‖f(τ, x1, u, v)− f(τ, x2, u, v)‖ 6 Lf (S)‖x1 − x2‖,

где (τ, x1), (τ, x2) ∈ S, u ∈ P , v ∈ Q, S – любое ограниченное подмно-
жество из Rn+1, Lf (S) – константа Липшица, зависящая от множе-
ства S;

– удовлетворяет условию подлинейного роста:

‖f(τ, x, u, v)‖ 6 K(1 + ‖x‖), K > 0

при любых (τ, x, u, v) ∈ T × Rn ×P ×Q.
При указанных условиях решение в смысле Каратеодори зада-

чи Коши (2.1) существует на всем интервале [t0, ϑ] и единственно
для любых реализациях управления u(·) ∈ U и помехи v(·) ∈ V
[1, Гл.2]. Для всех (t∗, x∗) ∈ T × Rn, u(·) ∈ U , v(·) ∈ V обозначим
x(·, t∗, z∗, u(·), v(·)) решение в смысле Каратеодори задачи (2.1) с на-
чальным условием x(t∗) = x∗.
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Выделим компактное в Rn+1 подмножество G пространства со-
стояний системы (2.1), содержащее все движения, начинающиеся из
G0:

G , clT×Rn

{
(τ, x) ∈ T × Rn |

x = x(τ, t0, z0, u(·), v(·)), z0 ∈ G0, u(·) ∈ U , v(·) ∈ V
}

,

где clX Z обозначает замыкание множества Z ⊆ X в топологии про-
странства X.

Для произвольных (t∗, z∗) ∈ G, v(·) ∈ V и u(·) ∈ U введем следу-
ющие обозначения:

X(t∗, z∗,U , v(·)) , clC([t∗,ϑ];Rn)

{
x(·, t∗, z∗, u(·), v(·)) | u(·) ∈ U}

,

X(G0) , clC(T ;Rn)

⋃
z0∈G0
v(·)∈V

X(t0, z0,U , v(·)),

где C([t∗, ϑ];Rn) – множество непрерывных функций из [t∗, ϑ] в Rn с
нормой равномерной сходимости. В дальнейшем для z0 ∈ G0 будут
также использоваться обозначения

X(z0,U , v(·)) , X(t0, z0,U , v(·)), X(G0,U , v(·)) ,
⋃

z0∈G0

X(z0,U , v(·)).

Пусть

∆T ,
{

∆ ∈ 2T \ {∅}
∣∣ |∆| < ∞, min

τ∈∆
τ = t0, max

τ∈∆
τ = ϑ

}
.

Для всякого ∆ ∈ ∆T определим число d(∆) , max
τ∈∆\{ϑ}

{min
τ ′∈∆
τ ′>τ

τ ′ − τ}

(далее – диаметр разбиения ∆) и единственный кортеж (τi)i∈1..n∆
∈

T n∆ , n∆ , |∆|, сохраняющий естественный порядок в T : τi > τi−1,
i ∈ 2..n∆. Элементы ∆T будем называть разбиениями отрезка T .
Каждое разбиение ∆ ∈ ∆T порождает дизъюнктное покрытие ин-
тервала [t0, ϑ) системой интервалов [τi−1, τi), τi−1, τi ∈ ∆, i ∈ 2..n∆.

Следуя [9] определим множество стратегий с полной памятью.
Назовем обратной связью с полной памятью на разбиении ∆ =

= (τi)i∈0..n∆
и обозначим U∆ ,(Ui(·))i∈0..(n∆−1) всякое конечное семей-

ство операторов вида

Ui(·) : C([t0, τi],Rn) 7→ P , i ∈ 0..(n∆ − 1).
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Назовем позиционной стратегией с полной памятью и обозначим
U всякое семейство (U∆)∆∈∆T

обратных связей с полной памятью,
заданных на всех разбиениях ∆ ∈ ∆T . Множество всех позиционных
стратегий с полной памятью обозначим S.

Назовем пошаговым движением из z0 ∈ Rn и реализацией управ-
ления при обратной связи U∆ = (Ui(·))i∈0..(n∆−1) на разбиении ∆ при
помехе v(·) ∈ V и обозначим

x(·) ,x(·, z0,U
∆, v(·)) ∈ X(z0,U , v(·)), u(·) , u(·, z0,U

∆, v(·)),

соответственно, функции, удовлетворяющие равенствам

x(·) = x(·, t0, z0, u(·), v(·)), u(t) = Ui(x(·)|[t0,τi]),

t ∈ [τi, τi+1), i ∈ 0..(n∆ − 1).

Пусть имеются z0 ∈ G0, U ∈ S, и V ⊆ V . Определим пучок движе-
ний X(z0,U,V) как множества всех элементов x(·) ∈ C(T ;Rn), для
которых найдутся последовательности

{(z0k, vk(·), ∆k,U
∆k) ∈ G0 ×V ×∆T × U | k ∈ N},

удовлетворяющие условиям

lim
k→∞

z0k = z0, lim
k→∞

d(∆k) = 0,

lim
k→∞

‖x(·)− x(·, z0k,U
∆k , vk(·))‖C(T ;Rn) = 0. (2.2)

Определим пучок движений X+(z0,U,V) как множество всех эле-
ментов x(·) ∈ C(T ;Rn), для которых найдутся последовательности
вида

{(z0k, vk(·), ∆k,U
∆k) ∈ G0 × V ×∆T × U | k ∈ N},

удовлетворяющие условиям (2.2) и условию

lim
k→∞

‖v(·)− vk(·)‖L2(T ;Rn) = 0

при некотором v(·) ∈ V.
Пусть имеется функционал качества

γ(·) : C(T ;Rn) 7→ R (2.3)
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непрерывный в равномерной топологии пространства C(T ;Rn).

3. Формализация задачи управления на основе критерия Сэ-
виджа

Рассмотрим две формализации задачи управления на основе кри-
терия Сэвиджа [13]. Для управляемой системы (2.1) и показателя
качества (2.3) определим величины оптимального результата и со-
жаления: пусть заданы начальное состояние z0 ∈ G0 помеха v(·) ∈ V
и движение x(·) из пучка X(z0,U , v(·)), при реализации помехи v(·).
Этими данными определены величина ρ(z0, v(·)) оптимального ре-
зультата при помехе v(·)

ρ(z0, v(·)) , inf
x′(·)∈X(z0,U ,v(·))

γ(x′(·)), (3.1)

и величина γs(x(·), v(·)) сожаления

γs(x(·), v(·)) , γ(x(·))− ρ(x(t0), v(·)) (3.2)

при реализации движения x(·) и помехи v(·).
В этих обозначениях сожаление при выборе стратегии U ∈ S и

реализации помехи v(·) ∈ V определим величиной

sup
x(·)∈X(z0,U,{v(·)})

γs(x(·), v(·)),

а риск rp(z0,U) стратегии U при программных ограничениях на по-
меху иа оптимальный риск rp(z0) при программных ограничениях
на помеху для начального состояния z0, соответственно, величинами

rp(z0,U) , sup
v(·)∈V

x(·)∈X(z0,U,{v(·)})

γs(x(·), v(·)), rp(z0) , inf
U∈S

rp(z0,U).

В случае, когда реализации помехи ограничены некоторым зара-
нее не известным подмножеством V ∈ compL2(T ;Rq)(V), также оттал-
киваясь от значений сожаления (3.2) на соответствующих пошаговых
движениях и переходя к верхним пределам этих величин, придем к
следующему определению риска rc(z0,U) стратегии U и оптималь-
ного риска rc(z0) при L2–компактных ограничениях на помеху для
начального состояния z0:

rc(z0,U) , sup
v(·)∈V

x(·)∈X+(z0,U,{v(·)})

γs(x(·), v(·)), rc(z0) , inf
U∈S

rc(z0,U).
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Следуя [6, с.24], назовем квазистратегией всякое отображение

α(·) : V 7→ U ,

для которого при любых τ ∈ T , v(·), v′(·) ∈ V выполняется

α(v(·))τ = α((v, v′)τ (·))τ .

Здесь и далее используется обозначение

(v, v′)τ (t) ,
{

v(t), t ∈ [t0, τ),

v′(t), t ∈ [τ, ϑ].

Обозначим Q – множество всех квазистратегий и определим риск
квазистратегии α(·) и оптимальный риск в классе Q квазистратегий,
соответственно, выражениями:

rq(z0, α(·)) , sup
v(·)∈V

γs(x(·, t0, z0, α(v(·)), v(·)), v(·)),

rq(z0) , inf
α(·)∈Q

rq(z0, α(·)).

Замечание 3.1. Нетрудно видеть, что определение оптимального рис-
ка в классе квазистратегий при L2–компактных ограничениях на по-
мехи приведет к той же величине: квазистратегии с точки зрения оп-
тимального гарантированного результата нечувствительны к функ-
циональным ограничениям на помехи.

Стратегию U0 ∈ S будем называть оптимальной по риску при
программных ограничениях на помеху (при L2–компактных ограни-
чениях на помеху) для начального состояния z0 ∈ G0, если выпол-
няется равенство rp(z0,U0) = rp(z0) (rc(z0,U0) = rc(z0)).

Теорема 3.1. Для каждого z0 ∈ G0 справедливы соотношения

rq(z0) 6 rp(z0) 6 rc(z0). (3.3)

3.1. Пример 1

Рассмотрим на простом примере введенные определения. Пусть
управляемая система описывается уравнениями

{
ẋ(τ) = u(τ) + v(τ), τ ∈ [t0, ϑ] , T, 0 < a < b,

x(t0) = z0 ∈ R, u(τ) ∈ P ,[−a, a], v(τ) ∈ Q,[−b, b].
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Показатель качества выберем в виде γ(x(·)) , |x(ϑ)| и обозначим

Ab+a ,{(τ, x) ∈ G | τ 6 ϑ, |x| > (b + a)(ϑ− τ)},
Ab−a ,{(τ, x) ∈ G | τ 6 ϑ, |x| 6 (b− a)(ϑ− τ)},

Ab±a , Ab+a ∪ Ab−a,

τ∗ , τ∗(t, z) ,





t + b−a
b

(ϑ− t), (t, z) ∈ Ab−a,

t + (b−a)(ϑ−t)+|z|
2b

, (t, z) ∈ G \ Ab±a,

ϑ, (t, z) ∈ Ab+a,

A(t,z) ,
{
(τ, x) ∈ G | τ ∈ [t, ϑ], |x| 6 max{0, b(τ∗(t, z)− τ)}}.

В непосредственно проверяется, что в рассматриваемой задаче
управления имеют место соотношения

ρ(z0, v(·)) = max



0,

∣∣∣z0 +

∫

T

v(s) ds
∣∣∣− a(ϑ− t0)



 ,

rp(z0) =





b−a
b

a(ϑ− t0), (t0, z0) ∈ Ab−a,
b−a

b
· (b+a)(ϑ−t0)−|z0|

2
, (t0, z0) /∈ Ab±a,

0, (t0, z0) ∈ Ab+a.

Стратегия U,(U∆)∆∈∆T
∈ S, в которой все элементы Ui обратной

связи с полной памятью U∆ ,(Ui)i∈0..(n∆−1) на произвольном разби-
ении ∆ имеют вид

Ui(x(·)) ,
{

0, (τi, x(τi)) ∈ A(t0,x(t0)),

−a sign(x(τi)), (τi, x(τi)) /∈ A(t0,x(t0)),

является оптимальной по риску при программных помехах для на-
чальной позиции z0.

4. Оптимальная по риску стратегия

Поскольку наименьшая из величина в (3.3) – это оптимальный
риск в классе квазистратегий, особый интерес представляют те функ-
циональные ограничения на помехи и те условия, при которых соот-
ветствующий оптимальный риск в классе позиционных стратегий с
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полной памятью совпадает с оптимальным риском в классе квази-
стратегий. В этом случае класс позиционных стратегий с полной па-
мятью является (при данном начальном состоянии) неулучшаемым в
том смысле, что использование при выработке значений допустимого
управления любой информации о прошлых и текущих значениях ре-
ализуемой допустимой помехи не является для управляющей сторо-
ны существенной – не позволяет ей улучшить значение оптимального
риска.

Далее приводятся условия на управляемую систему, при которых
достигается упомянутый неулучшаемый результат, и вид разрешаю-
щей стратегии с полной памятью.

Предлагаемая оптимальная по риску стратегия (обозначим ее Us)
при построении управления симулирует движение вспомогательной
управляемой системы – y-модели. Для формировании движения y-
модели на очередном интервале разбиения по наблюдениям за движе-
нием управляемой системы строится помеха как решение обратной
задачи динамики [4,12], близкая в подходящем смысле к помехе в
исходной системе. Управление в y-модели определяется как контру-
правление, экстремальное к множеству оптимальных траекторий си-
стемы при этой восстановленной помехе. Выбранное таким образом
управление затем используется в «реальной» управляемой системе
(2.1) на следующем интервале разбиения. При измельчении шага раз-
биения движения y-модели будут сходиться в C(T ;Rn) к оптималь-
ным движениям, а движения исходной системы – к соответствую-
щим движениям y-модели. Эти сходимости обеспечивают оптималь-
ное значение критерия Сэвиджа и, как следствие, оптимальность по
риску стратегии Us.

Приведем формальное определение стратегии Us. В определении
используются «целевые» множества W(z, v̄(·)) ⊆ C(T ;Rn), получен-
ные из траекторий, порождаемых «почти оптимальными» квазистра-
тегиями при восстановленной реализации помехи v̄(·) (4.9): для всех
z ∈ G0, τ ∈ T , y(·) ∈ C([t0, τ ],Rn) и v̄(·) ∈ V положим

W(z, v̄(·)) ,
⋂
ε>0

clC(T ;Rn)

{ ⋃
rq(z,α(·))
6rq(z)+ε

x(·, t0, z, α(v̄(·)), v̄(·))
}

, (4.1)

где clC(T ;Rn) A означает «замыкание множества A в топологии про-
странства C(T ;Rn)», и проекция w(·|τ, y(·), v̄(·)) некоторого элемента
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y(·) ∈ C([t0, τ ],Rn) на это множество

w(·|τ, y(·), v̄(·)) ∈ argmin
w(·)∈W(y(t0),v̄[t0,τ ](·))|[t0,τ ]

‖w(·)− y(·)‖C([t0,τ ],Rn). (4.2)

Здесь использовано обозначение

v̄[t0,τ ](t) ,
{

v̄(t), t ∈ [t0, τ ],

v̄(τ), t ∈ [τ, ϑ].

Определим также множества вида

ν(u, x(·), τ, τ ′) , argmin
v∈Q

∥∥∥∥
x(τ ′)− x(τ)

τ ′ − τ
− f(τ, x(τ), u, v)

∥∥∥∥ , (4.3)

заданные для произвольных u ∈ P , τ, τ ′ ∈ T , τ < τ ′, x(·) ∈ C(T ;Rn).
Для произвольного разбиения ∆ = (τi)i∈0..n∆

∈ ∆T определим его
подмножество ∆′ ,{τ ′i , τi′(i) | i ∈ 1..n∆′} ∈ ∆T , также являющееся
разбиением интервала управления T :

i′(i) , min{k ∈ 0..n∆ | τk > i(ϑ− t0)/n∆′}, i ∈ 0..n∆′ ,

n∆′ , min{n ∈ N | n2 d(∆) > 1}.

Для любого τ ∈ T обозначим iτ , max{i ∈ 0..n∆′ | τ ′i 6 t}; при этом
будет справедливо включение τ ∈ [τ ′iτ , τ

′
iτ+1).

Замечание 4.1. Разбиение ∆′ ⊂ ∆ удовлетворяет неравенству

d(∆′) 6 (ϑ− t0)
√

d(∆) + d(∆)

и является «почти равномерными» – сумма отклонений его моментов
от ближайших моментов равномерного разбиения {t0 + i(ϑ− t0)/n∆′ |
i ∈ 0..n∆′} оцениваются величиной d(∆′):

∑
i∈0..n

∆′

|τ∆′
i − i(ϑ− t0)/n∆′| 6 (n∆′ + 1)d(∆) 6

√
d(∆) + 2d(∆). (4.4)

Определим обратную связь U∆
s = (Usi(·))i∈0..(n∆−1) на произволь-

ном разбиении ∆ = (τi)i∈0..n∆
следующим образом: вначале индук-

тивно определим значения элементов Usi′(i) для всех моментов τ ′i ,
i ∈ 0..(n∆′ − 1) разбиения ∆′ – формально это соответствует опреде-
лению обратной связи с полной памятью U∆′

l на разбиении ∆′. После
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этого распространим значения обратной связи U∆′
l на все элементы

обратной связи U∆
s .

Перейдем к определению обратной связи U∆′
l на разбиении ∆′.

База индукции: зафиксируем некоторые u∗ ∈ P , v∗ ∈ Q и для
всех

x0(·) ∈ C([t0, τ0],Rn), xi′(1)(·) ∈ C([t0, τi′(1)],Rn)

положим (заметим 0 = i′(0)):

Us0(x0(·)) ,Usi′(1)(xi′(1)(·)) , u∗, y0(τ0) = x0(τ0), v̄0 , v∗.

Шаг индукции: если при некотором i ∈ 1..(n∆′ − 2) значения об-
ратной связи Usi′(k)(xi′(k)(·)) ∈ P определены для всех xi′(k)(·) ∈
∈ C([t0, τ

′
k],Rn), k ∈ 0..i, а элементы yk(·) ∈ C([t0, τ

′
k],Rn), v̄k ∈ Q –

для всех k ∈ 0..(i− 1), то для любых τ ∈ [τ ′i−1, τ
′
i ], xi′(i+1)(·)∈C([t0, τ

′
i+1],

Rn) положим

v̄i ∈ ν
(
Usi′(i)(xi′(i+1)(·)|[t0,τ ′i ]), xi′(i+1)(·), τ ′i , τ ′i+1

)
, (4.5)

yi(τ) = yi−1(τ
′
i−1) +

∫ τ

τ ′i−1

f(t, yi(t),Usi′(i)(xi′(i+1)(·)|[t0,τ ′i ]), v̄i−1)dt, (4.6)

Usi′(i+1)(xi′(i+1)(·)) ∈ argmin
u∈P

〈yi(τ
′
i)− w(τ ′i | τ ′i , yi(·)), f(τ ′i , yi(τ

′
i), u, v̄i)〉.

(4.7)

Обратная связь с полной памятью U∆′
l на разбиении ∆′ определе-

на. Теперь для определения обратной связи U∆
s на произвольном

разбиении ∆ ∈ ∆T при всех i ∈ 0..n∆, i /∈ {i′(k) | k ∈ 0..n∆},
xi(·) ∈ C([t0, τi],Rn) положим

Usi(xi(·)) ,Usi′(iτi )
(xi(·)|[t0,τi′(iτi )]

). (4.8)

Тем самым определена и стратегия Us ,(U∆)∆∈∆T
.

Обозначим v̄(·) ∈ V∆′ помеху, восстановленную в процессе управ-
ления:

v̄(τ) , v̄iτ , τ ∈ [τ ′iτ , τ
′
iτ+1). (4.9)

Замечание 4.2. В определении обратной связи U∆
s , по–существу, уча-

ствуют лишь моменты из разбиения ∆′: элементы Usi обратной связи
U∆

s , отвечающие другим моментам разбиения ∆, не изменяют значе-
ния обратной связи.
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Стратегия Us является универсальной, то есть не зависит от на-
чальной позиции z0 управляемой системы (2.1).

Для (t, x) ∈ T × Rn, u ∈ P введем в рассмотрение фактор–
множество Q/∼

txu
множества Q, порожденное отношением эквивален-

тности ∼
txu

:

(v1 ∼
txu

v2) ⇔ (f(t, x, u, v1) = f(t, x, u, v2)), v1, v2 ∈ Q.

Теорема 4.1. Пусть для системы (2.1) фактор–множества Q/∼
txu

не зависят от u, x:

Q/∼
txu

= Q/ ∼
tx ′u′

,Qt для всех u, u′ ∈ P , (t, x), (t, x′) ∈ G. (4.10)

Тогда для любого начального состояния z0 ∈ G0 справедливы равен-
ства

rq(z0) = rp(z0) = rc(z0). (4.11)

Стратегия Us, заданная выражениями (4.1), (4.2), (4.5) – (4.8) яв-
ляется стратегией, оптимальной по риску при L2–компактных ог-
раничениях на помехи для любого начального состояния z0 ∈ G0.

Замечание 4.3. Нетрудно видеть, что при выполнении условий тео-
ремы 4.1 стратегия Us будет также оптимальной по риску при про-
граммных ограничениях на помеху.

Замечание 4.4. Условию (4.10) удовлетворяет, например, следующее
семейство управляемых систем:

ẋ(t) = f1(t, x(t), u(t)) + f2(t, x(t), u(t)) · f3(t, v(t)),

где f2(·) – матрица–функция размерности n × q, f1(·), – вектор–
функция (столбец) размерности n, и f3(·) – вектор–функция раз-
мерности q и для всех t ∈ T ядро линейного оператора f2(t, x, u) :

Rq 7→ Rn не зависит от параметров x, u при их изменении в пределах
x ∈ G|t, u ∈ P .
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5. Программные итерации функционала сожаления

Обозначим CV∗
t , t ∈ T множество всех непрерывных функциона-

лов, определенных на прямом произведении множеств

X(G0)|[t0,t] × V|[t0,t] ⊂ C([t0, t],Rn)× L2([t0, t],Rq)

c топологией, индуцированной топологией произведения объемлю-
щих пространств, и положим CV∗

T ,
∏
t∈T

CV∗
t .

Рассмотрим оператор Γ (программной итерации, см. [7–9]), пре-
образующий всякое семейство (Ψt)t∈T ∈ CV∗

T в семейство функцио-
налов (Γ(Ψt))t∈T ∈ CV∗

T вида

Γ(Ψt)(x(·), v(·)) , sup
τ∈[t,ϑ]

v′(·)∈V

inf
x′(·)∈

X(t,x(t),U,v′(·))

Ψτ ((x, x′)t(·), (v, v′)t(·)).

Введем в рассмотрение семейство функционалов (ε0
t )t∈T ∈ CV∗

T

(программных максиминов функционала сожаления): для произво-
льных t ∈ T , v(·) ∈ V , x(·) ∈ X(G0,U , v(·)) положим

ε0
t (x(·), v(·)) , sup

v′(·)∈V
inf
x′(·)∈

X(t,x(t),U,v′(·))

γs((x, x′)t(·), (v, v′)t(·))

итерации оператора Γ на семействе (ε0
t )t∈T , а также предельные зна-

чения итераций

εk
t (·) ,Γ(εk−1

t (·)), εt(x(·), v(·)) , lim
k→∞

εk
t (x(·), v(·)), k ∈ N , t ∈ T. (5.1)

При всех v(·), v′(·) ∈ V , x(·), x′(·) ∈ X(G0,U , v(·)) с одинаковым
начальным состоянием x(t0) = x′(t0) выполнены равенства

εt(x(·), v(·)) > 0, (5.2)

εϑ(x(·), v(·)) = γs(x(·), v(·)), (5.3)

εt0(x(·), v(·)) = εt0(x
′(·), v′(·)).

Иными словами, значение εt0(x(·), v(·)) функционала εt0(·) полностью
определяется вектором x(t0). Заметим также, что неравенства (5.2)
суть следствия включения x(·) ∈ X(G0,U , v(·)) и, вообще говоря, не
выполняется при произвольном x(·) ∈ X(G0).
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Теорема 5.1. Для любых z0 ∈ G0, v(·) ∈ V, x(·) ∈ X(z0,U , v(·))
справедливы равенства

rq(z0) = εt0(x(·), v(·)).

Определим новый вариант стратегии Us (за которым мы оставим
прежнее обозначение), отличающийся от предыдущего только описа-
нием «целевых множеств» и проекцией на них движений y–модели:
для всех τ ∈ T , y(·) ∈ C([t0, τ ],Rn), v̄(·) ∈ V положим

It(z, v̄(·)) , {x(·) ∈ X(z,U , v̄(·)) | εt(x(·), v̄(·)) 6 εt0(x(·), v̄(·))} , (5.4)

w(·|τ, y(·), v̄(·)) ∈ argmin
w(·)∈Iτ (y(t0),v̄[t0,τ ](·))|[t0,τ ]

‖w(·)− y(·)‖C([t0,τ ],Rn). (5.5)

Теорема 5.2. Пусть для системы (2.1) выполнено условие (4.10).
Тогда для любых z0 ∈ G0, v(·) ∈ V, x(·) ∈ X(z0,U , v(·)) справедливы
равенства

εt0(x(·), v(·)) = rq(z0) = rp(z0) = rc(z0).

Стратегия Us, заданная выражениями (5.4), (5.5), (4.5) – (4.8) яв-
ляется стратегией, оптимальной по риску при L2–компактных ог-
раничениях на помехи для любого начального состояния z0 ∈ G0.

Известно, что метод программных итераций позволяет продви-
нуться в конструктивном направлении в задачах оптимизации гаран-
тированного результата. Эти возможности возникают в известных
случаях вырождения сходимости (5.1). Эти возможности, присут-
ствуют и в задачах оптимизации риска и поиска риск–оптимальных
стратегий. Можно проверить, что в рассмотренном выше примере 1
уже первая итерация совпадает с оптимальным риском.

В следующем разделе будут рассмотрены условия, при которых
сам программный максимин (нулевая итерация) совпадает с опти-
мальным риском.

6. Случай риск–регулярности

Рассмотрим случай, когда в некотором начальном состоянии про-
граммный максимин функционала сожаления ε0

t0
(·) совпадает с ве-

личиной оптимального риска rc(·) при L2–компактных ограничени-
ях на помеху. По аналогии со свойством регулярности в задачах
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оптимизации гарантии [2,3,6,10] будем называть это свойство риск–
регулярностью.

Замечание 6.1. В силу определений свойство риск–регулярности оз-
начает равенство

rc(z0) = 0 (6.1)

и, значит, для этого начального состояния в S существует страте-
гия, которая гарантирует оптимальный результат ρ(z0, v(·)) какова
бы ни была помеха v(·) ∈ V . То есть, эта стратегия действует столь
же эффективно, как если бы помеха v(·) была известна ей заранее.
Понятно, что круг задач управления, в которых существуют такие
стратегии, сравнительно узок и вместе с тем, как и в задачах оптими-
зации гарантированного результата, это свойство позволяет эффек-
тивно строить решения соответствующей задачи.

Замечание 6.2. Свойство риск–регулярности задачи управления, во-
обще говоря, не следует из классического свойства регулярности: так
в примере 1 во всех начальных состояниях имеет место регулярный
случай – цена игры совпадает с программным максимином показате-
ля качества. Вместе с тем, оптимальный риск в этой задаче не везде
равняется нулю.

Для произвольных v(·) ∈ V , z0 ∈ G0 введем в рассмотрение мно-
жество R(z0, v(·)) ⊂ C(T ;Rn) вида

R(z0, v(·)) , argmin
x(·)∈X(z0,U ,v(·))

γ(x(·)).

Определение корректно, так как множество X(z0,U , v(·)) ⊂ C(T ;Rn)

компактно в равномерной топологии пространства C(T ;Rn), а функ-
ционал γ(·) непрерывен в этой же топологии.

Условие 6.1. В начальном состоянии z0 ∈ G0 для произвольного
момента t ∈ T и произвольного конечного множества помех vj(·) ∈
∈ V, j ∈ 1..m справедлива импликация

v1(·)|[t0,t] = . . . = vm(·)|[t0,t] ⇒
⋂

j∈1..m

R(z0, vj(·))|[t0,t] 6= ∅. (6.2)

Определим стратегию U0
s , которая отличается от Us только описа-

нием «целевых множеств» и проекцией на них движений y–модели:
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для всех z0 ∈ G0, τ ∈ T , y(·) ∈ C([t0, τ ],Rn), v̄(·) ∈ V положим

Zτ (z0, v(·)) ,
⋂

v′(·)∈V
R(z0, (v, v′)τ (·))|[t0,τ ], (6.3)

w(·|τ, y(·), v̄(·)) ∈ argmin
w(·)∈Zτ (y(t0),v̄[t0,τ ](·))

‖w(·)− y(·)‖C([t0,τ ],Rn). (6.4)

Теорема 6.1. Если для некоторого z0 ∈ G0 имеет место равенство
(6.1), то в этом начальном состоянии z0 выполнено условие 6.1.

Если выполнено условие (4.10) и в начальном состоянии z0 ∈ G0

выполнено условие 6.1, то имеют место равенства

0 = rq(z0) = rp(z0) = rc(z0)

и стратегия U0
s, заданная выражениями (6.3), (6.4), (4.5) – (4.8),

является стратегией оптимальной по риску при L2–компактных
ограничениях на помеху для начального состояния z0 ∈ G0.

6.1. Пример 2

Проиллюстрируем применение теоремы 6.1 на задаче управления
из примера 1 в случае a > b. Проверяется, что при любых z0 ∈ G0,
v(·) ∈ V движение вида

x(t, z0, v(·)) ,
{

y(t, z0, v(·)), t ∈ [t0, t
∗),

0, t ∈ [t∗, ϑ],
(6.5)

y(t, z0, v(·)) , z0 +

t∫

t0

v(s) ds− (t− t0)a sign(z0),

t∗ , min{ϑ, min{t ∈ T | y(t, z0, v(·)) = 0}}

принадлежит R(z0, v(·)) и для любых t ∈ T , v′(·) ∈ V , выполняется
импликация

(v′(·)|[t0,t] = v(·)|[t0,t]) ⇒ (x(t, z0, v
′(·))|[t0,t] = x(t, z0, v(·))|[t0,t]).

Из этих соотношений следует выполнение условия 6.1. Другие усло-
вия теоремы также выполняются. Значит, в силу теоремы, для всех
начальных состояний z0 ∈ G0 верно равенство rc(z0) = 0.
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Рассмотрим следующую (позиционную) стратегию U0: для лю-
бого разбиения ∆ ∈ ∆T , ∆ = (τi)i∈0..n∆

и любого элемента Ui, i ∈
∈ 0..(n∆ − 1) обратной связи U∆

0 ∈ U0 и для всех xi(·) ∈ C([t0, τi];Rn)

положим
Ui(xi(·)) ,−a sign(xi(τi)).

Это стратегия экстремального прицеливания на множество {(τ, 0) |
τ ∈ T}. Не сложно проверить, что именно эта стратегия порождает
движения вида (6.5) и, соответственно, имеет нулевой риск

rc(z0,U0) = sup
v(·)∈V

|x(ϑ, z0, v(·))| − ρ(z0, v(·)) = 0.

7. Доказательства

Для упрощения обозначений и в силу того, что значение управле-
ния изменяется только в моменты разбиения ∆′ в приводимом далее
доказательстве будем игнорировать моменты τ ∈ ∆ \ ∆′ и соответ-
ствующие элементы обратной связи. Нумерация и обозначения будут
использоваться так, как если бы ∆ = ∆′. Главное, что нам потребует-
ся – это стремление к нулю диаметра этих разбиений при стремлении
к нулю диаметров исходных разбиений и оценка (4.4).

Итак, для произвольно выбранных z0 ∈ G0, v0(·) ∈ V рассмотрим
произвольное движение x0(·) ∈ X+(z0,Us, {v0(·)}). По определению
имеются v0(·) ∈ V и последовательности вида

{(z0k, vk(·), ∆k,U
∆k
l ) ∈ G0 × V ×∆T × U | k ∈ N},

такие, что lim
k→∞

d(∆k) = 0, lim
k→∞

‖v0(·)− vk(·)‖L2(T ;Rn) = 0,

lim
k→∞

z0k = z0, (7.1)

lim
k→∞

‖x0(·)− xk(·)‖C(T ;Rn) = 0. (7.2)

Здесь и далее для всех k ∈ N используются обозначения

xk(·) , x(·, z0k,U
∆k
l , vk(·)), uk(·) , u(·, z0k,U

∆k
l , vk(·)).

Напомним, что по определению uk(·) кусочно–постоянны. Обозначим
также

xki , xk(τki), uki , uk(τki), τki ∈ ∆k, i ∈ 0..(k − 1)
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значения этих функций в моменты разбиения ∆k. Движение y-моде-
ли, в соответствии с (4.6), определяется уравнениями

yk(τ) = z0k +

τ∫

t0

f(s, yk(s), ūk(s), v̄k(s)) ds, τ ∈ T,

и, исходя из того, что ūk(·), v̄k(·) кусочно–постоянны, обозначим

yki , yk(τki), v̄ki , v̄k(τki), ūki , ūk(τki), i ∈ 0..(k − 1), k ∈ N.

В момент τk(i+1), i ∈ 0..(k − 1), следуя (4.3), (4.5), определим зна-
чение v̄ki ∈ Q помехи v̄k(·), действующей в y–модели на интервале
[τki, τk(i+1)): v̄ki ∈ ν(uki, xk(·), τki, τk(i+1)).

В соответствии с определениями (4.7), (4.2), управление ūki ∈ P
удовлетворяет условиям

ūki ∈ argmin
u∈P

〈yki − wki(τki), f(τki, yki, u, v̄ki)〉, (7.3)

wki(·) ∈ argmin
w(·)∈

W(xk(t0),(v̄k)[t0,τki]
(·))|[t0,τki]

‖w(·)− yk(·)‖C([t0,τki];Rn), (7.4)

uk(i+1) = ūki, i ∈ 0..(k − 1), k ∈ N.

7.1. Доказательство теоремы 3.1

Последнее неравенство следует из включения

X(z0,U, {v(·)}) ⊂ X+(z0,U, {v(·)}),

справедливого при всех z0 ∈ G0, U ∈ S и v(·) ∈ V .
Для обоснования первого неравенства обратимся к классу Q̃ мно-

гозначных квазистратегий α : {Eλ, [t0, ϑ]} 7→ 2{Hλ,[t0,ϑ]} на простран-
стве обобщенных управлений (см.[6–8]).

Для всякой стратегии U ∈ S рассмотрим многозначное отображе-
ние αU : V 7→ 2{Hλ,[t0,ϑ]} вида

V 3 v(·) 7→ αU(v(·))
,{η ∈ {Π(v(·)), [t0, ϑ]} | ϕ(·, t0, z0, η) ∈ X(z0,U, v(·))},
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где {Π(v(·)), [t0, ϑ]} – множество всех допустимых программных уп-
равлений, согласованных на интервале [t0, ϑ] с сосредоточенной по-
мехой v(·) (см. [6, Гл. IV, § 2, с. 162]). Тогда отображение αU является
многозначной квазистратегией на пространстве обобщенных управ-
лений, определенной на подмножестве V ⊂ {Eλ, [t0, ϑ]}. Из определе-
ния αU сразу получим неравенство

rq̃(z0, αU) , sup
v(·)∈V

η∈αU(v(·))

γs(ϕ(·, t0, z0, η), v(·))

6 sup
v(·)∈V

x(·)∈X(z0,U,v(·))

γs(x(·), v(·)) = rp(z0,U),

откуда в силу произвольного выбора U вытекают неравенства

rq̃(z0) , inf
α∈Q̃

rq̃(z0, α) 6 rq̃(z0, αU) 6 rp(z0). (7.5)

С другой стороны, исходя из непрерывности по первой перемен-
ной функционала γs и плотности при каждом v(·) ∈ V пучка движе-
ний X(z0,U , v(·)), порожденного сосредоточенными программными
управлениями, в пучке программных движений {ϕ(·, t0, z0, η) | η ∈
∈ {Π(v(·)), [t0, ϑ]}}, порожденных программными управлениями η,
согласованными с помехой v(·) (см. [6, Гл. IV]), можно установить
равенство

rq̃(z0) = rq(z0). (7.6)

Из соотношений (7.5), (7.6) следует искомое неравенство.

7.2. Доказательство теоремы 4.1

В силу леммы 7.2 (приведена ниже) множество

W(xk(t0), (v̄k)[t0,τki](·))|[t0,τki]

непусто, компактно в C([t0, τki];Rn) и не зависит от значений v̄k(τ)

при τ ∈ [τki, ϑ]. Таким образом, определения (7.4) корректны.
Из условия (4.10) теоремы 4.1 и сходимости (7.2) в силу леммы

7.3 следует равенство

lim
k→∞

‖x0(·)− yk(·)‖C(T ;Rn) = 0. (7.7)
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Если для движений y-модели будет также выполнено неравенство

lim sup
k→∞

γ(yk(·)) 6 ρ(z0, v0(·)) + rq(z0), (7.8)

то, с учетом (7.7) и непрерывности в C(T,Rn) показателя качества
γ(·), получим оценку

γ(x0(·)) 6 ρ(z0, v0(·)) + rq(z0). (7.9)

Так как неравенство (7.9) выполнено для произвольно выбранных
v0(·) ∈ V , x0(·) ∈ X+(z0,Us, {v0(·)}), то будут выполнены и соотноше-
ния

rc(z0) 6 sup
v(·)∈V

x(·)∈X+(z0,Us,{v(·)})

{γ(x(·))− ρ(z0, v(·))}, rc(z0,Us) 6 rq(z0),

которые в совокупности с неравенствами (3.3) эквивалентны равен-
ствам (4.11) и оптимальности по риску стратегии Us при L2–компа-
ктных ограничениях на помеху.

Итак, для завершения доказательства достаточно проверить вы-
полнение соотношения (7.8).

При всех τ ∈ T обозначим qτ ∈ Qτ класс эквивалентности, содер-
жащий элемент v0(τ). В силу условия (4.10) имеем равенства

f(τ, x, u, v) = f(τ, x, u, v0(τ)), (τ, x, u, v) ∈ G× P × qτ .

Отсюда, учитывая равенства (7.30), (7.1) и непрерывность правой
части рассматриваемой системы (2.1) по v ∈ Q равномерную по всем
переменным в области определения, получим сходимость

lim
k→∞

sup
u(·)∈U

‖x(·, t0, z0k, u(·), v̄k(·))− x(·, t0, z0, u(·), v0(·))‖C(T ;Rn) = 0.

(7.10)
Из (7.10) и определения множеств X(z0k,U , v̄k(·)) получим сходи-
мость этих множеств к множеству X(z0,U , v0(·)) в метрике Хаусдор-
фа

lim
k→∞

dh
C(T;Rn)(X(z0k,U , v̄k(·)), X(z0,U , v0(·))) = 0. (7.11)

Отсюда, в силу определения функции оптимального результата (3.1)
и непрерывности показателя качества, следует равенство

lim
k→∞

ρ(z0k, v̄k(·)) = ρ(z0, v0(·)). (7.12)
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Из равенств (7.11), (7.12), непрерывности функции G0 3 z 7→ rq(z) ∈
∈ R – оптимального риска в классе квазистратегий (лемма 7.1) следу-
ет сходимость сверху по включению в C(T ;Rn) последовательности
множествW(z0k, v̄k(·)) к множествуW(z0, v0(·)) (4.1): для произволь-
ной последовательности {zk(·) ∈ W(z0k, v̄k(·)) | k ∈ N} выполняется
импликация

lim
k→∞

‖zk(·)− z0(·)‖C(T ;Rn) = 0 ⇒ z0(·) ∈ W(z0, v0(·)).

Если из определений (7.3), (7.4) управления в y-модели следует
сходимость

lim
k→∞

dh
C(T;Rn)(W(xk(t0), v̄k(·)), {yk(·)}) = 0, (7.13)

то справедлива следующая цепочка соотношений:

lim
k→+∞

γs(yk(·), v̄k(·))
6 lim

k→+∞
max

w(·)∈W(z0k,v̄k(·))
γs(w(·), v̄k(·))

6 lim
k→+∞

rq(z0k) = rq(z0),

из которой с учетом (7.12) получим искомое неравенство (7.8). В при-
веденных соотношениях первое неравенство следует из (7.13) и непре-
рывности γ(·), второе неравенство – из (7.29) (лемма 7.2), последнее
равенство – из непрерывности функции rq(·) (лемма 7.1).

Обоснование соотношения (7.13) следует схеме рассуждений из
[3, лемма 96.1] c той разницей, что нам не надо заботиться об u–
стабильности множеств W(z0k, v̄k(·)): в силу определения (4.1) каж-
дое движение w(·) ∈ W(z0k, v̄k(·)) удовлетворяет дифференциально-
му включению

ẇ(τ) ∈ Fu(τ, w(τ), v̄ki), для п.в. τ ∈ [τki, τk(i+1)], (7.14)

и, стало быть, любое продолжение w(·) ∈ W(z0k, v̄k(·)) движения
wki(·), определенного в (7.4), будет удовлетворять включению (7.14)
с начальным условием w(τki) = wki(τki). Таким образом, свойство,
необходимое в рассуждениях, в данном случае сводится к непусто-
те множества W(z0k, v̄k(·)) при всех нужных значениях аргументов
(лемма 7.2).
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7.3. Доказательство теоремы 5.1

Для любых z0 ∈ G0, v(·) ∈ V , x(·) ∈ X(z0,U , v(·)) проверим нера-
венство

rq(z0) > εt0(x(·), v(·)). (7.15)

С этой целью вначале, используя индукцию по k ∈ N, установим для
любой квазистратегии α(·) и любых k ∈ N, t ∈ T , v(·) ∈ V следующие
неравенства:

rq(z0, α) , sup
v′∈V

γs(xαv′(·), v′(·)) > εk
t (xαv(·), v(·)), (7.16)

где xαv(·) , x(·, t0, z0, α(v(·)), v(·)).
В самом деле, для произвольных t ∈ T , α(·) ∈ Q и v(·), v′(·) ∈ V

справедливы неравенства

γs(xα(v,v′)t(·), (v, v′)t(·))
> inf

x′(·)∈
X(t,xα(v,v′)t (t),U,(v,v′)t(·))

γs((xα(v,v′)t , x
′)t(·), (v, v′)t(·))

= inf
x′(·)∈

X(t,xαv(t),U,v′(·))

γs((xαv, x
′)t(·), (v, v′)t(·))

Следовательно, переходя в левой части этих неравенств к верхней
грани по v, v′ ∈ V , а в правой части – по v′ ∈ V , для произвольных
t ∈ T , α(·) ∈ Q и v(·) ∈ V получим неравенства

rq(z0, α) = sup
v,v′∈V

γs(xα(v,v′)t(·), (v, v′)t(·))

> sup
v′∈V

inf
x′(·)∈

X(t,xαv(t),U,v′(·))

γs((xαv, x
′)t(·), (v, v′)t(·))

= ε0
t (xαv(·), v(·)).

составляющие базу индукции.
Шаг индукции: пусть для некоторого k ∈ N при произвольных

τ ∈ T , α(·) ∈ Q и v(·) ∈ V выполнены неравенства

rq(z0, α) > εk
τ (xαv(·), v(·)).
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Тогда для любых t ∈ T , τ ∈ [t, ϑ], α(·) ∈ Q и v(·), v′(·) ∈ V справед-
ливы неравенства

rq(z0, α) > εk
τ (xα(v,v′)t(·), (v, v′)t(·))

> inf
x′(·)∈

X(t,xα(v,v′)t (t),U,(v,v′)t(·))

εk
τ ((xα(v,v′)t , x

′)t(·), (v, v′)t(·))

= inf
x′(·)∈

X(t,xαv(t),U,v′(·))

εk
τ ((xαv, x

′)t(·), (v, v′)t(·)).

Переходя в правой части этих неравенств к верхней грани по v′(·) ∈ V
и τ ∈ [t, ϑ], в силу определений оператора Γ и функционала εk+1

τ (·),
получим неравенства rq(z0, α) > εk+1

t (xαv(·), v(·)), справедливые для
произвольных t ∈ T , α(·) ∈ Q и v(·) ∈ V . Таким образом, обоснован
шаг индукции.

Ввиду соотношений εk−1
t (x(·), v(·)) 6 εk

t (x(·), v(·)) и определения
(5.1) из неравенств (7.16) при t = t0 следует искомое неравенство
(7.20).

Для обоснования обратного неравенства (и для избежания мно-
гочисленных технических деталей) еще раз обратимся к классу Q̃

многозначных квазистратегий α : {Eλ, [t0, ϑ]} 7→ 2{Hλ,[t0,ϑ]} на про-
странстве обобщенных управлений (см. [6, Гл. IV]).

Рассмотрим многозначное отображение α0 : V 7→ 2{Hλ,[t0,ϑ]} вида

α0(v(·)) ,{η ∈ {Π(v(·)), [t0, ϑ]} | ϕ(·, t0, z0, η) ∈ IT (z, v(·))},
где для всех z ∈ G0, v(·) ∈ V множества IT (z, v(·)) ⊂ X(G0) заданы
выражением

IT (z, v(·)) ,
⋂
t∈T

It(z, v(·)).

Отметим, что при всех z ∈ G0, t ∈ T , v(·), v′(·) ∈ V множества
IT (z, v(·)) удовлетворяют соотношениям

IT (z, v(·)) 6= ∅, (7.17)

IT (z, v(·)) ∈ comp(C(T,Rn)), (7.18)

IT (z, v(·))|[t0,t] = IT (z, (v, v′)t(·))|[t0,t]. (7.19)

Свойства (7.17), (7.18) следуют из непустоты, замкнутости и цен-
трированности семейства множеств (It(z, v(·)))|t∈T (свойство центри-
рованности устанавливается индуктивно на основании (7.31) (7.33)).
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Проверим (7.19): пусть z ∈ G0, t ∈ T , v(·), v′(·) ∈ V , тогда пользуясь
(7.33) и (7.32) и определением Iτ (z, v(·)) получим

IT (z, (v, v′)t(·))|[t0,t] ,
(⋂

τ∈T

Iτ (z, (v, v′)t(·))
)∣∣∣∣∣

[t0,t]

=
⋂
τ∈T

(Iτ (z, (v, v′)t(·))
)|[t0,t] =

⋂

τ∈[t0,t]

(Iτ (z, (v, v′)t(·))
)|[t0,t]

=
⋂

τ∈[t0,t]

(Iτ (z, v(·)))|[t0,t] =
⋂
τ∈T

(Iτ (z, v(·)))|[t0,t]

=

(⋂
τ∈T

Iτ (z, v(·))
)∣∣∣∣∣

[t0,t]

, IT (z, v(·))|[t0,t].

Свойства (7.17)–(7.19) влекут включение α0 ∈ Q̃. И, следователь-
но, для любых z0 ∈ G0, v(·) ∈ V , x(·) ∈ X(z0,U , v(·)), с учетом (5.3),
выполняются соотношения

rq̃(z0) 6 rq̃(z0, α0) , sup
v(·)∈V

η∈α0(v(·))

γs(ϕ(·, t0, z0, η), v(·))

6 sup
v(·)∈V

x(·)∈IT (z,v(·))

γs(x(·), v(·)) 6 sup
v(·)∈V

x(·)∈Iϑ(z,v(·))

γs(x(·), v(·)) 6 εt0(x(·), v(·)).

Вновь пользуясь равенством (7.6), получим искомое неравенство

rq(z0) = rq̃(z0) 6 εt0(x(·), v(·)).

7.4. Доказательство теоремы 5.2

Выберем произвольные z0 ∈ G0, v0(·) ∈ V , x0(·) ∈ X+(z0,Us, {v0(·)}).
Для этих данных вновь воспользуемся обозначениями и фактами,
приведенными в начале раздела 7, исключая определения величин
wki(·), которые теперь, в соответствии с (5.5), имеют вид

wki(·) ∈ argmin
w(·)∈

Iτki
(xk(t0),(v̄k)[t0,τki]

(·))|[t0,τki]

‖w(·)− yk(·)‖C([t0,τki];Rn).

Схема доказательства теоремы 5.2 следующая: из равенства rq(z0) =

= εt0(x(·), v(·)) (см. теорему 5.1) и неравенства

rc(z0,Us) 6 εt0(x(·), v(·)), (7.20)
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в котором стратегия с полной памятью Us задана условиями теоремы
5.2, c учетом неравенств (3.3), получим соотношения

εt0(x(·), v(·)) = rq(z0) = rp(z0) = rc(z0) = rc(z0,Us),

эквивалентные утверждению теоремы.
Обоснование неравенства (7.20) следует схеме рассуждений при

доказательстве соотношений (7.9) и опирается на свойства множеств
It(z, v̄(·)) (лемма 7.4).

7.5. Доказательство теоремы 6.1

Докажем первую часть теоремы. Пусть z0 ∈ G, t ∈ T и реализации
помехи vi(·) ∈ V , i ∈ 1..m таковы, что

v1(·)|[t0,t] = . . . = vm(·)|[t0,t]. (7.21)

Из условия (6.1) и неравенств (3.3) следует соотношение

rq(z0) = 0. (7.22)

Рассмотрим последовательность квазистратегий {αi ∈ Q | i ∈ N},
удовлетворяющих условиям rq(z0, αi) 6 1/i, i ∈ N. В силу (7.22)
такая последовательность, конечно, существует. Обозначим

xij(·) , x(·, t0, z0, αi(vj(·)), vj(·)), i ∈ N, j ∈ 1..m.

Из условия (7.21) следуют равенства

xi1(·)|[t0,t] = . . . = xim(·)|[t0,t], i ∈ N. (7.23)

Переходя при необходимости (но не более m раз) к подпоследователь-
ности последовательности индексов i ∈ N будем считать каждую из
последовательностей (xij(·))i∈N, j ∈ 1..m сходящейся в C(T ;Rn). Обо-
значим соответствующие пределы x0j(·):

lim
i→∞

‖xij(·)− x0j(·)‖C(T ;Rn) = 0, j ∈ 1..m.

Из равенств (7.23) следует

x̄(·) , x01(·)|[t0,t] = . . . = x0m(·)|[t0,t], i ∈ N. (7.24)
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В силу непрерывности показателя качества γ(·) (2.3) в топологии
пространства C(T ;Rn) из определения движений x0j(·) получим

γ(x0j(·)) = lim
i→∞

γ(xij(·))
6 lim

i→∞
ρ(z0, vj(·)) + 1/i = ρ(z0, vj(·)), j ∈ 1..m.

То есть, x0j(·) ∈ R(z0, vj(·)), j ∈ 1..m. Из этих включений и равенств
(7.24) получим соотношения x̄(·) ∈ R(z0, vj(·))|[t0,t], j ∈ 1..m, обос-
новывающие следствие в импликации (6.2). Первая часть теоремы
доказана.

При выполнении условия (6.2) множества Zτ (y(t0), v̄[t0,τ ](·)) непу-
сты и стратегия U0

s корректно определена. Пусть выбраны произ-
вольные z0 ∈ G0, v0(·) ∈ V , x0(·) ∈ X+(z0,U0

s , {v0(·)}). Воспользуемся
еще раз обозначениями, введенными в начале пункта 7, изменив в
соответствии с (6.4) определения величин wki(·):

wki(·) ∈ argmin
w(·)∈

Zτki
(yk(t0),(v̄k)[t0,τki]

(·))

‖w(·)− yk(·)‖C([t0,τki];Rn).

Схема доказательства второй части теоремы следующая: для произ-
вольно выбранных v0(·), x0(·) установим неравенство

γ(x0(·)) 6 ρ(x0(t0), v0(·)), (7.25)

откуда, в силу произвольности выбора, получим соотношения

rc(z0,U0
s) , sup

v(·)∈V
x(·)∈X+(z0,U0s ,v(·))

γ(x(·))− ρ(x(t0), v(·)) 6 0.

С учетом неравенств (3.3) и 0 6 rq(z0) получим соотношения

0 = rq(z0) = rp(z0) = rc(z0) = rc(z0,U0
s)

эквивалентные утверждению теоремы.
Если для движений y-модели будут выполняться неравенство

lim sup
k→∞

γ(yk(·)) 6 ρ(z0, v0(·)) (7.26)

и равенство
lim
k→∞

‖x0(·)− yk(·)‖C(T ;Rn) = 0, (7.27)
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то мы получим оценку (7.25). Таким образом, остается лишь прове-
рить выполнение соотношений (7.26), (7.27).

Равенство (7.27) следует из леммы 7.3.
Обратимся к неравенству (7.26). Пусть для движений y-модели

имеет место сходимость

lim
k→∞

dh
C(T;Rn)(Zϑ(z0k, v̄k(·)), {yk(·)}) = 0, (7.28)

тогда справедлива следующая цепочка соотношений:

lim sup
k→∞

γ(yk(·)) 6 lim sup
k→∞

max
w(·)∈Zϑ(z0k,v̄k(·))

γ(w(·))

6 lim sup
k→∞

ρ(z0k, v̄k(·)) = ρ(z0, v0(·)),

обосновывающая искомое неравенство (7.26). В приведенных соотно-
шениях первое неравенство следует из (7.28) и непрерывности γ(·),
второе неравенство – из (7.34), последнее равенство – из сходимости
(7.12), которая в свою очередь следует из условия (4.10).

Доказательство равенства (7.28) следует доказательству равен-
ства (7.13), так как множество Zt(z, v(·)) обладает всеми необходи-
мыми свойствами (лемма 7.5), которые использовались при доказа-
тельстве этого соотношения.

Лемма 7.1. Существует монотонная функция µrq(·) : [0, +∞) 7→
[0, +∞) такая, что lim

δ→+0
µrq(δ) = 0 и для всех z, z′ ∈ G0 выполняется

неравенство
|rq(z)− rq(z

′)| 6 µrq(‖z − z′‖).

Лемма 7.2. Для любых z ∈ G0, v(·) ∈ V множество W(z, v(·)) не
пусто, компактно в C(T,Rn), изменяется полунепрерывно сверху
по включению при изменении параметра z ∈ G0 и удовлетворяет
соотношениям

max
w(·)∈W(z,v(·))

γs(w(·), v(·)) = rq(z), z ∈ W(z)|t0 , z ∈ G0, (7.29)

W(z, v(·))|[t0,τ ] = W(z, (v, v′)τ (·))|[t0,τ ]

для всех τ ∈ T , v(·), v′(·) ∈ V.



Оптимальное по риску управление 101

Лемма 7.3. Пусть управляемая система (2.1) удовлетворяет усло-
вию (4.10). Тогда из (7.2) следует (7.7).

Лемма 7.3 есть следствие аналогичного более сильного утвержде-
ния (см. [5, лемма 5.3]), опирающегося на определение движений
xk(·), yk(·) и порождающих их реализаций управления и помехи. В
частности, в этом утверждении устанавливаются следующие равен-
ства

lim
k→∞

dh
Rq({v̄k(τ)}, qτ ) = 0, при п.в. τ ∈ T. (7.30)

Лемма 7.4. Для любых t, t′ ∈ T , t 6 t′, z0 ∈ G0, v(·), v′(·) ∈ V
справедливы следующие соотношения:

It(z0, v(·)) 6= ∅, (7.31)

It(z0, v(·)) ∈ comp(C(T,Rn)),

It(z0, v(·))|[t0,t′] = It(z0, (v, v′)t′(·))|[t0,t′], (7.32)

It(z0, v(·))|[t0,t] ⊂ It′(z0, v(·))|[t0,t]. (7.33)

Лемма 7.5. Для произвольных z0 ∈ G0, t, t′ ∈ T , t 6 t′, v(·), v′(·) ∈
∈ V верны соотношения Zt(z0, v(·)) ⊆ Zt′(z0, v(·))|[t0,t], Zt(z0, v(·)) ∈
∈ comp(C([t0, t];Rn)), Zt(z0, v(·)) = Zt(z0, (v, v′)t(·)) и

Zϑ(z0, v(·)) ⊂ R(z0, v(·)). (7.34)

Кроме того, если выполнено условие 6.1, то Zt(z0, v(·)) 6= ∅.
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Abstract : We study the optimal risk and how to build the strategy optimal
for risk in cases where disturbance is constrained by some unknown
functional limitation of a certain family. It is shown that for a class of
controlled systems, the problem is solvable in the class of strategies with
full memory; the optimal risk coincides with the optimal risk in the class
quasi-strategy. The description of the optimal risk and the risk–optimal
strategies based on the programmed iterations of the regret functional
are provided. Examples of a risk–optimal strategy, cases and conditions
of degeneration of the iterative process are given.

Keywords : strategy with full memory, Savage criterion, functionally limi-
ted disturbance, quasi-strategy, the method of program iterations.


