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Рассмотрена новая модель многошаговых игр с полной ин-
формацией, в которой у игроков есть возможность управлять
временем для принятия решения. На каждом шаге игры игро-
ки выбирают одну из конечного числа альтернатив и время,
которое им потребуется для ее выполнения. Выигрыши игро-
ков зависят от траектории, образованной выбором альтернатив
и времени затраченного игроками для ее выполнения на каж-
дом шаге. В качестве принципа оптимальности используется
абсолютное ε-равновесие по Нэшу. Работа является продолже-
нием работы [5].

Ключевые слова: полная информация, равновесие по Нэшу, время
реализации альтернативы.

1. Введение

Рассмотрена следующая многошаговая игра с полной информа-
цией. Как и в классической постановке, игра задана на древовидном
графе. В каждой позиции этого графа число основных альтернатив
конечно и фиксировано, для каждой основной альтернативы опреде-
лен замкнутый интервал параметров. В случае когда все элементы
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этого интервала положительны, их можно интерпретировать как вре-
мя. Элементы временного интервала можно интерпретировать, как
время, которые может потребоваться игроку для выполнения основ-
ной альтернативы. Каждой основной альтернативе в многошаговой
игре с учетом времени реализации альтернативы соответствует бес-
конечное число альтернатив (промежутков времени, в течение кото-
рого можно выполнить эту альтернативу), основную альтернативу
в связке со всевозможными значениями времени выполнения этой
альтернативы будем называть пучком альтернатив. Похожая модель
была рассмотрена в [5], но эта модель отличается более общей по-
становкой. В данной постановке игроки на каждом шаге выбирают
одну из основных альтернатив и время, за которое они хотят выпол-
нить эту альтернативу, а в [5] игроки выбирают момент времени, в
который они хотят выполнить основную альтернативу.

Стратегия игрока в данной модели – это отображение, которое
каждому элементу из множества очередности ставит в соответствие
пару – основную альтернативу и время, в течение которого можно
выполнить эту альтернативу. Если ситуация в игре выбрана игрока-
ми, то путь в игре определяется единственным образом. Этот путь
состоит из последовательности основных альтернатив и соответству-
ющих значений времен, выбранных игроками. Выигрыши заданы в
окончательных позициях. В многошаговых играх с учетом времени
реализации альтернативы абсолютное равновесие по Нэшу может не
существовать. В статье приведен пример игры, в которой не суще-
ствует абсолютного равновесия по Нэшу. Доказано существование
абсолютного ε-равновесие по Нэшу для любого ε > 0.

2. Разница между моделью классической многошаговой иг-
ры с полной информацией и многошаговой игры с учетом
времени реализации альтернативы

Модель многошаговой игры с учетом времени реализации альтер-
нативы отличается от модели многошаговой игры с полной инфор-
мацией. Напомним для полноты классическое определение конечной
многошаговой игры с полной информацией без учета времени ре-
ализации альтернативы. Обозначим конечную многошаговую игру
с полной информацией через Γ и граф через G = (X, F ), где X –
это конечное множество позиций и F – это многозначное отображе-
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ние из X в X. Позицию в игре Γ будем обозначать через z, тогда
∀z ∈ X, Fz ⊂ X.

Рассмотрим разбиение множества позиций X:

X1, . . . , Xn, Xn+1, X =
n+1⋃
i=1

Xi, Xk ∩Xl = ∅, k 6= l,

где Fz = ∅ для z ∈ Xn+1. Множество Xi, i = 1, . . . , n – это множество
очередности игрока i и множество Xn+1 – это множество окончатель-
ных позиций в игре.

Пару позиций (z′, z′′), где z′′ ∈ Fz′ назовем дугой p = (z′, z′′). Под
путем в игре Γ будем понимать последовательность дуг
p = (p1, p2, . . . , pk), где

p1 = (z′1, z
′′
1 ), p2 = (z′2, z

′′
2 ), . . . , pk = (z′k, z

′′
k)

z′1 = z0, z′′1 = z′2, z′′2 = z′3, . . . , z′′k−1 = z′k,

где z0 – начальная позиция в древовидном графе Γ. Обозначим отрез-
ки пути в графе Γ, последний элемент которого является позицией z

через pz = (p1, . . . , pk′), где pk′ = (z′k, z).
Множество всех позиций, кроме начальной позиции в игре, при-

надлежащих отрезку пути pz обозначим через Lz.
На множестве окончательных позиций Xn+1 определены выигры-

ши
H1(z), . . . , Hn(z), z ∈ Xn+1.

Стратегией игрока i называется отображение ui, которое каждой по-
зиции z ∈ Xi однозначно ставит в соответствие позицию y ∈ Fz.
Обозначим множество всевозможных стратегий игрока i через Ui.
u = (u1, . . . , ui, . . . , un) – ситуация в игре Γ, где ui ∈ Ui – это страте-
гия игрока i. Определим функцию выигрыша Ki, для каждого игрока
i = 1, . . . , n в игре Γ следующим образом:

Ki(u1, . . . , ui, . . . , un) = Hi(zl), i = 1, . . . , n,

где zl ∈ Xn+1 – это окончательная позиция в пути, которая соответ-
ствует ситуации (u1, . . . , ui, . . . , un) в игре Γ. Функция Ki, i = 1, . . . , n

определена на множестве ситуаций U =
n∏

i=1

Ui. Таким образом мно-

гошаговая игра с полной информацией в нормальной форме имеет
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следующий вид
Γ = (N, {Ui}i∈N , {Ki}i∈N),

где N – это множество игроков.
Определим теперь многошаговую игру с учетом времени реали-

зации альтернативы. Она отличается от игры Γ и определена на рас-
ширении графа G. Обозначим расширение графа G через G(Y, Φ).
Позиция в графе G имеет следующий вид:

z = {z, τz1 , τz2 , . . . , τz} , z1, z2, . . . , z ∈ Lz, z ∈ X

τz1 ∈ [tz1 , Tz1 ], τz2 ∈ [tz2 , Tz2 ], . . . , τz ∈ [tz, Tz]

где X – это множество позиций на графе G и [tz1 , Tz1 ], [tz2 , Tz2 ], . . . ,

[tz, Tz] – замкнутые временные интервалы, в течение которых основ-
ные альтернативы z1, z2, . . . , z могут быть осуществлены. Множество
всех позиций в графе G обозначим через Y . Таким образом, множе-
ство позиций в новом графе G бесконечно. Многозначное отображе-
ние Φ строится следующим образом:

Φz =
⋃

z′∈Fz
τz′∈[tz′ ,Tz′ ]

{z′, τz1 , τz2 , . . . , τz, τz′} =
⋃

z′∈Fz
τz′∈[tz′ ,Tz′ ]

z.

Набор позиций (z′, z′′), где z′ =
{
z′, τz′1 , τz′2 , . . . , τz′

}
, z′′ =

{
z′′, τz′′1 ,

τz′′2 , . . . , τz′′
}
, z′′ ∈ Φz′ для каждой возможной пары значений τz′ , τz′′

назовем дугой p′ = (z′, z′′). Под путем в игре Γ будем понимать по-
следовательность дуг p′ = (p′1, p

′
2, . . . , p

′
k), где

p′1 = (z′1, z
′′
1), p′2 = (z′2, z′′2), . . . , p′k = (z′k, z

′′
k)

z′1 = z0, z′′1 = z′2, z′′2 = z′3, . . . , z′′k−1 = z′k

для любых возможных значений τz′i , τz′′j , i, j = 1, 2, . . . , k. В много-
шаговой игре с учетом времени реализации альтернативы длина l(p)

пути p′ = (p′1, p
′
2, . . . , p

′
k) – это количество дуг в пути или количество

различных позиций z минус одна в графе Γ, l(p′) = k.
Рассмотрим разбиение множества позиций Y :

Y1, . . . , Yn, Yn+1, Y =
n+1⋃
i=1

Yi, Yk ∩ Yl = ∅, k 6= l,
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где Φz = ∅ для z ∈ Yn+1.
Yi – множество очередности i-го игрока, имеющее следующий вид:

z = {z, τz1 , τz2 , . . . , τz} , z ∈ Xi.

Yn+1 – множество окончательных позиций, имеющее следующий вид:

z = {z, τz1 , τz2 , . . . , τz} , z ∈ Xn+1.

Выигрыши H1(z), . . . , Hn(z), z ∈ Yn+1 определены на множестве
окончательных позиций Yn+1. Функции H i(z) = H i (z, τz1 , τz2 , . . . , τz),
i = 1, . . . , n непрерывно зависят от параметров τz1 , τz2 , . . . , τz и рав-
номерно ограничены на компактном множестве

∏
z′∈Lz

[tz′ , Tz′ ]. Стра-

тегией игрока i является отображение ui, которое каждой позиции
z ∈ Yi ставит в соответствие позицию z′ ∈ Φz. Обозначим множество
всевозможных стратегий игрока i через U i. u = (u1, . . . , ui, . . . , un) –
ситуация в игре Γ. Определим функцию выигрыша Ki для каждого
игрока i = 1, . . . , n в игре Γ по правилу:

Ki(u1, . . . , ui, . . . , un) = H i(zl), i = 1, . . . , n,

где zl ∈ Yn+1 – окончательная позиция, которая соответствует ситу-
ации (u1, . . . , ui, . . . un) в игре Γ. Функция Ki, i = 1, . . . , n определена

на множестве ситуаций U =
n∏

i=1

U i. Длиной игры Γ будем называть

длину самого длинного пути в игре Γ. В силу построения длины игр
Γ и Γ совпадают.

Таким образом многошаговая игра с учетом времени реализации
альтернативы может быть определена, как игра в нормальной форме:

Γ = (N, {U i}i∈N , {K i}i∈N).

Предположим, что все пути в игре Γ имеют одинаковую длину
пути l, тогда игра происходит следующим образом:

1. Пусть z0 = (z0) ∈ Yi1 тогда игрок i1 выбирает

z1 = (z1, τ1) ∈ Φz0 =
⋃

z′∈Fz0
τz′∈[tz′ ,Tz′ ]

{z′, τz′}
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2. Если z1 = (z1, τ1) ∈ Yi2 тогда игрок i2 выбирает

z2 = (z2, τ1, τ2) ∈ Φz1 =
⋃

z′∈Fz1
τz′∈[tz′ ,Tz′ ]

{z′, τz1 , τz′}

. . .
k. Если zk−1 = (zk−1, τ1, . . . , τk−1) ∈ Yik тогда игрок ik выбирает

zk = (zk, τ1, . . . , τk−1, τk) ∈ Φzk−1
=

⋃

z′∈Fzk−1

τz′∈[tz′ ,Tz′ ]

{
z′, τz1 , τz2 , . . . , τzk−1

, τz′
}

. . .
l. Если zl−1 = (zl−1, τ1, . . . , τl−1) ∈ Yil тогда игрок il выбирает

zl = (zl, τ1, . . . , τl−1, τl) ∈ Φzl−1
=

⋃

z′∈Fzl−1

τz′∈[tz′ ,Tz′ ]

{
z′, τz1 , τz2 , . . . , τzl−1

, τz′
}

и игра заканчивается.

3. Существование абсолютного ε-равновесия по Нэшу.

Перейдем к вопросу существования и нахождения абсолютного
равновесия по Нэшу. Предположим, что в игре Γ существует си-
туация абсолютного равновесия по Нэшу u∗, тогда по определению
усечение этой ситуации в любой подыгре Γz является ситуацией аб-
солютного равновесия в этой подыгре. Обозначим через Vi(z) вы-
игрыш i-го игрока игрока в усеченной ситуации u∗ на подыгру Γz,
i = 1, . . . , n. Пусть E – однозначное отображение, которое каждой
тройке zk−1, zk, τzk

ставит в соответствие некий элемент из множества
Φzk

(E(zk−1, zk, τzk
) ∈ Φzk

) и
⋃

zk∈Fzk−1

τzk
∈[tzk

,Tzk
]

E(zk−1, zk, τzk
) = Φzk

. Имеет

место следующая теорема:

Теорема 3.1. Функция Vi(z), i ∈ N удовлетворяет следующей си-
стеме функциональных рекуррентных уравнений (3.1) (типа урав-



Многошаговые игры с учетом времени реализации альтернативы55

нений Беллмана [1]):

Vi(zk−1) = max
zk∈Fzk−1

{
max

τzk
∈[tzk

,Tzk
]
Vi (E(zk−1, zk, τzk

))

}
=

= Vi(E(zk−1, z
∗
k, τ

∗
z∗k

)), ∀i ∈ N

Vj(zk−1) = Vj

(
E(zk−1, z

∗
k, τ

∗
z∗k

)
)

, ∀j 6= i, j ∈ N

Vi (E(zk−1, zk, τzk
)) = Hi(zk, τz1 , . . . , τzk−1

, τzk
) = Hi(zk), zk ∈ Yn+1.(3.1)

Вывод этих уравнений вполне аналогичен выводу соответствую-
щих уравнений для многошаговых игр с полной информацией.

Ситуация абсолютного равновесия может не существовать, это
показано на примере. Однако, можно доказать существование ε-аб-
солютного равновесия по Нэшу в описанной игре для любого ε > 0:

Теорема 3.2. В игре Γ существует ситуация абсолютного ε-рав-
новесия по Нэшу u∗ε.

Доказательство. Доказательство проведем индукцией по длине иг-
ры Γ. Пусть длина игры равна единице, тогда может ходить лишь
один из игроков, пусть это будет игрок i1. Построим ситуацию рав-
новесия в этой игре:

Определение ситуации абсолютного ε-равновесия необходимо вы-
глядит следующим образом:

∀ε > 0 ∃u∗ε : K i(u
∗
ε) > Ki(u

∗
ε|ui)− ε, ∀ui ∈ U i, ∀i = 1, . . . , n.

(3.2)
Так как длина игры равна единице, очевидно, что игрок i1 должен

максимизировать свой выигрыш в игре:

K
∗
i1

= max
z1∈Fz0

{
sup

τz1∈[tz1 ,Tz1 ]

Hi1(z1, τz1)

}
. (3.3)

Так как по построению функция Hi(z), где z = {z, τz1 , τz2 , . . . , τz},
равномерно ограничена и непрерывна по всем τz1 , τz2 , . . . , τz, то мож-
но утверждать, что ∀z1 ∈ Fz0 , sup

τz1∈[tz1 ,Tz1 ]

Hi(z1, τz1) существует и до-

стигается при некоторой стратегии u∗. Следовательно в этом случае
существует абсолютное равновесие по Нэшу, которое очевидным об-
разом является ε-равновесием для любого ε > 0.
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Пусть теперь длина игры Γ равняется k и z0 ∈ Xi1 (т.е. в началь-
ной позиции z0 = z0 ходит игрок i1). Рассмотрим семейство подыгр
Γz1 , z1 ∈ Φz0 , длина каждой из которых не превосходит k−1. Пред-
положим, что теорема справедлива для всех игр, длина которых не
превосходит k − 1, и докажем ее для игры k. Поскольку подыгры
Γz1 , z1 ∈ Φz0 , имеют длину не более k − 1, по предположению ин-
дукции для них теорема справедлива и тем самым ∀ε > 0 существует
ситуация абсолютного ε-равновесия по Нэшу. Обозначим для каждой
подыгры Γz1 , z1 ∈ Φz0 эту ситуацию через

(u∗ε)
z1 =

[
(u∗ε1 )z1 , . . . , u∗εn )z1

]
,

а выигрыш в этой ситуации через K((u∗ε)
z1).

Докажем, что следующий набор стратегий образует ситуацию аб-
солютного ε-равновесия по Нэшу в игре длины k.

1. ∀i 6= i1, u∗εi = (u
∗ ε

2
i )z1 , z1 ∈ Φz0 ,

где (u
∗ ε

2
i )z1 существует по предположению.

2. Если i = i1, то ∀z′1 ∈ Yi1\z0 z′1 6= z0, u∗εi (z′1) = u∗εi1
(z′1) =

= (u
∗ ε

2
i1

)z1(z′1),

где (u
∗ ε

2
i1

)z1 существует по предположению.

3. Если i = i1, то u∗εi (z0) = u∗εi1
(z0) = zε

1, где zε
1 определяется из

неравенства:

Ki1((u
∗
ε
2
)zε

1) > sup
z′1∈Φz0

K i1((u
∗
ε
2
)z′1)− ε

2
. (3.4)

Обозначим функцию выигрыша в ситуации u∗ε через K i(u
∗
ε),

i = 1, . . . , n.
По построению сужение (u

∗ ε
2

i )z1 стратегии u
∗ ε

2
i является стратеги-

ей, входящей в абсолютное ε
2
-равновесие по Нэшу игры Γz1 , z1 ∈ Φz0 .

Следовательно, для завершения доказательства теоремы достаточно
показать, что стратегии u∗εi , i = 1, . . . , n образуют ситуацию абсо-
лютного ε-равновесия по Нэшу в игре Γ. Пусть i 6= i1, по построению



Многошаговые игры с учетом времени реализации альтернативы57

стратегии u∗εi , после выбора игроком i1 позиции zε
1 на первом шаге

игра Γ переходит в подыгру Γzε
1
, поэтому

∀ε > 0 ∃u∗ε : K i(u
∗
ε) = K i((u

∗
ε
2
)zε

1) > K i((u
∗
ε
2
|ui)

zε
1)− ε

2
=

= Ki(u
∗
ε|ui)− ε

2
, ∀ui ∈ U i, ∀i = 1, . . . , n, i 6= i1, (3.5)

при переходе из подыгры Γzε
1
в игру Γ выигрыш игроков i 6= i1 не

меняется, так как они не совершают никаких действий, поэтому по-
следнее соотношение в неравенстве (3.5) верно, поскольку (u∗ε

2
)zε

1 –
ситуация абсолютного ε

2
-равновесия в подыгре Γzε

1
.

Пусть ui1 ∈ U i1 – произвольная стратегия игрока i1 в игре Γ.
Обозначим ui1(z0) = z′1, тогда

∀ε > 0 ∃u∗ε : K i1(u
∗
ε) = K i1((u

∗
ε
2
)zε

1) > sup
z′1∈Φz0

Ki1((u
∗
ε
2
)z′1)− ε

2
>

> Ki1((u
∗
ε
2
)z′1)− ε

2
>

(
Ki1((u

∗
ε
2
|ui1)

z′1)− ε

2

)
− ε

2
=

= K i1((u
∗
ε
2
|ui1)

z′1)− ε = K i1(u
∗
ε
2
|ui1)− ε.

Теорема доказана.

Из следующего примера следует, что в игре Γ ситуация абсолют-
ного равновесия по Нэшу может не существовать, поэтому в общем
случае система уравнений [1] для игры Γ записывается в виде

Vi(zk−1) = max
zk∈Fzk−1

{
sup

τzk
∈[tzk

,Tzk
]

Vi (E(zk−1, zk, τzk
))

}
=

= Vi(E(zk−1, z
∗
k, τ

∗
z∗k

)), ∀i ∈ N

Vj(zk−1) = Vj

(
E(zk−1, z

∗
k, τ

∗
z∗k

)
)

, ∀j 6= i, j ∈ N

Vi (E(zk−1, zk, τzk
)) = Hi(zk, τz1 , . . . , τzk−1

, τzk
) = Hi(zk), zk ∈ Yn+1,(3.6)

где под Vi(zk−1) понимается любой частичный предел последователь-
ности функций выигрыша в ситуации абсолютного ε-равновесия по
Нэшу при ε → 0.

4. Пример

Рассмотрим игру Γ, порожденную игрой Γ, она происходит на гра-
фе G = (Y, Φ) (рис. 9). На первом шаге игры Γ, в позиции z0 игрок
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Alpha выбирает из двух пучков альтернатив z1, z2, т.е. выбирает ос-
новную альтернативу z1 и соответствующий параметр
τz1 ∈ [tz1 , Tz1 ] или соответственно z2 и τz2 ∈ [tz2 , Tz2 ] («Принять»
или «Отклонить» финансовое предложение от игрока Beta и соот-
ветствующий параметр). Для упрощения описания примера, будем
считать, что интервалы для параметра [tz1 , Tz1 ], [tz2 , Tz2 ] для основ-
ных альтернатив z1, z2 одинаковые, т.е. [tz1 , Tz1 ] = [tz2 , Tz2 ] = [−5, 7].
Если игрок Alpha выбирает альтернативу z1, тогда игра продолжа-
ется, и игрок Beta делает ход. На втором шаге игры Γ в позиции
z1 игрок Beta выбирает из двух пучков альтернатив z3, z4, т.е. вы-
бирает основную альтернативу z3 и соответствующий ей параметр
τz3 ∈ [tz3 , Tz3 ] или соответственно z4 и τz4 ∈ [tz4 , Tz4 ] («Предложить»
Alpha более хорошее предложение или «Соревноваться» с игроком
Alpha). Для упрощения описания примера, будем считать, что ин-
тервалы для параметра [tz3 , Tz3 ], [tz4 , Tz4 ] для основных альтернатив
z3, z4 одинаковые, т.е. [tz3 , Tz3 ] = [tz4 , Tz4 ] = [−20, 10].

Рисунок 1. HAlpha(z3, τz1 , τz3). Оси
x и y соответствуют τz1 и τz3 .

Рисунок 2. HBeta(z3, τz1 , τz3). Оси
x и y соответствуют τz1 и τz3 .

Функции выигрыша игроков Alpha и Beta для каждой основной
альтернативы имеют вид:

HAlpha(z3, τz1 , τz3) = τ 2
z1
− 2τ 2

z3
+ 2τz1τz3 + 3τz1 + 6τz3 + 100,

HBeta(z3, τz1 , τz3) = 2τ 2
z3

+ 4τz1τz3 + 7τz1 − 5τz3 + 190,

HAlpha(z4, τz1 , τz4) = −3τ 2
z1
− 2τ 2

z4
+ 4τz1τz4 + 2τz1 + 5τz4 + 150,
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HBeta(z4, τz1 , τz4) = −2τ 2
z1
− 3τ 2

z4
+ 6τz1τz4 + 8τz1 − 3τz4 + 96.

Рисунок 3. HAlpha(z4, τz1 , τz4). Оси
x и y соответствуют τz1 и τz4 .

Рисунок 4. HBeta(z4, τz1 , τz4). Оси
x и y соответствуют τz1 и τz4 .

Если игрок Alpha в позиции z0 выбирает альтернативу z2, то-
гда игра продолжается и игрок Beta делает ход. На втором шаге
игры Γ в позиции z2 игрок Beta выбирает из двух пучков альтерна-
тив z5, z6, т.е. выбирает основную альтернативу z5 и соответствую-
щий параметр τz5 ∈ [tz5 , Tz5 ] или соответственно z6 и τz6 ∈ [tz6 , Tz6 ].
Во всех описанных случаях (z3, z4, z5, z6) игра заканчивается и иг-
роки Alpha и Beta получают выигрыши в зависимости от позиции
zi, i = 3, . . . , 6, в которой игра прекращается и от времени, которое
выбирали игроки на предыдущих шагах τi, i = 1, . . . , 6. Для упроще-
ния описания примера, будем считать, что интервалы для парамет-
ра [tz5 , Tz5 ], [tz6 , Tz6 ] соответствующие основным альтернативам z5, z6

одинаковые, т.е. [tz5 , Tz5 ] = [tz6 , Tz6 ] = [−20, 10]. Функции выигрыша
игроков Alpha и Beta для каждой основной альтернативы имеют вид:

HAlpha(z5, τz2 , τz5) = −2τ 2
z2

+ 3τ 2
z5

+ τz2τz5 + 2τz2 + 2τz5 + 90,

HBeta(z5, τz2 , τz5) = 3τ 2
z2
− 2τ 2

z5
+ 4τz2τz5 − 9τz2 + 8τz5 + 157,

HAlpha(z6, τz2 , τz6) = −τ 2
z2
− 3τ 2

z6
+ 5τz2τz6 + 10τz2 + 6τz6 + 80,

HBeta(z6, τz2 , τz6) = −τ 2
z2
− 2τ 2

z6
− 10τz2τz6 + 12τz2 + 8τz6 + 112.
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Рисунок 5. HAlpha(z5, τz2 , τz5). Оси
x и y соответствуют τz2 и τz5 .

Рисунок 6. HBeta(z5, τz2 , τz5). Оси
x и y соответствуют τz2 и τz5 .

Рисунок 7. HAlpha(z6, τz2 , τz6). Оси
x и y соответствуют τz2 и τz6 .

Рисунок 8. HBeta(z6, τz2 , τz6). Оси
x и y соответствуют τz2 и τz6 .

Игра Γ имеет вид, изображенный на рис. 9.
Будем использовать стандартную процедуру обратной индукции,

чтобы найти абсолютное равновесие по Нэшу в этой игре. Обрат-
ную индукцию будем строить по длине пути l(p) = 2. Нам необхо-
димо будет решить подыгры Γzi

для любого фиксированного набо-
ра τz′ ∈ Lzi

. Рассмотрим подыгру Γz1 , где в позиции z1 = (z1, τz1)
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Рисунок 9.

игрок Beta делает ход. Позиция z1 – это начальная позиция в этой
подыгре, а τz1 – это время, которое потребовалось игроку Alpha на
предыдущем шаге игры Γ для реализации основной альтернативы
z1. В этой подыгре игрок Beta выбирает между двумя пучками аль-
тернатив z3 = (z3, τz1 , τz3) и z4 = (z4, τz1 , τz4) (Φz1 = {z3, z4}). Так
как z3, z4 ∈ Yn+1, следовательно, выигрыш игрока Beta определен
следующим образом:

VBeta(z1) = max
{

sup
τz3∈[tz3 ,Tz3 ]

(2τ 2
z3

+ 4τz1τz3 + 7τz1 − 5τz3 + 190);

max
τz4∈[tz4 ,Tz4 ]

(−2τ 2
z1
− 3τ 2

z4
+ 6τz1τz4 + 8τz1 − 3τz4 + 96)

}
.

Нетрудно заметить, что выбор основной альтернативы (z3, z4) игрока
Beta на втором шаге в позиции z1 зависит от времени затраченного
игроком Alpha на первом шаге для реализации основной альтерна-
тивы, τz1 . В рассматриваемой подыгре игрок Beta должен выбрать
основную альтернативу z4 для любого τz1 ∈ [tz1 , Tz1 ]:

1. τz1 ∈ [−5; 6, 2), значение игры в этом случае для игрока Alpha

и Beta:
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VBeta(z1) = max
{

sup
τz3∈[tz3 ,Tz3 ]

(2τ 2
z3

+ 4τz1τz3 + 7τz1 − 5τz3 + 190);

sup
τz4∈[tz4 ,Tz4 ]

(−2τ 2
z1
− 3τ 2

z4
+ 6τz1τz4 + 8τz1 − 3τz4 + 96)

}
=

= sup
τz4∈[tz4 ,Tz4 ]

(−2τ 2
z1
− 3τ 2

z4
+ 6τz1τz4 + 8τz1 − 3τz4 + 96) =

= −2τ 2
z1
− 3(−20)2 + 6τz1(−20) + 8τz1 − 3(−20) + 96

VAlpha(z1) = VAlpha

(
E(z1, z4,−20)

)
=

= −3τ 2
z1
− 2(−20)2 + 4τz1(−20) + 2τz1 + 5(−20) + 150

(Так как в позиции z1 игрок Alpha не делает ход)

2. τz1 ∈ [6, 2; 7], значение игры в этом случае для игрока Alpha и
Beta:

VBeta(z1) = max
{

sup
τz3∈[tz3 ,Tz3 ]

(2τ 2
z3

+ 4τz1τz3 + 7τz1 − 5τz3 + 190);

sup
τz4∈[tz4 ,Tz4 ]

(−2τ 2
z1
− 3τ 2

z4
+ 6τz1τz4 + 8τz1 − 3τz4 + 96)

}
=

= sup
τz4∈[tz4 ,Tz4 ]

(−2τ 2
z1
− 3τ 2

z4
+ 6τz1τz4 + 8τz1 − 3τz4 + 96) =

= −2τ 2
z1
− 3(10)2 + 6τz1(10) + 8τz1 − 3(10) + 96

VAlpha(z1) = VAlpha

(
E(z1, z4, 10)

)

= −3τ 2
z1
− 2(10)2 + 4τz1(10) + 2τz1 + 5(10) + 150

Постараемся объяснить тот факт, что абсолютное равновесие в иг-
ре Γ может не существовать. Очевидно, что для любых начальных со-
стояний в подыгре Γz1 у игрока Beta всегда существует максимизиру-
ющая стратегия, т.е. равновесная по Нэшу стратегия в этой подыгре.
Она заключается в максимизации выигрыша (VBeta (E(z1, z, τz))) на
компактном множестве. Однако, функция
VAlpha (E(z1, z, τz)) при фиксированной основной альтернативе z мо-
жет оказаться разрывной функцией от параметра, потому что игроку
Beta для одного интервала для τz1 (τz1 ∈ [−5; 6, 2)) выгодно выбрать
одну альтернативу, а для другого интервала (τz1 ∈ [6, 2; 7]) другую.
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Разрыв функции VAlpha (E(z1, z, τz)) происходит в точке τz1 = 6, 2

(Рис. 10).
Таким образом, ∀τz1 ∈ [−5; 7] оптимальные стратегии игрока Beta

и выигрыши игроков Alpha и Beta определены. На следующем гра-
фике изображены функции выигрышей игроков Alpha и Beta в слу-
чае когда игрок Beta использует ε-равновесные стратегии в подыгре
Γz1 в зависимости от параметра τz1 :

Рис. 10: VAlpha(z1). Ось x соответ-
ствуют τz1 . Черные точки на гра-
фике определяют интервалы опи-
санные выше.

Рис. 11: VBeta(z1). Ось x соответ-
ствуют τz1 . Черные точки на гра-
фике определяют интервалы опи-
санные выше.

Рассмотрим подыгру Γz2 , где в позиции z2 = (z2, τz2) игрок Beta

делает ход. Позиция z2 – это начальная позиция в этой подыгре,
а τz2 – это время, которое потребовалось игроку Alpha на преды-
дущем шаге игры Γ для реализации основной альтернативы z2. В
этой подыгре игрок Beta выбирает между двумя пучками альтер-
натив z5 = (z5, τz2 , τz5) и z6 = (z6, τz1 , τz6) (Φz2 = {z5, z6}). Так как
z5, z6 ∈ Yn+1, следовательно, выигрыш игрока Beta определен следу-
ющим образом:

VBeta(z2) = max
{

sup
τz5∈[tz5 ,Tz5 ]

(3τ 2
z1
− 2τ 2

z5
+ 4τz1τz5 − 9τz1 + 8τz5 + 157);

sup
τz6∈[tz6 ,Tz6 ]

(−τ 2
z1
− 2τ 2

z6
− 10τz1τz6 + 12τz1 + 8τz6 + 112)

}
.

Нетрудно заметить, что выбор основной альтернативы (z5, z6) игрока
Beta на втором шаге в позиции z2 зависит от параметра τz2 . Рассмот-
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рим несколько случаев, когда τz2 ∈ [−5;−3, 2), τz2 ∈ [−3, 2;−2, 2),
τz2 ∈ [−2, 2; 3, 2), τz2 ∈ [3, 2; 7]:

1. τz2 ∈ [−5;−3, 2), значение игры в этом случае для игрока Alpha

и Beta:
VBeta(z2) =

= max
{

sup
τz5∈[tz5 ,Tz5 ]

(3τ 2
z2
− 2τ 2

z5
+ 4τz2τz5 − 9τz2 + 8τz5 + 157);

sup
τz6∈[tz6 ,Tz6 ]

(−τ 2
z2
− 2τ 2

z6
− 10τz2τz6 + 12τz2 + 8τz6 + 112)

}
=

= sup
τz6∈[tz6 ,Tz6 ]

(−τ 2
z2
− 2τ 2

z6
− 10τz2τz6 + 12τz1 + 8τz6 + 112)} =

= −τ 2
z2
− 2(10)2 − 10τz2(10) + 12τz2 + 8(10) + 112

VAlpha(z2) = VAlpha

(
E(z2, z6, 10)

)
=

= −τ 2
z2
− 3(10)2 + 5τz2(10) + 10τz2 + 6(10) + 80

2. τz2 ∈ [−3, 2;−2, 2), значение игры в этом случае для игрока
Alpha и Beta:

VBeta(z2) =

= max
{

sup
τz5∈[tz5 ,Tz5 ]

(3τ 2
z2
− 2τ 2

z5
+ 4τz2τz5 − 9τz2 + 8τz5 + 157);

sup
τz6∈[tz6 ,Tz6 ]

(−τ 2
z2
− 2τ 2

z6
− 10τz2τz6 + 12τz2 + 8τz6 + 112)

}
=

= sup
τz6∈[tz6 ,Tz6 ]

(−τ 2
z2
− 2τ 2

z6
− 10τz2τz6 + 12τz2 + 8τz6 + 112) =

= −τ 2
z2
− 2τ ∗z6

2 − 10τz2τz∗6 + 12τz2 + 8τ ∗z6
+ 112

VAlpha(z2) = VAlpha

(
E(z2, z6, τ

∗
6 )

)
=

= −τ 2
z2
− 3τ ∗z6

2 + 5τz2τ
∗
z6

+ 10τz2 + 6τ ∗z6
+ 80

3. τz2 ∈ [−2, 2; 3, 2), значение игры в этом случае для игрока Alpha

и Beta:
VBeta(z2) =

= max
{

sup
τz5∈[tz5 ,Tz5 ]

(3τ 2
z2
− 2τ 2

z5
+ 4τz2τz5 − 9τz2 + 8τz5 + 157);
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sup
τz6∈[tz6 ,Tz6 ]

(−τ 2
z2
− 2τ 2

z6
− 10τz2τz6 + 12τz2 + 8τz6 + 112)

}
=

= sup
τz5∈[tz5 ,Tz5 ]

(3τ 2
z2
− 2τ 2

z5
+ 4τz2τz5 − 9τz2 + 8τz5 + 157) =

= 3τ 2
z2
− 2τ ∗z5

2 + 4τz2τ
∗
z5
− 9τz2 + 8τ ∗z5

+ 157

VAlpha(z2) = VAlpha

(
E(z2, z5, τ

∗
5 )

)
=

= −2τ 2
z2

+ 3τ ∗z5

2 + τz2τ
∗
z5

+ 2τz2 + 2τ ∗z5
+ 90

4. τz2 ∈ [3, 2; 7], значение игры в этом случае для игрока Alpha и
Beta:

VBeta(z2) =

= max
{

sup
τz5∈[tz5 ,Tz5 ]

(3τ 2
z2
− 2τ 2

z5
+ 4τz2τz5 − 9τz2 + 8τz5 + 157);

sup
τz6∈[tz6 ,Tz6 ]

(−τ 2
z2
− 2τ 2

z6
− 10τz2τz6 + 12τz2 + 8τz6 + 112)

}
=

= sup
τz6∈[tz6 ,Tz6 ]

(−τ 2
z2
− 2τ 2

z6
− 10τz2τz6 + 12τz2 + 8τz6 + 112) =

= −τ 2
z2
− 2τ ∗z6

2 − 10τz2τ
∗
z6

+ 12τz2 + 8τ ∗z6
+ 112

VAlpha(z2) = VAlpha

(
E(z2, z6, τ

∗
6 )

)
=

= −τ 2
z2
− 3τ ∗z6

2 + 5τz2τ
∗
z6

+ 10τz2 + 6τ ∗z6
+ 80.

Заметим, что для любых начальных состояний в подыгре Γz2 у иг-
рока Beta всегда существует максимизирующая стратегия. Функция
VAlpha (E(z2, z, τz)) при фиксированной основной альтернативе z яв-
ляется разрывной функцией от параметра. Игроку Beta для одного
интервала для τz2 (τz2 ∈ [−5;−3, 2)) выгодно выбрать одну альтер-
нативу, а для другого интервала (τz2 ∈ [−3, 2;−2, 2)) другую и т.д.
Разрывы функции VAlpha (E(z2, z, τz)) происходят в точках τz2 = −2, 2

и τz2 = 3, 2 (рис. 12).
Таким образом, ∀τz2 ∈ [−5; 7] оптимальные стратегии игрока Beta

и выигрыши игроков Alpha и Beta определены. На следующем гра-
фике изображены функции выигрышей игроков Alpha и Beta в слу-
чае когда игрок Beta использует ε-равновесные стратегии в подыгре
Γz2 в зависимости от параметра τz2 :
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Рис. 12: VAlpha(z2). Ось x соответ-
ствуют τz2 . Черные точки на гра-
фике определяют интервалы опи-
санные выше.

Рис. 13: VBeta(z2). Ось x соответ-
ствуют τz2 . Черные точки на гра-
фике определяют интервалы опи-
санные выше.

Рассмотрим теперь подыгру Γz0 , где в позиции z0 = (z0) игрок
Alpha делает ход. Позиция z0 – это начальная позиция в этой подыгре
и во всей игре. В этой подыгре игрок Alpha выбирает между двумя
пучками альтернатив z1 = (z1, τz1) и z2 = (z2, τz2) (Φz0 = {z1, z2}).
Выигрыш игрока Alpha определен следующим образом:

VAlpha(z0) = max
{

sup
τz1∈[tz1 ,Tz1 ]

VAlpha(E(z0, z1, τz1));

sup
τz2∈[tz2 ,Tz2 ]

VAlpha(E(z0, z2, τz2))
}

=

= sup
τz2∈[tz2 ,Tz2 ]

VAlpha

(
E(z0, z2, τz2)

)
= VAlpha

(
E(z0, z2, τ

∗
z2

)
)

=

= VAlpha

(
E(z0, z2, 3, 1)

)
= VAlpha(z5; 3, 1; 5, 2)) = 183, 3− ε

VBeta(z0) = VBeta (E(z0, z2, 3, 1)) = VBeta(z5; 3, 1; 5, 2)) = 210, 1− ε.

Таким образом, оптимальное управление, которое реализуюется
в построенном абсолютном ε-равновесии по Нэшу u∗ε в игре Γ имеет
вид:

u∗εAplha(z0) = u∗Aplha(z0) = (z2; 3, 1− ε′);
u∗εBeta(z2) = (z6; 3, 1− ε′; 5, 2).

Выигрыши игроков Alpha и Beta в сформировавшейся ситуации аб-
солютного равновесия по Нэшу u∗t имеют следующий вид:
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K
∗
Aplha = 183, 3− ε; K

∗
Beta = 210, 1− ε.

5. Заключение

Построена модель многошаговых игр с учетом времени реализа-
ции альтернативы. Показано существование ситуации ε-равновесия
для любого ε > 0 и приведен пример когда абсолютное равновесие в
игре не существует из-за потери непрерывности функции выигрыша
на множестве стратегий игроков. Модель многошаговых игр с уче-
том времени реализации альтернативы может быть успешно исполь-
зована в бизнес или научных приложениях, где время – решающий
параметр в процессе принятия стратегического решения.
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ON THE GAME WITH PERFECT INFORMATION WITH
TIME-CLAIMING ALTERNATIVES

Ovanes L. Petrosian, St. Petersburg State University, PhD student
(petrosian.ovanes@yandex.ru).

Abstract : The following finite stage game with perfect information is
considered. In each vertex of the game tree belonging to the set of
personal moves of player the finite number of basic alternatives is fixed
and for each given basic alternative a closed time interval is defined.
The elements of this time interval are interpreted as time necessary to
perform basic alternative in a given vertex. Each basic alternative in the
multistage game with Time-claiming alternatives is associated with an
infinite number of alternatives, the basic alternative with corresponding
time values we shall call bunch of alternatives. As usual the strategy
of player is a mapping which corresponds to each vertex from the set
of personal moves of the player the range consisting from the index
of basic alternative, time necessary to realize this alternative and all
time values, which is chosen by the players on the previous stages. If
the n-tuple of strategies is chosen by players the trajectory of the game
path can be uniquely defined. This path consists from the sequence of
basic alternatives and corresponding time parameters chosen by players.
Payoff function of player for each trajectory of the game continuously
depends upon all time values, which is chosen by the players to perform
the basic alternative along the trajectory and it is a uniformly bounded
function. However it is proved that payoff function of the player not
necessary continuously depends upon his strategy (part of his strategy,
time necessary to realize basic alternative). This makes impossible the
existence of subgame perfect Nash equilibrium. The example of this case
is presented and the existence of subgame perfect ε-Nash equilibrium is
proved.

Keywords : perfect information, Nash equilibrium, time-claiming alternative.


