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В работе исследуется простая модель кооперативной иг-
ры патрулирования с коалиционной структурой. Показано, что
векторы Шепли, Оуэна и Ауманна-Дрезе в рассматриваемой
игре совпадают друг с другом при нечетном количестве пат-
рулирующих.
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1. Введение

Распределение выигрыша между игроками в кооперативной игре
является важной задачей теории игр. Популярными способами деле-
жа являются C-, N-, K-ядро, вектор Шепли. Иногда участники игры
могут образовывать коалиционные структуры, тогда выигрыш каж-
дого игрока можно вычислить, например, используя вектор Оуэна
или Ауманна-Дрезе. Каждый способ распределения выигрыша обла-
дает своими достоинствами и недостатками, следовательно, выбран-
ный способ дележа необходимо четко аргументировать.
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Традиционно игры патрулирования исследуются как некоопера-
тивные игры [1,2,5,8]. В данной статье рассматривается игра патру-
лирования с коалиционной структурой. Поэтому пригодными спо-
собами дележа являются вектор Оуэна и Ауманна-Дрезе. Свойства
вектора Оуэна подробно изложены в [9,10,11]. В работе [4] найдены
устойчивые коалиционные структуры на основе вектора Ауманна-
Дрезе. Для более точного исследования кооперативной игры часто
используется вектор Шепли. В статье [7] показано, что среди спо-
собов распределения выигрыша, таких как вектор Шепли, Оуэна и
Ауманна-Дрезе, наиболее пригодным дележом для перчаточной иг-
ры является вектор Оуэна.

Однако, если дележ основан на подсчете вкладов игроков для
каждой перестановки участников игры, то вычислительная слож-
ность алгоритмов нахождения выигрыша экспоненциальна в общем
виде. Например, в [6] доказано, что вычислительная сложность под-
счета вектора Шепли равна O(2nlogn). Для рассматриваемой игры
вычислительная сложность нахождения выигрышей игроков по век-
торам Шепли, Оуэна и Ауманна-Дрезе соответственно равна O(1).

В первом разделе статьи вводится игра патрулирования с коали-
ционной структурой. Во втором — вычисляются выигрыши игроков.
Доказано, что все три вектора совпадают при нечетном количестве
патрулирующих игроков.

2. Кооперативная игра с коалиционной структурой

Обозначим: m – количество охраняемых объектов. Ценость на
двух любых объектах одинакова. N = {P1, P2, . . . , Pn} – множество
патрулирующих игроков, |N | = n, 1 +

[
n−1
2

]
≤ m; A – атакующий

игрок. Игрока P1 назовем сильным патрулирующим.
Атакующий старается нанести объектам урон, а патрулирующие

защищают объекты от атакующего.
Определим правила поимки атакующего: 1. Если на фиксирован-

ном охраняемом объекте количество патрулирующих больше одно-
го, то атакующий, если он находится на рассматриваемом объекте,
считается пойманным. 2. Если на охраняемом объекте нет патрули-
рующих, но есть атакующий, то этот злоумышленник не пойман. 3.
Допустим ситуацию, при которой на охраняемом объекте один пат-
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рулирующий и один атакующий. Если патрулирующий это игрок P1,
то атакующий пойман, иначе не пойман.

Патрулирующие разбиваются на коалиции и коалиции распреде-
ляются по разным охраняемым объектам. Атакующий с вероятно-
стью 1

m
выбирает любой охраняемый объект. Переходить с объекта

на объект игрокам нельзя. Множество коалиций, на которые распре-
делились патрулирующие, образуют коалиционную структуру.

Определение 2.1. Коалиционная структура π – это такое разби-
ение {B1, B2, . . . , Bl} множества игроков N , что выполняются сле-
дующие свойства:
1. B1 ∪ . . . ∪Bl = N ;
2. ∀i, j, i ̸= j, Bi ∩Bj = ∅.

Через B(i) ∈ π будем обозначать коалицию, которая содержит
игрока i ∈ N.

Определение 2.2. Эффективная коалиционная структура πe – это
коалиционная структура, при выборе которой вероятность поимки
атакующего максимальна.

Пример 1. Пусть m = 10, |N | = 16. Если атакующий и некоторая
коалиция патрулирующих встретились на объекте, то будем считать,
что атакующий пойман, если его сила (вес) не больше силы коали-
ции патрулирующих. Пусть вес атакующего равен 6. Рассмотрим три
коалиционные структуры
π1 = {{1, 1, 1, 1, 1, 1}, {2, 2, 2}, {3, 3}, {4, 4}, {5, 5}, {6}},
π2 = {{3, 1, 1, 1}, {3, 2, 1}, {4, 2}, {4, 2}, {5, 1}, {5, 1}, {6}},
π3 = {{6, 1, 1}, {5, 1, 1}, {5, 1, 1}, {2, 3, 4}, {2, 3, 4}, {2}}.
Числом от 1 до 6 обозначается сила охранника. Найдем эффективную
коалиционную структуру. Если игроки распределились на коалиции
согласно коалиционной структуре π1, то вероятность поймать атаку-
ющего равна 6

m
= 0.6. Для π2 вероятность составит 0, 7, π3 – 0.5. Для

любой другой коалиционной структуры вероятность поймать атаку-
ющего не больше 0.7, значит коалиционная структура π2 является
эффективной.

Вернемся к постановке задачи, описанной в начале раздела. В
этой задаче эффективных коалиционных структур может быть нес-
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колько. Распределять выигрыш между игроками будем в соответ-
ствии с эффективной коалионной структурой πe, которая имеет сле-
дующий вид:
1. Если n четно, то πe = {{P1} , {P2, P3} , . . . , {Pn−2, Pn−1} , {Pn}};
2. Если n нечетно, то πe = {{P1} , {P2, P3} , . . . , {Pn−1, Pn}}.

Введем характеристическую функцию игры. Зададим ее следую-
щим образом:

v(K) =


1
m

(
1 +

[
|K|−1

2

])
, P1 ∈ K;

1
m

[
|K|
2

]
, P1 /∈ K,

где |K| – количество патрулирующих в коалиции K ∈ N. Значение
характеристической функции v(K) равно вероятности поимки ата-
кующего коалицией K.

Теорема 2.1. Характеристическая функция v(K) обладает свой-
ством монотонности и супераддитивности.

Доказательство. Докажем свойство монотонности, т.е. K ⊆ N,

L ⊆ N,K ⊆ L : v(K) ≤ v(L). Значит |K| ≤ |L|. Рассмотрим три
возможных случая:

1. P1 ∈ K,P1 ∈ L : v(K) = 1
m

(
1 +

[
|K|−1

2

])
≤ 1

m

(
1 +

[
|L|−1

2

])
=

v(L);

2.P1 /∈ K,P1 /∈ L : v(K) = 1
m

[
|K|
2

]
≤ 1

m

[
|L|
2

]
= v(L);

3. P1 /∈ K,P1 ∈ L : v(K) = 1
m

[
|K|
2

]
≤ 1

m

(
1 +

[
|K|−1

2

])
≤

≤ 1
m

(
1 +

[
|L|−1

2

])
= v(L).

Докажем свойство супераддитивности, т.е. K ∩ L = ∅, то
v(K ∪ L) ≥ v(K) + v(L). Рассмотрим два возможных случая:

1. P1 ∈ K,P1 /∈ L : v(K ∪ L) = 1
m

(
1 +

[
|K|+|L|−1

2

])
≥

≥ 1
m

(
1 +

[
|K|−1

2

]
+
[
|L|
2

])
= v(K) + v(L);

2. P1 /∈ K,P1 /∈ L : v(K ∪ L) = 1
m

[
|K|+|L|

2

]
≥ 1

m

([
|K|
2

]
+
[
|L|
2

])
=

v(K) + v(L)

Для кооперативной игры Γ = ⟨N, v(K), πe⟩, K ⊆ N вычислим вы-
игрыш каждого игрока по вектору Шепли, Оуэна и Ауманна-Дрезе.
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3. Распределение выигрыша между патрулирующими

3.1. Вектор Шепли

Теорема 3.1. Вектор Шепли [3] в игре Γ(·) вычисляется по форму-
ле

ϕi(v) =


1
m
, i = 1;

1
2m

, i ̸= 1, N − нечетно;
N−2

2m(N−1)
, i ̸= 1, N − четно.

Доказательство. Вычислим выигрыш первого игрока.
ϕ1(v) =

∑
S:P1∈S

(|S|−1)!(|N |−|S|)!
|N |! (v(S)− v(S \ P1)) =

=
∑

S:P1∈S

1

|S|C|S|
|N|

(
1
m

(
1 +

[
|S|−1

2

])
− 1

m

[
|S|−1

2

])
= 1

m

∑
S:P1∈S

1

|S|C|S|
|N|

=

= 1
m

(
C0

|N|−1

1·C1
|N|

+
C1

|N|−1

2·C2
|N|

+ . . .+
C

|N|−1
|N|−1

N ·C|N|
|N|

)
= 1

m

|N |∑
k=1

Ck−1
|N|−1

k·Ck
|N|

= 1
m
.

Так как остальные патрулирующие не имеют отличий друг от
друга, тогда выигрыш каждого игрока Pi, i ̸= 1 будет равен
v(N)− 1

m

|N |−1
= 1

m(|N |−1)

[
|N |−1

2

]
=

{
1
2m

, N − нечетно;
N−2

2m(N−1)
, N − четно.

3.2. Вектор Ауманна-Дрезе

Пусть π = {B1, B2, . . . , Bl}. Вектор Шепли, вычисленный для
фиксированной коалиционной структуры π называется значением
Ауманна-Дрезе [4] и находится по формуле

ϕπ
i =

∑
S⊆B(i):i∈S

(|B(i)| − |S|)! (|S| − 1)!

|B(i)|!
(v(S)− v(S \ {i})) .

Теорема 3.2. Значения Ауманна-Дрезе в игре Γ(·) вычисляется по
формуле

ϕπe
i =


1
m
, i = 1;

1
2m

, |B(i)| = 2;

0, |B(i)| = 1, i ̸= 1.

Доказательство. Если |B(i)| = 1, i ̸= 1, то

ϕπe
i =

∑
S⊆B(i),i∈S

(|B(i)| − |S|)! (|S| − 1)!

|B(i)|!
(0− 0) = 0.
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Если i = 1, то

ϕπe
i =

(|B(i)| − |B(i)|)! (|B(i)| − 1)!

|B(i)|!

(
1

m
− 0

)
+

+
∑

S⊂B(i),i∈S

(|B(i)| − 1)! (|S| − 1)!

|B(i)|!
(0− 0) =

1

m

Если |B(i)| = 2, то

ϕπe
i =

(|B(i)| − |B(i)|)! (|B(i)| − 1)!

|B(i)|!

(
1

m
− 0

)
+

+
∑

S⊂B(i),i∈S

(|B(i)| − 1)! (|S| − 1)!

|B(i)|!
(0− 0) =

1

2m

3.3. Вектор Оуэна

Чтобы определить выигрыш каждого игрока в кооперативной иг-
ре с коалиционной структурой π можно воспользоваться вектором
Оуэна

Owi(N, v, π) =
1

|Σ(N, π)|
∑

σ∈Σ(N,π)

(v(Ki(σ))− v(Ki(σ) \ {i})) , (3.3)

где Σ(N, π) – это множество всех перестановок игроков σ, совмести-
мых с коалиционной структурой π, т.е. ∀i, j ∈ B ∈ π выполняется
|σ(i)−σ(j)| < |B|. Ki(σ) – множество игроков, которые в перестанов-
ке σ стоят до игрока i, включая его.

Пример 2. Пусть некоторая характеристическая функция для
четырех игроков задана следующим образом: w(∅) = w(I) = w(II) =

w(III) = w(IV ) = 0, w(I, II) = w(I, III) = w(I, IV ) = w(II, III) =

w(II, IV ) = w(III, IV ) = 2, w(I, II, III) = 5, w(I, II, IV ) = 6,

w(I, III, IV ) = 7, w(II, III, IV ) = 8, w(I, II, III, IV ) = 10. Вычис-
лим вектор Оуэна с характеристической функцией w(K), например,
для коалиционной структуры π1 = {{I, II, III}, {IV }}. Все вычис-
ления проведем в табл. 1.
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Таблица 1. Вычисление вектора Оуэна
σ I II III IV

1234 0 2 3 5
1324 0 3 2 5
2134 2 0 3 5
2314 3 0 2 5
3124 2 3 0 5
3214 3 2 0 5
4123 2 4 4 0
4132 2 3 5 0
4213 4 2 4 0
4231 2 2 6 0
4312 5 3 2 0
4321 2 6 2 0
Owi 2.25 2.5 2.75 2.5

Теорема 3.3. Вектор Оуэна, вычисленный для эффективной коали-
ционной структуры, совпадает с вектором Ауманна-Дрезе.

Доказательство. Пусть N нечетно. Вычислим выигрыш первого иг-
рока. Общее количество перестановок σ, удовлетворяющих коалици-
онной структуре πe равно |Σ(N, πe)| =

(
N−1
2

)
! · 2

N−1
2 · N+1

2

∀σ ∈ Σ(N, πe) : v(Ki(σ)) − v(Ki(σ) \ {i}) = 1
m
. Подставляя найден-

ные значения в формулу (3.3), получаем, что Ow1 = 1
m
. Вычислим

выигрыш i−го игрока, i ̸= 1. Вклад i−го игрока будет равен 1
m

только
для

(
N−1
2

)
! · 2N−1

2
−1 · N+1

2
перестановок, для оставшихся перестановок

вклад игрока равен нулю. Тогда значение Owi =
1
2m

.

Пусть N четно. Тогда существует не сильный игрок P|N |, который
в коалиционной структуре πe остался без пары. Так как вклад такого
игрока равен нулю для любой перестановки σ, то значение Owi = 0.

Вычислим выигрыш первого игрока. |Σ(N, πe)| =
(
N
2

)
! · 2N

2
−1 ·(

N
2
+ 1

)
∀σ ∈ Σ(N, πe) : v(Ki(σ)) − v(Ki(σ) \ {i}) = 1

m
. Подставляя

найденные значения в формулу (3.3), получаем, что Ow1 = 1
m
. Вы-

числим выигрыш i−го игрока, i ̸= 1, i ̸= |N |. Вклад i−го игрока
будет равен 1

m
только для

(
N
2

)
! · 2N

2
−2 ·

(
N
2
+ 1

)
перестановок, для

осташихся перестановок вклад игрока равен нулю. Тогда значение
Owi =

1
2m

.
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4. Вектор Оуэна для разных коалиционных структур

Расширим предположение о силе игроков. Введем функцию
f : N → {1, 2}, f(A) = 3, значение которой равно силе игрока I.

Перепишем характеристическую функцию следующим образом:

v(K) =


l(K)
m

,
∑
I∈K

f(I) ≥ 3;

0, иначе,

где l(K) – максимальное количество подкоалиций K ′ в разбиении ко-
алиции K, для которых выполняется условие

∑
I∈K′

f(I) ≥ 3. Считаем

значение m достаточно большим, чтобы ∀K ⊆ N : l(K) ≤ m.

Рассмотрим коалиционную структуру
πα = {{P1, P2}, {P3}, {P4}, . . . , {Pk+2}}, k ≥ 1, f(P1) = 1, f(Pi) = 2

∀i = 2, 3, . . . , k + 2.

Теорема 4.1. Ow1 (N, v, πα) = Ow2 (N, v, πα) =
1
2m

.

Доказательство. Количество перестановок, соответствующих коа-
лиционной структуре πα равно |Σ(N, πα)| = 2(k + 1)!. Количество
перестановок, для которых вклад игрока P1 составляет 1

m
, равно

(k + 1)!. Для всех других перестановок вклад игрока P1 равен 0, от-
куда Ow1 (N, v, πα) =

1
m
· (k+1)!
2(k+1)!

= 1
2m

. Аналогичные рассуждения для
игрока P2.

Исходя из Теоремы 4.1, получаем, что выигрыш игрока с единич-
ной силой не отличается от выигрыша игрока, который находится с
ним в паре.

Вычислим вектор Оуэна для коалиционной структуры
πβ = {{P1, P2}, {P3}, . . . , {Pk+2}}, f(P2) = 2, ∀i ̸= 2 : f(Pi) = 1. Иг-
рок P1 находится в конкуренции с k игроками (имеющие единичную
силу), которые хотели бы быть на месте игрока P1. Поэтому, чтобы
игрок P2 не отказался от пары с игроком P1 в пользу другого пат-
рулирующего, логично предположить, что выигрыш P2 должен быть
больше, чем у P1.

Теорема 4.2. Ow1 (N, v, πβ) =
1

2m(k+1)

([
k+1
3

]
+
[
k
3

]
+ 1

)
,

Ow2 (N, v, πβ) = 1−Ow1 (N, v, πβ),
Owi(N, v, πβ) =

v(N)−Ow1(N,v,πβ)−Ow2(N,v,πβ)

N−2
, i ̸= 1, i ̸= 2.
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Доказательство. Общее количество перестановок, соответствующих
коалиционной структуре πβ равно 2(k+1)!. Вычислим выигрыш игро-
ка P1. Вклад игрока P1 будет равен 1

m
для двух классов перестановок:

1. a) Игроки P1, P2 в перестановке σ идут в порядке P1, P2; б) Ко-
личество игроков в перестановке σ до игрока P1 при делении на 3
дает остаток. Количество перестановок σ, удовлетворяющих услови-
ям а) и б) равно k!

([
k+1
3

])
.

2. а) Игроки P1, P2 в перестановке σ идут в порядке P2, P1; б)
Количество игроков в перестановке σ до игрока P2 делится на 3.
Количество перестановок σ, удовлетворяющих условиям а) и б) равно
k!
([

k
3

]
+ 1

)
.

Для любой другой перестановки игроков вклад игрока P1 равен
0. Значит,

Ow1(N, v, πβ) =
k!
([

k+1
3

]
+
[
k
3

]
+ 1

)
2m(k + 1)!

=

[
k+1
3

]
+
[
k
3

]
+ 1

2m(k + 1)
.

Вычислим выигрыш игрока P2. Для перестановок, кроме рассмот-
ренных выше, вклад игрока P2 равен 1

m
. Значит, Ow2 (N, v, πβ) =

1−Ow1 (N, v, πβ) . Игроки Pi, i ̸= 1, i ̸= 2 не отличаются друг от друга,
значит их выигрыш одинаковый и составит v(N)−Ow1(N,v,πβ)−Ow2(N,v,πβ)

N−2
.

Пример 3. Составим таблицу значений m · Ow1(N, v, πβ) для
k = 0, 1, . . . , 9 с точностью до третьего знака после запятой (табл.
2).

Таблица 2. Значения m ·Ow1(N, v, πβ)

k 0 1 2 3 4
Ow1 0.5 0.25 0.333 0.375 0.3
k 5 6 7 8 9

Ow1 0.333 0.357 0.312 0.333 0.35

Можно заметить, что выигрыш игрока P1 изменяется не моно-
тонно в зависимости от k. Например, при k = 4 выигрыш меньше,
чем при k = 9, несмотря на то, что конкуренция при k = 9 больше,
чем при k = 4. Такое распределение выигрыша можно объяснить
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тем, что при некоторых значениях k интерес быть в паре с P2 не вы-
сок, потому что игроки с единичной силой могут сами образовывать
коалиции друг с другом.

Пример 4. Рассмотрим коалиционную структуру
π = {{P1, P2, P3, P4} , {P5, P6, P7, P8, P9} , {P10}, {P11}},
f(P1) = f(P2) = f(P5) = f(P11) = 2. Сила остальных патрулирую-
щих равна 1, сила атакующего равна 6. Характеристическая функ-
ция имеет вид:

v(K) =


l(K)
m

,
∑
I∈K

f(I) ≥ 6;

0, иначе,

где l(K) – максимальное количество подкоалиций K ′ в разбиении ко-
алиции K, для которых выполняется условие

∑
I∈K′

f(I) ≥ 6. Считаем

значение m достаточно большим, чтобы ∀K ⊆ N : l(K) ≤ m.

Вычислим m · OwP3 . Общее количество перестановок |Σ(N, π)| =
4! · 4! · 5!. Для любой перестановки σ приносимый игроком P3 выиг-
рыш равен нулю или единице. Пусть в σ коалиция B(P3) стоит на
первом месте. Тогда P3 приносит в коалицию единичный доход ко-
гда стоит на четвертом месте. Количество таких перестановок равно
3! · 3! · 5!. Если B(P3) стоит на втором месте в π, то P3 дает единич-
ный выигрыш коалиции когда P3 стоит на 3-ем или 4-ом месте для
некоторых σ. Фиксируя положение B(P3) считаем перестановки для
которых P3 приносит ненулевой доход (см. табл. 3). В табл. 3 цифра-
ми 1 и 2 указываются силы игроков, жирным шрифтом выделен P3.
Курсивом выделяется цифра (сила игрока), которая зафиксирована
в перестановке.

Тогда m · OwP3 = 12336
69120

≈ 0.178. Заметим, что для коалиционной
структуры {{P1, P2, P3, P4} , {P5, P6, P7, P8, P9}} значение m · OwP3 =

0.25. Однако, из-за появившихся двух игроков, по вектору Оуэна бу-
дет справедливо уменьшить выигрыш P3 примерно на 28.8%.
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Таблица 3. Количество σ

Перестановки, соответствующие π Количество перестановок
{2, 2, 1,1}, {2, 1, 1, 1, 1}, {1}, {2} 3! · 3! · 5!
{2, 1, 1, 1, 1}, {2, 2, 1,1}, {1}, {2} 2! · 5! · 3!
{1}, {2, 2,1, 1}, {2, 1, 1, 1, 1}, {2} 2! · 2! · 5!
{2}, {2, 1,1, 2}, {2, 1, 1, 1, 1}, {1} 2! · 2! · 2 · 5!
{2, 1, 1, 1, 1}, {1}, {2, 2,1, 1}, {2} 5! · 2!
{2, 1, 1, 1, 1}, {2}, {2, 1,1, 2}, {1} 5! · 2! · 2
{1}, {2, 1, 1, 1, 1}, {2, 2,1, 1}, {2} 4! · 4 · 2!
{1}, {1, 1, 1, 1, 2}, {2, 2, 1,1}, {2} 4! · 3!
{2}, {1, 1, 1, 1, 2}, {2, 1,1, 2}, {1} 4! · 4 · 2! · 2
{2}, {1, 1, 1, 2, 1}, {2, 2,1, 1}, {1} 4! · 2!
{1}, {2}, {2,1, 2, 1}, {2, 1, 1, 1, 1} 2! · 5! · 2! · 2
{2, 1, 1, 1, 1}, {1}, {2}, {2,1, 2, 1} 2! · 5! · 4
{1}, {2, 1, 1, 1, 1}, {2}, {2,1, 2, 1} 4! · 4 · 2! · 2
{1}, {1, 1, 1, 1, 2}, {2}, {2, 1,1, 2} 4! · 4
{2}, {2, 1, 1, 1, 1}, {1}, {2,1, 1, 2} 5! · 2! · 2
{1}, {2}, {2, 1, 1, 1, 1}, {2,1, 1, 2} 2! · 5! · 2! · 2

5. Заключение

Предложенные способы дележа, основанные на принципах коопе-
ративной теории игр, могут быть использованы в практических ситу-
ациях при оплате труда работников. При этом, наиболее удобным для
определения выплат является вектор Оуэна. В работе [7] для другой
кооперативной игры векторы Шепли, Оуэна и Ауманна-Дреза отлич-
ны друг от друга. Однако, для рассматриваемой игры патрулирова-
ния показано, что такие способы дележа совпадают при нечетном
количестве патрулирующих, среди которых один сильный игрок.
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Abstract : We consider a simple model of cooperative version for a
patrolling game with coalition structure. It is shown that the Shapley
value coincides with the Owen and the Aumann-Dreze vector for odd
number of the patrolling.
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