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В работе исследуется согласованное влияние ряда участни-
ков социальной сети на мнения остальных ее членов в течение
конечного промежутка времени посредством теории коопера-
тивных динамических игр. Влияние выражается в деклари-
ровании мнений, которые участники сети взвешивают и впо-
следствии учитывают при формировании своих собственных.
Ставится задача поиска декларируемых мнений, ориентируясь
на связанные с этим затраты, а также на среднее отклонение
мнений участников социальной сети от целевых. При согласо-
ванном поведении распределение суммарных затрат произво-
дится с помощью вектора Шепли. При невозможности нахож-
дения степеней доверия участников сети друг другу строятся
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их оценки на основе выбранной меры центральности. Числен-
ное моделирование проводится на известном примере социаль-
ной сети университетского клуба карате и для графа решетки,
часто используемого при описании пространственных сетей.
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1. Введение

Развитие моделей динамики мнений в социальных группах начи-
налось с вопросов достижимости в них консенсуса. Де Гроот в сво-
ей работе [11] привел простую модель динамики мнений, в которой
предполагалось, что любой участник группы изменяет свое мнение
согласно одному и тому же закону путем взвешивания собственного
мнения и мнения непосредственно связанных с ним участников. Эта
модель впоследствии дополнялась или видоизменялась при ряде но-
вых предположений, в частности, с учетом приверженности участни-
ков социальной группы своим собственным взглядам [14, 15]. Задача
достижимости консенсуса также решалась в [8, 9] для специальной
структуры социальной группы с тремя типами участников и двумя
центрами влияния на их мнения. Свойство «мудрости» социальных
групп исследовалось в [7, 19]. Стоит отметить и другие значимые
исследования в этой области [2, 5, 6].

Вышеупомянутые работы не затрагивают задачи конфликтного
характера. В литературе есть довольно много работ, в которых рас-
сматриваются игровые модели динамики мнений. В частности, в [3,
16] за основу берется модель Де Гроота, в [12] изложение строится
на модели Хегзельмана–Краузе [18]. В настоящей работе мы исследу-
ем игру согласованного влияния на мнения участников социальной
сети как кооперативную линейно-квадратичную игру в дискретном
времени, в которой цели игроков в некотором смысле близки к рас-
сматриваемым в [20, 22]. В модели мы предполагаем, что некоторые
участники сети согласованным способом декларируют свои мнения
остальным участникам сети с той целью, чтобы сделать их «сред-
нее» мнение как можно близким к желаемому. В рамках решения
исследуемой игры при кооперативном поведении нам, как следствие,
приходится находить решения этой игры и в некооперативной поста-
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новке, в частности, заниматься поиском равновесия по Нэшу. По этой
причине мы не формулируем игру изначально как некооперативную,
а сразу переходим к рассмотрению кооперативной формы поведения.

Статья имеет следующую структуру. В разделе 2 приводится ма-
тематическая модель согласованного влияния. Нахождение решения
описывается в разделе 3. В нем указывается способ отыскания коопе-
ративной ситуации как в программных, так и в позиционных страте-
гиях, приводится схема распределения затрат на основе построенной
характеристической функции игры, значения которой также отыски-
ваются для двух упомянутых классов стратегий. Некоторая модифи-
кация модели рассматривается в разделе 4, где отмечается ее связь с
исходной постановкой. В тех случаях, когда нам не известны степени
доверия участников сети друг другу, в разделе 5 строится их оценка
на основе меры центральности. Раздел 6 посвящен численному моде-
лированию на известном примере социальной сети университетского
клуба карате и для графа решетки, часто используемого при опи-
сании пространственных сетей. В заключительном разделе 7 кратко
приводятся результаты исследования.

2. Модель

Исследуется динамика мнений в социальной сети в течение ко-
нечного периода времени. Социальная сеть, далее просто сеть, пред-
ставляется парой (V, g), где V — конечное множество ее участников
(узлов), а g — граф связей, или множество направленных ребер меж-
ду ними, отражающий структуру коммуникации внутри сети. Будем
предполагать, что множество узлов может быть представлено в ви-
де V = A ∪ N , где A ∩ N = ∅. Пусть |A| = a, |N | = n и a � n.
Узел из A будем ассоциировать с агентом, а узел из N — с игроком.
Следовательно, участники сети разбиты на две группы, образующие
множество агентов и множество игроков. Далее будем считать, что
каждый агент i ∈ A сети обладает собственным мнением о некото-
рой величине или некотором событии, которое выражается численно
и может изменяться во времени, а рассматриваемый временной про-
межуток предполагается конечным с периодами T = {0, 1, . . . , T}.
Пусть xi0 ∈ [0, 1] обозначает начальное мнение агента i, а xi(t) ∈ [0, 1]

— его мнение в период t ∈ T \ 0. Пусть x(t) = (xi(t), i ∈ A)′ и
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x0 = (xi0, i ∈ A)′ отражают мнения агентов сети в период t и в на-
чальным момент времени, соответственно.

Игроки могут влиять на мнения агентов сети. Обозначим через
ui(t) ∈ [0, 1] действие (или элементарную стратегию) игрока i ∈ N

в период t ∈ T \ T , которое заключается в декларировании своего
мнения остальным участникам сети. Пусть u(t) = (u1(t), . . . , un(t)),
t ∈ T \ T . Агент учитывает не только свое мнение, но и может агре-
гировать мнения остальных участников сети. Простая модель агре-
гации мнений может быть описана следующей линейной разностной
системой:

xi(t+ 1) =
∑
j∈A

wijxj(t) +
∑
j∈N

bijuj(t), t ∈ T \ T

с начальным условием xi(0) = xi0, i ∈ A. Здесь wij ∈ [0, 1] представ-
ляет собой степень доверия агента i ∈ A мнению агента j ∈ A, в
то время как bij ∈ [0, 1] есть степень доверия агента i ∈ A мнению
игрока j ∈ N . Мы не требуем выполнения равенства wij = wji, но
предполагаем, что

∑
j∈A

wij +
∑
j∈N

bij = 1 для любого i ∈ A. Собствен-

ные мнения самих игроков о рассматриваемой величине или событии
в отличии от декларируемых ими мнений считаются не важными, и
по этой причине они не включены в модель. Пусть W = {wij}i,j∈A,
bi = (bji, j ∈ A)′, i ∈ N . Тогда динамика мнений агентов сети может
быть записана в альтернативной форме:

x(t+ 1) = Wx(t) +
∑
i∈N

biui(t), t ∈ T \ T, x(0) = x0.

Множество ребер g может быть разбито на два множества gA и gN , где
gA содержит только ребра между агентами, а gN задает ребра типа
«игрок–агент». Множество g можно ассоциировать с матрицей W и
векторами bi, i ∈ N : wij > 0 тогда и только тогда, когда (j, i) ∈ gA;
bij > 0 тогда и только тогда, когда (j, i) ∈ gN .

Программной стратегией uOL
i = (uOL

i (0), . . . , uOL
i (T − 1)) игрока

i ∈ N назовем отображение, которое каждому неокончательному пе-
риоду времени и начальному состоянию единственным образом пред-
писывает действие, т. е. uOL

i (t) = ϕi(t, x0) для любого t ∈ T \ T , где
ϕi(·, ·) : T \ T × [0, 1]a 7→ [0, 1]. Ситуацией в программных стратегиях
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назовем набор программных стратегий uOL = (uOL
1 , . . . , uOL

n ). Пози-
ционной стратегией uFB

i = (uFB
i (0), . . . , uFB

i (T − 1)) игрока i ∈ N

назовем отображение, которое каждому неокончательному периоду
и состоянию в этом периоде единственным образом предписывает
действие, т. е. uFB

i (t) = ψi(t, x(t)) для любого t ∈ T \ T , где ψi(·, ·) :

T \ T × [0, 1]a 7→ [0, 1]. Ситуацией в позиционных стратегиях назовем
набор позиционных стратегий uFB = (uFB

1 , . . . , uFB
n ). При использо-

вании программных стратегий игроки ориентируются лишь на на-
чальные мнения агентов сети и номер периода, в то время как при
использовании позиционных — на номер периода и мнения агентов
сети в этом периоде. В дальнейшем мы не будем отмечать конкрет-
ный класс стратегий там, где это не принципиально. Траекторией,
порожденной ситуацией u, будем называть набор (x(0), . . . , x(T )), где
x(0) = x0, а x(t) для любого t ∈ T \ 0 определяются последователь-
ной подстановкой стратегий из этой ситуации в систему динамики
мнений.

Пусть функция выигрыша Ji(u) игрока i ∈ N имеет вид

Ji(u) =
T−1∑
t=0

hit(x(t), u(t)) + hiT (x(T )),

где функции hit(x(t), u(t)), t ∈ T \ T , и hiT (x(T )) определяют вы-
игрыши этого игрока в каждом периоде. Зададим эти функции в
следующем виде:

hit(x(t), u(t)) =
1

a

∑
j∈A

(xj(t)− x̂i)2 + ciu
2
i (t), t ∈ T \ T,

hiT (x(T )) =
1

a

∑
j∈A

(xj(T )− x̂i)2.

Здесь x̂i ∈ [0, 1] — изначально заданное для игрока i ∈ N желаемое
мнение, к которому он хочет приблизить исходные мнения агентов
за рассматриваемый промежуток времени, выбирая стратегию ui, а
величина ci > 0 характеризует собой затраты этого игрока, связан-
ные с выбором ui. Первые слагаемые в выражениях функций hit,
t ∈ T \ T , как и функция hiT , отвечают за затраты игрока i, связан-
ные с отклонением мнений агентов (в среднеквадратическом смысле)
от желаемого мнения этого игрока, и выражены в тех же единицах,
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что и вторые слагаемые в выражениях функций hit, t ∈ T \ T , пред-
ставляющие собой непосредственные затраты игрока i на влияние.

В предположении трансферабельности выигрышей игроки, сов-
местно выбирая стратегии ui, i ∈ N , и учитывая динамику мнений
агентов сети, стремятся минимизировать общие суммарные затра-
ты, т. е. величину

∑
i∈N

Ji(u). При такой постановке рассматриваемая

задача является задачей оптимального управления, а именно, коопе-
ративной линейно-квадратичной игрой двух лиц с дискретным вре-
менем. Функция выигрыша игрока i может быть переписана в более
привычной для такого класса игр форме:

Ji(u) =
T−1∑
t=0

(
1

a
x(t)′x(t) + ciu

2
i (t)−

2x̂i
a

1′x(t)

)
+

(
1

a
x(T )′x(T )− 2x̂i

a
1′x(T )

)
+ (T + 1)x̂2

i ,

=
T−1∑
t=0

(
1

2
x(t)′Qix(t) + ciu

2
i (t) + q′ix(t)

)
+

1

2
x(T )′Qix(T ) + q′ix(T ) + (T + 1)x̂2

i ,

где 1 обозначает вектор из единиц размерности a, Qi = 2
a
I, матрица

I — единичная матрица размерности a и qi = −2x̂i

a
1. Тогда общая

цель игроков принимает вид:

∑
i∈N

Ji(u) =
T−1∑
t=0

(
1

2
x(t)′Qx(t) +

1

2
u(t)′Cu(t) + q′x(t)

)
+

1

2
x(T )′Qx(T ) + q′x(T ) + (T + 1)x̂′x̂.

где Q =
∑

i∈N Qi, C = 2 diag{c1, . . . , cn}, q =
∑

i∈N qi и x̂ = (x̂1, . . . ,

x̂n)′. Заметим, что матрицы Q1, . . . , Qn, Q и C положительно опреде-
ленные.

Набор стратегий ū = arg minu

∑
i∈N

Ji(u) назовем кооперативной си-

туацией, стратегии игроков из этого набора — кооперативными стра-
тегиями, а траекторию (x̄(0), . . . , x̄(T )), порожденную кооперативной
ситуацией, — кооперативной траекторией.
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3. Решение

Мы далее будем опираться на теорию, представленную в [1, 4, 17].

3.1. Кооперативная ситуация в случае программных страте-
гий

Для поиска кооперативных программных стратегий игроков мы
применим принцип максимума из теории оптимального управления.
Определим гамильтониан HN = HN(x(t), u(t), λN(t+ 1)), t ∈ T \ T :

HN = −1

2
x(t)′Qx(t)− 1

2
u(t)′Cu(t)− q′x(t)

+ λN(t+ 1)′ (Wx(t) +Bu(t)) ,

где через λN(t + 1) обозначен вектор сопряженных переменных раз-
мерности a, и B = (b1 . . . bn) — матрица, образованная векторами
b1, . . . , bn.

Утверждение 3.1. Для того, чтобы набор программных страте-
гий ūOL = (ūOL

1 , . . . , ūOL
n ) был кооперативной ситуацией, порождаю-

щей кооперативную траекторию (x̄OL(0), . . . , x̄OL(T )), где x̄OL(0) =

x0, необходимо существование ненулевого набора λN(t), t ∈ T \ 0,
такого, что выполнены следующие условия:

ūOL = arg max
u
HN(x̄OL(t), u(t), λN(t+ 1))

∂HN

∂x(t)
= −x̄OL(t)′Q− q′ + λN(t+ 1)′W = λN(t)′, t ∈ T \ {0, T},

λN(T )′ = −x̄OL(T )′Q− q′.

Систему уравнений из утверждения выше можно переписать в
таком виде:

ūOL(t) = C−1B′λN(t+ 1), t ∈ T \ T,
λN(t) = −Qx̄OL(t)− q +W ′λN(t+ 1), t ∈ T \ {0, T},
λN(T ) = −Qx̄OL(T )− q.

Заметим, что C−1 = 1
2

diag{1/c1, . . . , 1/cn}. При использовании игро-
ками кооперативных программных стратегий ūOL

i , i ∈ N , каждый
из них в течение рассматриваемого промежутка времени привносит
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величину Ji(ūOL), i ∈ N , в суммарный выигрыш игроков, при этом
сумма

∑
i∈N

Ji(ū
OL) минимальна.

3.2. Кооперативная ситуация в случае позиционных страте-
гий

Для поиска кооперативных позиционных стратегий игроков мы
применим принцип динамического программирования. Определим
функцию F (t, x) как минимальный суммарный выигрыш игроков за
периоды с t по T при мнении агентов x. Эта функция удовлетворяет
уравнению Беллмана:

F (t, x) = min
u(t)

(
1

2
x′Qx+

1

2
u(t)′Cu(t) + q′x+ x̂′x̂

+ F (t+ 1,Wx+Bu(t))
)

с граничным условием F (T, x) = 1
2
x′Qx+ q′x+ x̂′x̂.

Предположив квадратичный вид функции F (t, x) = 1
2
x′K(t)x +

k(t)′x + κ(t) и линейный вид набора кооперативных позиционных
стратегий ūFB(t) = −P (t)x + p(t) игроков, что часто делается в ли-
нейно-квадратичной оптимизации, можно получить систему разност-
ных уравнений для идентификации неизвестных матриц K(t), P (t),
векторов k(t), p(t) и величин κ(t) в каждом периоде.

Утверждение 3.2. Набор кооперативных позиционных стратегий
ūFB = (ūFB

1 , . . . , ūFB
n ) является единственным и имеет вид:

ūFB(t) = −(C +B′K(t+ 1)B)−1B′ [K(t+ 1)Wx(t) + k(t+ 1)] ,

для t ∈ T \ T , где

P (t) = (C +B′K(t+ 1)B)−1B′K(t+ 1)W,

p(t) = −(C +B′K(t+ 1)B)−1B′k(t+ 1),

K(t) = Q+ P (t)′CP (t) + (W −BP (t))′K(t+ 1)(W −BP (t)),

k(t) = −P (t)′Cp(t) + q + (W −BP (t))′ [K(t+ 1)Bp(t) + k(t+ 1)] ,

κ(t) =
1

2
p(t)′Cp(t) +

1

2
(Bp(t))′K(t+ 1)Bp(t) + k(t+ 1)′Bp(t)

+ κ(t+ 1) + x̂′x̂,
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с граничным условием: K(T ) = Q, k(T ) = q, κ(T ) = x̂′x̂, при этом∑
i∈N

Ji(ū
FB) = F (0, x0) = 1

2
x′0K(0)x0 + k(0)′x0 + κ(0).

При использовании игроками кооперативных позиционных стра-
тегий ūFB

i , i ∈ N , каждый из них в течение рассматриваемого про-
межутка времени привносит величину Ji(ū

FB), i ∈ N , в суммар-
ный выигрыш, при этом сумма

∑
i∈N

Ji(ū
FB), на которую ориентируют-

ся игроки, минимальна. Дополнительно известно, что
∑
i∈N

Ji(ū
OL) =∑

i∈N
Ji(ū

FB).

3.3. Распределение кооперативного выигрыша

В теории кооперативных динамических игр принято распреде-
лять суммарный кооперативный выигрыш между игроками, основы-
ваясь на заранее оговоренном игроками кооперативном решении. По
этой причине для распределения величины

∑
i∈N

Ji(ū
OL) (или∑

i∈N
Ji(ū

FB)) строится необходимая вспомогательная игра с трансфе-

рабельной полезностью. Пусть (N, v) — такая игра, в которой N , как
и прежде, обозначает множество игроков, а v — характеристиче-
ская функция, которая каждому подмножеству множества N , назы-
ваемому коалицией, ставит в соответствие ее «силу», выражаемую
вещественным числом. Естественно считать, что сила коалиции N

есть величина, которую игроки хотят между собой распределить, т. е.
v(N) =

∑
i∈N

Ji(ū). Здесь и далее мы будем опускать верхний индексOL

или FB, где изложение одинаково справедливо как для программ-
ных, так и для позиционных стратегий, понимая под ū набор страте-
гий, минимизирующий сумму

∑
i∈N

Ji(u). Естественно также считать,

что v(∅) = 0. Для произвольной непустой коалиции S ⊂ N значе-
ние характеристической функции v(S) мы определим в соответствии
с γ-подходом, предложенным в [23] для модели олигополии и широ-
ко используемым впоследствии, в частности, в [10] применительно к
модели природоохранного характера. Согласно γ-подходу величина
v(S) есть выигрыш коалиции S в ситуации равновесия по Нэшу в
игре n − |S| + 1 лица, в которой коалиция S выступает одним игро-
ком, стараясь минимизировать величину

∑
i∈S

Ji(u), а игрок i ∈ N \ S
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нацелен минимизировать Ji(u). Для коалиции S набор стратегий u

будем записывать также через стратегии игроков из этой коалиции,
uS, и стратегии игроков из ее дополнения, uN\S, в виде u = (uS, uN\S).
Более формально, для непустой коалиции S ⊂ N ее сила v(S) опре-
деляется как v(S) =

∑
i∈S

Jk(ũS), где набор стратегий ũS = (ũS1 , . . . , ũ
S
n)

определяется из равенств:

ũSS = arg min
uS

∑
i∈S

Ji(uS, ũ
S
N\S),

ũSi = arg min
ui

Ji(ui, ũ
S
N\{i}), для любого i /∈ S.

Тогда заключаем:

v(S) =


∑
i∈N

Ji(ū), S = N,∑
i∈S

Ji(ũ
S), S ⊂ N,

0, S = ∅.

Дележом в игре (N, v) назовем вектор ξ[v] = (ξ1[v], . . . , ξn[v]),
который удовлетворяет свойствам: эффективности, т. е.

∑
i∈N

ξi[v] =

v(N), и индивидуальной рациональности, т. е. ξi[v] 6 v({i}) для
любого i ∈ N .1 Множество дележей в игре (N, v) обозначим че-
рез I[v]. Кооперативным решением игры (N, v) называется прави-
ло, которое этой игре ставит в соответствие некоторое подмноже-
ствоM[v] ⊆ I[v]. Таким образом игроки, выбрав заранее некоторое
кооперативное решение M[v], совместно реализуют кооперативную
ситуацию ū и, получив в качестве общего суммарного выигрыша ве-
личину v(N), далее ее распределяют между собой в виде некоторого
одного дележа ξ[v] ∈ M[v]. Величина ξi[v] и будет считаться выиг-
рышем игрока i, который он получает от кооперации с остальны-
ми игроками. Например, если в качестве кооперативного решения
M[v] выбрать вектор Шепли, то оно состоит из единственного де-
лежа Sh[v] = (Sh1[v], . . . , Shn[v]), компоненты которого определяются
как

Shi[v] =
∑

S⊆N, i∈S

(n− |S|)!(|S| − 1)!

n
(v(S)− v(S \ {i})), i ∈ N.

1Напомним, что цель игроков состоит в минимизации суммы их выигрышей.
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В частности, для игры двух лиц, т. е. игры, в которой только два
игрока могут влиять на мнения остальных участников социальной
сети, величина v({i}), i = 1, 2, есть выигрыш игрока i в равновесии
по Нэшу (ũ1, ũ2). Тогда

v(S) =


J1(ū1, ū2) + J2(ū1, ū2), S = {1, 2},
Ji(ũ1, ũ2), S = {i}, i = 1, 2,

0, S = ∅,
(3.1)

а вектор Шепли Sh[v] = (Sh1[v], Sh2[v]) в кооперативной игре двух
лиц примет вид:

Sh1[v] =
v({1, 2}) + v({1})− v({2})

2
,

Sh2[v] =
v({1, 2})− v({1}) + v({2})

2
.

(3.2)

Случай игры двух лиц мы рассмотрим ниже в разделе 6 при прове-
дении численного моделирования.

Далее для игры (не обязательно двух лиц) мы построим характе-
ристическую функцию в соответствии с γ-подходом для двух классов
стратегий: программных и позиционных, поскольку известно, что вы-
игрыши игроков в равновесии по Нэшу в одной и той же игре при
использовании игроками стратегий из этих классов могут различать-
ся [25].

3.4. Построение характеристической функции в случае про-
граммных стратегий

Для поиска набора программных стратегий ũS,OL, S ⊂ N , мы
снова применим принцип максимума. Однако сначала рассмотрим
сумму:

∑
i∈S

Ji(u) =
∑
i∈S

(
T−1∑
t=0

(
1

2
x(t)′Qix(t) + ciu

2
i (t) + q′ix(t)

)
+

1

2
x(T )′Qix(T ) + q′ix(T ) + (T + 1)x̂2

i

)
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=
T−1∑
t=0

(
1

2
x(t)′QSx(t) +

1

2
uS(t)′CSuS(t) + q′Sx(t)

)
+

1

2
x(T )′QSx(T ) + q′Sx(T ) + (T + 1)

∑
i∈S

x̂2
i ,

где QS =
∑
i∈S

Qi, CS = 2 diag{ci, i ∈ S} и qS =
∑
i∈S

qi. Важно, чтобы

порядок игроков коалиции S как в наборе uS, так и в определении
диагональной матрицы CS был одинаковым.

Определим для коалиции S и любого игрока i ∈ N \ S гамильто-
нианы HS = HS(x(t), u(t), λS(t+1)) и Hi = Hi(x(t), u(t), λi(t+1)) для
всех t ∈ T \ T :

HS = −
∑
i∈S

(
1

2
x(t)′QSx(t) +

1

2
uS(t)′CSuS(t) + q′Sx(t)

)
+ λS(t+ 1)′ (Wx(t) +Bu(t)) ,

Hi = −1

2
x(t)′Qix(t)− ciu2

i (t)− q′ix(t) + λi(t+ 1)′ (Wx(t) +Bu(t)) ,

где через λS(t + 1) и λi(t + 1) обозначены вектора сопряженных пе-
ременных размерности a.

Утверждение 3.3. Для того, чтобы набор программных страте-
гий ũS,OL = (ũS,OL

1 , . . . , ũS,OL
n ) был равновесием по Нэшу в игре n −

|S| + 1 лица, в которой коалиция S выступает одним игроком, по-
рождающим траекторию (x̃S,OL(0), . . . , x̃S,OL(T )), где x̃S,OL(0) = x0,
необходимо существование ненулевых наборов λS(t), λi(t), i ∈ N \S,
t ∈ T \ 0 таких, что выполнены следующие условия:

ũS,OL
S = arg max

uS

HS(x̃S,OL(t), uS(t), ũS,OL
N\S , λS(t+ 1)),

ũS,OL
i = arg max

ui

Hi(x̃
S,OL(t), ui(t), ũ

S,OL
N\{i}, λi(t+ 1)), i ∈ N \ S,

∂HS

∂x(t)
= −x̃S,OL(t)′QS − q′S + λS(t+ 1)′W = λS(t)′, t ∈ T \ {0, T},

∂Hi

∂x(t)
= −x̃S,OL(t)′Qi − q′i + λi(t+ 1)′W = λi(t)

′, i ∈ N \ S,

t ∈ T \ {0, T},
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λS(T )′ = −x̃S,OL(T )′QS − q′S,
λi(T )′ = −x̃S,OL(T )′Qi − q′i, i ∈ N \ S.

Пусть BS = (bi, i ∈ S) — матрица, образованная векторами bi, где
i ∈ S. Последовательность игроков при составлении этой матрицы
также должна совпадать с их последовательностью при составлении
uS. Систему уравнений из утверждения выше можно переписать в
следующем виде:

ũS,OL
S (t) = C−1

S B′SλS(t+ 1), t ∈ T \ T,

ũS,OL
i (t) =

1

2ci
b′iλi(t+ 1), i ∈ N \ S, t ∈ T \ T,

λS(t) = −QSx̃
S,OL(t)− qS +W ′λS(t+ 1), t ∈ T \ {0, T},

λi(t) = −Qix̃
S,OL(t)− qi +W ′λi(t+ 1), i ∈ N \ S, t ∈ T \ {0, T},

λS(T ) = −QSx̃
S,OL(T )− qS,

λi(T ) = −Qix̃
S,OL(T )− qi, i ∈ N \ S.

Заметим, что C−1
S = 1

2
diag{1/ci, i ∈ S}. При использовании игроками

равновесных по Нэшу стратегий ũS,OL
i , i ∈ N , каждый игрок из коа-

лиции S в течение рассматриваемого промежутка времени привносит
величину Ji(ũS,OL), i ∈ S, в суммарный выигрыш этой коалиции, и,
следовательно, сила этой коалиции есть vOL(S) =

∑
i∈S

Ji(ũ
S,OL).

3.5. Построение характеристической функции в случае по-
зиционных стратегий

Для поиска набора позиционных стратегий игроков ũS,FB, S ⊂
N , мы используем следующие результаты, основываясь на свойствах
матриц QS, CS и Qi, i ∈ N \ S.

Утверждение 3.4. Для того, чтобы набор позиционных страте-
гий ũS,FB = (ũS,FB

1 , . . . , ũS,FB
n ) являлся равновесием по Нэшу, необ-

ходимо и достаточно существование функций FS(t, ·), Fi(t, ·), i ∈
N \ S, таких, что выполнены следующие рекуррентные соотноше-
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ния:

FS(t, x) = min
uS(t)

(
1

2
x′QSx+

1

2
uS(t)′CSuS(t) + q′Sx+

∑
i∈S

x̂2
i

+ FS(t+ 1,Wx+BSuS(t) +BN\Sũ
S,FB
N\S (t))

)
,

Fi(t, x) = min
ui(t)

(
1

2
x′Qix+ ciu

2
i (t) + q′ix+ x̂2

i

+ Fi(t+ 1,Wx+ biui(t) +BN\{i}ũ
S,FB
N\{i}(t))

)
, i ∈ N \ S,

с граничным условием: FS(T, x) = 1
2
x′QSx+q′Sx+

∑
i∈S x̂

2
i , Fi(T, x) =

1
2
x′Qix+ q′ix+ x̂2

i .

Снова будем предполагать квадратичный вид функций FS(t, x) =
1
2
x′KS(t)x + kS(t)′x + κS(t) и Fi(t, x) = 1

2
x′Ki(t)x + ki(t)

′x + κi(t),
i ∈ N \ S, а также линейный вид набора равновесных позиционных
стратегий ũS,FB

S (t) = −PS(t)x+ pS(t) и ũS,FB
i (t) = −Pi(t)x+ pi(t) для

i ∈ N \ S.

Утверждение 3.5. Для того, чтобы набор позиционных страте-
гий ũS,FB = (ũS,FB

1 , . . . , ũS,FB
n ) являлся единственным равновесием

по Нэшу, необходимо и достаточно существование функций FS(t, ·),
Fi(t, ·), i ∈ N \ S, таких, что выполнены следующие рекуррентные
соотношения:

PS(t) = (CS +B′SKS(t+ 1)BS)−1B′SKS(t+ 1)
[
W −

∑
j /∈S

bjPj(t)
]
,

Pi(t) =
1

2ci + b′iKi(t+ 1)bi
b′iKi(t+ 1)

[
W −BSPS(t)−

∑
j /∈S∪{i}

bjPj(t)
]
,

pS(t) = −(CS +B′SKS(t+ 1)BS)−1B′S

[
kS(t+ 1) +KS(t+ 1)

∑
j /∈S

bjpj(t)
]
,

pi(t) = − 1

2ci + b′iKi(t+ 1)bi

× b′i
[
ki(t+ 1) +Ki(t+ 1)

(
BSpS(t) +

∑
j /∈S∪{i}

bjpj(t)
)]
,



44 М.A. Рогов, А.A. Седаков

KS(t) = QS + PS(t)′CSPS(t) +
(
W −BSPS(t)−

∑
j /∈S∪{i}

bjPj(t)
)′

×KS(t+ 1)
(
W −BSPS(t)−

∑
j /∈S∪{i}

bjPj(t)
)
,

Ki(t) = Qi + 2ciPi(t)
′Pi(t) +

(
W −BSPS(t)−

∑
j /∈S∪{i}

bjPj(t)
)′

×Ki(t+ 1)
(
W −BSPS(t)−

∑
j /∈S∪{i}

bjPj(t)
)
,

kS(t) = −PS(t)′CSpS(t) + qS +
(
W −BSpS(t)−

∑
j /∈S∪{i}

bjpj(t)
)′

×
[
KS(t+ 1)

(
BSpS(t) +

∑
j /∈S∪{i}

bjpj(t)
)

+ kS(t+ 1)
]
,

ki(t) = −2ciPi(t)
′pi(t) + qi +

(
W −BSpS(t)−

∑
j /∈S∪{i}

bjpj(t)
)′

×
[
Ki(t+ 1)

(
BSpS(t) +

∑
j /∈S∪{i}

bjpj(t)
)

+ ki(t+ 1)
]
,

κS(t) = κS(t+ 1) +
1

2
pS(t)′CSpS(t) +

(
BSpS(t) +

∑
j /∈S∪{i}

bjpj(t)
)′

×
[1

2
KS(t+ 1)

(
BSpS(t) +

∑
j /∈S∪{i}

bjpj(t)
)

+ kS(t+ 1)
]

+
∑
i∈S

x̂2
i ,

κi(t) = κi(t+ 1) + cipi(t)
′pi(t) +

(
BSpS(t) +

∑
j /∈S∪{i}

bjpj(t)
)′

×
[1

2
Ki(t+ 1)

(
BSpS(t) +

∑
j /∈S∪{i}

bjpj(t)
)

+ ki(t+ 1)
]

+ x̂2
i ,

с граничным условием: KS(T ) = QS, kS(T ) = qS, κS(T ) =
∑
i∈S

x̂2
i

и Ki(T ) = Qi, ki(T ) = qi, κi(T ) = x̂2
i ; при этом

∑
i∈S

Ji(ũ
S,FB) =

FS(0, x0) = 1
2
x′0KS(0)x0 + kS(0)′x0 + κS(0).

При использовании игроками равновесных по Нэшу стратегий
ũS,FB
i , i ∈ N , каждый игрок из коалиции S в течение рассматри-

ваемого промежутка времени привносит величину Ji(ũ
S,FB), i ∈ S,
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в суммарный выигрыш этой коалиции, и, следовательно, сила этой
коалиции есть vFB(S) =

∑
i∈S

Ji(ũ
S,FB).

3.6. Равновесие по Нэшу

Используя приведенную выше схему мы также находим равнове-
сие по Нэшу в игре n лиц, как если бы мы изначально рассматривали
некооперативную игру. Для поиска равновесия по Нэшу достаточно
выбрать одноэлементную коалицию, причем не важно какую именно.
Тогда сила любого игрока определяется как его выигрыш в равно-
весии по Нэшу в некооперативной игре n лиц при выбранном классе
стратегий.

4. Модификация модели: другой критерий

Рассмотрим модифицированный критерий игрока. В отличие от
введенного выше критерия, основанного на среднем отклонении мне-
ний агентов сети от целевого мнения этого игрока, в настоящем раз-
деле мы предложим критерий, который учитывает отклонение сред-
него мнения агентов социальной сети от целевого мнения игрока.
Пусть для игрока i ∈ N его функция выигрыша в рассматриваемой
модификации принимает вид:

J̃i(u) =
T−1∑
t=0

h̃it(x(t), u(t)) + h̃iT (x(T )),

где выигрыши h̃it(x(t), u(t)), t ∈ T \ T , и h̃iT (x(T )) заданы в виде:

h̃it(x(t), u(t)) =

(
1

a

∑
j∈A

xj(t)− x̂i

)2

+ ciu
2
i (t), t ∈ T \ T,

h̃iT (x(T )) =

(
1

a

∑
j∈A

xj(T )− x̂i

)2

.

Для t ∈ T справедливо:(
1

a

∑
j∈A

xj(t)− x̂i

)2

=

(
1

a

∑
j∈A

xj(t)

)2

− 2x̂i
a

1′x(t) + x̂2
i

=
1

a2
x(t)′11′x(t)− 2x̂i

a
1′x(t) + x̂2

i ,
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тогда, используя представление выше, получаем:

Ji(u) =
T−1∑
t=0

(
1

a2
x(t)′11′x(t) + ciu

2
i (t)−

2x̂i
a

1′x(t)

)
+

1

a2
x(T )′11′x(T )− 2x̂i

a
1′x(T ) + (T + 1)x̂2

i

=
T−1∑
t=0

(
1

2
x(t)′Q̃ix(t) +

1

2
Ciu

2
i (t) + q′ix(t)

)
+

1

2
x(T )′Q̃ix(T ) + q′ix(T ) + (T + 1)x̂2

i ,

где Q̃i = 2
a2
11′, и, следовательно,∑

i∈N

Ji(u) =
T−1∑
t=0

(
1

2
x(t)′Q̃x(t) +

1

2
u(t)′Cu(t) + q′x(t)

)
+

1

2
x(T )′Q̃x(T ) + q′x(T ) + (T + 1)x̂′x̂.

Здесь Q̃ =
∑
i∈N

Q̃i = 2n
a2
11′. Матрицы Q̃1, . . . , Q̃n и Q̃ являются неотри-

цательно определенными, поскольку матрица 11′ (матрица единиц)
имеет собственные числа a кратности 1 и 0 кратности a− 1.

Как легко заметить, приведенная модификация функций выигры-
ша существенным образом не влияет на условия, позволяющие на-
ходить кооперативные стратегии игроков, а также все их стратегии,
необходимые для определения характеристической функции. Чтобы
определить искомые стратегии игроков, следует лишь заменить мат-
рицы Q1, . . . , Qn, Q матрицами Q̃1, . . . , Q̃n, Q̃, соответственно.

5. Оценка уровней доверия

В случае, когда степени доверия участников сети друг другу не
известны, т. е. когда матрицыW и B изначально не заданы, мы пред-
ложим способ их оценивания на основе меры центральности. Пусть
A — матрица смежности графа связей g, т. е. ее компоненты aij = 1,
если ребро (i, j) ∈ g, и aij = 0 в противном случае. Напомним, что в
рамках модели игроки могут влиять только на мнения агентов сети.

Центральность показывает степень «важности» или «влиятель-
ности» узла сети. Мы рассмотрим центральность по близости2 [13,

2Closeness centrality.
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21, 24]. Путем между вершинами i и j в g, который будем обозна-
чать через i

g−→ j, назовем последовательность направленных ре-
бер (i, i1), (i1, i2), . . . , (i`, j). Пусть V out

i (g) = {j ∈ V \ {i} : i
g−→ j},

N in
i (g) = {j ∈ V \ {i} : (j, i) ∈ g}, и dist(i, j) обозначает количество

ребер в кратчайшем пути между вершинами i и j. Центральность по
близости ςi(g) узла i ∈ V сети есть величина

ςi(g) =


(
|V out

i (g)|
|V | − 1

)2

· 1∑
j∈V out

i (g)

dist(i, j)
, V out

i (g) 6= ∅,

0, V out
i (g) = ∅.

Надо отметить, что в качестве меры центральности можно выбрать
и другую адекватную меру, характеризующую влиятельность узла
сети. В рамках исследуемой постановки выбор центральности по бли-
зости оправдан, поскольку для выбранного узла сети эта мера учи-
тывает количество узлов, на которые может повлиять этот узел с
учетом их удаленности от него.

Определим степени доверия агента i ∈ A как другим агентам
сети, так и игрокам. Положим:

wij =


ςj(g)

ςi(g) +
∑

`∈N in
i (g)

ς`(g)
, j ∈ A ∩N in

i (g),

0, в противном случае,

bij =


ςj(g)

ςi(g) +
∑

`∈N in
i (g)

ς`(g)
, j ∈ N ∩N in

i (g),

0, в противном случае.

По построению требуемое равенство
∑
j∈A

wij +
∑
j∈N

bij = 1 будет выпол-

нено для любого i ∈ A.

6. Численное моделирование

6.1. Университетский клуб карате

Модель университетского клуба карате является известной клас-
сической задачей в моделировании социальных систем. Социальная



48 М.A. Рогов, А.A. Седаков

сеть клуба, состоящая из 34 участников, изучалась У. Закари [26],
который зафиксировал взаимодействия между ними. В результате
конфликта между тренером и президентом клуба участники разде-
лились на две группы. Мы рассмотрим эту сеть применительно на
нашей модели. Будем считать тренера и президента клуба игроками
(1 и 2, соответственно), а остальных участников сети — агентами.
Под мнением агента будем понимать вероятность, с которой он пере-
сматривает участие в клубе. В качестве параметров модели выберем
следующие: T = 15, n = 2, a = 32, c1 = 0.4, c2 = 0.3, x̂1 = 0.6,
x̂2 = 0.4. Начальные мнения агентов генерируются случайным обра-
зом при помощи равномерного распределения на единичном отрезке.

Поскольку у нас нет информации о степени доверия участников
сети друг другу, мы будет использовать подход, предложенный в раз-
деле 5. На рис. 1 приведена визуализация связей участников сети:
цвет вершин отражает мнения агентов в начальный момент времени,
размер узла соответствует центральности вершины3. Для большей
наглядности мы убрали индикацию в ориентации ребер: ориентация
ребер сохранена согласно оригинальной работе [26], однако с учетом
специфики текущей модели игроки имеют лишь исходящие ребра.

Рис. 1: Начальные мнения участников, x0

На рис. 2–3 представлены кооперативные стратегии игроков и их
стратегии в равновесии по Нэшу в случае как программных, так и
позиционных стратегий для основной и модифицированной модели.

3В электронной версии статьи все рисунки представлены в цвете.
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Рис. 2: Кооперативные и равновес-
ные по Нэшу стратегии в основной
модели
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Рис. 3: Кооперативные и равновес-
ные по Нэшу стратегии в модифи-
кации модели

Конечные мнения агентов сети x̄(T ) в случае кооперации для двух
вариантов модели изображены на рис. 4–5. Конечные мнения агентов
x̃OL(T ) и x̃FB(T ) в равновесии по Нэшу для двух вариантов модели
и разных классов стратегий изображены на рис. 6–9. Отметим, что
в равновесии по Нэшу они в достаточной мере близки для рассмат-
риваемых классов стратегий. Это наблюдается в двух моделях.

Ниже приведены числовые характеристики основной модели, рас-
считанные по формулам (3.1)–(3.2): выигрыши игроков при коопера-
ции, их выигрыши в равновесии по Нэшу (в программных и позици-
онных стратегиях) и вектора Шепли для двух способов построения
характеристической функции:

J1(ū) = 1.5312, J2(ū) = 0.7228, J1(ū) + J2(ū) = 2.2540,

J1(ũOL) = 2.1027, J2(ũOL) = 0.5031,

J1(ũFB) = 2.1087, J2(ũFB) = 0.5167,

Sh1[vOL] = 1.9268, Sh2[vOL] = 0.3272,

Sh1[vFB] = 1.9230, Sh2[vFB] = 0.3310.

Далее для сравнения мы приводим те же самые характеристики
для модифицированной модели:
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Рис. 4: x̄(T ) в основной модели Рис. 5: x̄(T ) в модификации модели

Рис. 6: x̃OL(T ) в основной модели
при программных стратегиях

Рис. 7: x̃OL(T ) в модификации мо-
дели при программных стратегиях

Рис. 8: x̃FB(T ) в основной модели
при позиционных стратегиях

Рис. 9: x̃FB(T ) в модификации мо-
дели при позиционных стратегиях
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J1(ū) = 1.4512, J2(ū) = 0.8203, J1(ū) + J2(ū) = 2.2715,

J1(ũOL) = 2.2662, J2(ũOL) = 0.4837,

J1(ũFB) = 2.2836, J2(ũFB) = 0.5115,

Sh1[vOL] = 2.0270, Sh2[vOL] = 0.2445,

Sh1[vFB] = 2.0218, Sh2[vFB] = 0.2497.

6.2. Граф решетки

При исследовании пространственных сетей часто за основу берет-
ся граф решетки. В частности, такой граф используется при изуче-
нии проблемы сегрегации в крупных городах [27]. Предполагается,
что узлом решетки является некоторое домовладение, а ребра по-
казывают соседние. В своем большинстве каждый узел имеет четы-
ре соседних домовладения. В рамках моделирования мы рассмотрим
квадратную решетку из ста узлов. Каждый узел имеет от двух до че-
тырех соседей. Будем считать, что игроками (1 и 2, соответственно)
являются узлы 12 и 67. Остальные участники — агенты. Под мнени-
ем агента будем понимать вероятность, с которой он готов остаться
в своем домовладении. В качестве модельных параметров выберем
следующие: T = 10, n = 2, a = 98, c1 = 0.02, c2 = 0.05, x̂1 = 0.5,
x̂2 = 0.7. Начальные мнения агентов могут принимать два значения:
либо 0, либо 1, и они равновероятны.

Степени доверия участников сети друг другу мы будем снова
определять при помощи меры центральности по близости. На рис. 10
приведена визуализация связей участников сети: цвет вершин отра-
жает мнения агентов в начальный момент времени. Для большей на-
глядности мы не используем индикацию в ориентации ребер, но под-
разумеваем, что если на рисунке изображены два связанных агента
i, j ∈ A, то ребра (i, j) ∈ gA и (j, i) ∈ gA, а если на рисунке изображе-
ны связанные игрок i ∈ N и агент j ∈ A, то ребро (i, j) ∈ gN .

На рис. 11–12 представлены кооперативные стратегии игроков и
их стратегии в равновесии по Нэшу для случаев программных и по-
зиционных стратегий для основной и модифицированной модели. От-
метим близость равновесных значений в разных классах стратегий.

Конечные мнения агентов сети x̄(T ), x̃OL(T ) и x̃FB(T ) для двух
вариантов модели изображены на рис. 13–18.
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Рис. 10: Начальные мнения участников, x0
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ū1 ũOL
1 ũFB
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Рис. 11: Кооперативные и равновес-
ные по Нэшу стратегии в основной
модели
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ū1 ũOL
1 ũFB
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Рис. 12: Кооперативные и равновес-
ные по Нэшу стратегии в модифи-
кации модели

Далее приведены числовые характеристики основной модели, рас-
считанные по формулам (3.1)–(3.2): выигрыши игроков при коопера-
ции, их выигрыши в равновесии по Нэшу (в программных и позици-
онных стратегиях) и вектора Шепли для двух способов построения
характеристической функции:
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Рис. 13: x̄(T ) в основной модели Рис. 14: x̄(T ) в модификации моде-
ли

Рис. 15: x̃OL(T ) в основной модели
при программных стратегиях

Рис. 16: x̃OL(T ) в модификации мо-
дели при программных стратегиях

Рис. 17: x̃FB(T ) в основной модели
при позиционных стратегиях

Рис. 18: x̃FB(T ) в модификации мо-
дели при позиционных стратегиях
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J1(ū) = 0.3966, J2(ū) = 0.9220, J1(ū) + J2(ū) = 1.3186,

J1(ũOL) = 0.3798, J2(ũOL) = 0.9661,

J1(ũFB) = 0.3798, J2(ũFB) = 0.9661,

Sh1[vOL] = 0.3662, Sh2[vOL] = 0.9524,

Sh1[vFB] = 0.3662, Sh2[vFB] = 0.9524.

В виду округления замечаем, что выигрыши игроков совпадают для
разных классов стратегий, а следовательно компоненты векторовШе-
пли для разных классов стратегий также будут совпадать. Для срав-
нения мы приводим те же самые характеристики для модифициро-
ванной модели, где уже отмечаем различие выигрышей игроков и
векторов Шепли для разных классов стратегий:

J1(ū) = 0.4123, J2(ū) = 0.9118, J1(ū) + J2(ū) = 1.3241,

J1(ũOL) = 0.3845, J2(ũOL) = 0.9896,

J1(ũFB) = 0.3849, J2(ũFB) = 0.9899,

Sh1[vOL] = 0.3595, Sh2[vOL] = 0.9646,

Sh1[vFB] = 0.3596, Sh2[vFB] = 0.9645.

7. Заключение

Рассмотрена модель согласованного влияния на мнения агентов
социальной сети как кооперативная линейно-квадратичная игра. При
выборе уровней влияния игроки учитывают не только затраты с ни-
ми связанные, но и среднее отклонение мнений агентов от заданных.
В дополнение рассматривается и модифицированный критерий иг-
роков, при котором игроки фокусируются на отклонении среднего
мнения агентов социальной сети от заданных мнений. Характери-
стическая функция игры построена в соответствии с γ-подходом, и
ее значения определены как для класса программных стратегий, так
и для позиционных. При распределении кооперативного выигрыша
используется вектор Шепли. Предложен способ оценки степеней до-
верия участников сети друг другу на основе меры центральности, в
частности, центральности по близости, хорошо подходящей для рас-
сматриваемой постановки. Для численного моделирования выбраны
примеры социальной сети университетского клуба карате и графа
решетки.
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Abstract : In this paper, we examine a model of the coordinated influ-

ence in a social network in which several its members, called players,

can jointly influence the beliefs of other members, called agents, during

a finite number of periods. The model is considered as a cooperative

dynamic game. The influence of players is expressed by declaring their

beliefs which are then considered and weighted by the agents to form

their own beliefs. Our goal is to find the declared beliefs of players focus-

ing only on associated costs as well as on the average deviation of agents

beliefs from the desired ones. Under coordination, the total costs of play-

ers are allocated using the Shapley value. When we have no information

regarding the levels of trust for agents to each other, we estimate these

values by means of a centrality measure. Numerical simulation is carried

out for a well-known social network of a university karate club and for a

lattice often used for modeling spatial networks.

Keywords : social network, influence, opinion dynamics, linear-quadratic
games, cooperation, equilibrium, centrality.


