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1. Ââåäåíèå
Èãðû ìàðøðóòèçàöèè � ýòî ñåòåâûå èãðû, â êîòîðûõ ñòðàòåãèè

èãðîêîâ � ýòî ïóòè â ãðàôå. Ýòîò êëàññ èãð ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü
òðàíñïîðòíûå ñåòè. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû èãðû ìàðøðóòèçà-
öèè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì èãðîêîâ, íàçûâàåìûå àòîìè÷åñêèìè èãðàìè
ìàðøðóòèçàöèè [9].

Â ðàáîòå [11] áûëè ñôîðìóëèðîâàíû ïðèíöèïû ïîâåäåíèÿ ó÷àñò-
íèêîâ òðàíñïîðòíîé ñåòè. Ïåðâûé ïðèíöèï, â êîòîðîì êàæäûé èãðîê
ìèíèìèçèðóåò ñîáñòâåííûå çàòðàòû � ðàâíîâåñèå, âòîðîé ïðèíöèï, â
êîòîðîì ìèíèìèçèðóþòñÿ ñóììàðíûå çàòðàòû èãðîêîâ � ñîöèàëüíûé
îïòèìóì. Ýòè ïðèíöèïû íîñÿò íàçâàíèÿ ¾ïðèíöèïû Âîðäðîïà¿.

Â ðàáîòå [5] ïîñòðîåíà îáùàÿ ìîäåëü òðàíñïîðòíîé ñèñòåìû. Ïðåä-
ëîæåí ìåòîä ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
Âîðäðîïà, êîòîðûé ñâîäèò çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ê çàäà-
÷å íàõîæäåíèÿ ïîòîêà ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè. Äîêàçàíà åäèíñòâåí-
íîñòü ðàâíîâåñèÿ, åñëè ôóíêöèè çàòðàò ñòðîãî âîçðàñòàþò è íåïðå-
ðûâíû. Åñëè ôóíêöèè óáûâàþò è íåïðåðûâíû, ðàâíîâåñèå òàêæå ñó-
ùåñòâóåò, íî íå åäèíñòâåííî.

Àòîìè÷åñêèå èãðû ìàðøðóòèçàöèè âïåðâûå ðàññìîòðåíû Ðîçåí-
òàëåì: â [9] îí ìîäèôèöèðîâàë ìåòîä ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé è äî-
êàçàë åãî ïðèìåíèìîñòü äëÿ àòîìè÷åñêèõ èãð. Ðîçåíòàëü ïîêàçàë,
÷òî ðàâíîâåñíûå ïîòîêè ìîãóò íå ñóùåñòâîâàòü âî âçâåøåííûõ àòî-
ìè÷åñêèõ èãðàõ, òî åñòü â òàêèõ èãðàõ, â êîòîðûõ ðàçíûå èãðîêè
ïåðåâîçÿò ðàçíîå êîëè÷åñòâî åäèíèö.

Ñþðè [10] ðàññìîòðåë öåíó àíàðõèè äëÿ àòîìè÷åñêèõ èãð è äî-
êàçàë, ÷òî âåðõíÿÿ ãðàíèöà öåíû àíàðõèè äëÿ àôôèííûõ ôóíêöèé
çàòðàò ðàâíà 5/2.

Â [6] ðàññìîòðåíà íåàòîìè÷åñêàÿ èãðà ìàðøðóòèçàöèè ñ îãðàíè-
÷åíèåì ñâåðõó íà ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè
äîñòèæåíèè ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè äóãè çàòðàòû íà åå ïðîõîæäå-
íèÿ ñòàíîâÿòñÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè, è ïîòîìó ïðåâûøåíèå ïðî-
ïóñêíîé ñïîñîáíîñòè íåâîçìîæíî. Íàõîæäåíèå ðàâíîâåñèÿ Âîðäðîïà
ïðè ýòîì ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìíîãîïðîäóêòîâîãî ïîòîêà ìèíè-
ìàëüíîé ñòîèìîñòè.
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Â [7] ðàññìîòðåíà íåàòîìè÷åñêàÿ ñåòåâàÿ èãðà ñ çàäàííûìè â ÿâ-
íîì âèäå îãðàíè÷åíèÿìè íà ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü � òî åñòü èãðà ñ
çàïðåùåííûìè ñèòóàöèÿìè. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàâíîâåñèå íå åäèíñòâåí-
íî äàæå äëÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèé çàòðàò, ïðè÷åì ìíîæåñòâî ðàâíîâå-
ñèé ìîæåò áûòü íåâûïóêëûì. Ïîêàçàíî, ÷òî öåíà àíàðõèè äàæå äëÿ
ëèíåéíûõ ôóíêöèé çàòðàò ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé. Äëÿ
ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé çàòðàò îïðåäåëåíû îöåíêè ñâåðõó íà öåíó
ñòàáèëüíîñòè, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ îöåíêàìè ñâåðõó íà öåíó àíàðõèè
â îáû÷íûõ íåàòîìè÷åñêèõ èãðàõ.

Ïåòðîñÿí [2] ðàññìîòðåë àòîìè÷åñêóþ èãðó ìàðøðóòèçàöèè ñ çà-
ïðåùåííûìè ñèòóàöèÿìè, â êîòîðîé çàòðàòû íà ïðîõîæäåíèå êàæ-
äîé äóãè ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè è âñå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè äóã
ðàâíû åäèíèöå, ò.å. ïóòè, âûáðàííûå èãðîêàìè, íå ìîãóò èìåòü îá-
ùèõ äóã. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèé äâóõ âèäîâ: ðàâíîâåñèé
h(π), ïîðîæäåííûõ ïåðåñòàíîâêàìè π = (i1, . . . , im), è êîîïåðàòèâíî-
ãî ðàâíîâåñèÿ h, êîòîðîå ìèíèìèçèðóåò ñóììàðíûå çàòðàòû.

Â ñòàòüå [1] àâòîð îáîáùèë ðåçóëüòàòû [2] íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ
ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé (ôóíêöèè çàòðàò ïî-ïðåæíåìó ïîëàãàþòñÿ
êîíñòàíòàìè) è ïîñòðîèë àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ñèëüíûõ ðàâíîâåñèé
Íýøà � îíè æå â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ñîöèàëüíûìè îïòèìóìàìè.

Â äàííîé ðàáîòå ïîñòðîåíà áîëåå îáùàÿ ìîäåëü àòîìè÷åñêîé ñåòå-
âîé èãðû, â êîòîðîé ôóíêöèè çàòðàò � ïðîèçâîëüíûå âîçðàñòàþùèå
âûïóêëûå ôóíêöèè. Ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè äóã îãðàíè÷åíû, íî íå
îáÿçàòåëüíî ðàâíû 1, à ìîãóò áûòü ëþáûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè.
Â ýòîì ñëó÷àå íåêîòîðûå íàáîðû ìàðøðóòîâ äëÿ èãðîêîâ îêàçûâàþò-
ñÿ çàïðåùåííûìè, è ïîýòîìó ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé èãðîêîâ âçàèìíî
çàâèñèìû. Ïîñòðîåíû àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ ñîöèàëüíîãî îïòèìóìà
è ðàâíîâåñèÿ Íýøà.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñåòü � ýòî íàáîð

G = (X, D, c, γ(f), {s′i}i∈M , s′′),

ãäå
• X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå ìíîæåñòâîì âåðøèí
ñåòè;
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• D ⊂ X ×X � ìíîæåñòâî äóã ñåòè;

• c : D → N � ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè äóã;

• γlj : N → R+ � íåîòðèöàòåëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, èí-
òåðïðåòèðóåìàÿ äëÿ êàæäîé äóãè (al, aj) ∈ D êàê çàòðàòû,
ñâÿçàííûå ñ ïåðåõîäîì èãðîêà èç âåðøèíû al â âåðøèíó aj ïî
äóãå (al, aj). Àðãóìåíòîì ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ çàãðóæåííîñòü
äóãè, òî åñòü ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî èãðîêîâ, ïðîõîäÿùèõ ÷å-
ðåç äóãó;

• s′i � íà÷àëüíàÿ âåðøèíà i-ãî èãðîêà;

• s′′ � ôèêñèðîâàííàÿ êîíå÷íàÿ âåðøèíà.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïîòîê â ñåòè G � ýòî öåëî÷èñëåííàÿ ôóíêöèÿ
f : D → Z+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

• 0 ≤ f(al, aj) ≤ c(al, aj);

• ∑
x∈X

f(a, x) =
∑

x∈X

f(x, a) äëÿ âñåõ a ∈ X, êðîìå s′i,
i = 1, . . . , m, è s′′.

Äàííîå îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì öå-
ëî÷èñëåííîãî ïîòîêà â ñåòè [3].

Îïðåäåëåíèå 2.3. Èãðà ìàðøðóòèçàöèè íà ñåòè G � ýòî èãðà ñ
çàïðåùåííûìè ñèòóàöèÿìè

Γ = (M, {Si}i∈M , {Hi}i∈M),

ãäå

• M = {1, . . . ,m} � ìíîæåñòâî èãðîêîâ;

• Si � ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé i-ãî èãðîêà � ýòî ìíîæåñòâî ïó-
òåé h = ((s′i = a0, a1), (a1, a2), . . . , (ak−1, ak = s′′)), ñîåäèíÿþùèõ
åãî íà÷àëüíîå ìåñòîïîëîæåíèå s′i ñ âåðøèíîé s′′.

• S =
∏

i∈M

Si � ìíîæåñòâî ñèòóàöèé;

• Hi : S → R ∪ {∞} � ôóíêöèÿ âûèãðûøà i-ãî èãðîêà.
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Ïðè ýòîì Hi = −Ci, ãäå Ci � ôóíêöèÿ çàòðàò i-îãî èãðîêà:

Ci(h1, . . . , hm) =
k∑

j=1

γaj−1aj
(faj−1aj

),

åñëè äëÿ âñåõ äóã (al, aj) ∈ D âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðîïóñêíîé ñïî-
ñîáíîñòè

|{i : (al, aj) ∈ hi}| ≤ c(al, aj)

è Ci(h1, . . . , hm) = ∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ñóììàðíûå çàòðàòû âñåõ èãðîêîâ ðàâíû

C(h1, . . . , hm) =
n∑

i=1

Ci(h1, . . . , hm).

Â ñåòåâûõ èãðàõ, îáû÷íî, ðàññìàòðèâàåòñÿ äâà ïîâåäåí÷åñêèõ ïðèí-
öèïà ïîëüçîâàòåëåé òðàíñïîðòíîé ñåòè [11]:

1. Ïîëüçîâàòåëè ñåòè íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà âûáèðàþò ìàðø-
ðóòû ñëåäîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå èõ ìèíèìàëüíûì ðàñõîäàì,
ñâÿçàííûõ ñ ïðîõîäîì ïî äóãàì. Â àòîìè÷åñêîé èãðå ýòî ðàâíî-
âåñèå Íýøà.

2. Ïîëüçîâàòåëè ñåòè âûáèðàþò òàêèå ìàðøðóòû, êîòîðûå ïðèíî-
ñÿò ìèíèìóì îáùèõ çàòðàò äëÿ âñåõ ïîëüçîâàòåëåé. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ìèíèìóì íàçûâàåòñÿ ñîöèàëüíûì îïòèìóìîì.

Ýòè ïîâåäåí÷åñêèå ïðèíöèïû íîñÿò íàçâàíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ïåð-
âîãî è âòîðîãî ïðèíöèïîâ Âîðäðîïà. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû
îáà ïðèíöèïà, è äëÿ èãðû Γ ñ ñåòüþ G ïîñòðîåíû àëãîðèòì íàõîæ-
äåíèÿ ñîöèàëüíîãî îïòèìóìà è àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Ðàíåå àâòîðîì áûëè ðàññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé äàííîé ìîäåëè:
èãðû ñ ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè ñòîèìîñòè [1]. Â ýòîì ñëó÷àå ïðî-
ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûå îñîáåííîñòè àòîìè÷åñêèõ èãð ñ îãðàíè÷åíèÿìè,
îòëè÷àþùèå èõ îò àòîìè÷åñêèõ èãð áåç îãðàíè÷åíèé. Åñëè îãðàíè-
÷åíèé íåò, èãðà ñ ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè ñòîèìîñòè ÿâëÿåòñÿ òðè-
âèàëüíîé: ðàâíîâåñèå â íåé âñåãäà ñîâïàäàåò ñ ñîöèàëüíûì îïòèìó-
ìîì è îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûìè ïóòÿìè â ãðàôå. Ïðè íàëè÷èè
îãðàíè÷åíèé ñîöèàëüíûé îïòèìóì âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì (è
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íàõîäèòñÿ ïî áîëåå ñëîæíîìó àëãîðèòìó), íî ðàâíîâåñèå ìîæåò íå
áûòü îïòèìóìîì [1]. Â ñëó÷àå æå ïåðåìåííûõ ôóíêöèé ñòîèìîñòè,
è ñîöèàëüíûé îïòèìóì, êàê ìû óâèäèì äàëåå, òîæå ìîæåò íå áûòü
ðàâíîâåñèåì.

3. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ñîöèàëüíîãî îïòèìóìà
Ïîèñê ñîöèàëüíîãî îïòèìóìà â èãðå Γ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î öåëî-

÷èñëåííîì ïîòîêå ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè â ñåòè G. Äåéñòâèòåëüíî,
êàæäîé ñèòóàöèè â èãðå ñîîòâåòñòâóåò ïîòîê, â êîòîðîì èç èñòî÷íè-
êà êàæäîãî èãðîêà âûõîäèò 1 åäèíèöà ïîòîêà (èëè k åäèíèö, åñëè
ýòîò èñòî÷íèê îòíîñèòñÿ ê k èãðîêàì), à â ñòîê âõîäèò m åäèíèö. È
íàîáîðîò, êàæäîìó ïîòîêó, åñëè îí íå ñîäåðæèò öèêëîâ, ñîîòâåòñòâó-
åò (âîçìîæíî, íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì) ñèòóàöèÿ â èãðå. À ïîòîê
ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè, åñëè âñå ôóíêöèè ñòîèìîñòè ñòðîãî ïîëî-
æèòåëüíû, íå ñîäåðæèò öèêëîâ [3].

Óäîáíåå ðàáîòàòü íå ñ ñàìîé ôóíêöèåé γ(f), à ñ ôóíêöèåé α(f),
êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

αlj(flj) = flj · γlj(flj) .

Åñëè ôóíêöèÿ γlj(flj) ïîêàçûâàëà ðàñõîäû, ñâÿçàííûå ñ ïðîõîæ-
äåíèåì äóãè (al, aj) äëÿ îäíîãî èãðîêà, òî ôóíêöèÿ αlj(flj) ïîêàçûâà-
åò ðàñõîäû, ñâÿçàííûå ñ ïðîõîæäåíèåì äóãè (al, aj) äëÿ âñåõ èãðîêîâ,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ äóãó.

Ôóíêöèÿ α(f) ìîæåò áûòü íåëèíåéíîé, íî ïîñêîëüêó îíà çàäàíà
òîëüêî íà öåëî÷èñëåííûõ àðãóìåíòàõ, òî åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê êóñî÷íî-ëèíåéíóþ. À äëÿ òàêèõ ôóíêöèé ðàáîòàåò àëãîðèòì ñâå-
äåíèÿ ê ëèíåéíûì ôóíêöèÿì â ïàðàëëåëüíûõ äóãàõ, îí ïîäðîáíî
îïèñàí â êíèãå [4]. Òàêîå ñâåäåíèå âîçìîæíî, åñëè ôóíêöèÿ α(f) ÿâ-
ëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé è âûïóêëîé.

Ïóñòü êîëè÷åñòâî èãðîêîâ � m, êîëè÷åñòâî âåðøèí � n, à êîëè÷å-
ñòâî äóã � v ≤ n2 − n. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ñîöèàëüíîãî îïòèìóìà
ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ïîòîêà ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè àëãîðèòìîì
Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà [3]. Ïðè ýòîì ïîâòîðÿåòñÿ àëãîðèòì ïîèñêà ïóòè
ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè, à êîëè÷åñòâî ïîâòîðåíèé � íå áîëüøå ñóì-
ìàðíîé âåëè÷èíû ïîòîêà m. Åñëè èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîèñêà ïóòè ìè-
íèìàëüíîé ñòîèìîñòè àëãîðèòì Äåéêñòðû ñëîæíîñòè O(mv+n log n),
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ïîëó÷èì àëãîðèòì, ñëîæíîñòü êîòîðîãî ðàâíà O(m(mv + n log n)) �
ïîëèíîìèàëüíàÿ ïî êîëè÷åñòâó èãðîêîâ, âåðøèí è äóã ñåòè.

4. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
Ðàâíîâåñèå â èãðå ìîæíî íàéòè ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ, åñëè ôóíê-

öèè γlj(flj) � âîçðàñòàþùèå. Ïîëó÷èì ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ñâåäå-
íèÿ ê çàäà÷å î ïîòîêå ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè, àíàëîãè÷íûé àëãî-
ðèòìó èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé â íåàòîìè÷åñêîé èãðå
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

Φ(f) =
∑

(ai,aj)∈D

∫ f(ai,aj)

0

γij(x)dx (4.1)

Ðàññìîòðèì åå àíàëîã äëÿ ñëó÷àÿ àòîìè÷åñêîé èãðû:

Φa(f) =
∑

(ai,aj)∈D

f(ai,aj)∑

k=1

γij(k) (4.2)

äëÿ êàæäîãî äîïóñòèìîãî ïîòîêà f . Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Φa òà-
êàÿ æå, êàê è ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ Φ, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî

èíòåãðàë
∫ f(ai,aj)

0
γij(x)dx çàìåíåí íà ñóììó

f(ai,aj)∑
k=1

γij(k).
Â [9] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 4.1 (Ðîçåíòàëÿ). Â àòîìè÷åñêîé èãðå Γ =

= (M, {Si}i∈M , {Ui}i∈M), â êîòîðîé êàæäûé èãðîê i îòïðàâëÿåò ïî-
òîê âåëè÷èíû 1 èç èñòî÷íèêà s′i â ñòîê s′′, ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñíûé
ïîòîê. Ýòî ïîòîê f , êîòîðûé äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ïîòåíöèàëü-
íîé ôóíêöèè Φa(f).

Ðàññìîòðèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ðîçåíòàëÿ [9] � äàëåå ìû èñ-
ïîëüçóåì åãî â äîêàçàòåëüñòâå áîëåå îáùåé òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â àòîìè÷åñêîé èãðå ÷èñëî èãðîêîâ êîíå÷íî, è êàæ-
äûé èç íèõ èìååò êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ñòðàòåãèé. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ïîòîêîâ, à çíà÷èò, ñóùå-
ñòâóåò ïîòîê f , êîòîðûé äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ïîòåíöèàëüíîé ôóíê-
öèè Φa. Ïîêàæåì, ÷òî ïîòîê f ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíûì â èãðå Γ =
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(M, {Si}i∈M , {Ui}i∈M). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà èãðîê i

ìîæåò ñòðîãî óìåíüøèòü ñâîè çàòðàòû, îòêëîíèâøèñü îò ïóòè P íà
ïóòü P̃ . Òî åñòü

0 > γP̃ (f̃)−γP (f) =
∑

(ai,aj)∈(P̃\P )

γij(f(ai, aj)+1)−
∑

(ai,aj)∈(P\P̃ )

γij(f(ai, aj)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñìîòðèì, êàê âëèÿåò îòêëîíåíèå i-îãî èãðîêà
íà ïîòåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ Φa. Äëÿ ðåáåð P̃ \ P ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ñóììà (4.1) ïðèîáðåòàåò äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí γij(f(ai, aj) + 1), äëÿ
ðåáåð P \ P̃ ê ñóììå (4.1) äîáàâëÿåòñÿ γij(f(ai, aj)), à äëÿ P ∩ P̃

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñóììà îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé. Òàêèì îáðàçîì:

Φa(P̃ ) \ Φa(P )=
∑

(ai,aj)∈(P̃\P )

γij(f(ai, aj) + 1)− ∑
(ai,ai)∈(P\P̃ )

γij(f(ai, aj))=

= γP̃ (f̃)− γP (f) < 0.

Òàê êàê ýòî âûðàæåíèå îòðèöàòåëüíîå, òî çíà÷åíèå ïîòåíöèàëü-
íîé ôóíêöèè ïðè f̃ ñòðîãî ìåíüøå ÷åì ïðè f , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âû-
áîðó f .

Â äàííîé ðàáîòå òåîðåìà (4.1) îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà ïðî-
ïóñêíûå ñïîñîáíîñòè äóã â ñåòè îãðàíè÷åíû.

Òåîðåìà 4.2. Ðàññìîòðèì àòîìè÷åñêóþ èãðó Γ =

= (M, {Si}i∈M , {Ui}i∈M) ñ îãðàíè÷åííûìè ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿ-
ìè äóã, â êîòîðîé êàæäûé èãðîê i îòïðàâëÿåò ïîòîê âåëè÷èíû 1
èç èñòî÷íèêà s′i â ñòîê s′′. Åñëè â ñåòè ñóùåñòâóåò äîïóñòèìûé
ïîòîê, òî åñòü ïîòîê, êîòîðûé èìååò êîíå÷íóþ ñòîèìîñòü, òî
ñóùåñòâóåò è ðàâíîâåñíûé ïîòîê, èìåþùèé êîíå÷íóþ ñòîèìîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî, ââîäèì äèñêðåòíóþ ïîòåíöèàëüíóþ
ôóíêöèþ (4.2). Ðàññìîòðèì äóãó (ai, aj) â ñåòè G. Â íåé ïîòåíöèàëü-
íàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä:

Φa(f) =

f(ai,aj)∑

k=1

γij(k).

Ïóñòü ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äóãè ðàâíà c(ai, aj). Òîãäà äëÿ âñåõ
ïîòîêîâ f > c(ai, aj) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Φa(f) = ∞.
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Ïóñòü ñóùåñòâóåò äîïóñòèìûé ïîòîê â ñåòè G. Ïîñêîëüêó ìû
ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì èãðîêîâ, òî ñóùåñòâóåò
äîïóñòèìûé ïîòîê f , êîòîðûé äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ïîòåíöèàëüíîé
ôóíêöèè (4.2). Ïîêàæåì, ÷òî ïîòîê f áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðàâíîâåñíûì
ïîòîêîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà èãðîê i ìîæåò ñòðîãî
óìåíüøèòü ñâîè çàòðàòû, îòêëîíèâøèñü îò ïóòè P íà ïóòü P̃ . Òàê
êàê ïîòîê f � äîïóñòèìûé ïîòîê, òî çàòðàòû èãðîêîâ êîíå÷íû. Åñëè
èõ óìåíüøèòü, îíè îñòàíóòñÿ êîíå÷íûìè. Äàëåå ïðèìåíÿåì äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû (4.1).

Çàìå÷àíèå 4.1. Ðàâíîâåñíûé ïîòîê, íàéäåííûé ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ
� ýòî äèñêðåòíûé àíàëîã ðàâíîâåñèÿ Áýêìàíà [6]. Áóäåì íàçûâàòü
åãî ðàâíîâåñèåì Áýêìàíà-Ðîçåíòàëÿ. Êàê è â íåàòîìè÷åñêîì ñëó÷àå,
êàæäîå ðàâíîâåñèå Áýêìàíà-Ðîçåíòàëÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì Íýøà.

Çàìå÷àíèå 4.2. Åñëè â ñåòè G íå ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîãî ïîòîêà, òî
íå ñóùåñòâóåò è ðàâíîâåñíîãî ïîòîêà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé (4.2), îäíî ðàâíîâåñèå Íýøà
âî ââåäåííîé ìîäåëè ìîæíî íàéòè ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ. Ýòîò àëãî-
ðèòì ðàáîòàåò â ñëó÷àå, êîãäà âñå ôóíêöèè çàòðàò � âîçðàñòàþùèå.

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñèÿ Íýøà:

1. Çàïèñûâàåì âñïîìîãàòåëüíóþ ñåòü, äëÿ êîòîðîé ôóíêöèè çà-
òðàò çàìåíåíû ïîòåíöèàëüíûìè ôóíêöèÿìè. Ïîñêîëüêó ôóíê-
öèè çàòðàò � âîçðàñòàþùèå, ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè � âîçðàñ-
òàþùèå è âûïóêëûå.

2. Íàõîäèì ïîòîê ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè òåì æå ìåòîäîì, ÷òî â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà � òàêàÿ æå, êàê â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.
Àëãîðèòì ïðèìåíèì êàê ê ñëó÷àþ, êîãäà íåñêîëüêî èãðîêîâ ñòðå-

ìÿòñÿ ïîïàñòü â îäíó âåðøèíó, òàê è ê ñëó÷àþ, êîãäà èç îäíîé âåð-
øèíû èãðîêè íàïðàâëÿþòñÿ â íåñêîëüêî äðóãèõ âåðøèí.

Íî ðàâíîâåñèå Áýêìàíà-Ðîçåíòàëÿ � íå îáÿçàòåëüíî åäèíñòâåííîå
ðàâíîâåñèå ïî Íýøó. Â àòîìè÷åñêèõ èãðàõ áåç îãðàíè÷åíèé ìîæåò
ñóùåñòâîâàòü ìíîæåñòâî ðàâíîâåñèé, äàæå â ñëó÷àå ñòðîãî âîçðàñòà-
þùèõ ôóíêöèé çàòðàò [9]. Òåì áîëåå, ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ìíîæåñòâî
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Ðèñóíîê 1. Èãðà ñ íåñêîëüêèìè ðàâíîâåñèÿìè

ðàâíîâåñèé â èãðàõ ñ îãðàíè÷åíèÿìè. Äàëåå ìû óâèäèì ýòî íà ïðè-
ìåðàõ.

5. Ïðèìåðû

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì èãðó, ìîäèôèöèðóþùóþ ïðèìåð èç [6],
èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 5.

Äâà èãðîêà âûõîäÿò èç îäíîé è òîé æå âåðøèíû è äîëæíû ïðèéòè
â îäíó è òó æå âåðøèíó. Äâå äóãè èìåþò ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè c =

1, îñòàëüíûå äóãè � áåñêîíå÷íóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü. Öèôðàìè
èçîáðàæåíû çàòðàòû äëÿ äóã, êîòîðûå ïîñòîÿííû. M > 3 � íåêîå
áîëüøîå ÷èñëî.

Â ýòîé èãðå åñòü 4 âîçìîæíûõ ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðûõ èãðîêè ïî-
ëó÷àþò ðàçíûå âûèãðûøè:

1. 1-é èãðîê èäåò ïî ïóòè (s′1, a, s′′1), à 2-é � ïî ïóòè (s′2, b, s
′′
2), çà-

òðàòû îáîèõ èãðîêîâ ðàâíû 3;

2. 1-é èãðîê èäåò ïî ïóòè (s′1, b, s
′′
1), à 2-é � ïî ïóòè (s′2, a, s′′2), çà-

òðàòû îáîèõ èãðîêîâ ðàâíû 3;

3. 1-é èãðîê èäåò ïî ïóòè (s′1, s
′′
1), à 2-é � ïî ïóòè (s′2, b, a, s′′2), ïðè
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ýòîì çàòðàòû 1-ãî èãðîêà ðàâíû M , à çàòðàòû 2-ãî èãðîêà ðàâ-
íû 2;

4. 1-é èãðîê èäåò ïî ïóòè (s′1, b, a, s′′1), à 2-é � ïî ïóòè (s′2, s
′′
2), ïðè

ýòîì çàòðàòû 1-ãî èãðîêà ðàâíû 2, à çàòðàòû 2-ãî èãðîêà ðàâíû
M .

Ïîñêîëüêó èãðà ñèììåòðè÷íà, ðàâíîâåñèÿ ðàçáèâàþòñÿ íà 2 ïàðû,
ïîëó÷åííûå ïóòåì ïåðåñòàíîâêè èãðîêîâ. Ïåðâàÿ ïàðà ðàâíîâåñèé �
ðàâíîâåñèÿ Áýêìàíà-Ðîçåíòàëÿ, âòîðàÿ ïàðà � íåò.

Ðèñóíîê 2. Èãðà ñ 4 èãðîêàìè

Ïðèìåð 2 � áîëüøàÿ èãðà, â êîòîðîé ðàâíîâåñèå è ñèñòåìíûé
îïòèìóì íàéäåíû ïóòåì âû÷èñëåíèÿ â MatLab.

Ðàññìîòðèì èãðó ìàðøðóòèçàöèè íà ñåòè, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 2.
Â äàííîé èãðå ó÷àñòâóþò ÷åòûðå èãðîêà (m = 4):

M = {i1, i2, i3, i4}.

Íà÷àëüíûå âåðøèíû ó èãðîêîâ ñëåäóþùèå:

• ó èãðîêà i1: s′1 = a1,

• ó èãðîêà i2: s′2 = a1,

• ó èãðîêà i3: s′3 = a4,
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• ó èãðîêà i4: s′4 = a8.

Êîíå÷íîé âåðøèíîé äëÿ âñåõ èãðîêîâ ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà s′′ = a12.
Äëÿ ýòîãî ïðèìåðà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè α(f) ñëåäóþùèå:

α1,5(x) = α2,6(x) = α3,7(x) = α10,11(x) = x;

α6,10(x) = α3,6(x) = α7,10(x) = α7,11(x) = x;

α1,4(x) = α5,8(x) = 0; α6,7(x) = α5,9(x) = 2x;

α2,3(x) = 0.5x; α6,11(x) = 2x4; α9,10(x) = 2x3 − 3x;

α7,12(x) = 7x4; α11,12(x) = 4x3 − x; α1,2(x) = 5x;

α8,9(x) =

{
x + 1, x ≥ 1

0, x < 1

α5,6(x) =

{
1.5x3 − 1, x ≥ 1

0, x < 1

α7,10(x) =

{
x− 1, x ≥ 1

0, x < 1

α4,5(x) =

{
2x− 1, x ≥ 1

0, x < 1

Ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû êîëè÷åñòâîì äóã ìåæäó
ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðøèíàìè è ðàâíû:

c(a1, a4) = c(a1, a2) = c(a2, a3) = c(a3, a6) = c(a6, a7) = c(a7, a12) =

= c(a7, a11) = c(a10, a11) = c(a5, a9) = c(a8, a9) = c(a5, a8) = c(a7, a10) =

= c(a1, a5) = c(a6, a11) = 1;

c(a4, a5) = c(a5, a6) = c(a2, a6) = c(a3, a7) = c(a6, a10) = 2;

c(a9, a10) = c(a11, a12) = 3.

Â äàííîé çàäà÷å ôóíêöèè çàòðàò âî âñåõ äóãàõ ñåòè ÿâëÿþòñÿ
âîçðàñòàþùèìè âûïóêëûìè ôóíêöèÿìè. Çíà÷èò, ìîæíî ïðèìåíèòü
àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ñîöèàëüíîãî îïòèìóìà. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé



Àòîìè÷åñêàÿ èãðà ìàðøðóòèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè 77

ðåçóëüòàò:

h1 =
{
(a1, a2), (a2, a3), (a3, a7), (a7, a11), (a11, a12)

}
,

h2 =
{
(a1, a5), (a5, a6), (a6, a10), (a10, a7), (a7, a12)

}
,

h3 =
{
(a4, a5), (a5, a6), (a6, a11), (a11, a12)

}
,

h4 =
{
(a8, a9), (a9, a10), (a10, a11), (a11, a12)

}
.

Çäåñü hi � îïòèìàëüíûé ïóòü äëÿ i-îãî èãðîêà, ìèíèìèçèðóþùèé
îáùèå çàòðàòû.

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

C1 = 42.5; C2 = 14.5; C3 = 43.5; C4 = 37

C = min
h

4∑
i=1

Ci(h) = C1 + C2 + C3 + C4 = 137.5.

Çäåñü Ci � çàòðàòû i-îãî èãðîêà, C � îáùèå çàòðàòû âñåõ ÷åòûðåõ
èãðîêîâ.

Â ðàññìàòðèâàåìîé èãðå êàæäûé èãðîê ij, j = 1..4, îòïðàâëÿåò
ïîòîê âåëè÷èíû 1 èç èñòî÷íèêà s′j â ñòîê s′′. Ïî òåîðåìå â òàêîé èãðå
ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñíûé ïîòîê, êîòîðûé ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ
àëãîðèòìà, îïèñàííîãî íà ñòð. 73. Ïîëó÷àåì ðåçóëüòàòû, îïèñàííûå
íèæå.

h1 =
{
(a1, a2), (a2, a3), (a3, a7), (a7, a11), (a11, a12)

}
,

h2 =
{
(a1, a5), (a5, a6), (a6, a11), (a11, a12)

}
,

h3 =
{
(a4, a5), (a5, a9), (a9, a10), (a10, a7), (a7, a12)

}
,

h4 =
{
(a8, a9), (a9, a10), (a10, a11), (a11, a12)

}
.

Çäåñü hi � ðàâíîâåñíûé ïóòü äëÿ i-îãî èãðîêà. Çàòðàòû èãðîêîâ áóäóò
ñëåäóþùèå:

C∗
1 = 42.5; C∗

2 = 38.5; C∗
3 = 15; C∗

4 = 43

C∗ = C∗
1 + C∗

2 + C∗
3 + C∗

4 = 139.

Àíàëîãè÷íî, C∗
i � çàòðàòû i-îãî èãðîêà, C∗ � îáùèå çàòðàòû âñåõ

÷åòûðåõ èãðîêîâ. Ïðè ýòîì ñîöèàëüíûé îïòèìóì íå ñîâïàäàåò ñ ðàâ-
íîâåñèåì.
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6. Öåíà àíàðõèè è öåíà ñòàáèëüíîñòè
Ïîñêîëüêó â àòîìè÷åñêèõ èãðàõ ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ìíîæåñòâî

ðàâíîâåñèé ñ ðàçíûìè âûèãðûøàìè, ïðè îïðåäåëåíèè ýôôåêòèâíî-
ñòè ðàâíîâåñèé èñïîëüçóþòñÿ äâà ïîíÿòèÿ: öåíà àíàðõèè è öåíà ñòà-
áèëüíîñòè [10].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç hC ∈ S ñîöèàëüíûé îïòèìóì, òîãäà C(hC) �
ìèíèìàëüíî âîçìîæíûå ñóììàðíûå çàòðàòû èãðîêîâ. Î÷åâèäíî, â
ëþáîé äðóãîé ñèòóàöèè h çàòðàòû áóäóò áîëüøå, ÷åì â ñèòóàöèè
ñîöèàëüíîãî îïòèìóìà. Ïîñêîëüêó çàòðàòû âñåãäà íåîòðèöàòåëüíû,
óäîáíî ýòè ðàçíèöó îïðåäåëÿòü êàê îòíîøåíèå

r(h) =
C(h)

C(hC)
.

Ïðè ýòîì, åñëè C(hC) = 0 (ò.å. åñòü ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé èãðîêè äî-
ñòèãàþò öåëè âîîáùå áåç çàòðàò), òî ñ÷èòàåì r(h) = 1, åñëè C(h) = 0,
è r(h) = ∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå r(h) âñåãäà íå ìåíüøå 1. Îíî ïîêà-
çûâàåò, âî ñêîëüêî ðàç çàòðàòû èãðîêîâ â äàííîé ñèòóàöèè áîëüøå
ìèíèìàëüíî âîçìîæíûõ çàòðàò.

Âàæíûé äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé âîïðîñ � îòíîøåíèå r(h)

äëÿ ðàâíîâåñèé Íýøà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç NE(G) ìíîæåñòâî ðàâíîâå-
ñèé Íýøà â èãðå G.

Öåíà àíàðõèè � îòíîøåíèå r äëÿ õóäøåãî ðàâíîâåñèÿ:

ra = max
h∈NE(G)

r(h).

Öåíà ñòàáèëüíîñòè � îòíîøåíèå r äëÿ ëó÷øåãî ðàâíîâåñèÿ

ra = min
h∈NE(G)

r(h).

Ðàçóìååòñÿ, åñëè ðàâíîâåñèå â èãðå åäèíñòâåííî, òî öåíà àíàðõèè
ñîâïàäàåò ñ öåíîé ñòàáèëüíîñòè. Íî â íàøåì ñëó÷àå ðàâíîâåñèå íå
åäèíñòâåííî, à öåíà àíàðõèè íå ìåíüøå öåíû ñòàáèëüíîñòè, íî íå
îáÿçàòåëüíî åé ðàâíà.

Âàæíûé âîïðîñ � îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åíèé ñâåðõó íà öåíó àíàð-
õèè è öåíó ñòàáèëüíîñòè. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ çàâèñÿò îò êëàññà, ê êîòî-
ðîìó ïðèíàäëåæàò ôóíêöèè çàòðàò â ñåòè. ×åì áîëåå øèðîêèé êëàññ
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ôóíêöèé ìû ðàññìàòðèâàåì, òåì øèðå ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ èãð, à
çíà÷èò, áîëüøå îãðàíè÷åíèÿ ñâåðõó íà öåíó àíàðõèè è öåíó ñòàáèëü-
íîñòè.

Ïðèìåð 1 (ñì. ðèñ. 5) ïîêàçûâàåò, ÷òî öåíà àíàðõèè ìîæåò áûòü
ñêîëü óãîäíî áîëüøîé äàæå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå: äëÿ ïîñòîÿííûõ
ôóíêöèé çàòðàò. Äåéñòâèòåëüíî, â äàííîé èãðå åñòü 4 ðàâíîâåñèÿ ñ
âûèãðûøàìè (−3,−3), (−3,−3), (−M,−2), (−2,−M). 1-ÿ è 2-ÿ ñèòó-
àöèÿ ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿþòñÿ òàêæå ñîöèàëüíûìè îïòèìóìàìè. Òàêèì
îáðàçîì, öåíà ñòàáèëüíîñòè â äàííîé èãðå ðàâíà 1, à öåíà àíàðõèè
ðàâíà M+2

6
� ñêîëü óãîäíî áîëüøîå ÷èñëî.

Äëÿ èãð ñ ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè çàòðàò ñîöèàëüíûé îïòèìóì
âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì [1]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî öåíà ñòàáèëüíî-
ñòè â ýòîì ñëó÷àå âñåãäà ðàâíà 1. Ïðèâåäåííûé âûøå ïðèìåð òàêæå
èëëþñòðèðóåò îñîáåííîñòè àòîìè÷åñêèõ èãð ñ îãðàíè÷åíèÿìè, îòëè-
÷àþùèå èõ îò èãð áåç îãðàíè÷åíèÿ: â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ îãðàíè÷åíèé
è öåíà àíàðõèè, è öåíà ñòàáèëüíîñòè ðàâíû 1.

×òî êàñàåòñÿ öåíû ñòàáèëüíîñòè äëÿ ôóíêöèé çàòðàò áîëåå ñëîæ-
íîãî âèäà, ýòîò âîïðîñ ìàëî èçó÷åí äàæå äëÿ àòîìè÷åñêèõ èãð áåç
îãðàíè÷åíèÿ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé. Èçâåñòíû òîëüêî íåêîòîðûå
îãðàíè÷åíèÿ ñâåðõó íà öåíó àíàðõèè, êîòîðûå àâòîìàòè÷åñêè îãðà-
íè÷èâàþò è öåíó ñòàáèëüíîñòè [10]. Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î öåíå
ñòàáèëüíîñòè òðåáóåò äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

7. Ïðèìåíåíèå â ìîäåëèðîâàíèè òðàíñïîðòíûõ ñèñòåì

Ê îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû ìîæíî îòíåñòè
ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷è òðàíñïîðòèðîâêè ãðóçîâ èç íåñêîëüêèõ ïóíê-
òîâ ïðîèçâîäñòâà â ïóíêòû ñáûòà èëè õðàíåíèÿ. Ïðè ýòîì äîëæíî
ó÷èòûâàòüñÿ, ÷òî èìåþòñÿ ëèáî íåñêîëüêî ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà è
îäèí ïóíêò ñáûòà, ëèáî îäèí ïóíêò ïðîèçâîäñòâà è íåñêîëüêî ïóíê-
òîâ ñáûòà.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà çàòðàòû íà ïåðåõîä ïî äóãàì çàäàþòñÿ
ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè, óïðàâëÿåìûå îáúåêòû íå âëèÿþò äðóã íà
äðóãà. À åñëè æå ââåñòè âîçðàñòàþùèå ôóíêöèè çàòðàò íà ïðîõîä ïî
äóãàì, òî â ñåòè ìîãóò âîçíèêíóòü ïðîáêè è çàòîðû, îáîñíîâàííûå
òåì, ÷òî ¾äåøåâûå ïóòè¿ áóäóò ïðåäïî÷òèòåëüíåå äëÿ áîëüøèíñòâà
èãðîêîâ.
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Ñîöèàëüíûé îïòèìóì îçíà÷àåò, ÷òî òðàíñïîðòèðîâêîé óïðàâëÿåò
åäèíûé öåíòð, êîòîðûé ñòðåìèòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ñâîè ñóììàðíûå
çàòðàòû. Ðàâíîâåñèå æå îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé òðàíñïîðòèðóþùèé
ñòðåìèòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ñîáñòâåííûå çàòðàòû, è åìó íåâûãîäíî
îòêëîíÿòüñÿ îò ðàâíîâåñèÿ.

Ñ ââåäåíèåì ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé äóã ìû ðàñøèðèëè ïðè-
ìåíåíèå ïîäîáíûõ ìåòîäîâ íà ñëó÷àè îãðàíè÷åííûõ âîçìîæíîñòåé
òðàíñïîðòèðîâêè íåêîòîðûìè ñïîñîáàìè. Ïðèìåðîì òàêèõ ñïîñîáîâ
ïåðåâîçîê ìîãóò ñëóæèòü æåëåçíûå äîðîãè èëè óçêèå ðåêè è êàíà-
ëû, â êîòîðûõ â îïðåäåëåííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìîæåò íàõîäèòñÿ
ëèøü íåñêîëüêî ïîåçäîâ èëè ñóäîâ.

8. Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû àòîìè÷åñêèå èãðû ìàðøðóòèçàöèè íà ñåòè

ñ îãðàíè÷åííûìè ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè äóã è îäíèì ïóíêòîì
íàçíà÷åíèÿ. Çàòðàòû èãðîêîâ íà ïðîäâèæåíèå ïî äóãàì ñåòè çàäàþò-
ñÿ âåùåñòâåííûìè, âîçðàñòàþùèìè, âûïóêëûìè ôóíêöèÿìè. Äàíû
îöåíêè öåíû àíàðõèè è öåíû ñòàáèëüíîñòè â äàííîì êëàññå èãð.

Ïîñòðîåíû äâà àëãîðèòìà. Ïåðâûé � àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ñîöè-
àëüíîãî îïòèìóìà, òî åñòü òàêèõ ïóòåé äëÿ èãðîêîâ, ÷òî ñóììàðíûå
çàòðàòû âñåõ èãðîêîâ ìèíèìàëüíû. Âòîðîé � àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ Íýøà. Ðàâíîâåñèå â èãðå íàõîäèòñÿ ìåòîäîì ïîòåíöèàëü-
íûõ ôóíêöèé � äëÿ ýòîãî ìû îáîáùèëè òåîðåìó Ðîçåíòàëÿ î ñóùå-
ñòâîâàíèè ðàâíîâåñèÿ â èãðå íà ñëó÷àé, êîãäà ïðîïóñêíûå ñïîñîá-
íîñòè äóã îãðàíè÷åíû. Ïðèâåäåí ïðèìåð íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è
ñîöèàëüíîãî îïòèìóìà.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè ñòîèìîñòè â àòîìè÷åñêèõ èãðàõ çàäàíû íà
ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, èõ ìîæíî ñ÷èòàòü êóñî÷íî-ïîñòîÿííû-
ìè. Âîçìîæíîå îáîáùåíèå ðàññìîòðåííîé ìîäåëè íà ñëó÷àé áåñêî-
íå÷íîãî ÷èñëà èãðîêîâ � íåàòîìè÷åñêèå èãðû ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè
ôóíêöèÿìè ñòîèìîñòè è îãðàíè÷åííûìè ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿ-
ìè. Äàííûé êëàññ èãð ðàññìîòðåí àâòîðîì â ðàáîòå [8].
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Abstract : A model of atomic routing game is considered. A network in this
model has capacity constraints. Players in this game choose routes from
some sources to one sink. A cost for each arc is determined by function
which is increasing and convex. Algorithms �nding Nash equilibrium and
social optimum are constructed. These algorithms have polynomial-time
complexity. This model can be used for transport networks with bounded
tra�c.
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