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В прикладных задачах управления, возникающих при мо-
делировании экономических, экологических, демографических
и других процессов, взаимосвязь зависимых и свободных ос-
новных переменных определяется статистически, что, вооб-
ще говоря, не гарантирует гладкой функциональной зависи-
мости. В частности, в моделях экономического роста произ-
водственную функцию, описывающую зависимость выпуска от
факторов производства, часто предполагают всюду гладкой,
однако это не позволяет включать в исходную модель каче-
ственные показатели, влияющие на производственный выпуск.
Предлагаемый подход снимает ограничение, связанное с диф-
ференцируемостью производственной функции всюду. Основ-
ная идея состоит в гладкой аппроксимации производственной
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функции, которая осуществляется не априори, а строится сов-
местно с интегрированием гамильтоновой системы. Восстанов-
ление дифференцируемой аппроксимации производственной
функции проводится путем построения асимптотического на-
блюдателя состояния вспомогательной системы. Следует отме-
тить, что стандартный подход аппроксимации негладких ком-
понент модели на конечном интервале времени здесь может не
сработать, и поэтому требуется стабилизация гамильтоновой
системы на бесконечном интервале времени. Теоретические ре-
зультаты подтверждаются численными экспериментами, что
продемонстрировано на однофакторной модели экономическо-
го роста.
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1. Введение

В статье рассматривается задача оптимального управления на
бесконечном промежутке времени, основанная на моделях экономи-
ческого роста, построением и обоснованием которых занимались мно-
гие известные экономисты и математики, в частности, К. Эрроу,
Л.В. Канторович, Р. Соллоу, К. Шелл, Г.М. Гроссман, Е. Хелпман,
Р. Айрес, М. Интрилигатор, Л. Крушвиц, У.Ф. Шарп и другие [13,
18, 25, 24, 14]. Суть задачи управления состоит в динамической опти-
мизации инвестиционного потока, направленного на увеличение эф-
фективности основных производственных факторов. Качество инве-
стиционного процесса оценивается интегральным индексом потреб-
ления, дисконтированным на бесконечном промежутке времени [3,
23, 9]. Данная постановка задачи является достаточно стандартной
и многократно использовалась для исследования различных эконо-
мических процессов [15, 16, 6, 28, 5].

В представленной работе акцент сделан на то, что производствен-
ная функция, связывающая выпуск с основными производственными
факторами, предполагается кусочно-гладкой. Причины недифферен-
цируемости производственной функции лежат прежде всего в стати-
стическом анализе [1] экономической модели, который используется
для ее идентификации, поскольку сама модель может включать не
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только непрерывные показатели, но и качественные идентификато-
ры, которые приводят к негладкости производственной функции в
точках смены значений качественных признаков. Тем не менее, необ-
ходимость включения в модель экзогенных качественных показате-
лей объясняется тем, что они позволяют учесть структурные изме-
нения в развитии экономической ситуации в регионе (или стране),
значимость которых определяется статистическими методами.

Исследование задачи оптимального управления проводится в рам-
ках принципа максимума Л.С. Понтрягина [8] для случая неограни-
ченного промежутка времени [3, 22, 12]. Однако недифференцируе-
мость производственной функции приводит к тому, что правые части
исходной управляемой системы не являются непрерывно дифферен-
цируемыми. Для устранения этой проблемы в работе предлагается
процедура сглаживания производственной функции путем восста-
новления ее производной по фазовой переменной. Данная процедура
опирается на построение асимптотического наблюдателя полного со-
стояния вспомогательной системы по известным непрерывным зна-
чениям исходной производственной функции [7, 17].

В рамках качественного анализа гамильтоновой системы осуществ-
ляется поиск и определение типа ее стационарного состояния через
исследование якобиана системы, вычисленного в стационарной точ-
ке. На основе качественных свойств гамильтоновой системы для ее
интегрирования применяются разработанные ранее методы [6, 23, 9].
Но в данном случае, гамильтонова система рассматривается не сама
по себе, а совместно с дополнительной подсистемой дифференциаль-
ных уравнений, которые восстанавливают гладкую аппроксимацию
производственной функции по ее известным значениям. Важно под-
черкнуть, что априорное сглаживание компонент модели и соответ-
ствующие оценки для аппроксимационных решений на конечном ин-
тервале времени (см., например, [2]) в общем случае не могут быть
автоматически распространены для задачи оптимального управле-
ния на бесконечном горизонте, т.к. параметры такой оценки могут
зависеть, в том числе, и экспоненциальным образом от длины интер-
вала времени.

В качестве примера применения предложенного алгоритма ана-
лиза моделей роста с кусочно-гладкой производственной функцией
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рассмотрена модель развития экономики Японии [23], в которой про-
изводственная функция непрерывно склеивается из двух функций
типа Кобба-Дугласа и недифференцируема в точке склейки. Про-
водится процедура идентификации модели роста и на основе соот-
ветствующих эконометрических тестов показывается, что наличие
структурных изменений в экономике региона является статистиче-
ски значимым. Далее осуществляется построение асимптотического
наблюдателя вспомогательной системы и запускается алгоритм ре-
шения расширенной гамильтоновой системы. Полученные прибли-
женные решения сравниваются со статистическими данными.

Следующий раздел статьи посвящен описанию модели роста и по-
становке задачи управления. Далее проводится анализ задачи в рам-
ках принципа максимума Понтрягина и осуществляется построение
наблюдателя состояния вспомогательной системы для восстановле-
ния гладкой аппроксимации производственной функции. В третьем
разделе приводится численный алгоритм построения приближенно-
го решения гамильтоновой системы. В последующей части работы,
для иллюстрации применения предложенного метода рассматривает-
ся пример модели роста с кусочно-гладкой производственной функ-
цией, и построенные модельные траектории сравниваются со стати-
стическими трендами. В заключительной части суммируются пред-
ставленные результаты и приводятся возможные направления даль-
нейших исследований в этой области.

2. Модель экономического роста и задача управления

В работе рассматривается классическая односекторная модель
экономического роста, детальное описание которой можно найти в
ряде работ, например, в статьях [23, 5]. Основным производственным
фактором в модели выступает основной капитал x, а зависимость
выпуска y от капитала x описывается производственной функцией
y = f(x). Согласно основным свойствам производственной функ-
ции (см. [19, гл. 8, § 1]), она является положительной, возрастаю-
щей функцией для всех значений фактора x, лежащего в области
K, называемой экономической областью. Поскольку в данной рабо-
те производственная функция рассматривается кусочно-гладкой, мы
предполагаем, что ее производная ограничена в K, а в точках неглад-
кости терпит разрывы первого рода, иными словами, если в точке ξ
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производственная функция недифференцируема, то пределы ее раз-
ностных отношений конечны

lim
x→ξ−0

f(x)− f(ξ)

x− ξ
= ϕ−

ξ > 0, lim
x→ξ+0

f(x)− f(ξ)

x− ξ
= ϕ+

ξ > 0. (2.1)

Закон убывающей доходности, который фактически означает вогну-
тость производственной функции, будем считать выполненным, т.е.
в интервалах ее гладкости вторая производная f ′′(x) ⩽ 0, а в точках
разрыва ξ из (2.1) производной производственной функции y = f(x)

считаем выполненным неравенство ϕ−
ξ ⩾ ϕ+

ξ .
Динамика основного капитала определяется по формуле Соллоу

— Шелла [25]

ẋ(t) = u(t)f
(
x(t)

)
− δx, x(0) = x0, (2.2)

где рост капитала обусловлен долей u выпуска y, направленной в ин-
вестирование основных фондов x, а его размытие обусловлено амор-
тизационными издержками, объем которых составляет долю δ (δ >
0) от основного капитала.

В условиях замкнутой экономической системы уравнение баланса
устанавливает соотношение между инвестициями u(t)y(t) в основные
фонды региона (страны) и уровнем потребления c(t) в каждый мо-
мент времени t

y(t) = u(t)y(t) + c(t),

откуда уровень потребления находится в виде

c(t) =
(
1− u(t)

)
y(t). (2.3)

Предполагая, что уровень потребления всегда положителен, а эко-
номическая система является замкнутой, то есть суммарный выпуск
расходуется на потребление c(t) и инвестиции в основной капитал
u(t)y(t), из (2.3) получим ограничения на инвестиционную составля-
ющую

0 < c(t) = (1− u(t))y(t) ⇒ 0 ⩽ u(t) < 1.

Дополнительно предположим, что доля инвестиций сверху ограни-
чена величиной u ∈ (0, 1), т.е.

u(t) ∈
[
0, u
]
=: U . (2.4)
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Оптимизационный процесс заключается в максимизации интеграль-
ного индекса потребления логарифмического типа, дисконтирован-
ного на бесконечном промежутке времени

J(·) =
+∞∫
0

e−ρt ln c(t)dt =

+∞∫
0

e−ρt
(
ln f(x(t)) + ln

(
1− u(t)

))
dt, (2.5)

где положительный параметр ρ является дисконтирующим множи-
телем. На основании представленной модели роста формулируется
следующая задача управления.

З а д а ч а (CP). Требуется построить такой управляемый про-
цесс (u(t),x(t)), который максимизирует функционал качества (2.5)
вдоль траекторий динамической системы (2.2), удовлетворяющих ука-
занным начальным данным. Здесь параметр управления u(t) отвеча-
ет ограничениям (2.4).

Анализ задачи управления в рамках принципа максимума Понт-
рягина [3] предполагает существование непрерывных производных
по фазовой переменной x правой части динамической системы (2.2).
Однако данное требование не выполнено в силу того, что производ-
ственная функция y = f(x) является кусочно-гладкой. В этой свя-
зи полагаем, что гладкая аппроксимация производственной функ-
ции ŷ = f̂(x) может быть построена таким образом, что ошибка
аппроксимации ỹ(t) := f(x(t)) − f̂(x(t)) экспоненциально стремит-
ся к нулю с течением времени. Идея восстановления непрерывно-
дифференцируемой аппроксимации ŷ = f̂(x) будет описана ниже.

2.1. Исследование задачи управления

Согласно принципу максимума Понтрягина для задач на беско-
нечном промежутке времени [8, 3], стационарный гамильтониан за-
дачи управления (CP) имеет следующую структуру

H(x, y, ψ, u) = ln y + ln (1− u) + ψ (uy − δx) , y = f(x). (2.6)

В силу строгой вогнутости гамильтоновой функции H(·, ·, ·, u) (2.6)
по переменной управления u (см. [5, 3, 6, 27]) структура управле-
ния u = u(x, y, ψ) = argmax

u∈U
H(x, y, ψ, u), доставляющего максимум
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гамильтониану (2.6), удовлетворяет равенству

u :=



0, (x, ψ) ∈ ∆1 :=

{
(x, ψ) : ψy < 1

}
,

1− 1

ψy
, (x, ψ) ∈ ∆2 :=

{
(x, ψ) : 1 ⩽ ψy <

1

1− u

}
,

u, (x, ψ) ∈ ∆3 :=

{
(x, ψ) : ψy ⩾ 1

1− u

}
.

(2.7)

Следовательно, максимизированная гамильтонова функция H(x, y, ψ) :=

max
u∈U

H(x, y, ψ, u) имеет вид

H(x, y, ψ) =


ln y − δxψ, (x, ψ) ∈ ∆1,

− lnψ + ψ (y − δx)− 1, (x, ψ) ∈ ∆2,

ln y + ln (1− u) + ψ(uy − δx), (x, ψ) ∈ ∆3.

(2.8)

В условиях задачи (CP) функция y = f(x) является лишь непре-
рывной, поэтому рассмотрим гамильтониан Ĥ(x, ψ) := H(x, ŷ, ψ),
полученный путем подстановки вместо исходной производственной
функции ее гладкой аппроксимации ŷ = f̂(x). Гамильтонова функ-
ция Ĥ(x, ψ) (2.8) есть непрерывно-дифференцируемая функция сво-
их переменных [6]. Более того, если аппроксимация ŷ = f̂(x) про-
изводственной функции обладает свойством строгой вогнутости, то
гамильтониан Ĥ(x, ψ) строго вогнут по фазовой переменной при
положительных значениях сопряженной переменной ψ (см. [6, 23]).
Последнее свойство гарантирует то, что необходимые условия опти-
мальности [3, 23] являются и достаточными.

Гамильтонова система принципа максимума Понтрягина строится
по правилу

ẋ(t) =
∂Ĥ (x, ψ)

∂ψ
, ψ̇(t) = ρψ(t)− ∂Ĥ (x, ψ)

∂x
,
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и в каждой из областей ∆i (i ∈ {1, 2, 3}) имеет вид

ẋ(t) =


−δx, (x, ψ) ∈ ∆1,

f(x)− δx− 1

ψ
, (x, ψ) ∈ ∆2,

uf(x)− δx, (x, ψ) ∈ ∆3

ψ̇(t) =



(δ + ρ)ψ − 1

f(x)

df̂(x)

dx
, (x, ψ) ∈ ∆1,(

δ + ρ− df̂(x)

dx

)
ψ, (x, ψ) ∈ ∆2,(

δ + ρ− u
df̂(x)

dx

)
ψ − 1

f(x)

df̂(x)

dx
, (x, ψ) ∈ ∆3.

(2.9)

Детальное исследование гамильтоновых систем задачи (CP) про-
ведено в работах [3, 12, 22, 23]. В частности, в статье [23] показано,
что гамильтонова система (2.9) обладает единственной стационар-
ной точкой (x∗, ψ∗), расположенной в области переменного управле-
ния ∆2, если производственная функция является дважды непре-
рывно дифференцируемой и строго вогнутой функцией, а параметр
u удовлетворяет неравенству u > δ/(δ + ρ).

Пусть в интервале гладкости производственной функции y = f(x)

найдется точка x = x∗ ∈ K такая, что f ′(x∗) = δ+ ρ. Единственность
x∗ гарантируется законом убывающей доходности. Таким образом,
стационарная точка (x∗, ψ∗) системы (2.9) приближенно находится
из равенств

df(x∗)

dx
= δ + ρ, ψ∗ =

1

f(x∗)− δx∗
=

1

y∗ − δx∗
.

Якобиан гамильтоновой системы, вычисленный в окрестности ста-
ционарной точки имеет ровно два действительных собственных зна-
чения λ1, λ2, при этом, в силу строгой вогнутости производствен-
ной функции в интервалах гладкости, справедливо неравенство λ1 <
0 < λ2 (см. [23]). Таким образом, стационарная точка (x∗, ψ∗) но-
сит седловой характер, что позволяет построить нелинейный регу-
лятор, осуществляющий стабилизацию гамильтоновой системы (2.9)
в окрестности установившегося состояния. Стабилизирующее управ-
ление [23, 27] строится в два этапа. Сначала находится проекция
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вектора (x− x∗, ψ − ψ∗)⊤ на собственный вектор h1 =
(
h11 h12

)⊤
,

отвечающий отрицательному собственному значению λ1, и из полу-
чившегося уравнения выражается сопряженная компонента ψ в виде

ψ = ψ∗+
h12
h11

(x−x∗). После чего найденное представление сопряжен-

ной переменной подставляется в управление (2.7), которое соответ-
ствует области ∆2. Таким образом, нелинейный регулятор описыва-
ется соотношением

U(x) = 1−
[
f(x)

(
ψ∗ +

h12
h11

(x− x∗)
)]−1

. (2.10)

Стабилизированная гамильтонова система находится подстановкой
(2.10) в уравнение динамики (2.2) вместо параметра управления u

ẋ(t) = U(x)f(x)− δx. (2.11)

Решения системы (2.11) в ε-окрестности установившегося состояния
(x∗, ψ∗) отклоняются от оптимальных решений на величину пропор-
циональную o (ε2), поскольку лежат в касательном подпространстве.
Используя факт близости стабилизированной и оптимальной траек-
торий, алгоритм построения решения гамильтоновой системы (2.9)
состоит в интегрировании этой системы в обратном времени, стартуя
из точки (x∗ε, ψ

∗ + h12/h11 (x
∗
ε − x∗)), лежащей в ε-окрестности стаци-

онарной точки, до момента достижения фазовой траекторией извест-
ной начальной позиции x0 (см. [23]).

3. Построение аппроксимации производственной функции

Основная идея предлагаемого подхода состоит в восстановлении
гладкой аппроксимации производственной функции одновременно с
решением гамильтоновой системы (2.9). При этом гладкая аппрок-
симация производственной функции восстанавливается по ее непре-
рывным значениям через построение асимптотического наблюдате-
ля. В этом разделе рассматривается расширенная система диффе-
ренциальных уравнений, которая вычисляет совместно с фазовой и
сопряженной траекториями аппроксимацию ŷ(t) := f̂(x(t)) функции
объема выпуска от времени y(t) := f(x(t)).
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Рассмотрим линейную стационарную систему уравнений

{
Ż(t) = AZ(t)

η(t) = C⊤Z(t) + e(t)
, A =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

 , C =


1

0

0

0

 . (3.1)

Решение системы (3.1), вектор состояния Z(t) ∈ R4, имеет един-
ственную наблюдаемую компоненту z1(t), которая является гладкой
(имеет непрерывную производную вплоть до третьего порядка) и ап-
проксимирует функцию f(x(t)). Ошибка e(t), учитывающая невязку
между гладкой аппроксимацией z1(t) и функцией f(x(t))

e(t) := z1(t)− f(x(t)) = C⊤Z(t)− f(x(t)), (3.2)

является непрерывной и предполагается ограниченной. Иными сло-
вами,

∃ ν > 0 : ∀ t ⩾ 0 |z1(t)− f(x(t))| = |e(t)| < ν. (3.3)

Отметим, что порядок системы (3.1) можно увеличивать, в прин-
ципе сколь угодно, для увеличения точности оценки ν. Для рассмат-
риваемой в работе модели экономического роста оказывается доста-
точно системы четвертого порядка.

З а д а ч а н а б л ю д е н и я состоит в том, чтобы по полу-
ченным результатам наблюдения, т.е. по известной непрерывной функ-
ции y(t) = f(x(t)), определить значения вектор-функции Z = Z(t),
являющейся решением уравнения (3.1). При этом первая компонента
вектор-функции Z(t) будет являться гладкой аппроксимацией функ-
ции y(t) = f(x(t)) и может быть использована в формулах принципа
максимума Понтрягина.

Отметим, что система (3.1) вполне наблюдаемая, так как (см. [4,
Глава 5, §3.2. Теорема 3.2])

rank
(
C⊤, A⊤C⊤,

(
A⊤)2C⊤,

(
A⊤)3C⊤

)
= 4.

Это означает, что по выходу η(t) можно определить все компоненты
вектора Z(t).

Прямое решение задачи наблюдения (3.1) не гарантировано, так
как собственные значения матрицы A имеют нулевое значение, и в
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связи с этим система (3.1) не является асимптотически устойчивой.
Поэтому для решения задачи наблюдения введем вспомогательный
вектор Ẑ(t) =

(
ẑ1(t) ẑ2(t) ẑ3(t) ẑ4(t)

)⊤
, где ẑ1(t), так же как и

z1(t), есть гладкая аппроксимация функции y(t) = f(x(t)). Опираясь
на известные конструкции (см. [21, Глава 14. §5], [17]), асимптоти-
ческий наблюдатель полного состояния системы (3.1) строится по
правилу

˙̂
Z(t) =

(
A− LC⊤) Ẑ(t) + Lf(x(t)). (3.4)

где вектор L выбирается так, что матрица
(
A− LC⊤) имеет пред-

определенные собственные значения p с отрицательной действитель-
ной частью. Согласно, например, [4, Глава 5, §4.1 Теорема 4.1 и §5.1.
Теорема 5.1], существование матрицы, в данном случае вектора, L
гарантируется тем, что система (3.4) вполне наблюдаемая, то есть
rank

(
C⊤, A⊤C⊤,

(
A⊤)2C⊤,

(
A⊤)3C⊤

)
равен 4 (см. [4, Глава 5, §3.2.

Теорема 3.2]). См. также работу [20] о построении матрицы L по за-
данным полюсам p.

Оценка качества аппроксимационной схемы (3.4) предлагается в
следующем утверждении, которое опирается на лемму 4.2, представ-
ленную в работе [17, Lemma 4.2].

Утверждение 3.1. Пусть матрица S, определенная по правилу

S =

(
Q PL

L⊤P −θ2

)
, (3.5)

является отрицательно определенной при некотором значении па-
раметра θ2 (θ2 > 0). Положительно определенная матрица P нахо-
дится из решения уравнения Ляпунова(

A⊤ − CL⊤ +
k

2
I4
)
P + P

(
A− LC⊤ +

k

2
I4
)
= Q (3.6)

для любой отрицательно определенной матрицы Q. Здесь I4 есть
единичная матрица четвертого порядка, вектор L выбран таким
образом, что матрица (A − LC⊤) ∈ R4×4 имеет предопределенные
собственные значения λi, i ∈ {1, . . . , 4}, с отрицательной веще-
ственной частью, а положительное число k удовлетворяет нера-
венству

0 < k < 2 min
{
|Re(λi)|, i ∈ {1, . . . , 4}

}
. (3.7)
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Тогда ошибка аппроксимация ẑ1(t) производственной функции
f(x(t)), построенная путем решения системы (3.4), по абсолютной
величине оценивается неравенством

|f(x(t))− ẑ1(t)| ⩽
√
λmax(P )

λmin(P )
e−(k/2)tr0+

(
θ√

kλmin(P )
+ 1

)
ν, ∀ t ⩾ 0,

где положительный параметр r0 определяет ошибку аппроксима-
ции в начальный момент времени, то есть

∥∥∥Z(0)− Ẑ(0)
∥∥∥ ⩽ r0.

(Знак ∥ · ∥ означает евклидову норму вектора.)

Доказательство. 1. Искомая оценка складывается из двух состав-
ляющих, второе из которых оценивается согласно (3.3)

|ẑ1(t)− f(x(t))| ⩽ |ẑ1(t)− z1(t)|+ |z1(t)− f(x(t))| ⩽ |ẑ1(t)− z1(t)|+ ν.

(3.8)
Далее проведем оценку первого слагаемого.

2. В силу ограничения (3.7), матрица
(
A−LC +

k

2
I4
)

имеет соб-
ственные значения с отрицательной вещественной частью. Следова-
тельно, уравнение Ляпунова (3.6) обладает единственным решением
P = P⊤ > 0 для любой матрицы Q = Q⊤ < 0.

Согласно уравнениям (3.1) и (3.4), динамику ошибки аппрокси-
мации Z̃ = Z − Ẑ можно описать следующим образом Ż(t) = AZ(t),

˙̂
Z(t) =

(
A− LC⊤) Ẑ(t) + Lf(x(t)).

Вычитая второе уравнение из первого и учитывая определение ошиб-
ки e(t) (3.2), получим

˙̃
Z(t) =

(
A− LC⊤) Z̃(t) + Le(t). (3.9)

Для уравнения (3.9) рассмотрим функцию Ляпунова вида

V (Z̃) = Z̃⊤PZ̃ > 0 ∀ ∥Z̃∥ ̸= 0, V (Z̃)
∣∣∣
Z̃=0

= 0,

где матрица P является решением уравнения Ляпунова (3.6). Так
как матрица P положительно определенная, для функции V спра-
ведливы оценки

λmin(P )∥Z̃∥2 ⩽ V (Z̃) ⩽ λmax(P )∥Z̃∥2. (3.10)
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Производная функции V (·) в силу системы (3.9) равна

V̇ = Z̃⊤ ((A− LC)⊤P + P (A− LC)
)
Z̃ + 2e⊤L⊤PẐ.

Добавим и вычтем из последнего равенства величину kV = kZ̃⊤PZ̃,
где k удовлетворяет (3.7), и получим соотношения

V̇ = Z̃⊤

((
A− LC +

k

2
I4
)⊤

P + P

(
A− LC +

k

2
I4
))

Z̃ +

+ 2e⊤L⊤PẐ − kV =

(
Ẑ

e

)⊤(
Q PL

L⊤P −θ2

)(
Ẑ

e

)
− kV + θ2e2

=

(
Ẑ

e

)⊤

S

(
Ẑ

e

)
− kV + θ2e2 ⩽ −kV + θ2ν2. (3.11)

Последнее неравенство справедливо в силу того, что матрица S от-
рицательно определенная (S < 0), а ошибка ограничена величиной
ν, которая априори может быть выбрана любой согласно [11].

Из оценки (3.11) имеем

V (Z̃(t)) ⩽ V (Z̃(0))e−kt +
(νθ)2

k
∀ t ⩾ 0. (3.12)

Объединяя неравенства (3.10) и (3.12), получим

λmin(P )∥Z̃∥2 ⩽ V (Z̃(t)) ⩽ V (Z̃(0))e−kt +
(νθ)2

k
⩽

⩽ λmax(P )∥Z̃(0)∥2e−kt +
(νθ)2

k
.

В виду положительности слагаемых в последней оценке, справедливо
неравенство

λmin(P )∥Z̃∥2 ⩽
(√

λmax(P )∥Z̃(0)∥e−(k/2)t +
νθ√
k
.

)2

Откуда получаем следующую оценку

∥Z̃∥ ⩽
√
λmax(P )

λmin(P )
∥Z̃(0)∥e−(k/2)t +

νθ√
kλmin(P )
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и, следовательно,

|z1(t)− ẑ1(t)| ⩽
√
λmax(P )

λmin(P )
e−(k/2)tr0 +

νθ√
kλmin(P )

.

3. Для завершения доказательства, продолжим неравенство (3.8)

|ẑ1(t)− f(x(t))| ⩽
√
λmax(P )

λmin(P )
e−(k/2)tr0 +

(
θ√

kλmin(P )
+ 1

)
ν

Таким образом, утверждение доказано.

Замечание 3.1. В последующих рассуждениях искомая гладкая ап-
проксимация ŷ(t) = f̂(x(t)) объемов выпуска y(t) = f(x(t)) считается
построенной и равной ẑ1(t), т.е. ŷ(t) := ẑ1(t).

Замечание 3.2. Полученная оценка может быть улучшена за счет вы-
бора полюсов p, которые порождают вектор L, а также параметра
k (3.7). Величина ν в оценке может быть уменьшена за счет увели-
чения порядка системы (3.1).

Расширенная система уравнений включает гамильтонову динами-
ку (2.9) и восстановление гладкой аппроксимации производственной
функции (3.4). При этом производная df̂(x)/dx в правых частях га-
мильтоновой системы (2.9) заменяется выражением

df̂(x(t))

dx
=



− ẑ2(t)

δx(t)
, (x(t), ψ(t)) ∈ ∆1,

ẑ2(t)

f(x(t))− δx(t)− 1/ψ(t)
, (x(t), ψ(t)) ∈ ∆2,

ẑ2(t)

uf(x(t))− δx(t)
, (x(t), ψ(t)) ∈ ∆3.

(3.13)

Отметим, что выражения (3.13) определены всюду за исключением
единственной точки (x∗, ψ∗), лежащей в области D2, где соответству-
ющее соотношение имеет устранимую особенность, так как вблизи
установившегося состояния принимает значения близкие к (δ + ρ).
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4. Интегрирование расширенной системы уравнений

Интегрирование гамильтоновой системы уравнений осуществля-
ется в обратном времени с начальной позицией, выбранной из окрест-
ности установившегося состояния (x∗, ψ∗), которая расположена в ка-
сательном подпространстве, построенном в стационарной точке га-
мильтоновой системы. Начальное положение Z∗

ε для дополнитель-
ной подсистемы (3.4) выбирается из окрестности точки Z∗, где Z∗ =(
f(x∗) 0 0 0

)⊤
в виде

Z∗
ε =

(
f (x∗ε) (δ + ρ) (x∗ε − x∗) 0 0

)⊤
. (4.1)

Алгоритм построения решения есть модификация схемы, пред-
ложенной в работах [28, 23, 10]. Данная модификация учитывает
систему (3.4) для восстановления гладкой производственной функ-
ции. Алгоритм существенным образом опирается на предположения
о существовании и единственности стационарной точки, которая в
данной задаче носит седловой характер.

А л г о р и т м построения решения.

1. Выбираем параметр точности ε (ε > 0) и строим ε окрестность
установившегося состояния (x∗, ψ∗) гамильтоновой системы (2.9). В
качестве начальной позиции для интегрирования гамильтоновой си-
стемы в обратном времени будет служить точка

(
x∗ε
ψ∗
ε

)
=

 x∗ε

ψ∗ +
h12
h11

(x∗ε − x∗)

 ∈ Oε (x
∗, ψ∗) . (4.2)

Таким образом, в области переменного управления ∆2 производится
интегрирование следующей системы дифференциальных уравнений

с начальным условием
(
x∗ε ψ∗

ε Ẑ∗
ε

)⊤
, где последние координаты

Ẑ∗
ε удовлетворяют равенству (4.1):

ẋ(t) = −f(x(t)) + δx(t) +
1

ψ(t)
,

ψ̇(t) = −
(
δ + ρ− df̂(x(t))

dx

)
ψ(t),

˙̂
Z(t) = (A− LC)Ẑ(t) + Lf(x(t)).

(4.3)
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На каждом шаге интегрирования системы (4.3) величина df̂(x(t))/dx
вычисляется по формуле (3.13).

2. Решение системы (4.3) строится до тех пор, пока одно из сле-
дующих условий не будет выполнено:

(a) Фазовая траектория достигает известной начальной позиции x0.
В этом случае построенная траектория принимается в каче-
стве приемлемой аппроксимации оптимального решения зада-
чи (CP).

(b) Пара траекторий (x(t), ψ(t)) достигает границы области пере-
менного управления, тогда осуществляется переключение ин-
тегрируемой гамильтоновой системы на систему, отвечающую
режиму либо нулевого ∆1, либо насыщенного управления ∆3

∆1 :


ẋ = δx,

ψ̇ = − (δ + ρ)ψ +
1

f(x)

df̂(x)

dx
,

˙̂
Z = (A− LC)Ẑ + Lf(x).

∆3 :


ẋ = −uf(x) + δx,

ψ̇ = −
(
δ + ρ− u

df̂(x)

dx

)
ψ +

1

f(x)

df̂(x)

dx
,

˙̂
Z = (A− LC)Ẑ + Lf(x).

(4.4)

Начальными условиями здесь служат точки, лежащие на гра-
нице переключения областей управления. Интегрирование од-
ной из указанных систем прекращается при выполнении усло-
вия остановки 2(a) или при переключении управления 2(b).

3. При выполнении пункта 2(a) алгоритма осуществляется раз-
вертка построенного решения в прямом времени.

В следующем разделе приводится пример односекторной моде-
ли роста с кусочно-гладкой производственной функцией, каждая из
ветвей которых представляет собой функцию Кобба-Дугласа с раз-
личными показателями эластичности.
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5. Численный пример

Рассмотрим пример односекторной модели роста с кусочно-гладкой
производственной функцией, каждая ветвь которой описывается сте-
пенной функцией типа Кобба — Дугласа. Идентификация модели
осуществлялась по данным экономики Японии [23]. Дисконтирую-
щий множитель ρ и ставка амортизации основных фондов δ опре-
делены на уровнях ρ = 0.1 и δ = 0.02, соответственно. Экономиче-
ская область K определена полуинтервалом [2,+∞), а максималь-
ный уровень инвестиций u составляет 17% от объемов выпуска y.

5.1. Производственная функция и ее идентификация

Производственная функция y = f(x) определена соотношением

y = f(x) =

{
α1x

β1 , x ⩽ xc,

α2x
β2 , x ⩾ xc.

Процедура идентификации осуществляется для следующей линейной
регрессионной модели

ln y = β1 lnx+ lnα1 + rγ (lnx− lnxc) , (5.1)

где параметр r = 0 при x < xc и r = 1 при x ⩾ xc, α2 = α1x
−γ
c ,

и β2 = β1 + γ. В результате эконометрического анализа получены
следующие оценки параметров производственной функции

α1 = 0.7466, β1 = 0.8806,

α2 = 1.9605, β2 = 0.5137.

Коэффициент детерминации R2 модели равен R2 = 0.9954, что
подтверждает хорошую «подгонку» регрессионной модели к реаль-
ным данным. Значимость фиктивной переменной r обосновывается
при помощи критерия Стьюдента. Наблюдаемое значение статисти-
ки τo = |γ∗/σ(γ)| равно 7.5841. Критический уровень статистики
τc вычисляется на уровне значимости 0.05 по числу степеней сво-
боды регрессионной модели (5.1), которое вычисляется по формуле
m = N − l = 24, где N — объем выборки (N = 27), l — число па-
раметров модели (l = 3). В итоге, критическое значение статистики
τc = T0.05(24) составляет 2.0739, что меньше наблюдаемого уровня τo.
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Следовательно, гипотеза о том, что γ ̸= 0, не отвергается с вероят-
ностью 95%.

5.2. Результаты численного моделирования

Стационарная точка (x∗, ψ∗) принадлежит области переменного
управления D2 и определяется координатами x∗ = 79.4421 и ψ∗ =

0.0589. При этом x∗ > xc, соответственно, она принадлежит вто-
рой ветви производственной функции и расположена в области, где
эта ветвь дважды непрерывно дифференцируема и вогнута. Стацио-
нарный уровень выпуска y∗ составляет величину 18.5563. Собствен-
ные значения Якобиана, вычисленного в стационарной точке равны
λ1 = −0.0724 и λ2 = 0.1724. Следовательно, стационарная точка но-
сит седловой характер, и гамильтонова система (2.9) стабилизируется
в стационарной точке, вдоль собственного вектора h1, отвечающего
отрицательному собственному значению. Таким образом, по направ-
лению h1, вдоль которого решение подходит к стационарной точке,
можно выразить сопряженную переменную ψ через фазовую пере-
менную x. Данная зависимость позволяет вычислить начальное зна-
чение сопряженной переменной для интегрирования гамильтоновой
в обратном времени (4.2).

Итак, согласно алгоритму, выбираем начальную позицию (4.2),
(4.1) из окрестности ε = 0.01 установившегося состояния для инте-
грирования расширенной гамильтоновой системы (4.3), (4.4) в об-
ратном времени

x∗ε = 79.4321, ψ∗
ε = 0.0590, Y ∗

ε (1) = 18.5551, Y ∗
ε (2) = −0.0012.

Система интегрируется до тех пор пока траектория основного капи-
тала x = x(t) не достигнет исходной начальной позиции x0 = 7.4448.

Для построения расширенной гамильтоновой системы (4.3), (4.4)
необходимо выбрать вектор L, который обеспечивает асимптотиче-
скую устойчивость подсистеме (3.4). Искомый вектор L строится по
полюсам p, выбор которых осуществляется экспериментально. Для
полюсов p =

(
−0.6 −0.75 −1.5 −1.75

)
вектор L имеет следую-

щие координаты

L =
(
4.6000 7.4625 5.0062 1.1812

)
.
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Рисунок 1. Основной капитал x̂(t) в сравнении со статистическими данными
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Рисунок 2. Доля выпуска, инвестируемая в основной капитал u0(t)
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Рисунок 3. Объем выпуска ŷ(t) = f̂ (x̂(t)) в сравнении с выпуском,
вычисленным вдоль исходной производственной функции y(t) = f(x̂(t)), и

статистическими данными
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Результаты численных экспериментов изображены на рис. 1–3.
Основной капитал x̂ = x̂(t), вычисленный как решение расширен-
ной гамильтоновой системы с аппроксимированной производствен-
ной функцией, в сравнении с реальными статистическими данными
представлен на рис. 1. Видно, что модельная траектория адекват-
но отражает реальный экономический тренд. Это свидетельствует
о том, что инвестиционная политика, проводимая в регионе, в це-
лом отвечает тому оптимальному сценарию, который определяется
в модели экономического роста и изображен на рис. 2. Относитель-
но оптимального сценария развития следует отметить, что он имеет
переключение с максимального уровня u = 0.17, на ниспадающий
инвестиционный тренд, который стремится к устойчивому уровню
инвестиций, определяемого значением u∗ = 0.0866. Действительно,
сначала динамика модели отвечает зоне насыщенного управления,
а с течением времени произведение ψ̂(t)ŷ(t) убывает до величины
1/(1 − u) = 1.2048, и в этот момент происходит изменение режи-
ма управления, как показано на рис. 2, и далее решается система,
отвечающая области переменного управления, где в дальнейшем и
происходит ее стабилизация в установившемся состоянии.

График, изображенный на рис. 3, показывает три траектории объ-
ема выпуска. Первая траектория ŷ(t), обозначенная сплошной тол-
стой серой линией, есть решение расширенной системы (4.3), (4.4).
Вторая траектория y(t), выделенная черной штрих-пунктирной ли-
нией, получена подстановкой в исходную производственную функ-
цию расчетных значений основного капитала y(t) = f(x̂(t)), и тре-
тья траектория, нарисованная черной штриховой линией, отобража-
ет реальные статистические данные по объемам выпуска. Из графика
видно, что модельная траектория ŷ(t) хорошо приближает значения
исходной производственной функции y(t) вдоль решений x̂(t) гамиль-
тоновой системы.

6. Заключение

В статье рассматривается задача оптимального управления для
модели экономического роста с кусочно-гладкой производственной
функцией. Негладкость производственной функции может быть след-
ствием включения в модель качественных показателей развития эко-
номики региона или наличия структурных изменений в экономике,
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что выявляется на этапе идентификации регрессионной модели при
помощи фиктивных переменных.

Для построения решения задачи управления в рамках ранее раз-
работанного алгоритма [26, 23] гамильтонова система принципа мак-
симума Понтрягина дополняется системой уравнений, восстанавли-
вающих гладкую производственную функцию, которая достаточно
точно приближает исходную производственную функцию и относи-
тельно быстро сходится к ней в интервалах гладкости последней.

Предложенная схема интегрирования гамильтоновых систем с раз-
рывной правой частью, возникающей по причине негладкости произ-
водственной функции, проиллюстрирована на примере, который по-
казывает, что аппроксимированная производственная функция хоро-
шо сглаживает изломы исходной функции и в тоже время позволяет
решить задачу управления в рамках разработанных ранее методов
для случая с гладкими производственными функциями. Оценка при-
ближения, полученная в утверждении, гарантирует ограниченность
ошибки. Точность аппроксимации при этом может быть увеличена за
счет увеличения порядка системы (3.1). Для рассматриваемой задачи
экономического роста, где производственная функция представляет
собой непрерывную склейку двух функций типа Кобба-Дугласа, до-
статочно взять систему (3.1) четвертого порядка. Более того, для
решения расширенной системы не требуется построение вспомога-
тельной аппроксимации функции выпуска f(x(t)), так как наблюда-
тель (3.4) использует только саму функцию f(x(t)), а не ее прибли-
жение.

В дальнейшем, планируется получить оценки точности работы
алгоритма по функционалу качества задачи управления, аналогично
гладкому случаю (см. [26, 23]). Важно также отметить, что несмот-
ря на снижение требований к производственной функции, метод не
позволяет отказаться от условий существования и единственности
стационарной точки, и вогнутости производственной функции в ее
окрестности. Эти требования существенны для алгоритма интегри-
рования гамильтоновой динамики в обратном времени из начальной
позиции, взятой с собственного вектора, отвечающего отрицательно-
му собственному значению.

Отметим, что для задач управления, удовлетворяющим услови-
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ям монотонности (2.1) (в гладком случае см. [3, гл. 1, § 10]), пред-
ложенный подход показывает, что модельные траектории адекватно
отражают реальные экономические тренды и может быть использо-
ван для построения сценариев развития экономики региона на основе
моделей роста с негладкими производственными функциями.
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Abstract : In many applied control problems in economics, ecology,
demography, and other areas, the relationship between dependent and
independent main variables is determined statistically, which does
not guarantee the smoothness of the model functional dependence.
Particularly, in economic growth models, the production function
describing the dependence of the output on the production factors
is commonly supposed to be everywhere smooth; however, because
of this constraint, qualitative parameters affecting the output cannot
be included in the model. We propose an approach overcoming the
requirement for the production function to be everywhere differentiable.
The method is based on a smooth approximation of the production
function, which is constructed in parallel with the integration of the
Hamiltonian system. A differentiable approximation of the production
function is derived by constructing an asymptotic observer of the state of
an auxiliary system. It should be noted that the standard approach to the
approximation of nonsmooth components of the model on a finite time
interval may not work here, which implies the necessity to stabilize the
Hamiltonian system on an infinite time interval. The theoretical results
are supported by numerical experiments for the one-sector economic
growth model.

Keywords : optimal control, Pontryagin maximum principle, Hamiltonian
system, asymptotic observer.


