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Рассмотрена модель взаимодействия двух фирм, обмени-
вающихся друг с другом продукцией, которую также мож-
но продавать на рынке. Цена продукции меняется с течени-
ем времени. Взаимодействие фирм формализовано с помощью
динамической игры с дискретным временем, аналогичной вве-
денной Розенталем игре «Многоножка». Исследованы условия
на договор об обмене продукцией между фирмами, при кото-
рых им будет невыгодно нарушать этот договор до окончания
взаимодействия. Такое взаимодействие соответствует парето-
оптимальному равновесию по Нэшу в игре. Оказывается, для
этого достаточно, чтобы договор предполагал выплату штра-
фа в случае отказа от обмена товаром и фирмы регулярно
обновляли договор с периодом, равным 2 моментам времени.
Определены необходимые ограничения на размер штрафа.
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1. Введение

Когда фирмы – в частности, поставщики и покупатели в сетях
поставок – заключают соглашение друг с другом, важен вопрос об
устойчивости этого соглашения, то есть гарантиях его ненарушения.
Эти гарантии могут быть прописаны в соглашении, где также мо-
гут содержаться штрафные санкции за его нарушение. Также устой-
чивость соглашения может быть основана на том, что ни одной из
фирм невыгодно его нарушать. Кроме того, само соглашение чаще
всего заключается потому, что оно выгодно всем участвующим в нем
фирмам.

Вопрос об экономической выгодности соглашений для их участ-
ников формализован в математической теории игр. Если ни одному
из участников невыгодно нарушать соглашение, то, с точки зрения
теории игр, это равновесие по Нэшу [1].

Для моделирования взаимодействия между поставщиками и по-
купателями используются игры формирования сетей [9, 10]. В них
стратегии поставщиков и покупателей – взаимные предложения друг
к другу. Поставка товара осуществляется только в том случае, когда
предложения обеих сторон друг к другу совпадают.

Если действия одних фирм влияют на другие фирмы, а решения
принимаются фирмами последовательно, основываясь на имеющей-
ся в каждый момент времени информации, подобное взаимодействие
моделируется динамическими играми. При этом возникает проблема
сохранения устойчивости соглашения – то есть его выгодности для
каждого из участников – с течением времени. Если соглашение со
временем продолжает оставаться устойчивым, ситуация в игре дина-
мически устойчива. Любое равновесие по Нэшу обладает этим свой-
ством. Если даже при нарушении соглашения одним из участников
оно продолжает оставаться устойчивым, ситуация в игре позиционно
динамически устойчива. Этим свойством обладают только абсолют-
ные равновесия [5].

Равновесие в динамической игре моделирует длительное устой-
чивое соглашение между фирмами, при котором они образуют ста-
бильную логистическую сеть (logistics network), на основе которой со-
здаются цепи поставок (supply chain). На рынке, отличном от рынка
совершенной конкуренции, подобные соглашения важны для фирм,
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поскольку позволяют минимизировать транзакционные издержки от
смены контрагентов [6].

Пример динамической игры – игра многоножки, она же сороко-
ножка Розенталя [11]. В этой игре парето-оптимальная ситуация не
является равновесной по Нэшу. Единственное равновесие (оно же яв-
ляется единственным абсолютным равновесием) – ситуация, которая
очень далека от оптимума: в ней первый игрок сразу же завершает
игру. Ауманн показал, что при естественных предположениях о ра-
циональном поведении игроков единственное оптимальное решение
также приводит к немедленному завершению игры [7].

Экспериментальные исследования показывают, что в реальных
ситуациях, моделируемых игрой многоножки, действующие лица де-
лают некоторое количество ходов прежде, чем завершают игру. Воз-
можно, это связано со стремлением индивидуумов к кооперации друг
с другом (если индивидуумы уже собраны в группы, это стремление
ослабевает) [8]. В любом случае, в реальных ситуациях действующие
лица также не доводят игру до конца – то есть не получают выиг-
рыши, оптимальные по Парето.

Ранее автор построил модель взаимодействия фирм, аналогич-
ную игре многоножки, в которой добавлены договоры между фир-
мами, причем при нарушении договора фирма выплачивает штраф
[4]. Взаимодействие между фирмами формализовано с помощью иг-
ры формирования сети, обобщающей игру многоножки. Определены
условия, наложенные на договоры, при которых парето-оптимальная
ситуация, в которой оба игрока довели игру до конца, является рав-
новесной по Нэшу. При этом цены и штрафы предполагались не ме-
няющимися во времени.

В данной работе построена более общая модель взаимодействия
фирм, в которой цены и штрафы меняются во времени (более по-
дробно рассмотрен случай изменения в геометрической прогрессии
с разными показателями дисконта). При этом в качестве принци-
па оптимальности рассмотрены не только равновесия по Нэшу, но и
абсолютные равновесия. Определены условия, наложенные на дого-
воры между фирмами, при которых парето-оптимальная ситуация
равновесна по Нэшу, а также условия, при которых она является
абсолютным равновесием.
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2. Экономическая модель

2.1. Модель классической игры «Многоножка»

Пусть имеются две фирмы A и B. Фирма A принимает решения
в нечетные моменты времени 1, 3, 5, . . . 2n− 1, а фирма B – в четные
моменты времени 2, 4, 6, . . . 2n.

Действия, выполняемые фирмами, заключаются в следующем.
Фирма A посылает B mA = 1 единицу продукции 1, B ее перерабаты-
вает и получает qB = 3 единицы продукции 2. Из этого количества B

посылает назад mB = 1 единицу, а остальные 2 единицы продает. A
с ее помощью производит еще qA = 3 единицы продукции 1 и mA = 1

единицу посылает B, а остальные 2 единицы продает. И так далее A

и B последовательно получают 3-кратное производство продукции.
Но A и B в каждый момент времени могут отказаться от взаимовы-
годного обмена и оставить у себя всю продукцию. Выигрыш фирмы
равен количеству проданных ею единиц продукции.

Модель легко обобщить, изменив количество производимых и про-
даваемых единиц продукции. В качестве продукции у одной из фирм
– например, фирмы A – могут выступать и деньги. Тогда A и B свя-
заны отношениями купли-продажи, производство продукции фирмы
A – это получение дохода от продукции фирмы B тем или иным спо-
собом (переработка, перевозка, и т.п.), пересылка денег от A к B –
это оплата будущих поставок, а продажа продукции на рынке – это
просто изъятие денег из оборота.

Таким образом, в каждый момент времени только одна фирма
делает ход. Следовательно, это поочередная игра (игра с полной ин-
формацией), в которой всегда существует абсолютное равновесие.
Данная ситуация описывается игрой в развернутой форме, известной
как «многоножка» [11]. Например, для 2n = 100 моментов времени
дерево игры выглядит как на рис. 1.

В каждом узле соответствующий игрок может либо закончить иг-
ру, выбрав стрелку вниз, либо двинуться вправо, предлагая сделать
следующий ход другому игроку. Например, в первом узле A может
либо остановить игру, продав единственную имеющуюся у него еди-
ницу продукции и оставив B без продукции, либо двинуться вправо.
Игра заканчивается, если кто-нибудь выберет стрелку вниз, или на
сотом ходу.
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Рисунок 1. Дерево игры «многоножка» для 100 моментов времени

В этой игре всего два исхода оптимальны по Парето – предпо-
следний и последний. Причем последний в большей степени являет-
ся «справедливым», поскольку A при этом пересылает B столько же
единиц, сколько B пересылает A (A получает на 1 единицу прибыли
больше, поскольку у него изначально была 1 единица продукции).

Но в этой игре, казалось бы, очень выгодного взаимодействия
фирм абсолютное равновесие очень далеко от оптимального по Паре-
то. Из рекуррентного алгоритма получаем, что для каждого игрока
оптимальной стратегией будет ход вниз при первой же возможно-
сти. В частности, фирма A должна закончить игру на первом шаге,
оставив у себя всю продукцию.

Максиминный выигрыш на шаге t для игрока i = A,B достигает-
ся в том случае, когда i сразу же делает ход вниз и завершает игру.
Действительно, иначе второй игрок на следующем шаге t+1 сделает
ход вниз, и игрок i получит меньший выигрыш.

Поэтому никаких равновесий в стратегиях наказания, в которой
игроки делают ходы вперед, также не существует. Ведь игрок, двига-
ясь вперед на шаге t, не достигает максиминного выигрыша, посколь-
ку второму игроку выгодно на шаге t+1 сделать ход вниз. Следова-
тельно, никаких других равновесий, кроме единственного абсолют-
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ного равновесия, в котором A сразу завершает игру, не существует.
Именно поэтому в реальной экономике агенты страхуют себя от

таких обрывов цепочек, заключая договоры, в которых прописывают
штрафы за нарушение договора. Договоры между фирмами удобно
моделировать с помощью игр формирования сетей.

2.2. Более общая модель с различными и меняющимися це-
нами

Рассмотрим теперь более общий случай. Пусть в момент времени
1 фирма A посылает фирме B mA единиц продукции 1, фирма B ее
перерабатывает и получает qB единиц продукции 2. Из этого коли-
чества фирма B в момент времени 2 посылает назад фирме A mB

единиц, а остальные qB −mB единиц продает по цене pA(1). Фирма
A с их помощью производит еще qA единиц продукции 1 и в момент
времени 3 mA единиц посылает фирме B, а остальные qA −mA еди-
ниц продает по цене pB(3). Далее A и B аналогично на каждом шаге
увеличивают количество производимой продукции. Но в каждый мо-
мент времени A или B может отказаться от взаимовыгодного обмена
и оставить у себя всю продукцию.

Таким образом, на каждом шаге фирмы продают часть продук-
ции по ценам pA(t), pB(t). Выигрыш фирмы равен суммарному дохо-
ду за проданные ею единиц продукции с учетом функций дисконта
dA(t), dB(t). Т.е, выигрыш игрока A равен

HA = (qA −mA)pA(1)dA(1) + · · ·+ (qA −mA)pA(2k + 1)dA(2k + 1) =

= (qA −mA)
k∑

i=0

pA(2i+ 1)dA(2i+ 1)

если игра продолжается до (2k+1)-го шага и A не обрывает ее, либо

HA = mApA(2k + 1)dA(2k + 1) + (qA −mA)
k∑

i=0

pA(2i+ 1)dA(2i+ 1),

если A обрывает игру на (2k + 1)-м шаге.
Выигрыш игрока B равен

HB = (qB −mB)pB(2)dB(2) + · · ·+ (qB −mB)pB(2k)dB(2k) =

= (qB −mB)
k∑

i=0

pB(2i)dB(2i),
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если игра продолжается до 2k-го шага и B не обрывает ее, либо

HB = mBpB(2k)dB(2k) + (qB −mB)
k∑

i=0

pB(2i)dB(2i),

если B обрывает игру на 2k-м шаге.
Взаимодействие фирм можно описать игрой в развернутой фор-

ме. В каждый момент времени только одна фирма выполняет дей-
ствия, а значит, взаимодействие фирм описывается конечной пооче-
редной игрой (игрой с полной информацией). В такой игре всегда
существуют равновесие.

Для qA = qB = 1, mA = mB = 3, pA(t) = pA, pB(t) = pB (цены
константные) и n = 50 (то есть для 2n = 100 шагов игры) получаем
игру, эквивалентную игре «многоножка».

Далее удобно сразу рассматривать динамику цен с учетом дискон-
та, поэтому под pi(t) будем далее обозначать произведение pi(t)di(t).
Это произведение отражает как объективную динамику цен, так и
динамику субъективных ожиданий.

Прежне всего, рассмотрим частный случай, когда субъективные
цены pi(t) растут или убывают в геометрической прогрессии:

pi(t) = Pi0e
λit,

где λi – скорость роста для игрока i.

2.3. Оптимумы по Парето и равновесия

В случае, когда pA(t) и pB(t) являются константами (то есть λA =

λB = 0), завершение игры на (t + 2)-м шаге более выгодно обоим
игрокам, чем завершение на t-м шаге, поскольку при этом оба иг-
рока получают больший выигрыш. Игрок i, сходивший на t-м шаге
и завершивший игру на (t + 2)-м шаге, получает на (qi − mi)pi(t)

единиц дохода больше, и ему все равно, в какой момент получить
дополнительные mipi(t) = mipi(t+ 2) единиц: на t-м или на (t+ 2)-м
шаге. Аналогично, игрок j, сходивший на (t+1)-м шаге, получает на
(qi−mi)pi(t+1) единиц дохода больше. В этом случае, в игре всего два
исхода оптимальны по Парето – предпоследний и последний. Причем
последний в большей степени является «справедливым», поскольку
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A при этом пересылает B столько же единиц, сколько B пересылает
A.

Но, если функции pi(t) не являются константами, оптимумы по
Парето могут быть иными. Ведь, если для игрока i выполняется нера-
венство

mipi(t)−mipi(t+ 2) ≥ (qi −mi)pi(t), (2.1)

то ему выгоднее завершить игру на t-м шаге, чем на (t+ 2)-м. Нера-
венство (2.1) эквивалентно

(2mi − qi)pi(t) ≥ mipi(t+ 2),

то есть
pi(t+ 2)

pi(t)
≤ 2− qi

mi

.

Если предположить рост (или убывание) субъективных цен в гео-
метрической прогрессии как pi(t) = pi0e

λit, неравенство (2.1) эквива-
лентно

e2λi ≤ 2− qi
mi

. (2.2)

Неравенство (2.2) можно интерпретировать так: продукция у иг-
рока i производится медленнее, чем она (объективно или субъектив-
но) обесценивается. В этом случае, выигрыши игрока i со временем
убывают, и ему выгодно завершить игру как можно раньше. Если же
неравенство (2.2) не выполняется, его выигрыши со временем растут,
и ему выгодно завершить игру как можно позже (но не в том случае,
когда ее завершит другой игрок).

Таким образом, возможны 3 случая:

1. Если для обоих игроков выполняется неравенство (2.2), то в
игре есть 2 ситуации, оптимальные по Парето: когда игра за-
вершается на 1-м и на 2-м шаге.

2. Если для одного игрока неравенство (2.2) выполняется, а для
другого нет, то все ситуации в игре оптимальны по Парето (по-
скольку выигрыш одного игрока со временем растет, а другого
– падает).

3. Если для обоих игроков неравенство (2.2) не выполняется, то
в игре есть 2 ситуации, оптимальные по Парето: когда игра
завершается на предпоследнем и на последнем шаге.
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Далее будем рассматривать наиболее интересный случай, когда
неравенство (2.2) не выполняется для обоих игроков – то есть, с точки
зрения оптимумов по Парето, обоим игрокам выгодно продолжать
игру до конца.

С равновесиями все проще. Независимо от динамики цен и функ-
ций дисконта, единственное равновесие (оно же единственное абсо-
лютное равновесие) достигается, когда игра завершается сразу.

Действительно, максиминный выигрыш на шаге t для игрока i =

A,B достигается в том случае, когда i сразу же делает ход вниз и
завершает игру. Иначе второй игрок на следующем шаге t+1 сдела-
ет ход вниз, и игрок i получит меньший выигрыш. Поэтому никаких
равновесий – ни абсолютных, ни равновесий в стратегиях наказания,
в которой игроки делают ходы вперед, также не существует. Ведь
игрок, двигаясь вперед на шаге t, не достигает максиминного выиг-
рыша, поскольку второму игроку выгодно на шаге t+ 1 сделать ход
вниз. Следовательно, никаких других равновесий, кроме единствен-
ного равновесия, в котором A сразу завершает игру, не существует.

3. «Многоножка» как динамическая сетевая игра

Договоры между экономическими агентам, действующие только
при взаимном исполнении, описываются играми формирования сетей
[9]. В такой игре стратегия игрока – вектор, включающий в себя в
качестве компонент предложения к другим игрокам. Если компонент
равен 1, предложение присутствует, если 0 – отсутствует. Договор
между игроками i и j действует, только если оба предложения uij =

uji = 1. В результате образуется сеть, ребра которой – соединения
между игроками, возникающие при наличии взаимных предложений.

Если имеется 2 игрока A и B, можно описать стратегию игро-
ка A значением uAB ∈ {0, 1}, а стратегию игрока B – значением
uBA ∈ {0, 1}. При этом наличие соединения между игроками описы-
вается переменной u = min(uAB, uBA) ∈ {0, 1}. Пусть SA, SB – мно-
жества «внутренних» стратегий игроков A и B, не связанных с их
соединением. Тогда ситуация в игре – это вектор ((sA, uAB), (sB, uBA),
где sA ∈ SA, sB ∈ SB. Ситуация порождает сеть, которая описыва-
ется вектором N = (sA, sB,min(uBA, uAB)). На множестве сетей опре-
делены функции выигрыша HA, HB.
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Сеть называется стабильной, если она возникает из равновесной
по Нэшу ситуации. В игре формирования сети с двумя игроками
сеть N = (sA, sB, u) стабильна тогда и только тогда, когда ситуа-
ция ((sA, u), (sB, u)) является равновесием по Нэшу. Кроме того, сеть
N = (sA, sB, 1) стабильна тогда и только тогда, когда ни одному иг-
року i невыгодно изменить стратегию si и/или оборвать связь, уста-
новив u = 0, а сеть N = (sA, sB, 0) стабильна тогда и только тогда,
когда ни одному игроку i невыгодно изменить стратегию si. Возмож-
ность добавления связи не рассматривается, поскольку оно возмож-
но только при одновременном изменении стратегии обоими игроками
[9].

Напомним, что максиминная стратегия игрока i – стратегия, на
которой достигается максимум его выигрыша Hi из минимумов Hi

по стратегиям другого игрока j [1]. В игре формирования сети с
конечным множеством ситуаций максимин для игрока i существует и
достигается на сети, в которой i не имеет связей с другими игроками
[3].

Динамическая игра формирования сети введена автором в [2].
Рассмотрим упрощенный частный случай этого определения для 2
игроков.

Определение 3.1. Динамическая игра формирования сети с двумя
игроками – это позиционная игра

Γ = (N = {A,B}, 2n,Md, (Si)i∈N , (s
0
i )i∈N , (S

′
i)i∈N , (fi)i∈N , (Hi)i∈N),

где

• N – множество игроков (они же вершины сети);

• 2n – количество моментов времени;

• Md ⊆ N × N – множество динамических дуг, определяющих,
какие игроки влияют друг на друга;

• Si – множество состояний вершины i-го игрока;

• s0i ∈ Si – состояние вершины i-го игрока в начальный момент
времени;
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• S ′
i – множество внутренних ходов i-го игрока в каждый мо-

мент времени;

• fi :
∏

| (j, i) ∈ MdSj × {0, 1} × S ′
i → Si – функция, определяю-

щая состояние вершины, в зависимости от состояний вершин
сети в предыдущий момент времени и наличия/отсутствия
соглашения между игроками;

• Hi : Si ×{0, 1} → R – функция выигрыша i-го игрока в каждый
момент времени.

Множество состояний игры в каждый момент времени – это
множество состояний сети X =

∏
i∈N Si × {0, 1}, то есть век-

тор, состоящий из состояний вершин и ребра, соединяющего игро-
ков. Множество ходов i-го игрока – S ′

i × {0, 1}, то есть вектор,
состоящий из внутреннего хода игрока и его предложения к друго-
му игроку по взаимодействию.

В сети, кроме динамических дуг, имеется ребро взаимодействия
между игроками A и B, которое в момент времени t находится в
состоянии u(t) = min(uAB(t), uBA(t)) ∈ {0, 1}, где uij(t) – предложе-
ние игрока i игроку j взаимодействовать. Состояние si(t) вершины
игрока i в момент времени t зависит от входящих в вершину дина-
мических дуг, состояния u(t− 1) договора между игроками A и B в
предыдущий момент времени и выбора s′i(t) ∈ S ′

i игрока i в момент
времени t:

si(t) = fi((sj(t− 1)(j,i)∈Md
, s′i(t), u(t− 1)).

Выигрыш игрока суммируется из выигрышей, полученных им на
траектории игры (x(1), . . . , x(2n)):

Hi(x, t) = Hi(si(1), u(1), t) + · · ·+Hi(si(2n), u(2n), t).

Для динамической игры выполняются те же свойства стабильной
сети и максиминной стратегии, что и для статической [2]. В частно-
сти, траектория игры стабильна тогда и только тогда, когда в каж-
дый момент времени t:

• если u(t) = 1, то ни одному игроку i невыгодно изменить свой
ход si(t) и/или оборвать связь в момент t, установив u(t) = 0;
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• если u(t) = 0, то ни одному игроку i невыгодно изменить стра-
тегию si(t).

Чтобы получить максиминную стратегия игрока i, можно взять
в каждый момент времени u(t) = 0. Чтобы получить максиминную
стратегию игрока i в подыгре, начинающейся с момента t0, можно
взять u(t) = 0 при t ≥ t0.

Игру «многоножка» можно рассматривать как динамическую иг-
ру формирования сети, в которой есть только динамические дуги:
Md = {(A,B), (B,A)}, а ребро взаимодействия отсутствует. Состоя-
ние вершины – количество продукции, имеющейся у фирмы. Множе-
ство ходов игрока в каждый момент времени состоит из 2 элементов:
поставить продукцию другой фирме или завершить взаимодействие.

4. Модель с договорами

4.1. Описание модели

Рассмотрим теперь модель с договорами, которые формализова-
ны ребром взаимодействия в сетевой игре. На каждом шаге наличие
ребра взаимодействия означает договор, за нарушение которого на
следующем шаге уплачивается штраф.

Подобное взаимодействие фирм в общем виде выглядит так. Пусть
имеется 2n шагов, на которых поочередно ходят фирмы A и B. На
шаге 1 фирма A имеет qA единиц продукции 1, которую может про-
дать по цене pA(1), причем из них посылает фирме B mA единиц
продукции 1 или продает их и завершает взаимодействие. На шаге
2 B ее перерабатывает и получает qB единиц продукции 2. Из этого
количества B посылает назад mB единиц, а остальные (qB−mB) еди-
ниц продает по цене pB(2), или продает все qB единиц и завершает
взаимодействие. На шаге 3 A с помощью полученной от B продукции
производит qA единиц продукции 1, а затем mA единиц посылает B,
а остальные (qA−mA) единиц продает по цене pA(3), или же продает
все qA единиц и завершает взаимодействие. И так далее.

Договор состоит в том, что фирмы не завершают взаимодействие
раньше шага 2n. Пусть штраф за нарушение договора равен cA(t) для
A и cB(t) для B. Штрафы также рассматриваем с учетом дисконта
(то есть уже домноженные на функции дисконта dA(t), dB(t)).
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Взаимодействие формализуется динамической сетевой игрой
Γ1(n,mA, qA, pA, A,mB, qB, pB, cB), в которой:

• Md = {(A,B), (B,A)};

• Si = {0, 1,−1} × {0, 1};

• si(0) = (0, 0);

• S ′
i = {0, 1};

• для sj(t − 1) = 0 fi((0, u(t − 1)), s1i (t)) = (s1i (t), u(t − 1)) и для
sj(t− 1) ∈ {1,−1} fi((sj(t− 1), u(t− 1)), s1i (t)) = (−1, u(t− 1));

• если игра завершена, то Hi(−1, u, t) = 0;

• если игра не завершена, причем t = 2k− 1 и i = A или t = 2k и
i = B, то Hi(si, u, t) = (qi −mis

1
i )pi(t)− us1i ci(t);

• если игра не завершена, причем t = 2k − 1 и i = B или t = 2k

и i = A, то Hi(si, u, t) = us1jcj(t).

Поясним эти формулы. Состояние вершины игрока i: si(t) = (s1i (t),

s2i (t)), где s1i (t) = 0, если игрок i в момент t переправил продукцию
другому игроку, s1i (t) = 1, если он решил завершить игру, и si(t) =

−1, если игра уже завершена. Компонента s2A(t) = s2B(t) = u(t − 1)

определяет, был ли заключен договор в предыдущий момент време-
ни.

При этом устанавливаем начальное условие s2i (1) = u(0) = 0, по-
скольку u(0) = 1 означало бы, что еще до начала игры игроки заклю-
чили между собой договор. Но нас интересует не только, выгодно ли
игрокам соблюдать договор, но и выгодно ли его заключать. Поэтому
сам процесс заключения договора тоже должен быть частью игры.

Тогда выигрыш для A равен:

• В случае доведения игры до конца:

HA = (qA −mA)
n∑

i=1

pA(2i+ 1) +mApA(2n+ 1).



Динамическая модель координации двух фирм 41

• Если B обрывает игру на 2k-м шаге:

HA = (qA −mA)
k−1∑
i=1

pA(2i+ 1) + s2B(2k)cB(2k) =

= (qA −mA)
k−1∑
i=1

pA(2i+ 1) + u(2k − 1)cB(2k).

• Если A обрывает игру на (2k + 1)-м шаге:

HA = (qA −mA) ·

·
k∑

i=1

pA(2i+ 1) +mApA(2k + 1)− s2A(2k + 1)cA(2k + 1) =

= (qA −mA)
k∑

i=1

pA(2i+ 1) +mApA(2k + 1)− u(2k)cA(2k + 1).

Аналогично, выигрыш для B равен:

• В случае доведения игры до конца:

HB =
n∑

i=1

(qB −mB)pB(2i).

• Если A обрывает игру на (2k + 1)-м шаге:

HB =
k∑

i=1

(qB −mB)pB(2i) + s2A(2k + 1)cA(2k) =

=
k∑

i=1

(qB −mB)pB(2i) + u(2k)cA(2k).

• Если B обрывает игру на 2k-м шаге:

HB =
k∑

i=1

(qB −mB)pB(2i) +mBpB(2k)− s2B(2k)cB(2k) =

=
k∑

i=1

(qB −mB)pB(2i) +mBpB(2k)− u(2k − 1)cB(2k).
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Игра, рассмотренная в предыдущем разделе, очевидно, эквива-
лентна Γ1(50, 1, 3, 1, 0, 1, 3, 1, 0).

4.2. Равновесия

Если cA(t) = cB(t) = 0, то есть штрафы нулевые, заключение
договора можно не учитывать, поскольку оно не влияет на выигрыш.
Очевидно, тогда при любых параметрах n > 1, qA > mA > 0, qB >

mB > 0, pA(t) > 0, pA(t) > 0 существует лишь одно равновесие, при
котором игрок A сразу завершает игру. Далее будем рассматривать
случай cA(t) > 0, cB(t) > 0.

Найдем в игре Γ1(n,mA, qA, pA, cA,mB, qB, pB, cB) абсолютные рав-
новесия. Исходя из теоремы о стабильной сети в динамической игре
[2], каждому абсолютному равновесию соответствует сеть, в которой
u(t) ∈ {0, 1}, при этом на t-м шаге, если u(t) = 1, то ни A, ни B невы-
годно разорвать связь и перейти к u(t) = 0. Невыгодность в данном
случае означает, что при разрыве связи игроком в момент t и, воз-
можно, сменой им варианта хода в момент t, абсолютное равновесие
(хотя бы одно) в получившейся подыгре Γt+1

1 даст ему не больший
выигрыш, чем в исходной ситуации.

На последнем, 2n-м шаге, если mBpB(2n) > cB(2n), то B выгодно
остановить игру, и тогда равновесные выигрыши игроков равны

l val
A
(u(2n− 1), 2n) = (qA −mA)

n−1∑
i=1

pA(2i+ 1) + u(2n− 1)cB(2n)

val
B
(u(2n− 1), 2n)=(qB−mB)

n∑
i=1

pB(2i)+mBpB(2n)−u(2n− 1)cB(2n).

Если mBpB(2n) ≤ cB(2n), то B выгодно остановить игру тогда и
только тогда, когда u(2n−1) = 0, и в этом случае выигрыши игроков
равны

l val
A
(0, 2n) = (qA −mA)

n−1∑
i=1

pA(2i+ 1)

val
B
(0, 2n) = (qB −mB)

n∑
i=1

pB(2i) +mBpB(2n).
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Если же u(2n−1) = 1, то B выгодно продолжить игру, так что игроки
получат выигрыши

l val
A
(1, 2n) = (qA −mA)

n∑
i=1

pA(2i+ 1) +mApA(2n+ 1)

val
B
(1, 2n) = (qB −mB)

n∑
i=1

pB(2i).

Состояние соединения u(2n) может быть любым – оно в данном слу-
чае ни на что не влияет.

На предпоследнем, (2n − 1)-м шаге, если u(2n − 1) = 0, то A

получает

(qA −mA)
n−1∑
i=1

pA(2i+ 1) +mApA(2n− 1)− u(2n− 2)cA(2n− 1),

остановив игру, и

(qA −mA)
n−1∑
i=1

pA(2i+ 1),

продолжив ее. Следовательно, как и в случае с t = 2n, получаем, что
при mApA(2n − 1) > cA(2n − 1) A выгодно остановить игру, и тогда
выигрыши игроков равны

HA = (qA −mA)
n−1∑
i=1

pA(2i+ 1) +mApA(2n− 1)− u(2n− 2)cA(2n− 1)

HB = (qB −mB)
n−1∑
i=1

pB(2i) + u(2n− 2)cA(2n− 1).

При mApA(2n − 1) ≤ cA(2n − 1) A выгодно остановить игру тогда и
только тогда, когда u(2n−2) = 0, и в этом случае выигрыши игроков
равны

HA = (qA −mA)
n−1∑
i=1

pA(2i+ 1) +mApA(2n− 1)

HB = (qB −mB)
n−1∑
i=1

pB(2i).
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Если же u(2n−2) = 1, то A выгодно продолжить игру, так что игроки
получат выигрыши

HA = (qA −mA)
n−1∑
i=1

pA(2n− 1)

HB = (qB −mB)
n∑

i=1

pB(2i) +mBpB(2n).

Если же u(2n− 1) = 1, то A получает все те же

(qA −mA)
n−1∑
i=1

pA(2i+ 1) +mApA(2n− 1)− u(2n− 2)cA(2n− 1),

остановив игру, и
(qA −mA)

n−1∑
i=1

pA(2i+ 1) + cB(2n), mBpB(2n) ≥ cB(2n),

(qA −mA)
n−1∑
i=1

pA(2i+ 1) +mApA(2n− 1), mBpB(2n) ≤ cB(2n),

продолжив ее (если mBpB(2n) = cB(2n), то возможны оба вариан-
та). Таким образом, при mBpB(2n) ≤ cB(2n) A выгодно продол-
жить игру. При mBpB(2n) ≥ cB(2n) A выгодно продолжить игру,
если mApA(2n − 1) ≤ cB(2n) + cAu(2n − 2), и остановить ее, если
mApA(2n− 1) ≥ cB(2n) + cAu(2n− 2).

Но в этом случае важен и выбор игроков относительно связи
u(2n − 1). Сравнив выигрыши A при u(2n − 1) = 0 и u(2n − 1) = 1,
видим, что A в любом случае не получит никакой выгоды от обрыва
связи. Но игроку B выгодно оборвать связь в том случае, когда A вы-
годно продолжить игру, поскольку при этом равновесный выигрыш
B в любом случае увеличится. Если же A выгодно остановить игру,
то состояние связи u(2n−1) не имеет значения, поскольку выигрыши
игроков от него не зависят.

Таким образом, равновесный вариант с продолжением игры воз-
можен только при u(2n − 1) = 0, и при этом B на следующем шаге
останавливает игру. Аналогично, при меньших k получаем, что на 2k-
м шаге равновесный вариант с продолжением игры возможен только
при u(2k) = 0, при этом A на следующем шаге останавливает игру, а
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на (2k + 1)-м шаге равновесный вариант с продолжением игры воз-
можен только при u(2k + 1) = 0, при этом B на следующем шаге
останавливает игру.

Таким образом, никаких новых абсолютных равновесий при до-
бавлении ребра взаимодействия не появилось, поскольку на каждом
шаге один из игроков разрушает взаимодействие, рассчитывая оста-
новить игру на следующем шаге.

Максимин на шаге t для игрока i = A,B достигается в том слу-
чае, когда i сразу же завершает игру. Действительно, иначе второй
игрок на шаге t разорвет договор и на следующем шаге t + 1 завер-
шит игру, и игрок i получит меньший выигрыш. Поэтому никаких
дополнительных равновесий в стратегиях наказания тоже не появ-
ляется.

Заметим, что, даже если всегда u(t) = 1 и игроки по каким-то
причинам не могут разорвать связь, в случае mBpB(2k) > cB(2k) иг-
року B все равно выгодно остановить игру на шаге 2k, а в случае
mApA(2k − 1) > cA(2k − 1) и mBpB(2k) > cB(2k) игроку A выгод-
но остановить игру на шаге 2k − 1. Таким образом, оптимальное по
Парето равновесие при этом не будет достигнуто. Если нас интере-
суют случаи, при которых достигается «справедливое» оптимальное
по Парето равновесие, следует предположить, что для любого k

mBpB(2k) ≤ cB(2k). (4.1)

Далее будем предполагать, что неравенство (4.1) выполняется для
любого k.

5. Модель с растянутыми во времени договорами

5.1. Описание модели

Итак, договор, который можно разорвать немедленно, не добавля-
ет в игру никаких новых равновесий. Попробуем растянуть процесс
разрыва договора во времени: пусть его расторжение на шаге t при-
ведет к тому, что он перестанет действовать не на шаге t+1, а только
на шаге t + k, при этом в течение данного промежутка времени его
можно восстановить. Иначе говоря, договор накладывает на фирмы
обязательство, действующее k моментов времени.
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То есть введем игру Γk(n,mA, qA, pA, A,mB, qB, pB, cB), где выпол-
нены неравенства (4.1) (в противном случае равновесием всегда будет
немедленное завершение игры) и не выполнены неравенства (2.2) (в
противном случае немедленное завершение игры всегда будет парето-
оптимальным). Формально, по-прежнему u(t) = min(uAB(t), uBA(t)) ∈
{0, 1}. Но теперь состояние вершины игрока i: si(t) = (s1i (t), s

2
i (t)) ∈

{0, 1}×{0, k}, где s1i (t) определяется как раньше, а вторая компонен-
та s2i (t) «хранит память» о заключении договора за k предыдущих
моментов времени:

s2i (t) =

{
s2i (t− 1)− 1, u(t− 1) = 0

k, u(t− 1) = 1.

При этом, опять же, устанавливаем начальные условия u(0) = 0,
s2i (0) = 0, предполагающие, что до начала игры игроки не заклю-
чали никаких договоров. Будем считать, что игрок i платит штраф
ci(t) при нарушении договора в момент t, если s2i (t) > 0. Тогда вы-
игрыши игроков определяются так же, как и в предыдущей игре,
с той разницей, что s2i (t) = u(t − 1) заменяется на min(s2i (t), 1) =

max
τ=t−k,...,t−1

u(τ). При этом для удобства записи установим начальные

условия u(−1) = u(−2) = · · · = u(−k + 1) = 0.

5.2. Абсолютные равновесия

Найдем абсолютные равновесия в этой игре, опять же, в каждый
момент t рассматривая два случая s2i (t) = 0 и s2i (t) > 0 и проверяя,
выгодно ли кому-нибудь из игроков разорвать связь при u(t) = 1.

На последнем, 2n-м шаге, поскольку mBpB(2n) ≤ cB(2n), игроку
B выгодно остановить игру тогда и только тогда, когда max

t=2n−k,...,2n−1
u(t) =

0, и в этом случае выигрыши игроков равны

val
A
(0, 2n) = (qA −mA)

n−1∑
i=1

pA(2i+ 1)

val
B
(0, 2n) = (qB −mB)

n∑
i=1

pB(2i) +mBpB(2n).

Если же max
t=2n−k,...,2n−1

u(t) = 1, то B выгодно продолжить игру, так
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что игроки получат выигрыши

s2A(2n)>0 ⇒ val
A
(s2A(2n), 2n)=(qA−mA)

n∑
i=1

pA(2i+1)+mApA(2n+1)

s2B(2n) > 0 ⇒ val
B
(s2B(2n), 2n) = (qB −mB)

n∑
i=1

pB(2i).

На предпоследнем, (2n − 1)-м шаге, если max
t=2n−k,...,2n−1

u(t) = 0, то

A получает

(qA−mA)
n−1∑
i=1

pA(2i+1)+mApA(2n−1)− cA(2n−1) max
t=2n−k−1,...,2n−2

u(t),

остановив игру, и

(qA −mA)
n−1∑
i=1

pA(2i+ 1),

продолжив ее. Следовательно, как и в случае с t = 2n, поскольку
mApA(2n− 1) ≤ cA(2n− 1), игроку A выгодно остановить игру тогда
и только тогда, когда max

t=2n−k−1,...,2n−2
u(t) = 0 (иначе говоря, с уче-

том предыдущего условия, max
t=2n−k−1,...,2n−1

u(t) = 0), и в этом случае
выигрыши игроков равны

HA = (qA −mA)
n−1∑
i=1

pA(2i+ 1) +mApA(2n− 1)− u(2n− 2)cA(2n− 1)

HB = (qB −mB)
n−1∑
i=1

pB(2i) + u(2n− 2)cA(2n− 1).

Если max
t=2n−k−1,...,2n−2

u(t) = 1 (иначе говоря, с учетом предыдущего

условия, u(2n− k − 1) = 1), то A выгодно продолжить игру, так что
игроки получат выигрыши

HA = (qA −mA)
n−1∑
i=1

pA(2n− 1)

HB = (qB −mB)
n∑

i=1

pB(2i) +mBpB(2n).
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Если же max
t=2n−k,...,2n−1

u(t) = 1, то A получает все те же

(qA−mA)
n−1∑
i=1

pA(2i+1)+mApA(2n−1)− cA(2n−1) max
t=2n−k−1,...,2n−2

u(t),

остановив игру, и

(qA −mA)
n−1∑
i=1

pA(2i+ 1) +mApA(2n− 1),

продолжив ее. Таким образом, A выгодно продолжить игру.
Но в этом случае важен и выбор игроков относительно связи

u(2n − 1). Сравнив выигрыши A при u(2n − 1) = 0 и u(2n − 1) = 1,
видим, что A в любом случае не получит никакой выгоды от обрыва
связи (ведь при этом величина max

t=2n−k,...,2n−1
u(t) разве что уменьшит-

ся, что невыгодно игроку A).
Игроку B выгодно оборвать связь в случае, когда A выгодно про-

должить игру и при этом s2B(2n − 1) ≤ 1, т.е. когда при t = 2n −
k, . . . , 2n−2 u(t) = 0. Если же существует такое t = 2n−k, . . . , 2n−2,
что u(t) = 1, то B может и не обрывать связь, поскольку его равно-
весный выигрыш от этого не изменится. Если же A выгодно остано-
вить игру, то состояние связи u(2n−1) не имеет значения, поскольку
выигрыши игроков от него не зависят.

Таким образом, по сравнению с Γ1, в Γk в подигре в развернутой
форме Γ2n−1

k на (2n − 1)-м шаге появилось еще одно дополнитель-
ное равновесие – точнее, класс равновесий. Эти равновесия Парето-
оптимальны в данной подыгре. Они возможны при k ≥ 2 и достига-
ются при max

t=2n−k,...,2n−2
u(t) = 1 и любом u(2n − 1). При этом A про-

должает игру, и равновесные выигрыши равны

sA(2n− 1) > 1 ⇒

val
A
(sA(2n− 1), 2n− 1) = (qA −mA)

n−1∑
i=1

pA(2i+ 1) +mApA(2n− 1)

sB(2n− 1) > 1 ⇒ val
B
(sB(2n− 1), 2n− 1) = (qB −mB)

n∑
i=1

pB(2i).

Аналогично, на j-м шаге, где 2n−k ≤ j ≤ 2n−2, если max
t=2n−k,...,j

u(t) =

1, то обоим игрокам нет смысла разрывать связь, и они в равно-
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весном случае продолжают игру. Отсюда получаем класс Парето-
оптимальных абсолютных равновесий в подыгре в развернутой фор-
ме Γ2n−k

k , при которых игра продолжается до конца. Если k ≥ 2n, они
являются абсолютными равновесиями в исходной игре Γk и, таким
образом, решают поставленную задачу нахождения Парето-оптималь-
ных абсолютных равновесий. Но при этом k должно быть достаточ-
но большим, если n велико, что не всегда удобно. Попробуем найти
Парето-оптимальные равновесия при меньших k.

Из условия max
t=2n−k,...,2n−2

u(t) = 1 следует, что существует такое

минимальное j ∈ {2n − k, . . . , 2n − 2}, что u(j) = 1. В этом случае
max

t=2n−k,...,j
u(t) = 0, а значит, на j-м шаге у одного из игроков появ-

ляется возможность разорвать связь, чтобы в дальнейшем в некий
момент до t = 2n завершить игру и не платить штраф.

Нас интересует случай, когда в Γj
k в любом равновесии одному

из игроков выгодно на каком-то шаге завершить игру и при этом A

получает выигрыш больше, чем

(qA −mA)
n−1∑
i=1

pA(2i+ 1) +mApA(2n− 1),

или B – больше, чем

(qB −mB)
n∑

i=1

pB(2i).

В этом и только в этом случае в игре Γj
k ни одна ситуация, в которой

игра продолжается до конца, не является абсолютным равновесием.
Чтобы игроку A было выгоднее на (2i+1)-м шаге завершить игру,

чем все время ее продолжать, должно выполняться неравенство

(qA −mA)
i−1∑
j=1

pA(2j + 1) +mApA(2i− 1) >

> (qA −mA)
n−1∑
j=1

pA(2j + 1) +mApA(2n− 1),

то есть

mA(pA(2i− 1)− pA(2n− 1)) > (qA −mA)
n−1∑
j=i

pA(2j + 1),
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более сильное, чем (2.1). Но это невозможно, поскольку мы предпо-
лагаем, что неравенство (2.1) не выполняется.

Чтобы игроку B было выгоднее на 2i-м шаге завершить игру, чем
все время ее продолжать, должно выполняться неравенство

(qB −mB)
i∑

j=1

pB(2j) +mBpB(2i) > (qB −mB)
n∑

j=1

pB(2j),

то есть

mBpB(2i) > (qB −mB)
n∑

j=i+1

pB(2j)

откуда получаем

pB(2i) >
qB −mB

mB

n∑
j=i+1

pB(2j) (5.1)

(в частности, всегда подходит случай i = n).
Если субъективные цены pB меняются не в геометрической про-

грессии, множество моментов i, для которых выполняется неравен-
ство (5.1), может быть устроено сколь угодно сложно. Предположим
частный случай динамики цен: pB(t) = pB0e

λBt. Тогда неравенство
(5.1) эквивалентно

pB0e
2iλB > qB−mB

mB

n∑
j=i+1

pB0e
2jλB ⇔

⇔ e2iλB > qB−mB

mB
e2(i+1)λB e2(n−i)λB−1

e2λB−1
⇔

⇔ i > n− 1
2λB

ln
(
1 + mB

qB−mB
(1− e−2λB)

)
.

Таким образом, при j + k = 2i, откуда j = 2i − k, где для i

соблюдается неравенство

i > n− 1

2λB

ln

(
1 +

mB

qB −mB

(1− e−2λB)

)
, (5.2)

необходимое условие абсолютного равновесия в подыгре Γj
k: игроки

после j-го шага не соблюдают договор, а A или B на (j + k)-м шаге
завершает игру. Ведь, если B выгодно завершить игру, то абсолют-
ное равновесие в подыгре достигается там, где любой игрок ее завер-
шит, как только ему перестанет угрожать штраф за это. Если же для
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j = 2i − k неравенство (5.2) для i не выполняется, то необходимое
условие абсолютного равновесия в подыгре Γj

k: игроки в какой-то мо-
мент j′ ∈ {2n − k, . . . , 2n − 2} начали соблюдать договор (u(j′) = 1)
и продолжают игру до конца (значения u(t) при t > j′ могут быть
любыми). В случае, когда j < 0, это эквивалентно тому, что u(t) = 0

при любом t < j′.
Но является ли это условие достаточным? Ведь возможен еще ва-

риант, когда игроку B выгодно нарушить равновесие до момента j′.
Это выгодно, если существует такое i, что j′ > 2i, где для i соблю-
дается неравенство (5.2). В этом случае ситуация, в которой игроки
начали соблюдать договор в момент j′, не является абсолютным рав-
новесием в Γj

k.
Если же j′ ≤ 2i для любого i, удовлетворяющего неравенству

(5.2), то до момента j′ игрокам невыгодно отклоняться от соблюде-
ния договора и после него тоже, то есть ситуация, в которой игроки
соблюдают договор до конца, действительно будет абсолютным рав-
новесием в Γj

k. Это возможно, если

2n− k ≤ j′ ≤ 2n−max(T, 2),

где

T =
1

λB

ln

(
1 +

mB

qB −mB

(1− e−2λB)

)
. (5.3)

Как ни удивительно, игроки в равновесном случае могут не за-
ключать договор, предусматривающий штраф за нарушение, с на-
чала и почти до самого конца игры – точнее, хотя бы до момента
t = 2n−max(T, 2), где T определяется по формуле (5.3).

Таким образом, возможны 2 вида абсолютных равновесий в подыг-
ре в развернутой форме Γj

k:

1. Предусматривающие, что игроки ходят до самого конца. Необ-
ходимое условие такого равновесия: u(j′) = 1, где 2n− k ≤ j′ ≤
2n−max(T, 2).

2. Предусматривающие, что в какой-то момент j′ один из игроков
завершает игру. Необходимые условия такого равновесия:

(a) либо u(j) = 1, где 2n − k − T < j < 2n − k, и после этого
все время, вплоть до момента j′ = j + k, u(t) = 0;
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(b) либо j = 0, u(0) = 0, и тогда игрок A завершает игру
сразу.

В случае 1 это равновесие является абсолютным равновесием и
в игре Γk в целом. Действительно, игрок A, как мы уже выяснили,
не может улучшить свое положение. Игрок B мог бы его улучшить,
лишь завершив игру после момента 2n − T . Но при этом он, чтобы
не платить штраф, должен сделать это либо до момента j′, либо
после j′ + k. Но до момента j′ он не может этого сделать, поскольку
j′ ≤ 2n−max(T, 2), а после момента j′ + k – потому что j′ + k ≥ 2n.

Такое равновесие существует при условии k ≥ max(T, 2).
В случае 2a) мы также получим абсолютное равновесие в игре Γk,

поскольку, если в момент времени j + k ходит игрок B, ему выгодно
завершить игру в какой-то момент времени до 2n−T , и, рассуждая по
индукции, получаем, что ему выгодно сделать это как можно раньше.
Если ходит игрок A, ему выгодно завершить игру сразу, ибо иначе в
следующий момент времени это сделает B.

Такое равновесие существует при условии T > 2.
В случае 2b) это уже готовое абсолютное равновесие в игре Γk.

Оно существует всегда.
Пример. В начале мы рассмотрели игру Γ1(50, 1, 3, 1, 0, 1, 3, 1, 0).

Цены pA(t), pB(t) в этой игре постоянны и равны 1. Введем постоян-
ные штрафы, равные cB(t) = mBpB(t) = 1, cB(t) = mBpB(t) = 1 и до-
говоры, растянутые на период k. Получим игру Γk(50, 1, 3, 1, 1, 1, 3, 1, 1).
В ней T = 2mB

qB−mB
= 1. При любом k ≥ 2 ситуация, в которой u(t) = 0

вплоть до момента j′, где 100 − k ≤ j′ ≤ 100 − max(T, 2) = 98, а
u(j′) = 1, является абсолютным равновесием. Действительно, до мо-
мента 100 − T = 99 ни A, ни B невыгодно завершать игру. Если же
один из игроков разорвет договор в момент j′, то получится подыг-
ра, в которой равновесие достигается при завершении игры сразу в
момент j′ + 1. Но, поскольку j′ + 1 < 100, это отклонение невыгодно
ни одному из игроков.

5.3. Равновесия в стратегиях наказания

Далее будем полагать k ≥ 2, поскольку при k = 1, как мы уже
выяснили, существует единственное равновесие, при котором A сразу
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завершает игру. При подсчете максимина в момент t, согласно утвер-
ждению о максимине в динамической сетевой игре, можно предпо-
лагать, что u(τ) = 0 при τ ≥ t.

Ранее автор определил условия равновесия при отсутствии дис-
конта [4]: для этого необходимо и достаточно выполнения неравенств
k ≥ 2 и

cB ≥ mBpB.

Рассмотрим теперь общий случай – с ценами и штрафами, меня-
ющимися с течением времени.

Равновесий в стратегиях наказания в игре Γk довольно много (не
меньше, чем абсолютных равновесий). Поэтому будем искать только
парето-оптимальное равновесие, при котором игрокам выгодно дове-
сти игру до конца. Для этого максимин каждого игрока при заверше-
нии игры должен быть не больше выигрыша при ее продолжении. То
есть, если ситуация равновесна, то максиминный выигрыш игрока A

при любом отклонении от нее не больше

(qA −mA)
n∑

i=1

pA(2i+ 1) +mApA(2n+ 1) (5.4)

а максиминный выигрыш игрока B – не больше

(qB −mB)
n∑

i=1

pB(2i). (5.5)

Но выигрыш игрока A, если B не нарушает договор и не платит
ему штраф, а неравенство (2.1) не выполняется, и не может быть
больше (5.4). А при подсчете максимина мы предполагаем, что B

не будет делать того, что может увеличить выигрыш A, а следова-
тельно, A не получит максиминный выигрыш больше (5.4). Таким
образом, условия равновесия для игрока A для парето-оптимальной
ситуации выполняются всегда.

Проверим теперь условия равновесия для игрока B. Посчитаем
его максиминный выигрыш mB(t) при завершении игры в момент t.
Если B завершает игру в момент 2j, наступающий после окончания
действия договора, то выигрыш B равен

(qB −mB)

j∑
i=1

pB(2i) +mBpB(2j).
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Завершив игру в момент 2j до окончания действия договора, B по-
лучает

(qB −mB)

j∑
i=1

pB(2i) +mBpB(2j)− cB(2j),

что меньше (5.5), если

mBpB(2j)− cB(2j) < (qB −mB)
n∑

i=j+1

pB(2i)

а это всегда так, если выполняется условие (4.1). Если же это условие
не выполняется, B выгодно оставить у себя продукцию в момент
времени 2n, получив выигрыш

(qB −mB)
n∑

i=1

pB(2n) +mBpB(2n)− cB(2n).

Поскольку игрок A в этот момент уже никак не может ему помешать,
игроку B при невыполнении условия (4.1) всегда невыгодно доводить
игру до конца.

Если A завершает игру в момент 2j+1 ≥ t до окончания действия
договора, то B получит

(qB −mB)

j∑
i=1

pB(2i) + cA(2j + 1).

Наконец, если A завершает игру после окончания действия договора,
то B получит

(qB −mB)

j∑
i=1

pB(2i),

то есть меньше равновесного значения (5.5).
Рассмотрим ситуацию, в которой игроки доводят игру до конца,

причем u(t) = 1 только в нечетные моменты времени, если k четное,
или в четные моменты времени, если k нечетное. В остальные мо-
менты времени u(t) = 0. Таким образом, поскольку k ≥ 2, договор
все время действует, и если B не разорвет договор, то при выполне-
нии условия (4.1), завершив игру раньше времени, получит меньше
равновесного значения (5.5). Если B разорвет договор в момент t, то



Динамическая модель координации двух фирм 55

его действие истечет в момент t + k, а это нечетное число, и в этот
момент ходит A. Тогда A завершит игру в момент t + k, и B опять
получит меньше равновесного значения (5.5). Следовательно, данная
ситуация является равновесием в стратегиях наказания.

6. Заключение

Построена модель динамического взаимодействия между фирма-
ми A и B, пересылающих друг другу продукцию в объеме mA и mB

и производящих на ее основе продукцию в объеме qA и qB с ценами
pA(t) и pB(t), зависящими от времени, при наличии функций дискон-
та. При отсутствии договоров между фирмами это взаимодействие
описывается позиционной игрой, аналогичной известной игре «мно-
гоножка».

Предполагается условие отсутствия обесценивания

mipi(t)−mipi(t+ 2) < (qi −mi)pi(t),

означающее, что, даже если цены на продукцию с учетом дисконта
падают, это происходит медленнее, чем растет количество продук-
ции в результате ее производства. Если это условие выполняется, то
ситуация, в которой фирмы производят продукцию до последнего
момента времени, не завершая игру досрочно, оптимальна по Паре-
то.

В этой игре существует единственное неоптимальное по Парето
равновесие, в котором фирмы сразу завершают взаимодействие. Но
все меняется при добавлении добровольного договора между фир-
мами, действующего k моментов времени, при нарушении которого
фирмы A и B платят штрафы в размере соответственно cA(t) и cB(t),
которые также зависят от времени с учетом функций дисконта.

В этом случае в игре существует равновесие в стратегиях наказа-
ния, в котором фирмы доводят взаимодействие до конца, при условии
отсутствия обесценивания, а также условиях

k ≥ 2

∀j cB(2j) ≥ mBpB(2j).

При экспоненциальном росте субъективных цен 2-го игрока со
скоростью λB существует абсолютное равновесие, в котором фирмы
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доводят взаимодействие до конца, при условии отсутствия обесцени-
вания, а также условиях

k ≥ 2

∀j cB(2j) ≥ mBpB(2j)

k ≥ T = 1
λB

ln
(
1 + mB

qB−mB
(1− e−2λB)

)
.

Представляет интерес обобщение модели на число игроков больше
2.
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EQUILIBRIA IN A DYNAMIC MODEL OF TWO FIRMS
COORDINATION WITH NON-FIXED PRICES

Andrey P. Parfyonov, Saint-Petersburg State University, Faculty of
applied mathematics and control processes, Institute for Problems of
Regional Economics RAS, Cand.Sc. (keldoor@gmail.com).

Abstract : Model of 2 companies’ interaction is considered. Companies
exchange two kinds of goods with each other. These goods also can be
selled on the market. Prices of goods change over time. Interation is
modelled by positional game which is similar to Rosental’s Centipede
game. Conditions for a contract beetween companies are found. For these
conditions, companies can’t violate a contract because it is unprofitable
for them. Such conditions are modelled by Nash equilibriua in a positional
game. We found that sufficient conditions for contract: it renews each 2
points of time; each company pays rather big fine if it refused to transfer
good to another company.

Keywords : dynamic games, network games, supply chains, Nash equilibrium.


