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Описана базовая модель олигополии Курно с учётом конку-
ренции-кооперации и загрязнения окружающей среды как диф-
ференциальная игра в нормальной форме и проведён её чис-
ленный анализ для независимого и кооперативного поведения
на примере, используемом и в дальнейшем. Построены игры
в форме характеристической функции фон Неймана-Морген-
штерна, Петросяна-Заккура и Громовой-Петросяна, вычислен
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вектор Шепли. Проанализированы иерархические игры с ин-
формационными регламентами прямой и обратной игр Шта-
кельберга, проведен сравнительный анализ выигрышей для всех
способов организации. Все решения получены для случая трёх
игроков.
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1. Введение

Чрезвычайно важный аспект согласования интересов активных
агентов составляет сравнительная эффективность способов их орга-
низации. Можно выделить три основных способа организации: кон-
куренцию, кооперацию и иерархию. При конкуренции активные аген-
ты принимают решения одновременно и независимо, что приводит
к играм в нормальной форме. При кооперации все агенты объеди-
няются в большую коалицию и совместно максимизируют суммар-
ную функцию выигрыша по всем управляющим переменным. Тем
самым теоретико-игровая модель сводится к обычной оптимизаци-
онной задаче (в динамической постановке – к задаче оптимального
управления). Далее возникает вопрос о распределении полученно-
го кооперативного выигрыша между отдельными агентами, на кото-
рый отвечает теория игр в форме характеристической функции (ко-
оперативных игр). Наконец, отношения субординации между агента-
ми моделируются иерархическими играми либо играми в развёрну-
той форме, описывающими последовательное принятие решений при
асимметричной информации.

По определению кооперации очевидно, что для общества в целом
(всего множества агентов или их большой коалиции) этот способ ор-
ганизации самый выгодный, поскольку обеспечивает достижение гло-
бального максимума общественного благосостояния. Проблема состо-
ит в том, что для отдельных агентов это уже совсем не обязательно
так. Обычно для относительно слабых агентов кооперация тоже бла-
гоприятна. А вот для агентов с большими возможностями зачастую
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оказывается более выгодным сохранять независимость, а ещё луч-
ше – захватить власть (лидерство) и на этой основе воспользоваться
преимуществом первого хода ведущего игрока (иерархическим пре-
восходством). Данные соображения во многом объясняют, почему в
повседневной практике политической и экономической жизни такие,
казалось бы, естественные для социальных агентов формы взаимо-
действия, как кооперация и сотрудничество, вынужденно уступают
место конфликтам и конфронтации вплоть до военных действий и
попыток взаимного истребления.

Проблема (не)эффективности равновесий хорошо известна в ли-
тературе [6]. Однако, она рассматривается в основном с точки зре-
ния общества в целом. Как уже сказано, в этом случае кооперация
очевидно доминирует, и остаётся только количественно оценить по-
тери общественного благосостояния, возникающие при менее эффек-
тивных способах организации. Так, широко известен показатель це-
ны анархии, определяющий общественный ущерб от эгоистического
поведения по сравнению с кооперативным. Есть и другие индексы,
например, цена информации и цена кооперации [7]. В ряде работ
сравниваются и индивидуальные выигрыши, например, в равнове-
сиях Нэша и Штакельберга, но этот подход менее распространён.
Поэтому в настоящей статье проводится сравнение не только обще-
ственных, но и индивидуальных выигрышей при различных способах
организации.

Другим важным аспектом согласования интересов активных аген-
тов служит соотношение между конкуренцией и кооперацией. Оба
мотива играют важную роль в человеческом поведении. Соответству-
ющие модели рассматриваются в экономике общественных благ, где
каждый агент делит свой ресурс между частной деятельностью и
производством общественного блага [20]. Аналогичный подход раз-
вивается в авторских моделях сочетания общественных и частных
интересов (СОЧИ-моделях) [13, 14]. Отметим, что здесь под коопе-
рацией понимается вклад агентов в общественное производство.

В монографии [8] было введено понятие coopetition (конкуренции-
кооперации). Его идея состоит в том, что практически в любом эко-
номическом взаимодействии присутствуют элементы и конкуренции,
и кооперации (в указанном выше смысле). Например, две фирмы на
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рынке однородного товара могут конкурировать за клиентов, но объ-
единять свои усилия в маркетинге, охране окружающей среды или
НИОКР.

Связь между понятием конкуренции-кооперации и теорией игр
установлена в [23]. Д. Карфи с соавторами опубликовали большое
число работ по теоретико-игровым моделям конкуренции-кооперации
[9, 10]. Очень интересный анализ кооперации в играх в нормальной
форме представлен в [17]. Можно назвать также работы [11, 16].

Третий важный аспект согласования интересов – это динамиче-
ская устойчивость соглашений между активными агентами (решений
динамической игры) [3]. Динамическая устойчивость означает, что
на всём протяжении действия договора никому из участников не вы-
годно отклоняться от него. Очевидно, что отсутствие этого свойства
ведёт к практической бесполезности договора.

Авторский подход к теоретико-игровому моделированию указан-
ных аспектов проблемы согласования интересов представлен в рабо-
тах [1, 2, 4, 5], [12]-[14], [18, 19, 24, 25]. В статье [4] проведён сравни-
тельный анализ устойчивой эксплуатации возобновляемых ресурсов
при различных информационных регламентах. Развитие этого подхо-
да осуществлено в [5, 25]. Статические теоретико-игровые модели эф-
фективности взаимодействия экономических агентов в олигополии
Курно с учётом линейной структуры, «зелёного» эффекта и заботы
о справедливости анализируются в [1]. Статические кооперативно-
игровые модели олигополии Курно изучены в [18]. В статье [12] срав-
нительный анализ эффективности проведён для моделей распределе-
ния ресурсов в маркетинговых сетях. Динамические модели олигопо-
лии Курно без учёта конкуренции-кооперации исследованы в [2, 19].
Статические модели конкуренции-кооперации в олигополии Курно
изучены в [24].

Настоящая статья развивает описанный подход на примере диф-
ференциально-игровой модели конкуренции-кооперации в олигопо-
лии Курно с учётом загрязнения окружающей среды. Вклад работы
заключается в следующем:
- предложена дифференциально-игровая модель олигополии Курно с
учётом конкуренции-кооперации и загрязнения окружающей среды;
- построены кооперативно-игровые версии этой модели с помощью
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характеристических функций Неймана-Моргенштерна, Петросяна-
Заккура и Громовой-Петросяна;
- исследованы иерархические версии данной модели для информаци-
онных регламентов прямой и обратной игры Штакельберга;
- численно найдены решения всех указанных игр для случая трёх
игроков и проведён анализ сравнительной эффективности соответ-
ствующих способов организации;
- введено понятие стратегий полного согласия в иерархических играх.

2. Базовая модель как дифференциальная игра в нормаль-
ной форме

Базовая модель представляет собой динамическую версию олиго-
полии Курно [21] со следующими особенностями. Во-первых, каждая
фирма-олигополист делит свой ресурс между выпуском однородного
товара (конкуренция как в стандартной олигополии Курно) и про-
изводством некоторого общественного блага (кооперация). Фактиче-
ски считаем, что фирма равномерно распределяет во времени свой
начальный ресурс

Ri =
T∑
t=1

ri(t) = Tri, i ∈ N,

а потом на каждом шаге делит его между конкуренцией и коопе-
рацией. Таким образом, в модель вводится эффект конкуренции-
кооперации. Во-вторых, учитывается загрязнение окружающей сре-
ды: количество загрязняющих веществ есть переменная состояния,
для которой выписывается линейное уравнение динамики. Предпо-
лагается, что загрязнение растёт прямо пропорционально объёму вы-
пуска и убывает обратно пропорционально величине загрязнения бла-
годаря самоочищению. Соответственно, функционал выигрыша каж-
дой фирмы включает три слагаемых: конкурентный доход от прода-
жи товара, кооперативный доход от участия в пользовании обще-
ственным благом и ущерб от загрязнения.

При независимом поведении (конкуренции) фирм модель пред-
ставляет собой дифференциальную игру в нормальной форме. Каж-
дая фирма (игрок) решает следующую задачу оптимального управ-
ления:
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Ji=

∫ T

0

e−ρt{[D−ci−x̄(t)]xi(t)+
1

n

n∑
j=1

bj[rj−xj(t)]γj−yi(t)}dt→max, (2.1)

0 ≤ xi(t) ≤ ri ≤
D

n
, λ > 0, µ > 0, x̄(t) =

n∑
i=1

xi(t),

żi = νxi(t)− µzi(t), zi(0) = zi0, t ∈ [0, T ],

ẏi = λxi(t)− µyi(t), yi(0) = yi0, t ∈ [0, T ], (2.2)

n

(
ci +

λ

µ+ ρ

)
< D, i ∈ N = 1, 2, . . . , n, 0 < c1 < c2, · · · < cn <

D

n
.

Здесь zi(t) – количество загрязняющих веществ в окружающей сре-
де в году t, накопленное в результате деятельности i-й фирмы; yi –
штраф за ущерб окружающей среде; p – коэффициент штрафа за
загрязнение; λ = p · ν – технический коэффициент; xi(t) – объём
выпуска товара i-й фирмой в году t (переменная управления); D –
параметр спроса; ci – удельные затраты i-й фирмы; ν – коэффициент
перевода объёма выпуска в загрязнение; µ – коэффициент самоочи-
щения окружающей среды; ri – ежегодный ресурс i-й фирмы; bi, γi
– коэффициенты эффективности кооперативных усилий i-й фирмы
(0 < γi < 1); ρ – коэффициент дисконтирования.

Замечание 1. В разделах 2, 3 и в начале раздела 4 для решения оп-
тимизационных задач мы применяем уравнение Гамильтона-Якоби-
Беллмана, а в остальной части раздела 4 – принцип максимума Понт-
рягина. Поскольку технология применения метода Гамильтона-Якоби-
Беллмана у нас везде одна и таже, изложим её сначала в виде ал-
горитма, чтобы потом ссылаться на него для сокращения записи,
уточняя детали конкретных моделей.

В каждой модели из указанных разделов оптимизационная задача
имеет вид

J =

∫ T

0

e−ρtf(t, x, y)dt→ max,

ẏ = λx(t)− µy(t), y(0) = y0, t ∈ [0, T ],

где x – управляющая переменная (векторная), y – переменная состо-
яния. Каждый раз мы вводим функцию Беллмана
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V (y, t) = max
xi(s),
t≤s≤T

∫ T

t

e−ρ(s−t)f(s, x, y)ds

и записываем уравнение Гамильтона-Якоби-Беллмна:

ρV − ∂V

∂t
= max

x(s),
t≤s≤T

{
∂V

∂y
(λx− µy) + f(s, x, y)

}
, (2.3)

при этом функцию Беллмана во всех ситуациях в данной статье мы
считаем линейной по y: V (y, t) = α(t)y + β(t).

Подставляя выражение для V (y, t) в (2.3) и приравнивая коэф-
фициенты при одинаковых степенях y, получаем дифференциальное
уравнение для α(t), которое в моделях данной статьи имеет вид:

α̇− (ρ+ µ)α = 1

с граничным условием α(T ) = 0.
Решая данное уравнение методом Эйлера, находим

α(t) =
1

ρ+ µ

(
e(ρ+µ)(t−T ) − 1

)
, t ∈ [0, T ].

Оптимизируя по x(s) выражение в фигурных скобках в (2.3), полу-
чаем условие

αλ+
∂f

∂x
(t, x, y) = 0,

или, с учетом вида функции α(t), уравнение

λ

ρ+ µ

(
e(ρ+µ)(t−T ) − 1

)
+
∂f

∂x
(t, x, y) = 0,

вид которого, так же как и число таких уравнений, и их взаимозави-
симость, зависят от конкретной модели.

Возвращаясь к задаче (2.1)–(2.2), выпишем уравнение Гамильтона-
Якоби-Беллмана:

ρVi −
∂Vi
∂t

= max
xi(s),
t≤s≤T

{
∂Vi
∂yi

(λxi − µyi)+

+(D − ci − x̄(s))xi(s) +
1

n

n∑
j=1

bj[rj − xj(s)]γj − yi(s)

}
.
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Оптимизируя по xi(s), видим, что

αλ+D − ci − x̄− xi −
γibi
n

(ri − xi)γi−1 = 0, (2.4)

причем

α(t) =
1

ρ+ µ

(
e(ρ+µ)(t−T ) − 1

)
, t ∈ [0, T ].

Полное аналитическое исследование предложенной модели затруд-
нено, поэтому проведём численный анализ на следующем сквозном
примере. Всюду далее без ограничения общности будем считать, что
имеется три фирмы: наиболее эффективная, средняя по эффектив-
ности и наименее эффективная.

Пример. Пусть D = 25, n = 3, c1 = 6, c2 = 7, c3 = 8, r1 = 8, r2 = 7,
r3 = 6, γ1 = 0.7, γ2 = 0.6, γ3 = 0.5, b1 = 12, b2 = 11, b3 = 10, ρ = 0.5,
λ = 0.5, µ = 0.5, yi0 = 0, T = 6.

Система уравнений (2.4), i = 1, 2, 3, t ∈ [0, 6], принимает вид:
1
2

(
e(t−6) − 1

)
+25−6−2x1−x2−x3− 15·0.7

3
(8− x1)0.7−1 =0,

1
2

(
e(t−6) − 1

)
+25−7−x1−2x2−x3− 14·0.6

3
(7− x2)0.6−1 =0,

1
2

(
e(t−6) − 1

)
+25−8−x1−x2−2x3− 13·0.5

3
(6− x3)0.5−1 =0.

Находим значения x1(t), x2(t), x3(t) на промежутке [0, 6], решая чис-
ленно систему уравнений (2.5) для разных t от 0 до 6, а затем опреде-
ляем значения y1(t), y2(t), y3(t), численно интегрируя дифференци-
альное уравнение (2.2) на том же промежутке с подходящим шагом.
После этого находим по формуле (2.1) значения трёх интегралов:
J1 = 100.12, J2 = 85.95, J3 = 72.68. Тогда суммарный выигрыш фирм
при независимом поведении равен J = 258.75.

Теперь рассмотрим кооперативное поведение игроков. Все фирмы
вместе решают задачу оптимального управления

Jc(x) =

∫ T

0

e−ρt

{
n∑
i=1

[D − ci − x̄(t)]xi(t)+

+
n∑
i=1

bi[ri − xi(t)]γi − y(t)

}
dt→ max, (2.5)

0 ≤ xi(t) ≤ ri ≤
D

n
, λ > 0, µ > 0, x̄(t) =

n∑
i=1

xi(t),
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ẏ = λx̄(t)− µy(t), y(0) = y0, t ∈ [0, T ],
∑
i∈N

yi = y,
∑
i∈N

yi0 = y0 , (2.6)

n

(
ci +

λ

µ+ ρ

)
< D, i ∈ N = 1, 2, . . . , n, 0 < c1 < c2, · · · < cn <

D

n
.

Выпишем уравнение Гамильтона-Якоби-Беллмана:

ρVc −
∂Vc
∂t

= max
xi(s),

i=1,n,
t≤s≤T

{
∂Vc
∂y

(
λ

n∑
i=1

xi − µy

)
+

+
n∑
i=1

(D − ci − x̄(t))xi(t) +
n∑
i=1

bi(ri − xi)γi − y

}
.

По аналогии с независимым поведением игроков, получаем общий
кооперативный выигрыш, а также выигрыши отдельных игроков при
кооперации при равномерном распределении общего выигрыша:

J = 314.10, Ji =
J

3
= 104.70, i = 1, 2, 3.

3. Игры в форме характеристической функции

Для детального анализа распределения полученного кооператив-
ного выигрыша между отдельными игроками естественно использо-
вать игры в форме характеристической функции. Будем рассмат-
ривать классическую функцию фон Неймана-Моргенштерна [22], а
также более новые функции Петросяна-Заккура [26] и Громовой-
Петросяна [15]. В качестве решения используем вектор Шепли, кото-
рый всегда существует и единственен.

Характеристическая функция Неймана-Моргенштерна строится
на основе антагонистической игры между коалицией K и антикоали-
цией N\K. Найдем значение функции Неймана-Моргенштерна для
коалиции двух игроков K = {i, j}. Стратегия третьего игрока в этом
случае: xk = rk.

Задача рассматриваемой коалиции выглядит следующим образом

Jij =

∫ T

0

e−ρt{[D − x̄(t)][xi(t) + xj(t)]− [cixi(t) + cjxj(t)] +

+
2

3

3∑
j=1

bl[rl − xl(t)]γl − yi(t)− yj(t)}dt→ max, (3.1)
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ẏ = λxi(t) + λxj(t)−µy(t), y = yi + yj, y(0) = 0, t ∈ [0, T ]. (3.2)

Выпишем уравнение Гамильтона-Якоби-Беллмана:

ρV NM
ij −

∂V NM
ij

∂t
= max

xi(s),
xj(s),
t≤s≤T

{α(λ(xi + xj)− µy)+

+(D − x̄)(xi + xj)− (cixi + cjxj) +
2

3

3∑
l=1

bl(rl − xl)γl − y

}
. (3.3)

Оптимизируя выражение в фигурных скобках в (3.3), получаем{
αλ+D − ci − rk − 2(xi + xj)− 2

3
biγi(ri − xi)γi−1 = 0,

αλ+D − cj − rk − 2(xi + xj)− 2
3
bjγj(rj − xj)γj−1 = 0,

(3.4)

где точно так же, как и ранее:

α(t) =
1

ρ+ µ

(
e(ρ+µ)(t−T ) − 1

)
, t ∈ [0, T ].

Обозначим zi = ri − xi и из системы уравнений (3.4) найдем

ci +
2

3
biγiz

γi−1
i = cj +

2

3
bjγjz

γj−1
j ,

zj =

(
3(ci − cj)

2bjγj
+
biγi
bjγj

zγi−1i

) 1
γj−1

. (3.5)

Преобразуем первое уравнение в (3.4):

αλ+D − ci − 2ri − 2rj − rk + 2(zi + zj)−
2

3
biγiz

γi−1
i = 0

и подставим в него (3.5). Получим:

2

(
zi +

3(ci − cj)
2bjγj

+
biγi
bjγj

zγi−1i

) 1
γj−1

− 2

3
biγiz

γi−1
i − ci =

= 2R− rk −D − λα, (3.6)

R = r1 + r2 + r3.

Решая уравнение (3.6), находим значение zi и соответственно xi на
промежутке [0, T ]. Зная zi, находим значения zj из (3.5), и затем xj,
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а xk = rk. Решая дифференциальное уравнение (3.2), находим y(t).
Подставив значения xi, xj, xk, y в (3.1), получаем выигрыш коалиции
K = {i, j}. Проводим эти вычисления для каждой из трёх пар {i, j},
i, j ∈ {1, 2, 3}.

В результате получаем:

V NM
12 = 155.02, V NM

13 = 131.46, V NM
23 = 103.48.

Найдём значение функции Неймана-Моргенштерна для коалиции
из одного игрока K = {i}. Стратегии двух других игроков в этом
случае: xj = rj, xk = rk.

Задача рассматриваемой коалиции выглядит как:

Ji =

∫ T

0

e−ρt{[D−ci−x̄(t)]xi(t)+
1

3

n∑
l=1

bl[rl−xl]γl−yi}dt→ max, (3.7)

ẏi = λxi(t)− µyi(t), yi(0) = 0, t ∈ [0, T ]. (3.8)

Выпишем уравнение Гамильтона-Якоби-Беллмана:

ρV NM
i − ∂V NM

i

∂t
= max

xi(s),
t≤s≤T

{α(λxi − µyi)+

+(D − ci − x̄)xi +
1

3
bi[ri − xi(t)]γi − yi

}
. (3.9)

Максимизируя выражение в фигурных скобках в (3.9), получаем

αλ+D − ci − 2xi − rj − rk −
1

3
biγi(ri − xi)γi−1 = 0,

или

2xi+
1

3
biγi(ri−xi)γi−1 =

λ

ρ+ µ

(
e(ρ+µ)(t−T ) − 1

)
+D−ci−rj−rk. (3.10)

Решая уравнение (3.10), находим значение xi на промежутке [0, T ].
Решая дифференциальное уравнение (3.8), находим y(t) на том же
промежутке. Подставив значения xi, yi в (3.7), получаем выигрыш
коалиции K = {i}. Проводим эти вычисления для каждой коалиции
из одного игрока i ∈ {1, 2, 3}. Получаем:

V NM
1 = 36.58, V NM

2 = 19.77, V NM
3 = 16.25.
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Итак, значения характеристической функции фон Неймана-Мор-
генштерна:

V NM
123 = 314.10,

V NM
12 = 155.02, V NM

13 = 131.46, V NM
23 = 103.48,

V NM
1 = 36.58, V NM

2 = 19.77, V NM
3 = 16.25.

Вычислим компоненты вектора Шепли для данной характеристи-
ческой функции:

Φ1(V
NM) = 124.14, Φ2(V

NM) = 101.75, Φ3(V
NM) = 88.21.

В подходе Петросяна–Заккура характеристическая функция стро-
ится в два этапа. Сначала находится равновесие Нэша, затем игроки
из коалиции K максимизируют свой суммарный выигрыш, а игро-
ки из множества N\K продолжают следовать своим равновесным по
Нэшу стратегиям.

Найдём значение функции Петросяна–Заккура для коалиции двух
игроков K = {i, j}. Стратегия третьего игрока в этом случае: xk =

xNEk .
Задача рассматриваемой коалиции выглядит как:

Jij =

∫ T

0

e−ρt
{

(D−ci−xi−xj−xNEk )xi+(D−cj−xi−xj−xNEk )xj+

+
2

3
bi(ri−xi)γi+

2

3
bj(rj−xj)γj+

2

3
bk(rk−xNEk )γk−yi−yj

}
dt, (3.11)

ẏ = λxi(t)+λxj(t)−µy(t), y = yi+yj, y(0) = 0, t ∈ [0, T ]. (3.12)

Аналогично предыдущему введём линейную функцию Беллмана и
получим значения характеристической функции:

V PZ
12 = 181.72, V PZ

13 = 159.71, V PZ
23 = 132.90.

Найдём значение функции Петросяна–Заккура для коалиции из
одного игрока K = {i}. Стратегии двух других игроков в этом слу-
чае: xj = xNEj , xk = xNEk .

Задача рассматриваемой коалиции выглядит следующим обра-
зом:

Ji =

∫ T

0

e−ρt{[D − ci − x̄]xi +
1

3

3∑
l=1

bl[rl − xl]γl − yi}dt→ max, (3.13)
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ẏi = λxi(t)− µyi(t), yi(0) = 0, t ∈ [0, T ]. (3.14)

Аналогично предыдущему введём линейную функцию Беллмана и
получим значения характеристической функции

V PZ
123 = 314.10,

V PZ
12 = 181.72, V NM

13 = 159.71, V NM
23 = 132.90,

V PZ
1 = 77.07, V PZ

2 = 58.33, V PZ
3 = 42.22.

Компоненты вектора Шепли в данной игре имеют вид

Φ1(V
PZ) = 126.24, Φ2(V

PZ) = 103.46, Φ3(V
PZ) = 84.40.

В подходе Громовой–Петросяна также используется двухэтапная
процедура. На первом этапе находится набор стратегий всех игроков,
максимизирующий выигрыш большой коалиции. На втором этапе иг-
роки, входящие в коалицию K, применяют полученные на первом
этапе оптимальные стратегии, а игроки из множества N\K образу-
ют антикоалицию и минимизируют выигрыш коалиции K.

В результате получаем значения характеристической функции
Громовой-Петросяна:

V GP
123 = 314.10,

V GP
12 = 154.86, V GP

13 = 130.80, V GP
23 = 94.72,

V GP
1 = 40.25, V GP

2 = 20.31, V GP
3 = 5.73.

Компоненты вектора Шепли для данной игры имеют вид

Φ1(V
PG) = 129.81, Φ2(V

PG) = 101.80, Φ3(V
PG) = 82.48.

4. Иерархические модели

Здесь одна из фирм становится лидером (ведущей), остальные
две – последователями (ведомыми). Сначала рассмотрим информа-
ционный регламент прямой игры Штакельберга. Модель выглядит
следующим образом: i-я фирма решает задачу (2.1)-(2.2). При этом
первая фирма (самая эффективная) является лидером, а все осталь-
ные фирмы (менее эффективные, чем первая) – ведомыми. Другими
словами, все фирмы, кроме первой, рассматривают стратегию первой
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фирмы как заданную и оптимизируют свой выигрыш как функцию
от стратегии первой фирмы. Первая фирма это знает, подставляет
оптимальные ответы фирм-последователей как функции от ее стра-
тегии в свою целевую функцию и оптимизирует свой выигрыш, выби-
рая свою стратегию. Затем вычисляются стратегии остальных фирм
при известной стратегии первой фирмы.

Задача первой фирмы (лидера) имеет вид

J1 =

∫ T

0

e−ρt{[D − c1 − x1(t)− x2(t)− x3(t)]x1+

+
1

3
b1[r1 − x1]γ1 +

1

3
b2[r2 − x2]γ2 +

1

3
b3[r3 − x3]γ3 − y1(t)}dt,

(4.1)

0 ≤ xi(t) ≤ ri ≤
D

n
, λ > 0, µ > 0, x̄(t) =

n∑
i=1

xi(t),

ẏ1 = λx1(t)− µy1(t), y1(0) = y10, t ∈ [0, T ]. (4.2)

Каждая из фирм-последователей i = 2, 3 решает задачу

Ji =

∫ T

0

e−ρt{[D − ci − x1(t)− x2(t)− x3(t)]x1+

+
1

3
b1[r1 − x1]γ1 +

1

3
b2[r2 − x2]γ2 +

1

3
b3[r3 − x3]γ3 − yi(t)}dt,

(4.3)

0 ≤ xi(t) ≤ ri ≤
D

n
, λ > 0, µ > 0, x̄(t) =

n∑
i=1

xi(t),

ẏi = λxi(t)− µyi(t), yi(0) = yi0, t ∈ [0, T ]. (4.4)

Выпишем уравнения Гамильтона-Якоби-Беллмана для фирм-
последователей:

ρVi −
∂Vi
∂t

= max
xi(s),
t≤s≤T

{α(λxi − µyi)+

+(D − ci − x̄)xi +
1

3

3∑
j=1

bj[rj − xj(t)]γj − yi(t)

}
, (4.5)

Максимизируя по xi(s) выражение, стоящее в фигурных скобках в
(4.5), получаем

αλ+D − ci − (x1 + x2 + x3)− xi −
γibi
3

(ri − xi)γi−1 = 0. (4.6)
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Выразить аналитически x2 и x3 через x1 не удаётся, но можно выра-
зить их производные по x1 как производные неявной функции. За-
писав (4.6) для i = 2, 3 в виде системы уравнений, имеем{

f2 = λα− x1 − 2x2 − x3 +D − c2 − b2γ2

3
(r2 − x2)γ2−1 = 0,

f3 = λα− x1 − x2 − 2x3 +D − c3 − b3γ3

3
(r3 − x3)γ3−1 = 0.

(4.7)

Тогда, обозначим

A =

(
∂f2

∂x2

∂f2

∂x3
∂f3

∂x2

∂f3

∂x3

)
=

=

(
−2 + γ2(γ2−1)b2(r2−x2)γ2−2

3
−1

−1 −2 + γ3(γ3−1)b3(r3−x3)γ3−2

3

)
,

определитель матрицы A равен

∆ = 3− 2

3

[
γ2(γ2 − 1)b2(r2 − x2)γ2−2 + γ3(γ3 − 1)b3(r3 − x3)γ3−2

]
+

+
γ2(γ2 − 1)γ3(γ3 − 1)b2b3(r2 − x2)γ2−2(r3 − x3)γ3−2

9
,

(4.8)
значит,

A−1 =
1

∆
=

(
−2 + γ3(γ3−1)b3(r3−x3)γ3−2

3
1

1 −2 + γ2(γ2−1)b2(r2−x2)γ2−2

3

)
,

поэтому (
dx2

dx1
dx3

dx1

)
=

1

∆

(
γ3(γ3−1)b3(r3−x3)γ3−2

3
− 1

γ2(γ2−1)b2(r2−x2)γ2−2

3
− 1

)
. (4.9)

Выпишем уравнение Гамильтона-Якоби-Беллмана для первой
фирмы (лидера):

ρV1 −
∂V1
∂t

= max
x1(s),
t≤s≤T

{α(λx1(t)− µy1(t)) + (D − c1 − x̄(t))x1(t)+

+
1

3
[b1(r1 − x1(t))γ1 + b2(r2 − x2(t))γ2 +b3(r3 − x3(t))γ3 ]− y1(t)}.(4.10)

Оптимизируя по x1(s) выражение, стоящее в фигурных скобках в
(4.10), получаем

αλ+D − c1 − 2x1 − x2 − x3 − x1
dx2
dx1
− x1

dx3
dx1
−

−γ1b1
3

(r1 − x1)γ1−1 − γ2b2
3

(r2 − x2)γ2−1 − γ3b3
3

(r3 − x3)γ3−1 = 0.(4.11)
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Объединяя условие (4.11) на x1 и условия (4.7) на x2 и x3, получаем
систему уравнений

αλ+D−c1−2x1−x2−x3−x1 dx2

dx1
−x1 dx3

dx1
− γ1b1

3
(r1−x1)γ1−1−

−γ2b2
3

(r2 − x2)γ2−1 dx2

dx1
− γ3b3

3
(r3 − x3)γ3−1 dx3

dx1
= 0,

αλ+D − c2 − x1 − 2x2 − x3 − γ2b2
3

(r2 − x2)γ2−1 = 0,

αλ+D − c3 − x1 − x2 − 2x3 − γ3b3
3

(r3 − x3)γ3−1 = 0,

(4.12)

где

α(t) =
1

ρ+ µ

(
e(ρ+µ)(t−T ) − 1

)
,

dx2
dx1

,
dx3
dx1

определяются формулой (4.9), а ∆ определяется выражением (4.8).
Решая систему уравнений (4.12) численно при t ∈ [0, T ], находим

x1(t), x2(t), x3(t), а затем и y1(t), y2(t), y3(t) из дифференциальных
уравнений (4.2) и (4.4). После этого находим интегралы J1, J2, J3 по
формулам (4.1) и (4.3):

JSt1 = 112.05, JSt2 = 60.07, JSt3 = 49.90.

В этом случае суммарный выигрыш фирм равен J = 222.02.
Если обязанности лидера берёт на себя вторая фирма (менее эф-

фективная, чем первая), то выигрыши распределяются как:

JSt1 = 78.38, JSt2 = 96.13, JSt3 = 56.14.

В этом случае суммарный выигрыш фирм равен J = 230.65, т.е.
немного больше, чем когда обязанности лидера берёт на себя самая
эффективная фирма.

Наконец, если обязанности лидера возьмёт на себя самая неэф-
фективная (третья) фирма, то выигрыши распределятся как:

JSt1 = 83.44, JSt2 = 71.48, JSt3 = 80.98.

В этом случае суммарный выигрыш фирм равен J = 235.89, т.е. ещё
больше, чем когда обязанности лидера берет на себя самая эффек-
тивная фирма, и больше, чем когда обязанности лидера берет на
себя средняя по эффективности (вторая) фирма. Но при любом ли-
дерстве суммарный выигрыш в случае иерархии меньше выигрыша



Модели конкуренции-кооперации 43

при независимом поведении фирм и значительно меньше выигрыша
при кооперации.

Теперь рассмотрим информационный регламент обратной игры
Штакельберга. Предположим сначала, что наиболее эффективная
(первая) фирма является лидером. Она сообщает другим фирмам
свою стратегию как функцию от наборов стратегий последователей.

Ясно, что в модели конкуренции-кооперации наибольший выиг-
рыш фирма-ведущий может получить, если все последователи вы-
берут стратегии не инвестировать вовсе в выпуск своей продукции,
а участвовать лишь в производстве общественного блага: x2(t) ≡ 0,
x3(t) ≡ 0. Такую ситуацию будем называть полным согласием, а со-
ответствующие ей стратегии фирм – стратегиями полного согласия.
В этом случае первая фирма решает оптимизационную задачу:

J1 =

∫ T

0

e−ρt

{
[D−c1−x1(t)]x1(t)+

1

3

3∑
j=1

bj[rj−xj]γj−y1(t)

}
dt→max,

(4.13)
ẏ1 = λx1(t)− µy1(t), y1(0) = y10, t ∈ [0, T ]. (4.14)

Выпишем уравнение Гамильтона-Якоби-Беллмана:

ρV1 −
∂V1
∂t

= max
x1(s),
t≤s≤T

{
∂V1
∂y

(λx1(t)− µy1(t)) + (D − c1 − x1(t))x1(t)+

+
1

3

n∑
j=1

bj(r1 − xj(t))γj − y1(t)

}
.

Оптимизируя по x1(s) выражение, стоящее в фигурных скобках, ви-
дим, что

αλ+D − c1 − 2x1 −
γ1b1

3
(r1 − x1)γ1−1 = 0, t ∈ [0, 6]. (4.15)

Решая численно уравнение (4.15), находим значение x1 на проме-
жутке [0, 6], а затем определяем значения y1(t), численно интегрируя
дифференциальное уравнение (4.14) на том же промежутке с под-
ходящим шагом. После этого находим по формуле (4.13) значение
интеграла: Jacc1 = 203.61.
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Выигрыши второго и третьего игроков в данном случае равны

J2 = J3 =

∫ T

0

e−ρt
{

1

3
b1(r1 − x1)γ1 +

1

3
b2r

γ2

2 +
1

3
b3r

γ3

3

}
dt. (4.16)

Зная значения x1 на промежутке [0, 6], находим значения интегралов
по формуле (4.16):

Jacc2 = 47.15, Jacc3 = 47.15.

Суммарный выигрыш фирм в этом случае равен Jacc = 297.91.
Определим стратегии наказания. Ясно, что в модели конкуренции-

кооперации худшее, что может сделать ведущая фирма для наказа-
ния ведомых за их несогласное поведение – это инвестировать все
имеющиеся у неё средства только в выпуск продукции и не участ-
вовать вовсе в производстве общественного блага. Исполнение такой
стратегии невыгодно самой ведущей фирме, но позволяет мотиви-
ровать экономически рациональных последователей вести себя так,
как нужно ведущей. Такую ситуацию будем называть наказанием,
а применяемую стратегию ведущей фирмы – стратегией наказания:
x1(t) ≡ r1.

В ситуации наказания ведомые максимизируют свои выигрыши,
т.е. каждый из них решает следующую оптимизационную задачу:

Ji=

∫ T

0

e−ρt

{
[D−ci−x̄]xi+

1

3

3∑
l=1

bl[rl−xl]γl−yi

}
dt→max, (4.17)

ẏi = λxi(t)− µyi(t), yi(0) = yi0, t ∈ [0, T ]. (4.18)

Выпишем уравнение Гамильтона-Якоби-Беллмана:

ρVi −
∂Vi
∂t

= max
xi(s),
t≤s≤T

{
∂Vi
∂t

(λxi − µyi)+

+(D − ci − x̄)xi +
1

3

3∑
j=1

bj[rj − xj(s)]γj − yi(s)

}
, (4.19)

Точно так же, как и ранее, проводим вычисления и находим по фор-
муле (4.17) значения интегралов:

Jpen2 = 53.29, Jpen3 = 43.67.
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Из дифференциального уравнения

ẏ1 = λr1 − µy1(t), y1(0) = y10

находим y1(t), а затем, зная x2(t) и x3(t), x1(t) ≡ r1 и y1(t) на проме-
жутке [0,6], из выражения

J1 =

∫ T

0

e−ρt

{
[D − c1 − x̄(t)]r1 +

1

3

3∑
j=1

bj[rj − xj(t)]γj − y1(t)

}
dt

найдём Jpen1 = 110.38. Суммарный выигрыш фирм в этом случае
равен JS = 207.35.

Наконец, определимся со стратегиями поощрения. В нашем при-
мере, когда роль ведущей играет самая эффективная (первая) фир-
ма, выигрыш наименее эффективной (третьей) фирмы в ситуации
полного согласия с ведущей больше, чем её выигрыш в ситуации на-
казания. В то же время выигрыш средней по эффективности (вто-
рой) фирмы в ситуации наказания всё же больше, чем в случае пол-
ного согласия с ведущей. Поэтому фирма-ведущий должна найти и
предложить ведомым такие стратегии, которые были бы для обеих
ведомых фирм лучше, чем ситуация наказания, и в то же время при-
носили бы ведущей фирме наибольший выигрыш на множестве таких
стратегий. Такую ситуацию и соответствующие ей стратегии будем
называть ситуацией поощрения.

Замечание 2. Подчеркнём, что ситуация, которая названа ситуаци-
ей полного согласия, ни в коей мере не является ситуацией поощ-
рения. Ситуация полного согласия – это просто некий разведочный
эксперимент, с помощью которого фирма-ведущий узнает, какие из
фирм-последователей настолько неэффективны, что в ситуации по-
ощрения им можно будет предложить не инвестировать вовсе в соб-
ственное производство, а участвовать только в общественных рабо-
тах, а каким фирмам-последователям нужно предложить выигрыши,
немного большие, чем у них были бы в ситуации наказания.

Ведущий в данном случае должен решить следующую задачу:

J1 =

∫ T

0

e−ρt

{
[D−c1−x̄(t)]x1(t)+

1

3

3∑
j=1

bj[rj−xj(t)]γj−y1(t)

}
dt→max,

(4.20)
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ẏi = λxi(t)− µyi(t), yi(0) = yi0, t ∈ [0, T ], i = 1, 2, 3, (4.21)

J2 =

∫ T

0

e−ρt

{
[D−c2−x̄(t)]x2(t)+

1

3

3∑
j=1

bj[rj−xj(t)]γj−y2(t)

}
dt≥Jpen2 ,

(4.22)

J3 =

∫ T

0

e−ρt

{
[D−c3−x̄(t)]x3(t)+

1

3

3∑
j=1

bj[rj−xj(t)]γj−y3(t)

}
dt≥Jpen3 .

(4.23)
После этого он должен предложить последователям выбирать най-
денные при решении данной задачи стратегии x2(t) и x3(t), t ∈ [0, 6]

или терпеть ситуацию наказания.
Применяя принцип максимума Понтрягина, который в случае ли-

нейной по фазовым переменным задачи (4.20)–(4.23) доставляет не
только необходимые, но и достаточные условия оптимальности про-
цесса (y(t), x(t)), выпишем эти совпадающие условия:

а) сопряжённое уравнение (Эйлера–Лагранжа)ṗ1(t)ṗ2(t)

ṗ3(t)

 = µI3

p1(t)p2(t)

p3(t)

+ e−pt

 λ̂1
−λ̂2
−λ̂3

 , (4.24)

где pi(t) – сопряжённые (двойственные) переменные, λ̂i – множители
Лагранжа, i = 1, 2, 3, I3 – единичная матрица порядка 3× 3;

б) условия трансверсальности

pi(T ) = 0, i = 1, 2, 3;

в) условие максимума

G(t, x) = λp1x1 + λp2x2 + λp3x3 + (4.25)

+
3∑

k=1

λ̂ke
−ρt

[
(D − ck − x̄)xk +

1

3

3∑
j=1

bj(rj − xj)γj
]
→ max

xi(t), i=1,2,3
0≤t≤T

;

г) условие согласования знаков (i = 2, 3)

e−ρt

{
[D−ci−x̄(t)]xi(t)+

1

3

3∑
j=1

bj[rj−xj(t)]γj−yi(t)

}
≤0⇔ λ̂i≥0,

e−ρt

{
[D−ci−x̄(t)]xi(t)+

1

3

3∑
j=1

bj[rj−xj(t)]γj−yi(t)

}
≥0⇔ λ̂i≤0,



Модели конкуренции-кооперации 47

д) условия дополняющей нежёсткости (i = 2, 3)

λ̂i

∫ T

0

e−ρt

{
[D−ci−x̄(t)]xi(t)+

1

3

3∑
j=1

bj[rj−xj(t)]γj−yi(t)

}
dt=0. (4.26)

Из условий дополняющей нежёсткости (4.26) следует, что если оба
неравенства (4.22), (4.23) выполняются как строгие неравенства, то
λ̂2 = λ̂3 = 0, значит, и p2(t) = p3(t) ≡ 0 из (4.24), и тогда из принципа
максимума (4.25) следует, что в равновесии

x2(t) = x3(t) = 0, t ∈ [0, T ].

Но этот случай соответствует уже рассмотренной ранее ситуации
полного согласия, в которой выигрыш первой фирмы был меньше,
чем в ситуации наказания. Мы пришли к противоречию. Значит, хо-
тя бы одно из ограничений (4.22)–(4.23) в равновесии выполняется
как равенство. Естественно предположить, что ограничение (4.22)
выполняется как равенство, а ограничение (4.23) для самой слабой
фирмы выполняется как строгое неравенство, поскольку даже в си-
туации, когда обе фирмы-последовательницы выбирали стратегию
полного согласия с фирмой-лидером, выигрыш самой слабой фирмы
был больше, чем ее же выигрыш в ситуации общего наказания.

В этом случае имеем λ̂3 = 0, следовательно, x3(t) ≡ 0, t ∈ [0, T ], и
оптимизационная задача принимает вид:

J1 =

∫ T

0

e−ρt

{
[D−c1−x̄(t)]x1(t)+

1

3

3∑
j=1

bj[rj−xj(t)]γj−y1(t)

}
dt→max,

(4.27)
ẏi = λxi(t)− µyi(t), yi(0) = yi0, t ∈ [0, T ], i = 1, 2, 3, (4.28)

J2 =

∫ T

0

e−ρt

{
[D−c2−x̄(t)]x2(t)+

1

3

3∑
j=1

bj[rj−xj(t)]γj−y2(t)

}
dt=Jpen2 .

(4.29)
Из системы дифференциальных уравнений (4.24) получаем:

ṗ1 − µp1 = e−ρt, p1(T ) = 0 (4.30)

(положили λ̂1 = 1, воспользовавшись линейностью и тем, что λ̂1 6= 0).
Решая (4.30), находим:

p1(t) = − 1

ρ+ µ
e−ρt +

1

ρ+ µ
e−(ρ+µ)T eµt =

1

ρ+ µ
e−ρt

(
e(ρ+µ)(t−T ) − 1

)
.
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Из системы (4.24) также получаем:

ṗ2 − µp2 = −λ̂2e−ρt, p2(T ) = 0. (4.31)

Решая (4.31), получаем:

p2(t) =
λ̂2

ρ+ µ
e−ρt − λ̂2

ρ+ µ
e−(ρ+µ)T eµt =

λ̂2
ρ+ µ

e−ρt
(
1− e(ρ+µ)(t−T )

)
.

Рассматривая задачу (4.25) при λ̂1 = 1, λ̂3 = 0, p3(t) ≡ 0 и, следова-
тельно, x3(t) ≡ 0, имеем для t ∈ [0, T ]:

G(t, x) = e−ρt
λ

ρ+ µ

(
e(ρ+µ)(t−T ) − 1

)
(x1 − λ̂2x2)+

+ e−ρt

[
(D − c1 − x̄)x1 +

1

3

3∑
j=1

bj(rj − xj)γj
]

+

+ λ̂2e
−ρt

[
(D − c2 − x̄)x2 +

1

3

3∑
j=1

bj(rj − xj)γj
]
→ max

xi(t), i=1,2
0≤t≤T

(4.32)

при условии (4.29). Решая данную задачу численно, получаем следу-
ющую серию подзадач.

На первом (нулевом) шаге (t = 0) решаем (4.32) при условии:

(D−c2−x01−x02)x02+
1

3

[
b1(r1 − x01)γ1 + b2(r2 − x02)γ2 + b3r

γ3

3

]
−y02 = (Jpen2 )0,

где y02 = y20 = 0, а (Jpen2 )0 – найденное при вычислении Jpen2 мгно-
венное значение выигрыша второго игрока в момент времени t = 0,
когда первый игрок является ведущим и осуществляет стратегию на-
казания.

На i-м шаге
(
i = 1, . . . , T

h
− 1
)
задача имеет вид (4.32) при огра-

ничении

(D−c2−xi1−xi2)xi2+
1

3

[
b1(r1 − xi1)γ1 + b2(r2 − xi2)γ2 + b3r

γ3

3

]
−yi2 = (Jpen2 )i,

(4.33)
где

t = ih, yi2 = yi−12 +
(
λxi−12 − µyi−12

)
h, (4.34)

(Jpen2 )i – найденное при вычислении Jpen2 мгновенное значение выиг-
рыша второго игрока в момент времени t = ih, когда первый игрок
является ведущим и осуществляет стратегию наказания.
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Получаем систему трех уравнений для i-го шага,
(
i=1, . . . , T

h
− 1
)

(индексы i в первых двух уравнениях опущены):

∂G

∂x1
=e−ρt

λ

ρ+µ

(
e(ρ+µ)(t−T )−1

)
+λ̂2e

−ρt
[
x2+

b1γ1
3

(r1−x1)γ1−1
]

+

+e−ρt
[
D − c1 − 2x1 − x2 −

b1γ1
3

(r1 − x1)γ1−1
]

= 0,(4.35)

∂G

∂x2
=−̂λ2e−ρt

λ

ρ+µ

(
e(ρ+µ)(t−T )−1

)
−e−ρt

[
x1+

b2γ2
3

(r2−x2)γ2−1
]
−

−λ̂2e−ρt
[
D − c2 − x1 − 2x2 −

b2γ2
3

(r2 − x2)γ2−1
]

=0,(4.36)

(D−c2−xi1−xi2)xi2+
1

3
[b1(r1−x1)γ1 +b2(r2−x2)γ2 +b3r

γ3

3 ]−yi2−(Jpen2 )i=0.

(4.37)
Сокращаем на множитель e−ρt первые два уравнения и решаем

систему (4.35)–(4.37) для каждого i численно, и численно же инте-
грируем выигрыши с дисконтированием, получая общий выигрыш
каждой из двух первых фирм. Выигрыш третьей фирмы, которая не
инвестирует и не загрязняет окружающую среду, а лишь участвует
в производстве общественного блага, также находим численно, зная
размеры инвестиций первых двух фирм.

Получаются следующие значения:

JAGR1 = 198.59− ε, JAGR2 = 53.29 + ε, JAGR3 = 47.86.

Как и предполагалось, выигрыш третьей фирмы в рассматрива-
емой ситуации больше, чем в ситуации наказания, и даже немного
больше, чем в ситуации полного согласия. Данную ситуацию будем
называть ситуацией поощрения. Таким образом, равновесие в данной
игре состоит в том, что ведущая фирма предлагает ведомым ситуа-
цию поощрения, а если хотя бы одна из ведомых фирм не согласится,
то ведущая фирма играет стратегию наказания.

Суммарный выигрыш фирм в данной ситуации поощрения равен

JAGR = 299.74.
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Пусть теперь роль ведущего играет вторая фирма (средняя по
эффективности), тогда выигрыши в ситуациях полного согласия и
наказания будут равны соответственно:

Jacc1 = 56.16, Jacc2 = 192.88, Jacc3 = 55.16,

Jpen1 = 72.13, Jpen2 = 94.26, Jpen3 = 50.79.

Видно, что если выигрыш самого слабого игрока (третьей фирмы)
в ситуации полного согласия выше, чем в ситуации наказания, то
выигрыш самого сильного игрока (первой фирмы) в ситуации на-
казания выше, чем в ситуации согласия. Поэтому фирма-ведущий
должна найти и предложить ведомым фирмам такие стратегии, ко-
торые были бы для обеих ведомых лучше, чем ситуация наказания,
и в то же время приносили бы ведущей фирме наибольший выигрыш
на множестве таких стратегий.

Ведущий в данном случае должен решить следующую задачу:

J2 =

∫ T

0

e−ρt

{
[D−c2−x̄(t)]x2(t)+

1

3

3∑
j=1

bj[rj−xj(t)]γj−y2(t)

}
dt→max,

ẏi = λxi(t)− µyi(t), yi(0) = yi0, t ∈ [0, T ], i = 1, 2, 3,

J1 =

∫ T

0

e−ρt

{
[D−c1−x̄(t)]x1(t)+

1

3

3∑
j=1

bj[rj−xj(t)]γj−y1(t)

}
dt≥Jpen1 ,

J3 =

∫ T

0

e−ρt

{
[D−c3−x̄(t)]x3(t)+

1

3

3∑
j=1

bj[rj−xj(t)]γj−y3(t)

}
dt≥Jpen3 .

После этого он должен предложить последователям выбирать най-
денные при решении данной задачи стратегии x1(t) и x3(t), t ∈ [0, 6]

или терпеть ситуацию наказания.
Далее аналогично получаем следующие результаты:

JAGR1 = 72.13 + ε, JAGR2 = 179.72− ε, JAGR3 = 53.73.

Как и предполагалось, выигрыш третьей фирмы в рассматривае-
мой ситуации поощрения больше, чем в ситуации наказания, хотя и
меньше, чем в ситуации полного согласия.
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Суммарный выигрыш фирм в ситуации поощрения равен

JAGR = 305.59.

Наконец, пусть роль ведущего играет третья фирма (наименее
эффективная), тогда выигрыши в ситуациях полного согласия и на-
казания будут равны соответственно:

Jacc1 = 59.86, Jacc2 = 59.86, Jacc3 = 180.26,

Jpen1 = 77.69, Jpen2 = 66.12, Jpen3 = 78.84.

В отличие от предыдущих случаев, выигрыши обеих фирм-последова-
тельниц в ситуации наказания выше, чем в ситуации полного согла-
сия.

Поскольку выигрыши обеих фирм-последовательниц в ситуации
наказания выше, чем в ситуации полного согласия, можем предполо-
жить, что попытка решить задачу аналогично предыдущим случаям
в данном случае не приведет к решению. Действительно, предлагая
наиболее сильной (первой) фирме реализовать стратегию, при кото-
рой ее выигрыш был бы немного больше ее выигрыша в ситуации
наказания, а более слабой (второй) фирме не инвестировать вовсе,
получаем следующие результаты:

JAGR1 = 77.69 + ε, JAGR2 = 58.50, JAGR3 = 168.20− ε.

При этом выигрыш второй фирмы оказывается не только меньше ее
выигрыша в ситуации наказания, но даже меньше ее выигрыша в
ситуации полного согласия. Очевидно, вторая фирма не согласится
на такой сценарий согласия и предпочтет ситуацию наказания.

Применяя принцип максимума Понтрягина, аналогично преды-
дущему общий выигрыш каждой из трех фирм:

JAGR1 = 77.69 + ε, JAGR2 = 66.12 + ε, JAGR3 = 163.12− 2ε.

Данную ситуацию мы назвали ситуацией поощрения. Таким об-
разом, равновесие в данной игре состоит в том, что ведущая (третья)
фирма предлагает ведомым ситуацию поощрения, а если хотя бы од-
на из ведомых фирм не согласится, то ведущая фирма применяет
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Таблица 1: Выигрыши при различных способах организации
i NE

ST IST C

L F1 F2 L F1 F2 J
C
/3 ΦNM

i ΦPZ
i ΦGP

i
1 100.12 112.05 60.07 49.90 198.59-ε 53.29+ε 47.86 104.70 124.14 126.24 129.81

2 85.95
96.13
(2)

78.38
(1)

56.14
(3)

179.72-ε
(2)

72.13+ε
(1)

53.73
(3)

104.70 101.75 103.46 101.80

3 72.68
80.98
(3)

83.44
(1)

71.48
(2)

163.12-2ε
(3)

77.69+ε
(1)

66.12+ε
(2)

104.70 88.21 84.40 82.48

N1 258.75 222.02 299.74 314.10
N2 258.75 230.65 305.59 314.10
N3 258.75 235.89 306.92 314.10

стратегию наказания. Суммарный выигрыш фирм в данной ситуа-
ции поощрения равен

JAGR = 306.92.

Результаты сравнительного анализа представлены в табл.1. В скоб-
ках указаны номера фирм, соответственно лидер, первый и второй
ведомые. N1 −N3 – суммарные выигрыши этих фирм.

5. Заключение

Подведем итоги сравнительного анализа. Как следует из числен-
ного примера, выигрыш при кооперации значительно превосходит
суммарный выигрыш при независимом поведении и при иерархии,
и немного больше, чем в иерархической игре с обратной связью по
управлению. Суммарный выигрыш фирм при свободной конкурен-
ции превосходит суммарный выигрыш при прямой иерархической иг-
ре, но уступает суммарному выигрышу в иерархической игре с обрат-
ной связью по управлению. При этом, чем менее эффективна фирма,
которая выступает в качестве ведущей, тем больше суммарный вы-
игрыш фирм при иерархии (как прямой, так и обратной).

Доля наиболее эффективной фирмы в случае кооперации при рав-
номерном распределении выигрыша немного больше, чем ее выиг-
рыш при независимом поведении, и немного меньше, чем ее выиг-
рыш в иерархической игре, когда она является ведущей. При этом
ее выигрыш при независимом поведении, как и доля при коопера-
ции, почти вдвое меньше ее выигрыша в иерархической игре с об-
ратной связью по управлению, когда она является ведущей. Что ка-
сается кооперативных игр в форме характеристической функции фон
Неймана-Моргенштерна, Петросяна-Заккура и Громовой-Петросяна,
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то компонента вектораШепли для самой эффективной фирмы всегда
больше, чем ее выигрыш при свободной конкуренции, в иерархиче-
ской игре, когда она является ведущей, и при кооперации в случае
равномерного распределения дохода между игроками. При этом ком-
понента вектора Шепли для самой эффективной фирмы значитель-
но меньше ее выигрыша в иерархической игре с обратной связью по
управлению, когда она является ведущей.

Что касается менее эффективной фирмы, то ее выигрыш при ко-
операции больше ее выигрыша при независимом поведении и при
иерархии (как прямой, так и обратной), где она является ведомой,
а также больше ее выигрыша при прямой иерархии, когда она яв-
ляется ведущей, но значительно меньше ее выигрыша при обратной
иерархии, когда она является ведущей. Компонента вектора Шеп-
ли для такой фирмы в кооперативной игре в форме характеристи-
ческой функции фон Неймана-Моргенштерна, Петросяна-Заккура и
Громовой-Петросяна немного меньше ее выигрыша при кооперации
и больше ее выигрыша при свободной конкуренции, при этом ком-
понента вектора Шепли значительно превосходит выигрыш данной
фирмы при иерархии (прямой и обратной), когда она является ведо-
мой, и незначительно превосходит ее выигрыш в прямой иерархиче-
ской игре, когда она является ведущей, однако почти на 80 процентов
уступает ее выигрышу при обратной иерархии в роли ведущей. Выиг-
рыш такой фирмы при независимом поведении больше ее выигрыша
в иерархической игре (прямой и обратной), где она является ведо-
мой, и меньше ее выигрыша в прямой иерархической игре, если она
является ведущей, а также более чем в два раза меньше ее выигры-
ша в иерархической игре с обратной связью по управлению в роли
ведущей.

Выигрыш наименее эффективной фирмы при кооперации значи-
тельно превосходит ее выигрыш при независимом поведении, кото-
рый в свою очередь больше ее выигрыша при иерархии (прямой и
обратной), в которой она является ведомой, немного меньше ее вы-
игрыша в прямой иерархической игре в качестве ведущей, и более
чем в два раза меньше ее выигрыша в обратной иерархической игре,
когда она является ведущей. Выигрыш наименее эффективной фир-
мы при кооперации также примерно вдвое превосходит ее выигрыш в
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прямой и обратной иерархической игре, где данная фирма является
ведомой, примерно на 25 процентов больше ее выигрыша в прямой
иерархической игре, где она является ведущей, и примерно на 60 про-
центов меньше ее выигрыша в иерархической игре с обратной связью
по управлению, где она является ведущей. Компонента вектора Ше-
пли для такой фирмы в кооперативной игре в форме характеристи-
ческой функции фон Неймана-Моргенштерна, Петросяна-Заккура и
Громовой-Петросяна меньше, чем выигрыш данной фирмы при ко-
операции в случае равномерного распределения выигрышей. При этом
компоненты вектора Шепли для данной фирмы (немного) больше ее
выигрыша в прямой иерархической игре в качестве ведущей, пример-
но вдвое больше ее выигрышей в прямой и обратной иерархической
игре в качестве ведомой и примерно вдвое меньше ее выигрыша в
обратной иерархической игре в качестве ведущей.

Принципиальная задача на будущее: сформулировать некие гипо-
тезы об общих закономерностях сравнительной эффективности спо-
собов организации и доказать их для максимально широкого класса
модельных функций.
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Abstract : The basic model of the Cournot oligopoly taking into account
competition-cooperation and environmental pollution as a differential
game in a normal form is described. The numerical analysis for
independent and cooperative behavior is carried out for an example used
in the future. Games in the form of the characteristic function of von
Neumann-Morgenstern, Petrosyan-Zaccour and Gromova-Petrosyan are
constructed, and the Shapley values are calculated. Hierarchical games
with information regulations for direct and reverse Stackelberg games are
analyzed, payoffs’ comparative analysis for all methods of organization is
provided. All the results are presented for the dynamic game with three
players.
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