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В работе исследуется класс линейных по переменной со-
стояния динамических сетевых игр. В качестве решения вы-
брано и охарактеризовано частично кооперативное равновесие,
представляющее промежуточный тип поведения между неко-
оперативным и кооперативным и допускающее формирование
одной коалиции игроков. На его основе определена характе-
ристическая функция и динамически устойчивые схемы рас-
пределения максимального суммарного выигрыша. Результа-
ты адаптированы к модели загрязнения речной сети в услови-
ях конкуренции игроков-фирм и обобщены на случай древо-
видных графов. Установлено, что при отсутствии перераспре-
деления выигрышей структура графа позволяет определить
игроков с различной склонностью к кооперации, однако приме-
нение устойчивых схем распределения на основе вектора Ше-
пли и CIS-значения мотивирует всех игроков к полной коопе-
рации.
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1. Введение

Традиционные подходы к регулированию загрязнения водоемов,
опирающиеся на мониторинг воды и штрафные санкции, нередко
не учитывают пространственное расположение источников выбросов
и их взаимное влияние. В речных системах это может приводить к то-
му, что даже одинаковые объемы загрязнений от различных произ-
водителей формируют неравномерное распределение загрязнения: от
вышестоящих производств оно переносится вниз по течению, увели-
чивая экологические издержки нижележащих участников. Формали-
зация этих процессов в теоретико-игровых моделях позволяет учиты-
вать пространственную асимметрию при оценке регуляторных мер,
а также анализировать условия экономической целесообразности ко-
операции.

К первым работам, посвященным динамическим моделям транс-
граничных загрязнений, можно отнести работы [14, 16], учитываю-
щее асимметрию эффектов от производимого игроками загрязнения
друг на друга. Отдельные аспекты получили дальнейшее развитие
в работах [1, 9, 13, 22], моделирующих взаимодействие двух и более
участников. Традиционно в подобной литературе изучаются конку-
рентное и кооперативное взаимодействие, где классическими решени-
ями выступают равновесие по Нэшу или же решения кооперативных
игр с трансферабельной полезностью. В упомянутых выше работах,
а также в работах [12, 15, 24] перед исследователями ставятся задачи
определения индивидуальных объемов загрязнения, производимого
вовлеченными сторонами, анализа финансовых результатов в зави-
симости от типа принимаемого решения, а также оценки размеров
инвестиций, необходимых для модернизации отдельных производств
с целью снижения затрат на природоохранные мероприятия и повы-
шения их эффективности.

В работе [22] для динамической сетевой модели трансграничного
загрязнения речной сети, задаваемой простым путем, установлено,
что кооперация игроков приводит к двум положительным эффек-
там: а) суммарный выигрыш игроков максимален и б) совокупный
объем загрязнения меньше, чем в равновесии по Нэшу. В то же вре-
мя показано, что, хотя суммарный выигрыш максимален, выигрыш
некоторых игроков остается ниже, чем в равновесии по Нэшу. Это
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означает, что без дополнительных стимулов участие таких игроков
в кооперации экономически нецелесообразно. В литературе предло-
жены различные подходы к стимулированию кооперативного пове-
дения [3, 11, 18, 25]. В настоящей работе используются механизмы,
удовлетворяющие условию динамической устойчивости.

Дальнейшая структура работы следующая. В разделе 2 мы при-
ведем необходимые предварительные сведения. В разделе 3 охарак-
теризуем частично кооперативное равновесие для линейных по пере-
менной состояния динамических сетевых игр общего вида, как неко-
торый промежуточный тип поведения игроков между некооператив-
ным и кооперативным. Там же на основе частично кооперативного
равновесия построим характеристическую функцию, которая дает
возможность реализовывать динамически устойчивые кооператив-
ные решения, тем самым мотивируя игроков к кооперации. В раз-
деле 4 адаптируем результаты к модели загрязнения речной сети пу-
тем распространения анализа с линейных структур на древовидные
графы.

2. Предварительные сведения

Основой рассматриваемой модели является динамическая игра
с сетевыми эффектами и дискретным временем, предложенная в [22].
Пусть T = {0, 1, . . . , T} – конечный набор шагов в игре, а N =

{1, . . . , n} – конечное множество игроков. Предполагается, что вза-
имодействие между игроками осуществляется посредством ориенти-
рованного графа (N, g), множество вершин которого совпадает с мно-
жеством игроков (тем самым отождествляя вершину графа с игро-
ком), а множество ребер представляет собой некоторое заданное под-
множество g ⊆ {(i, j) : i, j ∈ N, i 6= j}. В дальнейшем под записью g

будем понимать граф (N, g). Обозначим через N in
i = {j ∈ N : j

g→ i}
множество всех предшественников игрока i в графе g (вершины, от
которых существует путь к i в g), а через N out

i = {j ∈ N : i
g→ j} –

множество всех преемников i в g (вершины, к которым существует
путь от i в g), а также sN in

i = N in
i ∪ {i} и sN out

i = N out
i ∪ {i}.

Пусть ui(t) – действие игрока i на шаге t ∈ T \T , принадлежащее
некоторому компакту Ui ⊂ R, u(t) = (u1(t), ..., un(t)) – набор действий
игроков на этом шаге, ui = (ui(0), . . . , ui(T−1)) – последовательность
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действий игрока i, а u = (u1, . . . , un). Пространство состояний обо-
значим через X ⊂ Rn, где x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) ∈ X – значение
вектора состояний на шаге t ∈ T .

Предполагается, что динамика состояния описывается линейным
уравнением вида

xi(t+ 1) = bi0xi(t) + biiui(t) +
∑
j∈N in

i

bijuj(t), t ∈ T \ T, i ∈ N,

при заданных начальных состояниях xi(0) = xi0, где bij ∈ R. Пусть
x0 = (x10, . . . , xn0).

Выигрыш игрока i ∈ N имеет вид:

Ji(u) =
T−1∑
t=0

ρthit(xi(t), u(t)) + ρThiT (xi(T )),

где hit — выигрыш игрока i на шаге t, определяемый следующим
образом:

hit(xi(t), u(t)) = ai0ui(t) + ai1u
2
i (t) + ai2ui(t)

∑
j 6=i

uj(t)+

+ ai3xi(t), t ∈ T \ T ,
hiT (xi(T )) = ai4xi(T ),

при aij ∈ R. Параметры модели удовлетворяют ограничениям ai1 < 0,
ai3 6= 0, bii 6= 0 для всех i ∈ N . Первое условие гарантирует, что hit
строго вогнута по ui(t). Второе условие показывает явное влияние
переменной состояния на текущий выигрыш, а последнее условие –
явное влияние игрока на свою переменную состояния.

В играх, линейных по переменной состояния, равновесие по Нэ-
шу в классе программных стратегий является «вырожденным» рав-
новесием по Нэшу в классе позиционных стратегий, независящим
от переменной состояния. Это было показано в работах [6, 10] для
дифференциальных игр конечной продолжительности и может быть
перенесено на случай игр с дискретным временем. Так, с учетом за-
данного начального состояния x0 под стратегией игрока i будем по-
нимать последовательность его действий ui, а в качестве функции
выигрыша этого игрока – Ji(u) при заданном наборе u, предполагая,
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что все текущие значения состояний xi(t) выражены через начальное
состояние x0 и набор u.

Набор стратегий uNE = (uNE1 , . . . , uNEn ) называется равновесием
по Нэшу, если его компоненты uNEi для всех i ∈ N определяют-
ся следующим образом: uNEi = arg max

ui
Ji(ui, u

NE
−i ), где под записью

(ui, u
NE
−i ) понимается (uNE1 , . . . , uNEi−1 , ui, u

NE
i+1 , . . . , u

NE
n ). Набор страте-

гий uC = (uC1 , . . . , u
C
n ) называется кооперативным набором, если он

максимизирует сумму выигрышей игроков: uC = arg max
u

∑
i∈N

Ji(u).

В рассматриваемой модели вид стратегий, формирующих uNE и uC ,
можно найти в [22].

3. Кооперативное поведение

Оптимальность кооперативного набора uC не означает «справед-
ливость» вознаграждения каждого игрока при достижения ими мак-
симального суммарного выигрыша. Так, выигрыш отдельно взятого
игрока при реализации такого набора может оказаться меньше его
выигрыша в равновесии по Нэшу (т.е. Ji(uC) < Ji(u

NE) для некото-
рого i ∈ N), делая кооперацию этого игрока с остальными нецелесо-
образной. Максимизация суммарного выигрыша игроков при допол-
нительных ограничениях вида Ji(u) > Ji(u

NE) для всех i ∈ N , т.е.
с учетом индивидуальной рациональности, разве что уменьшит оп-
тимальный исход. По этой причине будем рассматривать механизмы,
стимулирующие кооперацию на основе кооперативных игр с транс-
ферабельной полезностью (ТП-игр). В таких играх ключевым эле-
ментом является характеристическая функция (ХФ) v : 2N → R,
которая каждому непустому подмножеству (коалиции) S ⊆ N ста-
вит в соответствие ее силу, при этом полагая v(∅) = 0. Множество N
традиционно называют максимальной коалицией. В литературе есть
ряд подходов к заданию ХФ. Стратегический подход к определению
так называемых α- и β-ХФ для игр в нормальной форме был предло-
жен в [4, 17], как максиминные и минимаксные значения специально
построенных игр с нулевой суммой двух лиц — коалиции и ее допол-
нения. В экономических приложениях такие подходы мало примени-
мы, поскольку, действуя против коалиции, не входящие в нее игроки
могут заметно ухудшить свое положение. По этой причине зачастую
предпочтительными оказываются подходы, базирующиеся на равно-
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весии по Нэшу. Например, в работах [5, 11, 19, 20, 21] предлагается
определять выигрыш коалиции в равновесии по Нэшу в соответству-
ющим образом построенной некооперативной игре (так называемые
γ- и δ-подходы). Мы будем придерживаться γ-подхода [5, 20], соглас-
но которому сила коалиции определяется как ее выигрыш в равнове-
сии по Нэшу в игре, в которой члены коалиции действуют совместно,
максимизируя их общий выигрыш, а все остальные игроки действуют
независимо, максимизируя собственные выигрыши.

3.1. Характеристическая функция

Определим формально γ-ХФ. Для коалиции S ⊂ N положим
v(S) =

∑
i∈S

Ji(u
S), где компоненты набора uS являются решением сле-

дующих оптимизационных задач:

uSS = arg max
uS

∑
i∈S

Ji(uS, u
S
−S),

uSi = arg max
ui

Ji(ui, u
S
−i), i /∈ S.

Здесь под uS понимается набор стратегий игроков из коалиции S.
Будем предполагать, что для каждой коалиции S набор uS являет-
ся единственным. Для максимальной коалиции N величина v(N) =∑
i∈N

Ji(u
C) представляет собой суммарный выигрыш всех игроков, со-

ответствующий кооперативному набору uC , а при выборе одноэле-
ментной коалиции S, |S| = 1, v(S) представляет собой выигрыш со-
ставляющего эту коалицию игрока в равновесии по Нэшу uNE.

Введем следующие обозначения:

χi(t) =


T−t−2∑
τ=0

(ρbi0)τ + ai4
ai3

(ρbi0)T−t−1, t ∈ T \ {T − 1, T},
ai4
ai3
, t = T − 1,

а также κi(S, t) = ai0 + ρ
∑
j∈S

aj3bjiχj(t), κ̂i(S, t) = κi(S,t)
2ai1−ai2 , κ̃i(S, t) =

κi(S,t)
ai1−ai2 , для некоторого игрока i и коалиции S, одновременно полагая
ai1 6= ai2 и 2ai1 6= ai2.

Охарактеризуем набор uS, который будем называть частично ко-
оперативным равновесием, связанным с коалицией S.
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Теорема 3.1. Частично кооперативное равновесие uS формируют
стратегии

uSi (t) = −âi2 ·

∑
l∈S

(
al2 ·

∑
j∈S

ãj2
aj2

2+
∑
j∈S

ãj2
− 1

)
κ̃l( sN out

l ∩ S, t)− 2
∑

j∈N\S
κ̂j({j}, t)

2 +
∑
j∈S

ãj2 + 2
∑

j∈N\S
âj2 −

∑
j∈S

ãj2
aj2
·
∑
j∈S

ãj2aj2

2+
∑
j∈S

ãj2

−

− κ̂i({i}, t), i /∈ S,

игроков, не принадлежащих коалиции S, вместе со стратегиями

uSi (t) =
∑
l∈S


(

ãi2
∑
j∈S

ãj2
aj2

2+
∑
j∈S

ãj2+2
∑

j∈N\S
âj2
− ãi2

ai2

)( ∑
j∈S

ãj2aj2

2+
∑
j∈S

ãj2+2
∑

j∈N\S
âj2
− al2

)

2 +
∑
j∈S

ãj2 −
∑
j∈S

ãj2
aj2

∑
j∈S

ãj2aj2

2+
∑
j∈S

ãj2+2
∑

j∈N\S
âj2

+

+
ãi2

2 +
∑
j∈S

ãj2 + 2
∑

j∈N\S
âj2

 κ̃l( sN out
l ∩ S, t)

2
+

+
∑
l∈N\S


(

ãi2
∑
j∈S

ãj2
aj2

2+
∑
j∈S

ãj2+2
∑

N\S
âj2
− ãi2

ai2

) ∑
j∈S

ãj2aj2

2+
∑
j∈S

ãj2+2
∑

j∈N\S
âj2

2 +
∑
j∈S

ãj2 −
∑
j∈S

ãj2
aj2

∑
j∈S

ãj2aj2

2+
∑
j∈S

ãj2+2
∑

N\S
âj2

+

+
ãi2

2 +
∑
j∈S

ãj2 + 2
∑

j∈N\S
âj2

 κ̂l({l}, t)− κ̃i( sN out
i ∩ S, t)

2
, i ∈ S,

игроков, входящих в эту коалицию, где t ∈ T \ {T}.

Доказательство. Воспользуемся принципом максимума. Составим
гамильтониан Ht

S = HS(t, x(t), u(t), λS(t+1)) для игрока-коалиции S,
где t ∈ T \ {T}, a λS – набор сопряженных переменных:

Ht
S =

∑
i∈S

ρt
(
ai0ui(t) + ai1u

2
i (t) + ai2ui(t)

∑
j 6=i

uj(t) + ai3xi(t)

)
+
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+
∑
j∈N

λSj (t+ 1)

(
bj0xj(t) + bjjuj(t) +

∑
k∈N in

j

bjkuk(t)

)
.

Выпишем условия оптимальности:

∂Ht
S

∂ui(t)
= ρt

(
ai0 + 2ai1ui(t) + ai2

∑
j 6=i

uj(t) +
∑

j∈S\{i}

aj2uj(t)

)
+

+
∑

j∈ sNout
i

bjiλ
S
j (t+ 1) =

= ρt
(
ai0 + 2(ai1 − ai2)ui(t) + ai2

∑
j∈N

uj(t) +
∑
j∈S

aj2uj(t)

)
+

+
∑

j∈ sNout
i

bjiλ
S
j (t+ 1) = 0, i ∈ S, (3.1a)

∂Ht
S

∂xi(t)
= λSi (t) =

{
ρtai3 + bi0λ

S
i (t+ 1), i ∈ S,

bi0λ
S
i (t+ 1), i /∈ S,

(3.1b)

с граничным условием

λSi (T ) =

{
ρTai4, i ∈ S,
0, i /∈ S.

Составим теперь гамильтониан Ht
j = Hj(t, x(t), u(t), λj(t+ 1)) для

игрока j /∈ S, где t ∈ T \ {T}, a λj — соответствующий набор сопря-
женных переменных:

Ht
j = ρt

(
aj0uj(t) + aj1u

2
j(t) + aj2uj(t)

∑
k 6=j

uk(t) + aj3xj(t)

)
+

+
∑
k∈N

λjk(t+ 1)

(
bk0xk(t) + bkkuk(t) +

∑
l∈N in

k

bklul(t)

)
.

Условия оптимальности принимают вид:

∂Ht
j

∂uj(t)
= ρt

(
aj0 + (2aj1 − aj2)uj(t) + aj2

∑
k∈N

uk(t)

)
+

+
∑

k∈ sNout
j

bkjλjk(t+ 1) = 0, (3.2a)
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∂Ht
j

∂xi(t)
= λji(t) =

{
ρtaj3 + bj0λjj(t+ 1), i = j,

bj0λji(t+ 1), i 6= j,
(3.2b)

с граничным условием

λji(T ) =

{
ρTaj4, i = j,

0, i 6= j.

С учетом введенных обозначений можно найти сопряженные пе-
ременные, удовлетворяющие рекуррентным соотношениям, в явном
виде:

λSi (t) =

{
ρtai3χi(t− 1), i ∈ S,
0, i /∈ S,

λji(t) =

{
ρtaj3χj(t− 1), i = j,

0, i 6= j.

Теперь условия оптимальности (3.1a) и (3.2a) примут вид:

2ui(t) + ãi2
∑
j∈N

uj(t) +
ãi2
ai2

∑
j∈S

aj2uj(t) + κ̃i( sN out
i ∩ S, t) = 0, i ∈ S,

(3.3a)

ui(t) + âi2
∑
j∈N

uj(t) + κ̂({i}, t) = 0, i /∈ S. (3.3b)

Просуммировав первую группу равенств (3.3a) по i ∈ S, а вторую
группу (3.3b) по i /∈ S, получим выражение для суммы:

∑
i∈N

ui(t) = −

∑
j∈S

ãj2
aj2
·
∑
j∈S

aj2uj(t) +
∑
j∈S

κ̃j( sN out
j ∩ S, t) + 2

∑
j∈N\S

κ̂j({j}, t)

2 +
∑
j∈S

ãj2 + 2
∑

j∈N\S
âj2

.

Умножая каждое уравнение (3.3a) на ai2 и суммируя по всем i ∈ S,
получим

∑
i∈S

ai2ui(t) = −

∑
j∈S

ãj2aj2 ·
∑
j∈N

uj(t) +
∑
j∈S

aj2κ̃j( sN out
j ∩ S, t)

2 +
∑
j∈S

ãj2
.

Выражения стратегий в формулировке теоремы следуют после под-
становки полученных выше сумм в (3.3a) и (3.3b).
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Существенного упрощения стратегий, формирующих частично ко-
оперативное равновесие и представленных в теореме 3.1, можно до-
биться, если положить коэффициент ai2 = 0 для каждого игрока.
В этом случае

uSi (t) =


−
ai0 + ρ

∑
j∈ sNout

i ∩S
aj3bjiχj(t)

2ai1
, i ∈ S,

−ai0 + ρai3biiχi(t)

2ai1
, i /∈ S,

(3.4)

и стратегия каждого игрока коалиции зависит от множества его пре-
емников в графе (их расположения) из той же коалиции.

Отметим, что приведенное утверждение, позволяющее определить
ХФ в ТП-игре, дает возможность изучения самого частично коопе-
ративного равновесия – равновесия Нэшу в ситуации, когда часть иг-
роков сформировала коалицию и действует в ее интересах. Однако,
здесь мы фокусируемся именно на побуждении игроков к коопера-
ции.

3.2. Кооперативное решение и процедура распределения де-
лежа

Имея ХФ, можно говорить о кооперативном решении ТП-игры –
правиле, которое каждой такой игре однозначным образом ставит
в соответствие подмножество M(v) ⊂ Rn, причем сумма компонент
любого элемента ξ(v) = (ξ1(v), . . . , ξn(v)) ∈ M(v) равна v(N). Ве-
личина ξi(v) показывает часть общего выигрыша v(N) максималь-
ной коалиции, которую получает игрок i при кооперации всех иг-
роков для выбранного ξ(v) ∈ M(v). В практических задачах ча-
сто используются одноточечные кооперативные решения, для кото-
рых |M(v)| = 1. Яркими представителями таких решений являют-
ся CIS-значение CIS(v) = (CIS1(v), . . . ,CISn(v)) [8] и вектор Шепли
Sh(v) = (Sh1(v), . . . , Shn(v)) [23]. Их компоненты определяются сле-
дующим образом:

CISi(v) = v({i}) +
1

n

(
v(N)−

∑
j∈N

v({j})
)
, (3.5)

Shi(v) =
∑

S⊆N : i∈S

(s− 1)!(n− s)!
n!

(v(S)− v(S \ {i})), (3.6)
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где s = |S|. Для каждого из решений сумма компонент равна v(N),
т.е. при кооперации всех игроков максимальный суммарный выиг-
рыш распределяется между ними без остатка. Однако, в существен-
ных ТП-играх1 CIS-значение удовлетворяет условию индивидуаль-
ной рациональности: CISi(v) > Ji(u

NE) = v({i}) и, следовательно,
является дележом, когда для вектора Шепли это условие не гаран-
тируется ввиду нарушения супераддитивности ХФ2. В то же время
для специальных классов ТП-игр существует линейная связь между
вектором Шепли и CIS-значением [7, 8], что позволяет аппроксими-
ровать первое решение вторым.

В динамических играх важным свойством кооперативного реше-
ния является динамическая устойчивость (состоятельность во вре-
мени) [2]. Под этим подразумевается то, что при развитии игры вдоль
кооперативной траектории xC(t), соответствующей набору uC , коопе-
ративное решение, согласно которому был получен дележ на началь-
ном шаге, будет порождать дележ аналогичной структуры и на лю-
бом последующем шаге. Следовательно, игрокам не выгодно откло-
няться от принятого в начальный момент решения.

Рассмотрим одноточечное кооперативное решение, содержащее
единственный элемент ξ(v) ∈ M(v). Кооперативное решение M(v)

является динамически устойчивым, если для каждого t ∈ T \ {0}
имеет место равенство

ξi(v) =
t−1∑
τ=0

ρτhiτ (x
C
i (τ), uC(τ)) + ρtξi(vt). (3.7)

Здесь ξ(vt) = (ξ1(vt), . . . , ξn(vt)) ∈ M(vt) принадлежит тому же ре-
шению, но уже соответствующему ХФ vt, которая определена в том
же смысле, что и ХФ v, только в подыгре, начинающейся на шаге t
из начального состояния xC(t). Ввиду частого нарушения динамиче-
ской устойчивости кооперативных решений, воспользуемся процеду-
рой распределения дележа (ПРД) ξ(v) ∈M(v) (см. [3]), обозначаемой
β, которая определяется из соотношений:

1При v(N) >
∑
j∈N

v({j}).
2Свойство означает, что v(S1 ∪ S2) > v(S1) + v(S2) для любых непересекаю-

щихся коалиций S1 и S2.
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T∑
t=0

ρtβit = ξi(v), i ∈ N,∑
i∈N

βit =
∑
i∈N

hit(x
C
i (t), uC(t)), t ∈ T \ {T},∑

i∈N

βiT =
∑
i∈N

hiT (xCi (T )).

Величина βit представляет собой выплату игроку i на шаге t при ре-
ализации кооперативного набора uC вместо фактического выигрыша
hit(x

C
i (t), uC(t)) этого игрока на данном шаге. Условием динамиче-

ской устойчивости ПРД β для ξ(v) будет аналогичное (3.7) равен-

ство ξi(v) =
t−1∑
τ=0

ρτβiτ +ρtξi(vt), выполняемое для каждого t ∈ T \{0}.

Такая ПРД будет иметь вид

βit =

{
ξi(vt)− ρξi(vt+1), t 6= T,

ξi(vT ) = hiT (xCi (T )), t = T.

Используя динамически устойчивую ПРД игроки на любом шаге иг-
ры не будут иметь оснований для пересмотра кооперативного реше-
ния как первоначально выбранного.

4. Модель загрязнения речной сети

Для проведения качественного анализа будем рассматривать мо-
дель загрязнения речной сети в условиях рыночной конкуренции
игроков-фирм, расположенных вдоль ее течения (см. подробное опи-
сание в [22]). В процессе производства эти игроки загрязняют воду,
при этом объемы загрязнений одной из них негативно сказывается
на других, расположенных ниже по течению. В рамках этой моде-
ли под графом g понимается структура реки3, с расположенными
в вершинах игроками-фирмами, под ui(t) понимается объем произ-
водимого загрязнения от игрока i на шаге t, а под xi(t) – текущий
объем загрязнения от игрока (в вершине) i. Если граф представля-
ет собой дерево, направленное к корню, тогда для каждого игрока i
обозначим через νi его высоту относительно самых дальних от корня

3В данной работе вместо графа, представляющего собой простой путь, рас-
сматривается дерево.
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листьев (они имеют высоту равную 1), а высоту же корня обозначим
заm. В уравнении динамики состояния и выражениях текущих выиг-
рышей игроков положим следующие параметры: bi0 = α, bij = δνi−νj ,
ai0 = a− c, ai1 = −1, ai2 = −b, ai3 = ai4 = −d. Тогда

xi(t+ 1) = αxi(t) +
∑
j∈ sN in

i

δνi−νjuj(t), (4.1)

hit(xi(t), u(t)) =

(
a− ui(t)− b

∑
j 6=i

uj(t)

)
ui(t)− cui(t)− dxi(t), (4.2)

t ∈ T \ {T},
hiT (xi(T )) = −dxi(T ). (4.3)

Коэффициент α ∈ [0, 1] отражает естественное поглощение загряз-
нения за один шаг, δ ∈ (0, 1] показывает на сколько загрязнение
одного игрока воздействуют на другого в зависимости от расстоя-
ния между ними. Обратная функция спроса задается выражением
pi(u(t)) = a−ui(t)−b

∑
j 6=i

uj(t) и показывает зависимость между ценой

товара и объемом загрязнения (предполагая между ним и объемом
производства однозначное соответствие) игрока i и его конкурентов.
Затраты на производство единицы загрязнения и штрафы за едини-
цу загрязнения в текущем общем уровне равны c и d, соответственно.
Параметры удовлетворяют естественным условиям: a > c > 0, d > 0,
b > 0.

Из теоремы 3.1 получаем вид стратегий, образующих частично
кооперативное равновесие в рассматриваемой модели:

uSi (t) =



b
(

4+b(n−s−2)
2

∑
l∈S

κ̃l( sN out
l ∩ S, t) + (2− b)

∑
l∈N\S

κ̂l({l}, t)
)

4 + 2b(n+ s− 3) + b2(n(s− 2)− s2 + 2)
−

− κ̃i(
sN out
i ∩ S, t)

2
, i ∈ S,

−
b
(

(b− 1)
∑
l∈S

κ̃l( sN out
l ∩ S, t)− (2 + b(s− 2))

∑
l∈N\S

κ̂l({l}, t)
)

4 + 2b(n+ s− 3) + b2(n(s− 2)− s2 + 2)
−

−κ̂i({i}, t), i /∈ S.

Его дальнейшее упрощение осложняется тем, что для каждой ко-
алиции S и ее выбранного игрока l в графе g множество преемников
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этого игрока, принадлежащих той же коалиции, т.е. sN out
l ∩ S, свое.

Однако для равновесия по Нэшу или кооперативного набора, даль-
нейшее упрощение возможно:

uNEi (t) =
a− c− ρdχ(t)

2 + b(n− 1)
, uCi (t) =

a− c− ρdχ(t)σi
2(1 + b(n− 1))

,

где σi = b∆−(1+b(n−1))∆i

b−1
, ∆i =

∑
j∈ sNout

i

δνj−νi и ∆ =
∑
i∈N

∆i.

Проведем анализ выигрышей игроков при трех типах поведения,
а именно, в равновесии по Нэшу, реализации частично кооператив-
ного равновесия и кооперативного набора стратегий. Здесь допол-
нительно будем предполагать, что b = 0 и δ = 1. Применительно
к рассматриваемой модели загрязнения речной сети выбранное зна-
чение параметра b соответствует независимым рынкам, а выбор δ

означает, что загрязнение от всех предшественников игрока доходит
до него в полном объеме без естественного поглощения.

Из вида (3.4) заключаем:

uSi (t) =


1

2

(
a− c− ρdχ(t)| sN out

i ∩ S|
)
, i ∈ S,

1

2
(a− c− ρdχ(t)) = uNEi (t), i /∈ S,

(4.4)

где χ(t) есть функция χi(t), в обозначении которой опущен индекс
игрока ввиду одинаковых параметров для каждого из них4. Тогда
можно записать выигрыш игрока i ∈ S, входящего в коалицию, в ча-
стично кооперативном равновесии:

Ji(u
S) =

T−1∑
t=0

ρt

4

[
(a− c)2 − 2(a− c)ρdχ(t)| sN in

i |+

+ (ρdχ(t))2
(

2
∑

j∈ sN in
i ∩S

| sN out
j ∩ S| − | sN out

i ∩ S|2 + 2| sN in
i \ S|

)]
. (4.5)

4Поскольку стратегии игроков вне коалиции S совпадают с равновесными по
Нэшу, то построенная согласно γ-подходу ХФ совпадает с ХФ, определяемой
в соответствии с δ-подходом, когда коалиция S выбирает наилучший ответ на
равновесные по Нэшу стратегии не входящих в нее игроков [21].
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Из этого выражения, как частные случаи, получим выигрыши в рав-
новесии по Нэшу и при кооперативном поведении:

Ji(u
NE) =

T−1∑
t=0

ρt

4

[
(a− c)2 − 2(a− c)ρdχ(t)| sN in

i |+

+ (ρdχ(t))2
(
2| sN in

i | − 1
) ]
, (4.6)

Ji(u
C) =

T−1∑
t=0

ρt

4

[
(a− c)2 − 2(a− c)ρdχ(t)| sN in

i |+

+ (ρdχ(t))2
(

2
∑
j∈ sN in

i

| sN out
j | − | sN out

i |2
)]
. (4.7)

Выражения (4.5)–(4.7) позволяют установить соотношения между
выигрышами.

Рассмотрим следующую разность для i ∈ S:

Ji(u
S)− Ji(uNE) =

T−1∑
t=0

ρt(ρdχ(t))2

4
×

×
(

2
∑

j∈ sN in
i ∩S

| sN out
j ∩ S| − | sN out

i ∩ S|2 − 2| sN in
i ∩ S|+ 1

)
. (4.8)

Из последнего выражения следует, что игроку из коалиции S не вы-
годно кооперироваться с его преемниками и выгодно кооперировать-
ся с предшественниками в графе. Действительно, если игрок i объ-
единяется с игроком j ∈ N in

i , то выражение в круглых скобках будет
равно 2, а значит и вся сумма будет положительной. Если же он
объединяется с игроком j ∈ N out

i , то выражение в круглых скобках
станет −1, и вся сумма будет отрицательной. Данный результат так-
же означает, что в случае отсутствия перераспределения выигрыша
игроки будут стремиться образовывать коалицию с игроками, между
которыми нет пути в графе. В силу того, что здесь не делалось каких-
либо предположений о графе, данный результат верен для любого из
них.

Утверждение 4.1. Пусть b = 0, δ = 1, а S ⊂ N – некоторая
коалиция. Тогда игроку из S выгодно присоединение к ней его пред-
шественника, и существует игрок из S, которому присоединение к
S его преемника не выгодно.
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Доказательство. Пусть i ∈ S. Рассмотрим коалицию S̃ = S ∪ {k},
где k является предшественником i в g, т.е. k ∈ N in

i и k /∈ S. Тогда
для выражения в скобках из формулы (4.8) получим

2
∑

j∈ sN in
i ∩S̃

| sN out
j ∩ S̃| − | sN out

i ∩ S̃|2 − 2| sN in
i ∩ S̃|+ 1 =

= 2
∑

j∈ sN in
i ∩S

| sN out
j ∩ S̃|+ 2| sN out

k ∩ S̃| − | sN out
i ∩ S|2 − 2| sN in

i ∩ S|+ 1− 2 >

> 2
∑

j∈ sN in
i ∩S

| sN out
j ∩ S| − | sN out

i ∩ S|2 − 2| sN in
i ∩ S|+ 1.

Выберем теперь i ∈ S, для которого N in
i ∩ S = ∅ и рассмотрим

коалицию Ŝ = S ∪{k}, где k является преемником i в g, т.е. k ∈ N out
i

и k /∈ S. Получим

2
∑

j∈ sN in
i ∩Ŝ

| sN out
j ∩ Ŝ| − | sN out

i ∩ Ŝ|2 − 2| sN in
i ∩ Ŝ|+ 1 =

= 2
∑

j∈ sN in
i ∩S

| sN out
j ∩ S| − | sN out

i ∩ S|2 − 2| sN out
i ∩ S| <

< 2
∑

j∈ sN in
i ∩S

| sN out
j ∩ S| − | sN out

i ∩ S|2 − 2| sN in
i ∩ S|+ 1.

Найдем теперь условия на расположение игрока, при которых ему
выгодна кооперация. Для этого рассмотрим разность:

Ji(u
C)− Ji(uNE) =

T−1∑
t=0

ρt(ρdχ(t))2

4
×

×
(

2
∑
j∈ sN in

i

| sN out
j | − | sN out

i |2 − 2| sN in
i |+ 1

)
. (4.9)

Если выражение в круглых скобках будет положительным, то игроку
выгоднее кооперативное поведение, иначе – равновесие по Нэшу.

В случае, когда граф представляет собой дерево, направленное
к корню, условие положительности выражения в круглых скобках
в (4.9) приводит к неравенству

2m| sN in
i | − (m− νi)2 + 2(νi −m)− 2

∑
j∈ sN in

i

νj > 0
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или
ν2
i − 2mνi +

(
m2 − 2m|N in

i |+ 2
∑
j∈N in

i

νj

)
< 0,

а корни соответствующего квадратного уравнения равны

νi = m±
√

2
(
m|N in

i | −
∑
j∈N in

i

νj

)
.

Среди корней имеет смысл рассматривать только наименьший, по-
скольку наибольший корень не достигается. Действительно, так как
выражение под знаком корня неотрицательное (а при n > 1 – поло-
жительное), и m – максимально возможная высота, то νi не может
превосходить этой величины. Таким образом положим

ν̂i = m−
√

2
(
m|N in

i | −
∑
j∈N in

i

νj

)
. (4.10)

Если при подстановке в выражение (4.10) параметров графа выпол-
няется неравенство νi 6 ν̂i, то Ji(u

NE) > Ji(u
C), иначе Ji(u

C) >

Ji(u
NE). Из этого следует, что если для некоторого игрока i выпол-

няется неравенство Ji(uC) > Ji(u
NE), то и для всех его преемников

k ∈ N out
i будет выполнятся Jk(uC) > Jk(u

NE). Действительно, пусть
ребро (i, k) ∈ g, т. е. νk = νi + 1. Тогда

ν̂k = m−
√

2
(
m
(
|N in

i |+ |N in
k \N in

i |
)
−
∑
j∈N in

i

νj −
∑

j∈N in
k \N

in
i

νj

)
<

< ν̂i < νi < νi + 1 = νk.

Это значит, что для игрока k выполняется неравенство Jk(u
C) >

Jk(u
NE). Тем самым доказано следующее утверждение.

Утверждение 4.2. Пусть b = 0 и δ = 1. Если граф является де-
ревом, направленным к корню, то игроки, которым кооперативное
поведение выгоднее равновесия по Нэшу, образуют компоненту связ-
ности.

Рассмотрим теперь случай, когда граф является деревом, направ-
ленным от корня. В этом случае условие положительности выраже-
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ния (4.9) примет вид

νi <
∑
j∈ sN in

i

| sN out
j |+

1− | sN out
i |2

2
. (4.11)

Пусть ребро (i, k) ∈ g, и для игрока i выполняется указанное выше
неравенство, тогда

νk = νi + 1 <
∑
j∈ sN in

i

| sN out
j |+

1− | sN out
i |2

2
+ 1 6

6
∑
j∈ sN in

i

| sN out
j |+ | sN out

k |+
1− | sN out

i |2

2
<
∑
j∈ sN in

k

| sN out
j |+

1− | sN out
k |2

2
.

Следовательно, из справедливости неравенства Ji(uC) > Ji(u
NE) для

игрока i следует справедливость неравенства Jk(uC) > Jk(u
NE) для

игрока k, также и для любого преемника игрока i в графе. Тем самым
доказано следующее утверждение.

Утверждение 4.3. Пусть b = 0 и δ = 1. Если граф является дере-
вом, направленным от корня, то игроки, которым равновесие по Нэ-
шу выгоднее кооперативного поведения, образуют компоненту связ-
ности.

5. Численная иллюстрация

Проиллюстрируем результаты на модели из предыдущего разде-
ла со следующими параметрами: T = 10, a = 3, c = 1, d = 0.1,
ρ = 0.95, α = 0.65, и двумя графами – простым путем и деревом,
направленным к корню.

5.1. Простой путь

Пусть N = {1, 2, 3, 4}, b = 0.5, δ = 2/3, а граф g – простой путь
(рис. 1). В табл. 1 представлены непересекающиеcя коалиции S1 и S2,
показывающие нарушение супераддитивности ХФ v, а это, в свою
очередь, означает, что вектор Шепли может не быть дележом (не
обладать свойством индивидуальной рациональности).

На рис. 2 во всех подыграх вдоль траектории xC(t) демонстриру-
ется соотношение между выигрышами в равновесии по Нэшу, а так-
же при кооперативном поведении без перераспределения выигрышей
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1 2 3 4

Рисунок 1. Простой путь.

Таблица 1. Пары коалиций S1 и S2, показывающие нарушение
супераддитивности ХФ v.

S1 S2 v(S1) v(S2) v(S1 ∪ S2) v(S1 ∪ S2)− v(S1)− v(S2)

{1} {3} 2.090 1.120 3.120 −0.090
{1} {4} 2.090 0.861 2.806 −0.144
{2} {3} 1.508 1.120 2.542 −0.085
{2} {4} 1.508 0.861 2.202 −0.167
{3} {4} 1.120 0.861 1.831 −0.149

и при перераспределении в соответствии с CIS-значением и вектором
Шепли. Заметим индивидуальную рациональность векторов Шепли
в любой подыгре для каждого игрока, а также его близость к CIS-
значению. Отметим также, что если в игре не вводить перераспреде-
ление выигрышей согласно кооперативному решению, то кооперацию
предпочтут игроки 2, 3, и 4, в то время как игрок 1 предпочтет равно-
весие по Нэшу. Здесь хорошо видна значимость перераспределения
выигрышей, поскольку дележ всегда не хуже выигрыша, который
игрок получает в равновесии по Нэшу.

Таблица 2. Проверка динамической устойчивости вектора Шепли и
CIS-значения.

Компонента ξ1(v) t = 1 t = 2 t = 3 t = 4 t = 5

Sh1(v) = 2.888 2.702 2.526 2.361 2.206 2.062
CIS1(v) = 2.847 2.667 2.497 2.336 2.186 2.047

В рассматриваемом примере вектор Шепли и CIS-значение ди-
намически неустойчивы. В табл. 2 приведены значения компонент
Sh1(v) и CIS1(v) для игрока 1, а также значения правых частей выра-
жения (3.7) для первых пяти шагов. Для двух кооперативных реше-
ний равенство (3.7) нарушается уже при t = 1. Использование дина-
мически устойчивых ПРД вектора Шепли и CIS-значения позволяет
реализовать их в игре, делая нецелесообразным пересмотр этих ко-
оперативных решений в течение игры. На рис. 3 приведены соответ-
ствующие ПРД, а также текущие выигрыши игроков hit(xCi (t), uC(t)).
Ввиду близости компонент вектора Шепли и CIS-значения отмечаем
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Рисунок 2. Выигрыши игроков в подыграх вдоль кооперативной траектории
с начальным состоянием xC(t) на шаге t для простого пути.

и близость их ПРД. Отметим также положительность обеих ПРД на
всех шагах игры, кроме последнего (на рисунке не представлены), где
их компоненты совпадают с терминальными выигрышами игроков.

5.2. Дерево, направленное к корню

Пусть теперь N = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, b = 0, δ = 1, а граф g – дерево,
направленное к корню (рис. 4).

Подобно рис. 2 на рис. 5 демонстрируется соотношение между
выигрышами в равновесии по Нэшу, а также при кооперативном по-
ведении без перераспределения выигрышей и при перераспределе-
нии (включая все подыгры вдоль xC(t)). Индивидуальная рациональ-
ность вектора Шепли в любой подыгре вдоль xC(t) для каждого иг-
рока также сохраняется; он также довольно близок к CIS-значению.
В этом примере также видна значимость перераспределения выиг-
рышей.

Выбранные параметры позволят применить утверждение 4.2. Вы-
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Рисунок 3. Динамически устойчивые ПРД вектора Шепли и CIS-значения
и текущие выигрыши игроков при реализации кооперативного набора uC для

простого пути.
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Рисунок 4. Дерево, направленное к корню.

пишем высоты вершин: ν1 = ν2 = 1, ν3 = ν5 = 2, ν4 = 3 и ν6 = 4. Ис-
пользуя выражение (4.10), заключаем: ν̂1 = ν̂2 = ν̂5 = 4, ν̂3 = 4−2

√
3,

ν̂4 = 4 − 2
√

5, ν̂6 = 4 −
√

22. Таким образом, игроки 1, 2, и 5 пред-
почитают равновесие по Нэшу нежели реализацию кооперативного
набора стратегий, поскольку для них νi 6 ν̂i. В то же время для иг-
роков 3, 4 и 6 выполняется обратное неравенство и они предпочитают
кооперацию. Кроме того, мы показали, что если игрок предпочита-
ет кооперацию равновесию по Нэшу (например, игрок 3), то все его
преемники в графе (игроки 4 и 6) также предпочтут кооперацию.
Это можно наблюдать на рис. 5. Наконец, согласно утверждению 4.2
игроки 3, 4 и 6 находятся в одной компоненте связности.

В заключении на рис. 6 приведены ПРД для вектораШелпи и CIS-
значения, а также текущие выигрыши игроков hit(xCi (t), uC(t)). Сно-
ва отмечаем близость двух ПРД, однако в данном случае мы уже
не наблюдаем положительность их компонент на всех шагах игры,
кроме последнего (который на рисунке не представлен): для двух
кооперативных решений выплаты β6t игроку 6 становятся отрица-
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Рисунок 5. Выигрыши игроков в подыграх вдоль кооперативной траектории
с начальным состоянием xC(t) на шаге t для дерева, направленного к корню.

тельными, начиная с шага t = 3. Хотя этот игрок также находится
ниже всех по течению, как и игрок 4 в предыдущем примере, в отли-
чие от него обе компоненты Sh6(v) и CIS6(v) – части максимального
суммарного выигрыша – отрицательны, как и выигрыш в равновесии
по Нэшу J6(uNE), который еще ниже (см. рис. 5 для t = 0).
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Рисунок 6. Динамически устойчивые ПРД вектора Шепли и CIS-значения
и текущие выигрыши игроков при реализации кооперативного набора uC для

дерева, направленного к корню.

6. Заключение

В работе исследован класс линейных по переменной состояния ди-
намических сетевых игр, для которого построено частично коопера-
тивное равновесие – промежуточный между некооперативным и ко-
оперативным тип поведения, допускающий образование одной коали-
ции игроков. Такой тип поведения позволяет, с одной стороны, ана-
лизировать взаимодействие игроков в условиях кооперации отдель-
ной группы, а с другой – определить характеристическую функцию
кооперативной игры и перейти к анализу полной кооперации всех
игроков, поддержание которой обеспечивается динамически устой-
чивой процедурой распределения дележа из выбранного кооператив-
ного решения.

Полученные теоретические результаты проиллюстрированы на
примере модели загрязнения речной сети в условиях рыночной кон-
куренции игроков-фирм, расположенных вдоль ее течения. Ряд ре-
зультатов обобщен на случай, когда граф является деревом, как для
общего, так и для частного случая. Установлено, что при отсут-
ствии перераспределения максимального суммарного выигрыша иг-
роки заинтересованы в образовании коалиций с теми, между которы-
ми в графе отсутствует путь. В частном случае показано, что если
граф речной сети является деревом, направленным к корню, то иг-
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роки, для которых кооперативное поведение выгоднее равновесия по
Нэшу, образуют компоненту связности. Если же граф представляет
собой дерево, направленное от корня, то компоненту связности обра-
зуют игроки, для которых равновесие по Нэшу предпочтительнее ко-
оперативного поведения. В случае допустимости перераспределения
максимального суммарного выигрыша построены также динамиче-
ски устойчивые процедуры распределения дележа для двух коопера-
тивных решений – вектора Шепли и CIS-значения, стимулирующие
всех игроков к кооперации.
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Abstract : The paper examines a class of linear-state dynamic network

games. A partially cooperative equilibrium is characterized as an inter-

mediate solution between non-cooperative and cooperative play, allow-

ing for the formation of a single coalition. Based on this equilibrium,

a characteristic function is defined, enabling time-consistent distribution

schemes for the maximum total payoff. The results are illustrated us-

ing a river pollution model with competing firms and generalized to tree

graphs. It is shown that without payoff redistribution, the graph struc-

ture determines distinct player groups with differing incentives for co-

operation. However, implementing time-consistent distribution schemes

based on the Shapley value and CIS-value aligns individual incentives

and motivates all players to sustain full cooperation.

Keywords : dynamic games, networks, river pollution, cooperation, time
consistency.


