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В статье исследуются дифференциальные сетевые игры с
попарным взаимодействием и возможностью корректировки
сети в промежуточные моменты времени. Предлагается под-
ход, основанный на модификации функций выигрыша, для
стабилизации начальной кооперативной сети на всем времен-
ном горизонте. Показано, что если функции мгновенного выиг-
рыша игрока модифицируются относительно базовой функции
выигрыша предложенным способом, то начальная кооператив-
ная сеть остается оптимальной в каждой подыгре. Полученный
результат иллюстрируется на примере игры контроля загряз-
нения окружающей среды с шестью игроками.
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1. Введение

Кооперативные дифференциальные игры широко изучались в свя-
зи с проблемой динамической устойчивости кооперативных решений
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[2, 3, 6, 10, 11]. В таких играх игроки сперва максимизируют сум-
марный выигрыш, а затем полученный суммарный (кооперативный)
выигрыш распределяется между игроками в соответствии с некото-
рым принципом оптимальности. Различные подходы к построению
динамически устойчивых кооперативных решений рассматривались
в [10, 11].

В сетевых играх возможности кооперации между игроками огра-
ничиваются коммуникационной сетью. Поэтому структура сети ста-
новится важным фактором при построении характеристической функ-
ции и при анализе устойчивой кооперации [1, 4, 5, 14].

В дифференциальных сетевых играх кооперативная сеть выби-
рается в начальный момент времени путем максимизации суммар-
ного выигрыша игроков на всем временном интервале. Однако при
развитии игры вдоль кооперативной траектории эта сеть может пе-
рестать быть оптимальной в подыгре, начинающейся в некоторый
промежуточный момент времени (см. [7, 9]). Полученные результа-
ты показывают, что кооперативная сеть, выбранная в начальный мо-
мент времени, может отличаться от кооперативной сети в подыгре на
оставшемся временном интервале.

В данной работе предполагается, что для каждого игрока i ∈ N
существует фиксированное подмножество Ni ⊂ N\{i}, состоящее из
тех игроков j ∈ N\{i}, с которыми игрок i может образовать реб-
ро (i, j). Для каждого игрока i число игроков, с которыми он может
быть связан, не превосходит ni, (т.е. ni задает максимально допусти-
мое число связей для игрока i). В начальный момент игрок i ∈ N

выбирает возможных соседей из множества Ni. Ребро (i, j) образует-
ся тогда и только тогда, когда игрок i выбирает игрока j, а игрок j
одновременно выбирает игрока i. На основе таких взаимных выборов
формируется допустимая сеть G. Обозначим через G множество всех
допустимых сетей.

В момент времени t0 игроки кооперируются и выбирают сеть,
максимизирующую суммарный выигрыш на интервале [t0, T ]. Такая
сеть называется кооперативной сетью.

Однако при развитии игры вдоль кооперативной траектории ко-
оперативная сеть, выбранная в момент времени t0, может уже не
быть кооперативной сетью подыгры на интервале [t1, T ], где t1 ∈



112 Л.А. Петросян, М. Тянь, Я.Б. Панкратова

(t0, T ]. Это означает, что начальная кооперативная сеть может ока-
заться неустойчивой.

Цель данной работы состоит в изучении этой неустойчивости и
в предложении метода, позволяющего сохранить устойчивость на-
чальной кооперативной сети. Мы модифицируем функции мгновен-
ного выигрыша игроков на ребрах вдоль кооперативной траектории,
сохраняя неизменным выигрыш игрока на всем временном интерва-
ле развития игры, и доказываем, что после такой модификации ко-
оперативная сеть на интервале [t0, T ] остается кооперативной сетью
подыгры на любом интервале [t, T ], t ∈ [t0, T ].

2. Класс дифференциальных сетевых игр с попарными вза-
имодействиями

Рассмотрим класс дифференциальных сетевых игр n лиц с по-
парным взаимодействием на временном отрезке [t0, T ]. Игроки свя-
заны в сети G = (N,M), где N — множество вершин, совпадаю-
щее с множеством игроков, а M ⊆ N × N — множество ребер сети.
Предполагается, что все связи являются неориентированными. Через
K̂G(i) = {j : (i, j) ∈ M, i ∈ N, j ∈ N, i 6= j} обозначим множество
игроков, непосредственно связанных с игроком i в сети G.

Динамика игры описывается следующей системой дифференци-
альных уравнений

ẋij(τ) = f ij
(
xij(τ), uij(τ), uji(τ)

)
;xij(t0) = xij0 ;

для τ ∈ [t0, T ], i ∈ N, j ∈ K̂G(i).
(2.1)

Через xij(τ) ∈ Rm обозначим фазовую переменную игрока i в
процессе взаимодействия с игроком j в момент времени τ . Через
uij(τ) ∈ Uij, Uij ⊂ CompRl, обозначим управление игрока i в процес-
се взаимодействия с игроком j в момент времени τ . В уравнении (2.1)
функция f ij (xij(τ), uij(τ), uji(τ)) предполагается непрерывно диффе-
ренцируемой по xij(·), uij(·) и uji(·).

Пусть u(t) = (u1(t), . . . , ui(t), . . . , un(t)), где ui(t) =
(
uij(t), j ∈

K̂G(i)
)
набор управлений игрока i. Через x0 = (x1

0, . . . , x
i
0, . . . , x

n
0 )

обозначим начальные условия, где xi0 =
(
xij(t0), j ∈ K̂G(i)

)
означает

набор начальных условий игрока i. Пусть kji (xij(τ), uij(τ)) обозначает
мгновенный выигрыш игрока i на ребре (i, j) в момент времени τ .
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Выигрыш игрока i задается следующим образом:

Hi

(
xi0, ui, uj, T − t0

)
=

∑
j∈K̂G(i)

∫ T

t0

kji
(
xij(τ), uij(τ)

)
dτ

=
∑

j∈K̂G(i)

hiji
(
xij0 , u

ij, uji, T − t0
)
.

(2.2)

Здесь полагаем hiji
(
xij0 , u

ij, uji, T − t0
)

=
∫ T
t0
kji (xij(τ), uij(τ)) dτ .

Для каждого ребра (i, j) мгновенный выигрыш игрока i непосред-
ственно зависит от состояния xij(τ) и от собственного управления иг-
рока i, uij(τ). Управление uji(τ) игрока j, j ∈ K̂G(i), не входит явно
в функцию мгновенного выигрыша, но влияет на нее косвенно через
динамику состояния xij(τ). Поэтому в (2.2) функция выигрыша иг-
рока i зависит от его фазовой переменной, его управления, а также
от управлений игроков из множества K̂G(i).

3. Характеристическая функция

Определим значение характеристической функции для коалиции
N в сети G:

VG(N ;x0, T − t0) = max
u1,u2,...,un

∑
i∈N

 ∑
j∈K̂G(i)

∫ T

t0

kji
(
xij(τ), uij(τ)

)
dτ


=
∑
i∈N

∑
j∈K̂G(i)

∫ T

t0

kji
(
x̄ijG(τ), ūijG(τ)

)
dτ.

(3.1)
Здесь максимум берется по множеству всех допустимых управлений,
и предполагается, что этот максимум достигается. Заметим, что ко-
оперативная траектория x̄ij(τ) и кооперативное управление ūij(τ),
τ ∈ [t0, T ], определяются на сети G, поэтому можно записывать их в
виде x̄ijG(τ) и ūijG(τ).

Обозначим

V (N ;x0, T − t0) = max
G∈G

VG(N ;x0, T − t0) = VḠ(N ;x0, T − t0)

=
∑
i∈N

∑
j∈K̂Ḡ(i)

∫ T

t0

k ji
(
x̄ij
Ḡ

(τ), ūij
Ḡ

(τ)
)
dτ. (3.2)
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В дальнейшем будем опускать нижний индекс Ḡ при x̄ и ū.
Для каждого S ⊂ N определим значение характеристической

функции [9] следующим образом:

V (S;x0, T − t0) =
∑
i∈S

[ ∑
j∈K̂Ḡ(i)∩S

∫ T

t0

kji
(
x̄ij(τ), ūij(τ)

)
dτ

+ α(S) ·
∑

j∈K̂Ḡ(i)∩N\S

∫ T

t0

kji
(
x̄ij(τ), ūij(τ)

)
dτ

]
.

Здесь α(S) ∈ [0, 1) – коэффициент дисконтирования, а величина 1−
α(S) может интерпретироваться как уровень санкций, применяемых
коалицией N\S против коалиции S.

Для удобства обозначений определим выигрыш игрока i на ребре
(i, j) ∈ Ḡ следующим образом:

βij(t0) = βij(x0, T − t0) =

∫ T

t0

kji
(
x̄ij(τ), ūij(τ)

)
dτ

и

βij(t) = βij(x̄(t), T − t) =

∫ T

t

kji
(
x̄ij(τ), ūij(τ)

)
dτ

для t ∈ [t0, T ]. Обозначим

Pij(τ) = kji
(
x̄ij(τ), ūij(τ)

)
. (3.3)

В начальный момент времени t0 игроки кооперируются и выби-
рают сеть Ḡ ∈ G, максимизирующую суммарный выигрыш игроков
множества N . Этот выигрыш равен VḠ(N ;x0, T − t0). Такая сеть Ḡ
называется кооперативной сетью на интервале [t0, T ], а соответству-
ющий выигрыш называется кооперативным выигрышем.

Когда игроки движутся вдоль кооперативной траектории (x̄ij(τ))

в кооперативной сети, в некоторые промежуточные моменты времени
на этой траектории кооперативная сеть может перестать быть тако-
вой. Это связано с тем, что в подыгре, начинающейся из состояния
на кооперативной траектории, максимальный суммарный выигрыш
игроков может достигаться на другой сети. Это свойство впервые
было показано в работе [8].
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4. Дифференциальная игра контроля загрязнения с попар-
ным взаимодействием на сети

Рассмотрим следующую дифференциальную сетевую игру. Пред-
положим, что имеется шесть игроков (узлов сети), и пусть N =

{1, 2, 3, 4, 5, 6}. Каждый из них взаимодействует с другими игроками
в дифференциальной игре контроля загрязнения. Для каждого i ∈ N
множество его возможных соседей задается как Ni = {j | j ∈ N\{i}}.
Предположим, что игроки могут создавать не более трех связей, то
есть для каждого i ∈ N выполняется ni = 3.

Если образуется ребро (1, 4), то игроки 1 и 4 играют следующую
дифференциальную игру контроля загрязнения [3]. Динамика на реб-
ре (1, 4) задается системой

ẋ14(t) = u14(t) + d u41(t) − δ x14(t), x14(t0) = x14
0 ,

ẋ41(t) = u41(t) + d u14(t) − δ x41(t), x41(t0) = x41
0 .

Выигрыш каждого игрока на ребре (1, 4) имеет вид

h14
1

(
x14

0 , u
14, u41, T−t0

)
=

∫ T

t0

[
a14u14(t)− c14

2

(
u14(t)

)2−b14x
14(t)+A14

]
dt,

h41
4

(
x41

0 , u
41, u14, T−t0

)
=

∫ T

t0

[
a41 u41(t)− c41

2

(
u41(t)

)2−b41 x
41(t)+A41

]
dt,

где b14, b41, c
14, c41 > 0, а d, δ, A14, A41 являются заданными постоян-

ными.
Та же дифференциальная игра контроля загрязнения типа 1, сфор-

мулированная выше для ребра (1, 4), рассматривается на ребрах (1, 2),
(4, 5), (1, 5) и (2, 6) с соответствующими изменениями верхних индек-
сов и значений параметров.

Если образуется ребро (1, 3), то игроки 1 и 3 играют следующую
дифференциальную игру контроля загрязнения [12]. Динамика на
ребре (1, 3) задается системой

ẋ13(t) = u13(t) + u31(t) − γ mx13(t), x13(t0) = x13
0 ,

ẋ31(t) = u13(t) + u31(t) − γ mx31(t), x31(t0) = x31
0 .

Выигрыш каждого игрока на ребре (1, 3) имеет вид

h13
1

(
x13

0 , u
13, u31, T−t0

)
=

∫ T

t0

[
−b13

(
u13(t)

)2
+c13 u

13(t)−d13x
13(t)+A13

]
dt,
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h31
3

(
x31

0 , u
31, u13, T−t0

)
=

∫ T

t0

[
−b31

(
u31(t)

)2
+c31 u

31(t)−d31x
31(t)+A31

]
dt,

где γ > 0 и m > 0, а b13, b31, c13, c31, d13, d31, A
13, A31 ≥ 0 являются

заданными параметрами.
Та же дифференциальная игра контроля загрязнения типа 2, сфор-

мулированная выше для ребра (1, 3), рассматривается на ребрах (2, 5),
(4, 6), (1, 6) и (3, 4) с соответствующими изменениями верхних индек-
сов и значений параметров.

Если образуется ребро (2, 3), то игроки 2 и 3 играют следующую
дифференциальную игру контроля загрязнения [13]. Динамика на
ребре (2, 3) задается системой

ẋ23(t) = µu23(t) − ε x23(t) + u32(t), x23(t0) = x23
0 ,

ẋ32(t) = µu32(t) − ε x32(t) + u23(t), x32(t0) = x32
0 .

Выигрыш каждого игрока на ребре (2, 3) имеет вид

h23
2

(
x23

0 , u
23, u32, T−t0

)
=

∫ T

t0

[
−b23

(
u23(t)

)2
+c23 u

23(t)−d23x
23(t)+A23

]
dt,

h32
3

(
x32

0 , u
32, u23, T−t0

)
=

∫ T

t0

[
−b32

(
u32(t)

)2
+c32 u

32(t)−d32x
32(t)+A32

]
dt,

где µ > 0 , ε > 0 – коэффициент естественного убывания загрязнения,
и все параметры bij, cij, dij, A

ij строго положительны.
Та же дифференциальная игра контроля загрязнения типа 3, что

и сформулированная для ребра (2, 3), рассматривается на ребрах
(3, 6), (5, 6), (2, 4) и (3, 5) с соответствующими изменениями верхних
индексов и значений параметров.

Мы определили три типа дифференциальных игр контроля за-
грязнения с попарными взаимодействиями, обозначаемые как типы
1–3. Игроки на каждом ребре кооперируются с целью максимиза-
ции суммарного выигрыша. Применяя принцип максимума Понтря-
гина [3, 5, 12, 13], получаем следующие оптимальные управления и
соответствующие оптимальные фазовые траектории для каждого ти-
па игр.

ū14(t) =
1

c14

[
a14 +

(b14 + d b41

δ

)(
eδ (t−T ) − 1

)]
, t ∈ [t0, T ].
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x̄14(t) =
A

δ
+

B

2 δ
eδ (t−T ) +

(
x14

0 −
A

δ
− B

2 δ
eδ (t0−T )

)
e−δ (t−t0).

Здесь A = K14 + dK41 and B = M14 + dM41, где

K14 =
1

c14

(
a14 −

b14 + d b41

δ

)
, M14 =

1

c14

· b14 + d b41

δ
,

K41 =
1

c41

(
a41 −

b41 + d b14

δ

)
, M41 =

1

c41

· b41 + d b14

δ
,

ū13(t) =
c13

2 b13

+
1

2 b13

d13 + d31

γ m

(
eγm (t−T ) − 1

)
, t ∈ [t0, T ].

x̄13(t) = e−γm (t−t0)

[
x13

0 +
(
A−B

) eγm (t−t0) − 1

γm
+ B eγm (t0−T ) e

2γm (t−t0) − 1

2 γm

]
,

где

A =
c13

2 b13

+
c31

2 b31

, B =
( 1

2 b13

+
1

2 b31

) d13 + d31

γ m
.

ū23(t) =
1

2 b23

(
c23 +

1

ε
(µ d23 + d32) (eε (t−T ) − 1)

)
, t ∈ [t0, T ].

x̄23(t) = e−ε (t−t0)

[
x23

0 +
C0 − C1

ε

(
eε (t−t0)−1

)
+
C1

2 ε
eε (t0−T )

(
e2 ε (t−t0)−1

)]
,

где C0 = µK23 c23 + K32 c32 и C1 = 1
ε

(
µK23M23 +K32M32

)
,

M23 := µ d23 + d32, M32 := µ d32 + d23, K23 :=
1

2 b23

, K32 :=
1

2 b32

,

Если игроки симметрично входят в игру, то для получения решения
для другого игрока достаточно заменить нижний индекс ij на ji.

5. Численный пример

Для каждого ребра соответствующий тип игры и значения пара-
метров приведены в таблицах 1–3, где T = 10 и t0 = 0.
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Таблица 1. Параметры для игр типа 1 (ребра 14, 12, 45, 15, 26)

ребро игрок d δ aij bij cij xij0 Aij

14 1 0.32 0.55 6.11 0.45 2.10 3.54 9.00
14 4 5.79 0.40 2.20 4.07 8.70
12 1 0.35 1.10 9.18 1.00 2.00 15.00 0.00
12 2 9.26 1.10 2.16 14.18 0.00
45 4 0.33 1.08 8.82 1.00 2.00 14.10 0.00
45 5 9.83 1.10 2.16 13.50 0.00
15 1 0.35 0.12 9.99 0.80 1.50 0.20 0.00
15 5 9.57 0.68 1.61 0.44 0.00
26 2 0.33 0.13 10.36 0.84 1.50 0.26 0.00
26 6 9.93 0.70 1.61 0.36 0.00

Таблица 2. Параметры для игр типа 2 (ребра 25, 13, 46, 16, 34)

ребро игрок γ m bij cij dij xij0 Aij

25 2 0.55 1.00 1.70 6.98 0.45 3.63 9.00
25 5 1.60 6.54 0.42 4.54 8.80
13 1 1.20 1.00 1.00 11.27 1.00 25.59 0.00
13 3 1.06 11.25 0.92 21.88 0.00
46 4 1.15 1.00 1.00 9.67 1.00 21.46 0.00
46 6 1.06 10.67 0.92 21.41 0.00
16 1 0.80 1.00 1.00 12.19 2.00 0.22 0.00
16 6 1.06 11.69 1.71 0.36 0.00
34 3 0.86 1.00 1.00 12.68 1.90 0.18 0.00
34 4 1.06 12.17 1.85 0.48 0.00

В начальный момент времени t0 игроки максимизируют суммар-
ный выигрыш на всем временном интервале [t0, T ], как это опреде-
лено в формулах (3.1) и (3.2), и формируют кооперативную сеть G1,
представленную на рис. 1. Максимальный суммарный выигрыш на
этой сети равен

VG1

(
N ;x0, T − t0

)
=
∑
i∈N

∑
j∈K̂G1(i)

∫ T

t0

kji
(
x̄ij(τ), ūij(τ)

)
dτ

= max
u1,u2,...,un

∑
i∈N

Hi( · ) = 2892.08.
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Таблица 3. Параметры для игр типа 3 (ребра 36, 23, 56, 24, 35)

ребро игрок µ ε bij cij dij xij0 Aij

36 3 0.82 0.55 1.70 6.50 0.45 2.00 9.00
36 6 1.60 6.10 0.42 2.30 8.90
23 2 0.70 1.20 1.00 9.00 1.00 18.00 0.00
23 3 1.06 9.55 0.92 15.39 0.00
56 5 0.74 1.15 1.00 8.82 1.00 16.56 0.00
56 6 1.06 9.73 0.92 16.52 0.00
24 2 0.90 0.15 1.00 13.07 0.80 0.22 0.00
24 4 1.06 12.54 0.68 0.36 0.00
35 3 0.86 0.16 1.00 12.00 0.77 0.18 0.00
35 5 1.06 11.51 0.74 0.46 0.00

Рисунок 1. Начальная кооперативная сеть G1

Предположим, что сеть может быть скорректирована только один
раз в некоторый промежуточный момент времени с целью максими-
зации суммарного выигрыша на всем интервале развития игрового
процесса. Это означает, что если сеть корректируется только один
раз в промежуточный момент времени t, то суммарный выигрыш на
всем интервале [0, 10] равен суммарному выигрышу оптимальной се-
ти в начальный момент времени на интервале [0, t] плюс суммарный
выигрыш оптимальной сети на интервале [t, 10]. После вычисления
оптимальной сети и соответствующего максимального суммарного
выигрыша оказывается, что максимальный суммарный выигрыш на
всем интервале [0, 10] достигается при корректировке сети в проме-
жуточный момент времени 5.156. Результаты приведены в табл. 4.
Скорректированная сеть представлена на рис. 2.

Для простоты вычислений мы в данном случае предполагаем, что
на всех ребрах игроки взаимодействуют в соответствии с уравнением
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(2.1) и выигрышами (2.2). Однако кооперация всех игроков предпо-
лагается лишь на допустимых сетях. Такими являются сети G1 и
G2.

Таблица 4. Однократная корректировка сети
Временной
интервал

Сеть
Максимальный

суммарный выигрыш

[0, 10]
{(1, 3), (1, 5), (1, 6), (2, 4),
(2, 5), (2, 6), (3, 4), (3, 5), (4, 6)} 2892.08

[0, 5.156]
{(1, 3), (1, 5), (1, 6), (2, 4),
(2, 5), (2, 6), (3, 4), (3, 5), (4, 6)} 1638.96

[5.156, 10]
{(1, 2), (1, 3), (1, 6), (2, 3), (2, 5),
(3, 4), (4, 5), (4, 6), (5, 6)} 1398.73

Рисунок 2. Сеть после одной корректировки (G2)

Пусть VG2(N ;x0, T−t0) обозначает максимальный суммарный вы-
игрыш игроков на отрезке времени, когда игроки кооперируются на
сети G2. На всем временном отрезке [0, 10] суммарный выигрыш на
сети G1 больше, чем суммарный выигрыш на сети G2:

VG2

(
N ;x0, 10

)
= 2829.10 < VG1

(
N ;x0, 10

)
= 2892.08.

Однако, после корректировки сети в момент времени t = 5.156

суммарный выигрыш с использованием двух сетей G1 и G2 на всем
временном интервале [0.10] оказывается больше, чем суммарный вы-
игрыш игроков в начальной кооперативной сети G1 на всем интер-
вале:

VG1

(
N ;x0, 5.156

)
+VG2

(
N ; x̄(5.156), 4.844

)
= 1638.96+1398.73 = 3037.69.

То есть

VG1

(
N ;x0, 5.156

)
+ VG2

(
N ; x̄(5.156), 4.844

)
> VG1

(
N ;x0, 10

)
= 2892.08,
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Таким образом, хотя G1 является кооперативной сетью в начальный
момент времени, корректировка сети с G1 на G2 в промежуточный
момент времени t = 5.156 приводит к большему суммарному выиг-
рышу.

6. Стабилизация кооперативной сети

В предыдущем разделе на примере игры контроля загрязнения
было показано, что при развитии игры вдоль оптимальной траекто-
рии кооперативная сеть может быть неустойчивой. В данном разделе
обсудим, каким образом можно добиться устойчивости начальной ко-
оперативной сети.

Пусть Pij(τ), τ ∈ [t0, T ], обозначает функцию мгновенного вы-
игрыша игрока i, когда игрок i кооперируется с игроком j на ребре
(i, j). Наша цель состоит в том, чтобы сохраняя суммарный выигрыш
игрока во всей игре (на всем интервале развития [t0, T ]) для каждого
игрока i на каждом ребре (i, j) построить новую функцию мгновен-
ного выигрыша P̂ij(τ), которая в некотором смысле подобна функции
P12(τ) (предполагается, что ребро (1, 2) принадлежит кооперативной
сети), и отличается от нее только коэффициентом пропорционально-
сти.

Предположим, что∫ T

t0

P12(τ) dτ = A12,

∫ T

t0

Pij(τ) dτ = Aij.

Возьмем P12(τ) в качестве базовой функции и определим

P̂ij(τ) = λijP12(τ),

где λij является константой, которую необходимо определить.
Тогда∫ T

t0

P̂ij(τ) dτ =

∫ T

t0

λijP12(τ) dτ = λij

∫ T

t0

P12(τ) dτ = λijA12.

Чтобы сохранить суммарный выигрыш Aij, потребуем, чтобы∫ T

t0

P̂ij(τ) dτ = Aij.
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Следовательно,
λijA12 = Aij.

Таким образом, построенная функция мгновенного выигрыша име-
ет вид

P̂ij(τ) = λijP12(τ) =
Aij
A12

P12(τ). (6.1)

Если использовать P̂ij(τ) для обозначения построенной функции
мгновенного выигрыша каждого игрока i ∈ N на каждом ребре (i, j),
то получим n(n − 1) значений коэффициентов λ. При этом в любой
момент времени между ними сохраняется одно и то же соотношение.
Например, если

λ1n > λn1 > λ2n > λn2 > · · · > λn−1,n > λn,n−1,

то P̂1n(τ) > P̂n1(τ) > P̂2n(τ) > P̂n2(τ) > · · · > P̂n−1,n(τ) > P̂n,n−1(τ),
τ ∈ [t0, T ].

Теорема 6.1. Пусть Ḡ является кооперативной сетью на интер-
вале [t0, T ]. Предположим, что существует момент времени t1 ∈
(t0, T ), такой, что Ḡ не оказывается кооперативной сетью подыг-
ры на интервале [t1, T ]. После модификации функций мгновенного
выигрыша игроков на всех ребрах вдоль кооперативной траектории
в соответствии с формулой (6.1) в момент времени t0, сеть Ḡ

остается кооперативной сетью подыгры на любом интервале [t, T ],
t ∈ [t0, T ]. Следовательно, Ḡ остается устойчивой (т.е. не меня-
ется) на всем интервале [t0, T ].

Доказательство.

VḠ(N ;x0, T − t0) = max
G

VG(N ;x0, T − t0)

=
∑
i∈N

∑
j∈K̂Ḡ(i)

∫ T

t0

k ji
(
x̄ij
Ḡ

(τ), ūij
Ḡ

(τ)
)
dτ =

∑
i∈N

∑
j∈K̂Ḡ(i)

∫ T

t0

Pij(τ) dτ

=
∑
i∈N

∑
j∈K̂Ḡ(i)

(λijA12) = A12

∑
i∈N

∑
j∈K̂Ḡ(i)

λij.

Поскольку функция P12(τ) фиксирована, а коэффициенты λij не
зависят от времени, порядок выигрышей для всех допустимых сетей
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остается неизменным на всем интервале [t0, T ]. Поэтому сеть, опти-
мальная в начальный момент времени, остается оптимальной в лю-
бой промежуточный момент времени t1. Следовательно, если функ-
ции мгновенного выигрыша всех игроков вдоль кооперативной тра-
ектории модифицируются в начальный момент времени t0 согласно
формуле (6.1), то кооперативная сеть в подыгре на интервале [t1, T ]

совпадает с кооперативной сетью на интервале [t0, T ].

Как было показано в предыдущем численном примере, коопера-
тивная сеть, возникающая в дифференциальных играх контроля за-
грязнения, может быть неустойчивой относительно промежуточной
корректировки сети. Чтобы устранить эту неустойчивость, не изме-
няя суммарный выигрыш, получаемый каждым игроком на каждом
ребре на всем временном интервале развития игры, модифицируем
функции мгновенного выигрыша игроков вдоль кооперативных тра-
екторий в соответствии с формулой (6.1).

Более точно, для каждого игрока i на каждом ребре ij заменим
исходную функцию мгновенного выигрыша Pij(τ) на

P̂ij(τ) = λijP12(τ),

где коэффициент λij выбирается так, чтобы суммарный выигрыш на
интервале [t0, T ] сохранялся:∫ T

t0

P̂ij(τ) dτ =

∫ T

t0

Pij(τ) dτ.

Вычисленные коэффициенты λij приведены в таблице 5, а моди-
фицированные функции мгновенного выигрыша показаны на рис. 3.
Согласно вычислениям, после модификации кооперативный выиг-
рыш равен 2892.08, что совпадает с кооперативным выигрышем до
модификации. Кооперативная сеть также остается неизменной и сов-
падает с исходной сетью G1. При этом после модификации ни одна
промежуточная корректировка сети не увеличивает суммарного вы-
игрыша игроков.
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Таблица 5. Значения коэффициентов пропорциональности λij

λ12 λ21 λ13 λ31 λ14 λ41 λ15 λ51 λ16 λ61
1.0000 0.8968 1.4566 1.4007 1.0192 0.9381 0.9481 0.8610 1.0996 0.9436
λ23 λ32 λ24 λ42 λ25 λ52 λ26 λ62 λ34 λ43

0.8885 1.0220 1.2749 1.0810 0.8958 0.8555 1.0415 0.9713 1.3591 1.0463
λ35 λ53 λ36 λ63 λ45 λ54 λ46 λ64 λ56 λ65

1.0738 0.7968 0.8657 0.8385 0.9004 1.0548 0.9537 1.2333 0.8169 1.0489

Рисунок 3. Модифицированные функции мгновенного выигрыша

Заключение

В данной работе рассмотрен класс дифференциальных сетевых
игр с попарным взаимодействием. Для каждой сети кооперативная
сеть выбиралась путем максимизации суммарного выигрыша игро-
ков на интервале [t0, T ].

Численный пример показывает, что кооперативная сеть, выбран-
ная в начальный момент времени, может быть неустойчивой.

Для того чтобы сделать кооперативную сеть устойчивой, были
модифицированы функции мгновенного выигрыша игроков на всех
ребрах вдоль кооперативной траектории. Построенные функции име-
ют тот же вид, что и P12(τ), и отличаются от нее только коэффици-
ентами пропорциональности λij. Эти коэффициенты выбираются та-
ким образом, чтобы суммарный выигрыш каждого игрока на каждом
ребре на интервале [t0, T ] остается неизменным.
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Доказано, что после такой модификации кооперативный выиг-
рыш остается прежним, кооперативная сеть по-прежнему совпада-
ет с G1, а кооперативная сеть в подыгре на любом интервале [t, T ],
t ∈ [t0, T ], совпадает с кооперативной сетью на интервале [t0, T ]. Та-
ким образом, начальная кооперативная сеть остается устойчивой и
неизменной на всем интервале [t0, T ].
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Abstract : The article examines differential network games with pairwise
interaction with the possibility of network corrections at intermediate
time instants. An approach based on modification of payoff functions is
proposed to stabilize the initial cooperative network over the entire time
horizon. It is shown that if the player’s instantaneous payoffs are modified
in a special way keeping the total payoff of the player unchanged on the
whole time interval, the initial cooperative network remains optimal in
each subgame. The result is illustrated by an example of a six-player
environmental pollution control game.
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