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Â ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ îáîá-
ùåííîãî ðàñøèðåíèÿ Îóýíà äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ðåãóëÿð-
íûõ ïîëèíîìèàëüíûõ êîîïåðàòèâíûõ èãð. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàñ-
øèðåíèå Îóýíà ñîâïàäàåò ñ ðàñøèðåíèåì Àóìàíà-Øåïëè äëÿ
îäíîãî êëàññà íåàòîìè÷åñêèõ èãð. Ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ôîðìóëà
äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðîäîëæåíèÿ Àóìàíà-Øåïëè. Äëÿ
êëàññà äèñêðåòíûõ êîîïåðàòèâíûõ èãð íàéäåíà àêñèîìàòèçà-
öèÿ êëàññè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ Îóýíà, îòëè÷àþùàÿñÿ îò àê-
ñèîìàòèçàöèè Àóìàíà-Øåïëè ëèøü îñëàáëåííûì âàðèàíòîì
àêñèîìû ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîîïåðàòèâíûå èãðû, ïîëèíîìèàëüíûå èãðû, ðàñ-
øèðåíèå Îóýíà, ðàñøèðåíèå Àóìàíà-Øåïëè.

1. Ââåäåíèå
Â ñòàòüå äàåòñÿ îïèñàíèå íîâîãî ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ îáîáùåí-

íîãî ðàñøèðåíèÿ Îóýíà äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ òàê íàçûâàåìûõ ðå-
ãóëÿðíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ êîîïåðàòèâíûõ èãð. Ýòîò ïîäõîä îñíî-
âàí íà èñïîëüçîâàíèè íåàääèòèâíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, îáúåäèíÿþ-
ùåãî è êîíêðåòèçèðóþùåãî èäåè v-èíòåãðèðóåìîñòè, ïðåäëîæåííûå
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â [2,5,6]. Ïîìèìî ïîñòðîåíèÿ è àíàëèçà ðÿäà êîíñòðóêöèé ïðîäîëæå-
íèÿ, ñâÿçàííûõ ñ íåàääèòèâíûì èíòåãðèðîâàíèåì, áîëüøîå âíèìà-
íèå óäåëÿåòñÿ ðàçëè÷íûì àñïåêòàì àêñèîìàòèçàöèè ñâîéñòâ îòîáðà-
æåíèÿ, ñîïîñòàâëÿþùåãî èãðàì èõ îáîáùåííûå ðàñøèðåíèÿ Îóýíà.
Â ÷àñòíîñòè, îäèí èç ãëàâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ïîêàçûâàåò, ÷òî
â êà÷åñòâå èñêîìîé àêñèîìàòèçàöèè äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ íåàòî-
ìè÷åñêèõ êîîïåðàòèâíûõ èãð ìîæíî èñïîëüçîâàòü àêñèîìàòèçàöèþ
Àóìàíà-Øåïëè [1], ïðåäíàçíà÷åííóþ äëÿ îïèñàíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîãî ïðîäîëæåíèÿ íåàòîìè÷åñêèõ èãð, íåîáõîäèìîãî äëÿ áåñêîíå÷-
íîìåðíîãî îáîáùåíèÿ èçâåñòíîé èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Îóýíà [1,
4]. Êàê îäíî èç âàæíûõ ñëåäñòâèé óêàçàííîãî ðåçóëüòàòà ïîëó÷å-
íà ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðîäîëæåíèÿ Àóìàíà-
Øåïëè, ïðåäñòàâëÿþùàÿ èíòåðåñ êàê äëÿ ÷èñëåííîãî îòûñêàíèÿ âåê-
òîðà Øåïëè íåàòîìè÷åñêèõ êîîïåðàòèâíûõ èãð, òàê è äëÿ òåîðåòè-
÷åñêîãî àíàëèçà ïîëÿðíûõ ôîðì ýòèõ èãð [5,6]. ×òî êàñàåòñÿ äèñ-
êðåòíûõ êîîïåðàòèâíûõ èãð, òî äëÿ ýòîãî êëàññà íàéäåíà àêñèîìà-
òèçàöèÿ êëàññè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ Îóýíà, îòëè÷àþùàÿñÿ îò àêñè-
îìàòèçàöèè Àóìàíà-Øåïëè ëèøü îñëàáëåííûì âàðèàíòîì àêñèîìû
ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè (íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýòà àêñèîìà íå
âûïîëíÿåòñÿ â ïîëíîì îáúåìå íè äëÿ äèñêðåòíûõ, íè äëÿ ñìåøàí-
íûõ èãð). Èìåííî, â îòëè÷èå îò íåàòîìè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, ðàñøèðåíèå
Îóýíà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ äèñêðåòíûõ èãð ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ðàñ-
øèðåíèé ñîìíîæèòåëåé òîëüêî ïðè óñëîâèè äèçúþíêòíîñòè ìèíè-
ìàëüíûõ íîñèòåëåé ýòèõ èãð.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â àíàëèçå òàê
íàçûâàåìûõ ïîëÿðíûõ ôîðì íåàòîìè÷åñêèõ êîîïåðàòèâíûõ èãð è èõ
èñïîëüçîâàíèè äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðà Øåïëè (ïîäðîáíîñòè, êà-
ñàþùèåñÿ ïîëÿðíûõ ôîðì, ñì. â [5,6]).

2. Ðåãóëÿðíûå ïîëèíîìèàëüíûå èãðû
Íèæå äàåòñÿ îïèñàíèå îñíîâíîãî êëàññà èãð, èñïîëüçóåìîãî â ãëàâ-

íûõ êîíñòðóêöèÿõ ðàáîòû (è, ïðåæäå âñåãî, â ÿâíîì îïðåäåëåíèè
ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðîäîëæåíèÿ Àóìàíà-Øåïëè).

Ïóñòü (Q, d) - ïðîèçâîëüíûé íåïóñòîé ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò ñ ìåò-
ðèêîé d. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B áîðåëåâñêóþ σ-àëãåáðó ýòîãî êîìïàêòà
è ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü V ôóíöèé ìíîæåñòâà v : B → R, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ òðåáîàíèþ v(∅) = 0. Ñîãëàñíî òåîðåòèêî-èãðîâîé òåðìè-
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íîëîãèè [1] òðîéêó Γ = (Q,B, v) ñ v èç V íàçûâàþò êîîïåðàòèâíîé
èãðîé (ñ ïîáî÷íûìè ïëàòåæàìè), ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Q - èãðîêà-
ìè, à ïîäìíîæåñòâà e ⊆ Q, ïðèíàäëåæàùèå àëãåáðå B - êîàëèöèÿìè
èãðîêîâ. Íàïîìíèì, ÷òî çíà÷åíèå v(e) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìàê-
ñèìàëüíûé ãàðàíòèðîâàííûé äîõîä êîàëèöèè e. Â äàëüíåéøåì, êàê
ýòî ïðèíÿòî â òåîðåòèêî-èãðîâîé ëèòåðàòóðå, êîîïåðàòèâíûìè èãðà-
ìè áóäåì íàçûâàòü è ñàìè ôóíêöèè v.

Äåòàëüíîå îïèñàíèå èíòåðåñóþùåãî íàñ êëàññà ïîëèíîìèàëüíûõ
êîîïåðàòèâíûõ èãð òðåáóåò ââåäåíèÿ íåêîòîðûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ïî-
íÿòèé è îáîçíà÷åíèé (áîëüøèíñòâî èç íèõ, âêëþ÷àÿ èñïîëüçóåìûå
ïîíÿòèÿ òåîðèè âåêòîðíûõ ðåøåòîê, ìîæíî íàéòè â [5,6]; òàì æå
óêàçàí ðÿä ïîëåçíûõ ññûëîê íà ëèòåðàòóðó ïî ñìåæíîé òåìàòèêå).
Ïóñòü e - ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò àëãåáðû B. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(e)

ñîâîêóïíîñòü êîíå÷íûõ B-èçìåðèìûõ ðàçáèåíèé e è ïîëîæèì H =

∪e∈BH(e). Äàëåå, äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ η = {ei}i∈Ω ∈ H, ñîñòîÿ-
ùåãî èç m ýëåìåíòîâ (|Ω| = m), è äëÿ ôóíêöèè v ∈ V ÷åðåç v(η) =

v({ei}i∈Ω) îáîçíà÷èì ïîëèíîìèàëüíóþ m-ðàçíîñòü, îïðåäåëÿåìóþ
ôîðìóëîé

v(η) :=
∑
ω⊆Ω

(−1)|Ω|−|ω| v(∪i∈ωei), (2.1)

ãäå, êàê îáû÷íî, ñèìâîë |ω| îáîçíà÷àåò ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà ω. Ïîëèíîìèàëüíàÿ âàðèàöèÿ ||v||o ôóíêöèè v ∈ V îïðå-
äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

|v‖o := sup{
∑
ω⊆Ω

|v(ηω)|
∣∣∣ η = {ei}i∈Ω ∈ H(Q)}

ãäå ηω := {ei}i∈ω, à v(ηω) îïðåäåëåíà ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.1). Ãîâîðÿò,
÷òî ôóíêöèÿ v ∈ V èìååò îãðàíè÷åííóþ ïîëèíîìèàëüíóþ âàðèàöèþ,
åñëè ||v||o < ∞. Ïîëîæèì V := {v ∈ V

∣∣∣ ‖v‖o < ∞} è îïðåäåëèì
êîíóñ ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V, íàäå-
ëÿþùèé åãî ñòðóêòóðîé âåêòîðíîé ðåøåòêè. Íàïîìíèì [2,5,6], ÷òî
èãðà v ∈ V íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïîëîæèòåëüíîé, åñëè v(η) ≥ 0 äëÿ
ëþáîãî ðàçáèåíèÿ η = {ei}m

1 èç ∈ H. Â êà÷åñòâå âûøåóïîìÿíóòî-
ãî êîíóñà ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåòñÿ
âûïóêëûé êîíóñ âïîëíå ïîëîæèòåëüíûõ èãð. Îáîçíà÷èì ýòîò êîíóñ
÷åðåç V+. ßñíî, ÷òî âñå ýëåìåíòû êîíóñà V+ èìåþò îãðàíè÷åííóþ ïî-
ëèíîìèàëüíóþ âàðèàöèþ. Êðîìå òîãî, êàê ïîêàçàíî â [5], ÷àñòè÷íûé
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ïîðÿäîê u ≥o v ⇐⇒ u − v ∈ V+, èíäóöèðóåìûé V+ (âìåñòå ñ íîðìîé
ïîëèíîìèàëüíîé âàðèàöèè ‖ · ‖o), íàäåëÿåò V ñòðóêòóðîé áàíàõîâà
âåêòîðíîãî êîëüöà. Áîëåå ïîäðîáíî [5]: V ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâîé è äåäå-
êèíäîâî ïîëíîé âåêòîðíîé ðåøåòêîé, ñ ñîãëàñîâàííûìè ñòðóêòóðàìè
óïîðÿäî÷åííîãî è íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà (ìîíîòîííàÿ ïîðÿä-
êîâàÿ ñõîäèìîñòü âëå÷åò ìîíîòîííóþ ñõîäèìîñòü ïî íîðìå).

Ñëåäóÿ ñòàíäàðòíûì îáîçíà÷åíèÿì òåîðèè âåêòîðíûõ ðåøåòîê,
äëÿ êàæäîé èãðû v ∈ V ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïîëîæèòåëüíóþ
(v+), îòðèöàòåëüíóþ (v−) è ïîëíóþ (|v|) âàðèàöèþ ýòîé èãðû, ïî-
ëàãàÿ v+ := v ∨ 0, v− := (−v) ∨ 0 è |v| := (−v) ∨ v, ñîîòâåòñòâåííî
(çäåñü ÷åðåç u ∨ w = sup{u,w} è u ∧ w = inf{u,w} îáîçíà÷àþòñÿ
òî÷íàÿ âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíè äâóõýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà {u, v}
â ïîëóóïîðÿäî÷åííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå (V,≥o)). Îáîçíà÷èì
÷åðåç F ñîâîêóïíîñòü âñåõ íåïóñòûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ìåòðè-
÷åñêîãî êîìïàêòà Q. Óêàæåì òèïè÷íûé êëàññ èãð, ôèãóðèðóþùèõ â
äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèÿõ.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Èãðà v ∈ V íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè åå ïîë-
íàÿ âàðèàöèÿ |v| óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: |v|({ei}m

1 ) = sup{|v|( {fi}m
1 )|

fi ⊆ ei, fi ∈ F, i = 1, . . . ,m} äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ η = {ei}m
1 ∈ H.

Ñîâîêóïíîñòü ðåãóëÿðíûõ èãð îáîçíà÷èì ÷åðåç rV = rV (B).

Îïðåäåëåíèå 2.2. Èãðà v ∈ rV íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé ïîëèíîìè-
àëüíîé èãðîé ïîðÿäêà n, åñëè âñå åå ïîëèíîìèàëüíûå ðàçíîñòè ïî-
ðÿäêà n + 1 îáðàùàþòñÿ â 0: v({ei}n+1

1 ) = 0 äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ
{ei}n+1

1 ∈ H.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç rV n ïðîñòðàíñòâî âñåõ ðåãóëÿðíûõ ïîëèíîìè-
àëüíûõ èãð ïîðÿäêà n è ïîëîæèì rpV = ∪∞n=1rV

n. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî èãðà v ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ïîëèíîìèàëüíîé èãðîé, åñëè v ïðè-
íàäëåæèò rpV .

3. Íåàääèòèâíîå èíòåãðèðîâàíèå è îáîáùåííîå ðàñøèðåíèå
Îóýíà

Äëÿ îïèñàíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïîëèíîìèàëüíîé íåàääèòèâíîé
ôóíêöèè ìíîæåñòâà èç rpV, çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî n ≥ 1 è ôóíêöèþ v ∈ rV n. Ïåðâîå, ÷òî ïîòðåáóåòñÿ äëÿ õàðàê-
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òåðèçàöèè èñêîìîãî èíòåãðèðîâàíèÿ - ïîñòðîèòü ïðîäîëæåíèå v íà
n-òóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ñòåïåíü B[n] àëãåáðû B. Ñ ýòîé öåëüþ íàì
ïîíàäîáèòñÿ îïðåäåëåíèå n-òîé ñèììåòðè÷åñêîé ñòåïåíè e[n] êîàëè-
öèè e ∈ B, çàäàâàåìîå ôîðìóëîé: e[n] = {τ ⊆ e

∣∣∣ |τ | ≤ n}, ãäå, êàê è
ðàíåå, ÷åðåç |τ | îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
τ .

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ñèììåòðè÷åñêîé ñòåïåíüþ ïîðÿäêà n àëãåáðû
B íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøàÿ àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Q[n],
ñîäåðæàùàÿ ñåìåéñòâî ñèììåòðè÷åñêèõ ñòåïåíåé {e[n]

∣∣∣ e ∈ B}
âñåõ ýëåìåíòîâ àëãåáðû B.

Íà îñíîâàíèè îïèñàíèÿ ñòðîåíèÿ àëãåáðû B[n], ïðåäëîæåííîãî
â [5], óñòàíîâëåíî, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ àääèòèâíàÿ ôóíê-
öèÿ ìíîæåñòâà λv : B[n] → R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: λv(e

[n]) =

v(e) äëÿ êàæäîãî e ∈ B. Áîëåå òîãî, ó÷èòûâàÿ ðåãóëÿðíîñòü v è
êîìïàêòíîñòü ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (Q, d), ñ ïîìîùüþ ñòàí-
äàðòíîé àðãóìåíòàöèè ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî èìååòñÿ åäèíñòâåííîå
ñ÷åòíî-àääèòèâíîå ïðîäîëæåíèå µv ôóíêöèè λv íà íàèìåíüøóþ σ-
àëãåáðó σB[n], ñîäåðæàùóþ àëãåáðó B[n] (äðóãèìè ñëîâàìè, àääèòèâ-
íàÿ ôóíêöèÿ λv : B[n] → R äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ñ÷åòíî-àääèòèâíîå
ïðîäîëæåíèå µv : σB[n] → R íà σ-àëãåáðó σB[n], ïîðîæäåííóþ àëãåá-
ðîé B[n]). Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî σ-àëãåáðà σB[n] èìååò äîñòàòî÷íî
ïðîñòîå îïèñàíèå â òðàäèöèîííûõ òåðìèíàõ òåîðèè ìåðû.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Àëãåáðà σB[n] ñîâïàäàåò ñ áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (Q[n], d[n]), ãäå d[n] åñòü ñóæåíèå ñòàí-
äàðòíîé ìåòðèêè Õàóñäîðôà íà Q[n] : d[n](τ, τ ′) := min {ε

∣∣∣ τ ⊆ τ ′ε, τ
′ ⊆

τε}, ãäå τε, τ ′ε - ε-îêðåñòíîñòè τ, τ ′ â ïðîñòðàíñòâå (Q, d).

Ïóñòü òåïåðü f - ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
I(Q,B) îãðàíè÷åííûõ è B-èçìåðèìûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà Q.

Ââåäåì ïîëèíîìèàëüíîå ïðîäîëæåíèå f
[n]
ρ ôóíêöèè f íà Q[n], îïðå-

äåëÿåìîå ôîðìóëîé
f [n]

ρ (τ) :=
∏
t∈τ

f(t), τ ∈ Q[n].

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëèíîìèàëüíîå ïðîäîëæåíèå êàæäîé ôóíê-
öèè f ∈ I(Q,B) ÿâëÿåòñÿ σB-èçìåðèìîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé,
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îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå Q[n] (äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîé ôóíê-
öèè f ∈ I(Q,B) åå ïîëèíîìèàëüíîå ïðîäîëæåíèå f

[n]
ρ ïðèíàäëåæèò

ïðîñòðàíñòâó I(Q[n], σB[n]) îãðàíè÷åííûõ σB[n]-èçìåðèìûõ ôóíêöèé,
îïðåäåëåííûõ íà Q[n]. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ I(Q,B)

åå ïðîäîëæåíèå f
[n]
ρ ÿâëÿåòñÿ µv-èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé. Íî ýòî

îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ êàæäîãî v ∈ rV n ôóíêöèîíàë Pv :

I(Q,B) → R, çàäàâàåìûé ôîðìóëîé

Pv(f) :=

∫
f [n]

ρ dµv, f ∈ I(Q,B), (3.1)

îïðåäåëåí êîððåêòíî.
Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ è êîíñòðóêöèè, ñôîðìóëèðóåì

îäíî èç ãëàâíûõ ïîíÿòèé ñòàòüè.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Äëÿ êàæäîãî v ∈ rV n ôóíêöèîíàë Pv, îïðåäåëÿ-
åìûé ôîðìóëîé (3.1), íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðàñøèðåíèåì Îóýíà
êîîïåðàòèâíîé èãðû v.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà Q ââåäåí-
íîå ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðàñøèðåíèÿ Îóýíà ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷å-
ñêèì îïðåäåëåíèåì ïîëèëèíåéíîãî ïðîäîëæåíèÿ êîîïåðàòèâíîé èã-
ðû, ïðåäëîæåííûì Îóýíîì â [4]. ×òî êàñàåòñÿ áåñêîíå÷íîãî ñëó÷àÿ,
òî çäåñü ìû îòìåòèì ëèøü íåêîòîðûå õàðàêòåðíûå ñâîéñòâà îáîáùåí-
íîãî ðàñøèðåíèÿ Îóýíà, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî è â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî
÷èñëà èãðîêîâ âûïîëíÿþòñÿ àíàëîãè ðÿäà êëþ÷åâûõ ñîîòíîøåíèé,
òèïè÷íûõ äëÿ êîíå÷íûõ êîîïåðàòèâíûõ èãð. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå
îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ v ∈ rV n ÿâëÿ-
åòñÿ îäíîðîäíîé ïîðÿäêà n, åñëè îíà äèçúþíêòíà ñ ïðîñòðàíñòâîì
rV n−1 (òî åñòü, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå: |v| ∧ |u| = 0 äëÿ âñåõ
u ∈ rV n−1). Ñîâîêóïíîñòü îäíîðîäíûõ ïîðÿäêà n ðåãóëÿðíûõ ïîëè-
íîìèàëüíûõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç rV (n) (V 0 = V (0) := {0}).

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Äëÿ âñåõ n ≥ 1 ïðîñòðàíñòâà rV (n) ÿâëÿþòñÿ
ïîëîñàìè ïðîñòðàíñòâà rV.

Îòìåòèì ñðàçó æå, ÷òî ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.2, äëÿ êàæäîé
ôóíêöèè v ∈ rpV è äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî m ≥ 1 ñóùåñòâóåò
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ïðîåêöèÿ v(m) íà rV (m), îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé

v(m) := sup {u ∈ rV (m)
∣∣∣v+ ≥0 u} − sup {u ∈ rV (m)

∣∣∣v− ≥0 u}. (3.2)

Ïåðåõîäÿ ê îïèñàíèþ íåêîòîðûõ âàæíûõ äëÿ äàëüíåéøåãî ñâîéñòâ
îáîáùåííîãî ðàñøèðåíèÿ Îóýíà, íàïîìíèì, ÷òî íèæå ÷åðåç χe îáî-
çíà÷àåòñÿ èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà e ∈ B, ÷åðåç P(n) -
ñîâîêóïíîñòü îäíîðîäíûõ ïîðÿäêà n íåïðåðûâíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ
ôóíêöèîíàëîâ íà I(Q,B) (c îáû÷íîé íîðìîé ||f ||∞ := sup { |f(t)|

∣∣∣ t ∈
Q} íà ïðîñòðàíñòâå I(Q,B)), à ÷åðåç P+ - ñîâîêóïíîñòü íåïðåðûâ-
íûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ l íà I(Q,B), óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâàì: ∑

ω⊆{1,...,m}
(−1)m−|ω|l(

∑
i∈ω

fi) ≥ 0

äëÿ ëþáûõ m ≥ 1 è fi ∈ I(Q,B), i = 1, . . . , m.

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ ëþáîé èãðû v ∈ rV n îáîáùåííîå ðàñøèðåíèå Îóýíà
Pv ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ïîëèíîìèàëüíûì ôóíêöèîíàëîì ïîðÿäêà
n íà íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå (I(Q,B), || · ||∞). Ïðè ýòîì âû-
ïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

(P.1) Pv(χe) = v(e) äëÿ ëþáîé êîàëèöèè e ∈ B;

(P.2) Pv ∈ P+, åñëè v ∈ rV n
+ := rV n ∩ V+;

(P.3) Pv ∈ P (n), åñëè v ∈ rV (n);

(P.4) |Pv(f)| ≤ ∑n
m=1 ||f ||m∞ · ||v(m)||o äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈

I(Q,B)

(çäåñü v(m) - îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû èãðû v, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëîé
(3.2)).

4. Àêñèîìàòèçàöèÿ ðàñøèðåíèÿ Îóýíà: íåàòîìè÷åñêèé ñëó-
÷àé

Íàïîìíèì ñíà÷àëà àêñèîìàòèçàöèþ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðîäîë-
æåíèÿ äëÿ íåàòîìè÷åñêèõ êîîïåðàòèâíûõ èãð, ïðåäëîæåííóþ â [1] â
ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ îáîáùåíèÿ èçâåñòíîé èíòåãðàëüíîé ôîðìó-
ëû Îóýíà íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà èãðîêîâ. Äëÿ ïðîñòîòû
îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ïðîñòðàíñòâà pvNA, ïðåäñòàâëÿþùåãî èç ñåáÿ
çàìûêàíèå â ðàññìàòðèâàâøåéñÿ âûøå íîðìå ïîëèíîìèàëüíîé âàðè-
àöèè || · ||o ëèíåéíîé îáîëî÷êè âñåâîçìîæíûõ ñòåïåíåé µk, k ≥ 1,
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íåàòîìè÷åñêèõ ìåð µ. Êàê è â [1], áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êî-
ãäà Q = [0, 1], à B - áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà åäèíè÷íîãî èíòåðâàëà
[0, 1]. Ïðîäîëæåíèå ϕ Àóìàíà-Øåïëè èãðû v íà ïðîñòðàíñòâî I(Q,B)

îïðåäåëÿåòñÿ íåÿâíûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ óêàçàíèÿ ñâîéñòâ îïå-
ðàòîðà ϕ, ñîïîñòàâëÿþùåãî êàæäîé èãðå v ∈ pvNA åå ðàñøèðåíèå
ϕ(v) : I(Q,B) → R (ñ êëàññà èíäèêàòîðíûõ ôóíêöèé íà âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ B-èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà Q):

(Qw.1) ϕ(v)(χe) = v(e), v ∈ pvNA, e ∈ B;

(Ow.2) ϕ(αv + βw) = αϕ(v) + βϕ(w), α, β ∈ R, v, w ∈ pvNA;

(Ow.3) ϕ(v · w) = ϕ(v) · ϕ(w), u, w ∈ pvNA;

(Ow.4) ϕ(v)(f) =
∫

fdv, f ∈ I(Q, B), v ∈ rV 1.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïóíêòà ñôîðìóëèðóåì îäèí èç ãëàâíûõ ðåçóëü-
òàòîâ ðàáîòû - àêñèîìàòè÷åñêîå îïèñàíèå îáîáùåííîãî ðàñøèðåíèÿ
Îóýíà Pv íà ïðîñòðàíñòâå pvNA.

Òåîðåìà 4.1. Îòîáðàæåíèå ϕ : pvNA → P óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì (Ow.1) − (Ow.4) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ

ϕ(v) = Pv, v ∈ pvNA.

5. Àêñèîìàòèçàöèÿ ðàñøèðåíèÿ Îóýíà: êîíå÷íûå èãðû

Â çàêëþ÷åíèå îñòàíîâèìñÿ íà îñîáåííîñòÿõ àêñèîìàòèçàöèè ðàñ-
øèðåíèÿ Îóýíà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êîìïàêò Q êîíå÷åí (è, òåì ñà-
ìûì, âñå îïðåäåëåííûå íà íåì ðåãóëÿðíûå êîîïåðàòèâíûå èãðû çà-
âåäîìî äèñêðåòíûå, àòîìè÷åñêèå). Èòàê, ïóñòü |Q| = n äëÿ íåêî-
òîðîãî íàòóðàëüíîãî n. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
Q = {1, . . . , n}, à àëãåáðà B ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñåìåéñòâî 2Q -
ñîâîêóïíîñòü âñåõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Q (ýëåìåíòû
àëãåáðû 2Q, êàê ýòî ïðèíÿòî â òåîðèè êîíå÷íûõ êîîïåðàòèâíûõ èãð,
áóäåì îáîçíà÷àòü áîëüøèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè: S, T, . . .). Ðàññìîò-
ðèì ïðîèçâîëüíóþ êîîïåðàòèâíóþ èãðó n ëèö v : B → R è íàïîìíèì
[1], ÷òî åå (êëàññè÷åñêèì) ïîëèëèíåéíûì ðàñøèðåíèåì Îóýíà íàçû-
âàåòñÿ îòîáðàæåíèå P̄ n

v : In → R, îïðåäåëåííîå íà åäèíè÷íîì êóáå
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In := {(t1, . . . , tn) ∈ Rn
+

∣∣ti ≤ 1, i ∈ Q} ôîðìóëîé

P̄ n
v (v)(t1, . . . , tn) :=

∑
T∈B

v(T )
∏
i∈T

ti
∏

j∈Q\T
(1− tj), (t1, . . . , tn) ∈ In.

(5.1)
Â äàëüíåéøåì äëÿ óäîáñòâà àíàëèçà âìåñòî P̄ n

v áóäåì ðàññìàòðèâàòü
îòîáðàæåíèå P n

v : Rn → R, îïðåäåëÿåìîå óæå íà âñåì ïðîñòðàíñòâå
Rn ïî ôîðìóëå, çàäàâàåìîé ïðàâîé ÷àñòüþ ñîîòíîøåíèÿ (5.1). Ñîáè-
ðàÿ â ýòîé ôîðìóëå êîýôôèöèåíòû ïðè ìîíîìàõ

∏
i∈T ti, ïîëó÷àåì

ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îòîáðàæåíèÿ P n
v :

P n
v (t1, . . . , tn) =

∑
T∈B

vT

∏
i∈T

ti, (t1, . . . , tn) ∈ Rn,

ãäå vT - òàê íàçûâàåìûå äèâèäåíäû Õàðøàíüè [3] èãðû v, îïðåäåëÿ-
åìûå êàê êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ v =

∑
T∈B vT uT ôóíêöèè v ïî

ñòàíäàðòíîìó áàçèñó {uT}T∈B âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Vn = rpV (B).

Íàïîìíèì, ÷òî èãðà uT îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè: uT (S) = 1, êî-
ãäà T ⊆ S, è uT (S) = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Îòìåòèì åùå, ÷òî
â ðàññìàòðèâàåìîì äèñêðåòíîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî Vn ñîñòîèò èç
âñåõ ôóíêöèé v : B → R, óäîâëåòâîðÿþùèõ åäèíñòâåííîìó óñëîâèþ
v(∅) = 0.

Êàê ïîêàçûâàåò ýëåìåíòàðíàÿ ïðîâåðêà, îòîáðàæåíèå v 7→ P n
v , v ∈

Vn, óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì Ow.1 − Ow.4, çà èñêëþ÷åíèåì
óñëîâèÿ Ow.3. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì êîíå÷íîìåðíîì
ñëó÷àå ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ v 7→ P n

v ãàðàíòèðóåòñÿ
ëèøü ïðè äèçúþíêòíîñòè òàê íàçûâàåìûõ ìèíèìàëüíûõ íîñèòåëåé
ñîìíîæèòåëåé. Íàïîìíèì, ÷òî êîàëèöèÿ R ⊆ Q íàçûâàåòñÿ íîñèòå-
ëåì èãðû v, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

v(T ∩R) = v(T ) äëÿ êàæäîé êîàëèöèè T ∈ B. (5.2)

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ íîñèòåëåé èãðû v áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Supp v.

Íåïîñðåäñòâåííî èç ñîîòíîøåíèÿ (5.2) âûòåêàåò, ÷òî Supp v 6= ∅,
è ïðè ýòîì îáùàÿ ÷àñòü Qv =

⋂
R∈Supp v R âñåõ ýëåìåíòîâ ñåìåéñòâà

Supp v òàêæå ïðèíàäëåæèò ýòîìó ñåìåéñòâó. Òåì ñàìûì, Qv ÿâëÿåòñÿ
íàèìåíüøèì (îòíîñèòåëüíî âëîæåíèÿ) ýëåìåíòîì ñåìåéñòâà Supp v,

÷åì è îáúÿñíÿåòñÿ ââîäèìàÿ òåðìèíîëîãèÿ: ìíîæåñòâî Qv áóäåì íà-
çûâàòü íàèìåíüøèì íîñèòåëåì èãðû v. Îòìåòèì, ÷òî â ðÿäå ñëó÷à-
åâ óäîáíåå áîëåå êîíñòðóêòèâíîå çàäàíèå íàèìåíüøåãî íîñèòåëÿ Qv,
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îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

Qv = {i ∈ Q
∣∣ ñóùåñòâóåò T ∈ Bi òàêîå, ÷òî vT 6= 0},

ãäå, êàê îáû÷íî, Bi := {T ∈ B
∣∣i ∈ T}.

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ, ìàêñèìàëüíî ïðèáëèæåííûõ ê ñòàíäàðò-
íûì, ñôîðìóëèðóåì àíàëîãè óñëîâèé (Ow.1)−(Ow.4) äëÿ ñëó÷àÿ èãð
ñ êîíå÷íûì (ôèêñèðîâàííûì) ÷èñëîì ó÷àñòíèêîâ (äàëåå Vn := rV (Q)

- ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîîïåðàòèâíûõ èãð n ëèö ñ ïîáî÷íûìè ïëàòåæà-
ìè íà àëãåáðå B, χT - èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà T ⊆ Q, à Pn

- ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ, çàäàííûõ íà n-ìåðíîì àðèôìåòè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå Rn):

(Qwn.1) ϕn(v)(χT ) = v(T ), v ∈ Vn, T ∈ B;

(Own.2) ϕn(αv + βw) = αϕn(v) + βϕn(w), α, β ∈ R, v, w ∈ Vn;

(Own.3) ϕn(v · w) = ϕ(v)n · ϕn(w), åñëè Qu ∩Qw = ∅;
(Own.4) ϕn(v)(t1, . . . , tn) =

∑
i∈Q v(i)ti, (t1, . . . , tn) ∈ Rn, v ∈ V 1

n .
Âûøå, êàê îáû÷íî, v(i) := v({i}), à V 1

n - ïîäïðîñòðàíñòâî àääèòèâíûõ
(íåñóùåñòâåííûõ) èãð èç ïðîñòðàíñòâà Vn.

Â ïðèâåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ àíàëîã òåîðåìû 4.1 ôîðìóëèðóåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 5.1. Îòîáðàæåíèå ϕn : Vn → Pn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(Own.1) − (Own.4) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé:

ϕn(v) = P v
n äëÿ êàæäîé èãðû v ∈ Vn.
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ONE AXIOMATIZATION OF GENERALIZED OWEN
EXTENSION

Valeri Vasil'ev, Sobolev Institute of Mathematics, Siberian Branch of
RAS, Novosibirsk, Doctor of Sc., professor (vasilev@math.nsc.ru).

Abstract : New approach to generalized Owen extension's construction
for some classes of polynomial games is considered. It is proved that
this extension coincides with Aumann-Shapley extension for one class
of nonatomic games. The explicit formula for multiplicative Aumann-
Shapley extension is obtained. The axiomatization of classical Owen
extension for the class of discrete-time cooperative games is obtained
and it di�ers from Aumann-Shapley axiomatization only by weak
multiplicative axiom.

Keywords : cooperative games, polynomial games, Owen extension, Aumann-
Shapley extension.


