
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ Òåîðèÿ Èãð è å�å Ïðèëîæåíèÿ, ò.1, â.4, ñ. 63-77

ÓÄÊ 519.234+519.832+378
ÁÁÊ 22.172+22.18+ ×421,6(2)284ÿ8/2

ÒÅÎÐÅÒÈÊÎ ÈÃÐÎÂÎÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê
ÎÖÅÍÊÅ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ ÒÅÑÒÈÐÎÂÀÍÈß

Ìèõàèë Ì. Ëóöåíêî
Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

ïóòåé ñîîáùåíèÿ
Ñàíêò-Ïåòåðáóðã

e-mail: ML4116@mail.ru

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïîñòðîèì íåñêîëüêî èãðîâûõ ìîäå-
ëåé òåñòèðîâàíèÿ, è óêàæåì èõ íàäåæíîñòü (âåðîÿòíîñòü ïðà-
âèëüíîé îöåíêè òåñòèðóåìîãî), îïòèìàëüíûå ðåøàþùèå ïðà-
âèëà, íàèõóäøåå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ
ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé è ñâîäèòñÿ ê ñòà-
òèñòè÷åñêîé èãðå ìåæäó Ñòàòèñòèêîì è Ïðèðîäîé ñ ïîðîãîâîé
ôóíêöèåé âûèãðûøà. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä íå ïðåäïîëàãàåò
íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ óðîâíåé çíàíèé èñïûòóåìûõ è
ïðîñò â ðåàëèçàöèè. Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé èñïîëüçóþòñÿ
ðåçóëüòàòû ðàáîò àâòîðà [1], [2].

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåñòèðîâàíèå, àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ èãðà, ñòàòèñòè÷å-
ñêàÿ èãðà, ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ, íàèõóäøåå àïðè-
îðíîå ðàñïðåäåëåíèå.

1. Ââåäåíèå
Âàæíåéøàÿ çàäà÷à òåîðèè òåñòèðîâàíèÿ � îöåíêà óðîâíÿ çíàíèé

èñïûòóåìîãî ïî ðåçóëüòàòàì òåñòà. Çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ îñîáåííî àêòó-
àëüíîé, åñëè ïî ðåçóëüòàòàì òåñòà ïðèíèìàþò âàæíûå àäìèíèñòðà-
òèâíûå ðåøåíèÿ: âûäà÷à àòòåñòàòà îá îáðàçîâàíèè, çà÷èñëåíèå â ÂÓÇ
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è äð. Àíàëèçó òåñòîâ è îöåíêàì èõ òî÷íîñòè ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëè-
òåðàòóðà (ñì. íàïðèìåð [3]). Ïðè ýòîì ïðÿìî èëè êîñâåííî èñïîëüçó-
þòñÿ èíòåðâàëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðà áèíîìèàëüíîãî (ãèïåðãåîìåò-
ðè÷åñêîãî) ðàñïðåäåëåíèé. Êðîìå òîãî, âñå îöåíêè òî÷íîñòè (íàäåæ-
íîñòè) òåñòèðîâàíèÿ ïðîâîäÿò â ïðåäïîëîæåíèè î íîðìàëüíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ óðîâíåé çíàíèé èñïûòóåìûõ. Íî ñ ýòèì ïðåäïîëîæåíèåì
òðóäíî ñîãëàñèòüñÿ. Ïðè òåñòîâîì êîíòðîëå óðîâíÿ çíàíèé ó÷àùèõñÿ
ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïðîöåññà îáó÷åíèÿ ïîñâÿùåíà ïîäãîòîâêå ê ïðî-
õîæäåíèþ òåñòà. À, çíàÿ ôîðìó òåñòà, òåìû è òèïû çàäà÷, ó÷àùèåñÿ
ñïîñîáíû òàê ïðåäñòàâèòü ñâîè çíàíèÿ, ÷òî èõ îáúåêòèâíàÿ îöåíêà
áóäåò çàòðóäíåíà. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì êîíôëèêòíóþ ñèòóàöèþ
(èãðó), ó÷àñòíèêè êîòîðîé: èñïûòóåìûé, ñòðåìÿùèéñÿ ìåíüøå âðå-
ìåíè çàòðàòèòü íà ïîäãîòîâêó ê òåñòó, íî ïðè ýòîì ïîëó÷èòü íàèâûñ-
øèé áàëë è ëèöî, ïðèíèìàþùåå ðåøåíèå (Ñòàòèñòèê), ñòðåìÿùèéñÿ
íàèáîëåå òî÷íî îöåíèòü óðîâåíü çíàíèé èñïûòóåìîãî.

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ çäåñü ìîäåëü îöåíêè óðîâíÿ çíàíèé
èñïûòóåìîãî ïî ðåçóëüòàòàì òåñòèðîâàíèÿ íå ïðåäïîëàãàåò êàêèõ-
ëèáî îãðàíè÷åíèé íà àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå óðîâíåé çíàíèé èñ-
ïûòóåìûõ.

2. Çàäà÷è êëàññèôèêàöèè è îöåíèâàíèÿ
Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó îöåíêè óðîâíÿ çíàíèé èñïûòóåìîãî ïî ðå-

çóëüòàòàì òåñòèðîâàíèÿ áîëåå òî÷íî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïî ðåçóëü-
òàòàì òåñòà ãðóïïà ó÷àùèõñÿ ðàçáèòà íà N êëàññîâ, è îöåíêà óðîâíÿ
çíàíèé ó÷àùåãîñÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî íîìåðó òîãî êëàññà, â êîòîðûé
îí ïîïàë. Âûáîð íîìåðà êëàññà ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ðàçíûìè ìå-
òîäàìè, íàïðèìåð, ïî ÷èñëó ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íà âîïðîñû òåñòà
èëè ïî ÷èñëó íàáðàííûõ áàëëîâ çà ðåøåííûå çàäà÷è, åñëè âåñà çàäà÷
áûëè ðàçëè÷íû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xθ íîìåð êëàññà, â êîòîðûé ïîïàë
ó÷àùèéñÿ, èìåþùèé óðîâåíü çíàíèé θ (òèï òåñòèðóåìîãî). Òàêèì îá-
ðàçîì, Ñòàòèñòèê, íàáëþäàÿ çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xθ, äîë-
æåí îöåíèòü òèï òåñòèðóåìîãî θ.

Ñâåäåì çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè ê çàäà÷å ñòàòèñòè÷åñêîãî îöåíè-
âàíèÿ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Êîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî âîçìîæíûõ óðîâíåé çíàíèé ó÷àùåãîñÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ =

{θ1, θ2, . . . , θm} (ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ); ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà-
÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xθ îáîçíà÷èì ÷åðåç X = {x1, x2, . . . , xN}
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(ìíîæåñòâî íàáëþäåíèé), à ÷åðåç {Pθ(x)}θ∈Θ ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëå-
íèé ýòèõ âåëè÷èí íà ìíîæåñòâå X. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ îöåíîê
çíàíèé ó÷àùåãîñÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç D = {d1, d2, . . . , dn} (ìíîæåñòâî
ðåøåíèé). Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ(x) ðåøåíèå Ñòàòèñòèêà â òîì ñëó÷àå,
êîãäà çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xθ ðàâíî x. Ôóíêöèþ δ : X → D

íàçûâàþò ðåøàþùåé ôóíêöèåé. Ìíîæåñòâî ðåøàþùèõ ôóíêöèé ìû
îáîçíà÷èì ÷åðåç D = DX , òî åñòü D åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå N =

|X| ýêçåìïëÿðîâ ïðîñòðàíñòâ D. Òàêèì îáðàçîì, êàæäóþ ðåøàþùóþ
ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå âåêòîðà δ = (δ1, δ2, . . . , δN), ó êî-
òîðîãî δk = δ(xk) ∈ D.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ Ñòàòèñòèê, íàáëþäàÿ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó
Xθ ñ íåèçâåñòíûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà θ, äîëæåí ïðèíÿòü ðåøåíèå
δ(Xθ) ∈ D, êîòîðîå íàèáîëåå òî÷íîå îöåíèâàåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà
θ èëè æå îí äîëæåí íàéòè òàêóþ ðåøàþùóþ ôóíêöèþ δ, çíà÷åíèÿ
êîòîðîé íàèáîëåå áëèçêè ê θ.

Â ñòàòèñòèêå ðàññìàòðèâàþò äâå ãðóïïû îöåíîê: òî÷å÷íûå è èí-
òåðâàëüíûå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïåðâûõ íåîáõîäèìî çíàòü ïîòåðè Ñòà-
òèñòèêà îò îøèáêè ïðè îöåíêå èì íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ, òî åñòü
ôóíêöèþ ïîòåðü Ñòàòèñòèêà L(θ, d). Ê ñîæàëåíèþ, èç óñëîâèé çàäà-
÷è òàêóþ ôóíêöèþ ïîñòðîèòü òðóäíî.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåðâàëüíîé îöåíêè ìû ñ êàæäûì ðåøåíèåì
d ∈ D ñâÿæåì ïîäìíîæåñòâî óðîâíåé çíàíèé Θ(d) ⊆ Θ, ïðèåìëåìûõ
(äîïóñòèìûõ) ïðè ýòîì ðåøåíèè. Ïî çàäàííîìó ñåìåéñòâó ïîäìíî-
æåñòâ {Θ(d)}d∈D ïîñòðîèì ôóíêöèþ âûèãðûøà Ñòàòèñòèêà:

h(d, θ) = 1Θ(d)(θ) =

{
1, ïðè θ ∈ Θ(d),

0, ïðè θ /∈ Θ(d).

Òàêèì îáðàçîì, âûèãðûø Ñòàòèñòèêà ðàâåí åäèíèöå ëèøü â òîì
ñëó÷àå, êîãäà îí ïðàâèëüíî îöåíèë èñïûòóåìîãî, èëè òèï òåñòèðóå-
ìîãî θ îêàçàëñÿ âî ìíîæåñòâå òèïîâ Θ(d) äîïóñòèìûõ ïðè äàííîì
ðåøåíèè d.

Çàôèêñèðóåì ñåìåéñòâî ïðèåìëåìûõ èíòåðâàëîâ {Θ(d)}d∈D. Êàæ-
äàÿ ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ δ ïîðîæäàåò íàáîð {Θ (δ(x))}x∈X äîâåðè-
òåëüíûõ èíòåðâàëîâ.

Äëÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà θ è ðåøàþùåé ôóíêöèè δ(x) íàéäåì âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàáîð äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ {Θ (δ(x))}x∈X
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íàêðîåò íåèçâåñòíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëîé ïîëíîé âåðîÿòíîñòè:

P (θ ∈ Θ (δ(Xθ))) =
∑
x∈X

P (Xθ = x)P (θ ∈ Θ(δ(x))|Xθ = x).

À, èñïîëüçóÿ ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ôóíêöèè h è ñåìåé-
ñòâà ðàñïðåäåëåíèé, ìû ïîëó÷èì:

P (θ ∈ Θ (δ(Xθ))) =
∑
x∈X

Pθ(x)h(δ(x), θ) = H(δ, θ).

Ôóíêöèþ H(δ, θ) ìû áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé óñïåõà ïî àíàëî-
ãèè ñ Âàëüäîâñêîé ôóíêöèåé ðèñêà.

Íàèìåíüøàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàáîð {Θ (δ(x))}x∈X , ïîðîæ-
äåííûé ðåøàþùåé ôóíêöèåé δ, íàêðîåò íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð θ,
íàçûâàåòñÿ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ äëÿ ýòîãî íàáîðà (äëÿ ðå-
øàþùåé ôóíêöèè δ), òî åñòü

γ = γ(δ) = min
θ∈Θ

P (θ ∈ Θ (δ(Xθ))) .

Öåëüþ Ñòàòèñòèêà ñòàíîâèòñÿ îïðåäåëåíèå òàêîé ðåøàþùåé ôóíê-
öèè δ (òàêîãî íàáîðà äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ), äëÿ êîòîðîé äîâå-
ðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü áóäåò íàèáîëüøåé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàìåòð θ ñàì ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ èçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν, òî åñòü Ñòàòè-
ñòèê íàáëþäàåò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Xν ñ àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíè-
åì ν:

P (Xν = x) =

∫

Θ

Pθ(x)dν(θ).

Ñðåäíå âçâåøåííàÿ ôóíêöèÿ óñïåõà ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ δ è
ν ðàâíà:

H(ν, δ) =

∫

Θ

H(θ, δ)dν(θ) =
∑

x

∫

Θ

Pθ(x)h(δ(x), θ)dν(θ).

È îíà ðàâíà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð θ ïîïà-
äåò â äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë, ïîðîæäåííûé ðåøàþùåé ôóíêöèåé
δ, åñëè ïàðàìåòð θ èìååò èçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ν.
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Ôóíêöèÿ δν , ìàêñèìèçèðóþùàÿ H(ν, δ), íàçûâàåòñÿ áàéåñîâñêèì
ðåøåíèåì (áàéåñîâñêîé ðåøàþùåé ôóíêöèåé) îòíîñèòåëüíî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ν, à âåëè÷èíà ýòîãî ìàêñèìóìà íàçûâàåòñÿ áàéåñîâñêèì óñïå-
õîì äëÿ àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ν, òî åñòü áàéåñîâñêèé óñïåõ ðà-
âåí:

H(ν, δν) = max
δ

H(ν, δ).

Áàéåñîâñêàÿ ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ δν ïîðîæäàåò òàêîé íàáîð èí-
òåðâàëîâ, äëÿ êîòîðîãî ñðåäíÿÿ âåðîÿòíîñòü ïîêðûòèÿ áûëà áû íàè-
áîëüøåé ïðè äàííîì àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè ïàðàìåòðà θ.

Â íàøåì ñëó÷àå ìíîæåñòâî D åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå N ýêçåì-
ïëÿðîâ ìíîæåñòâ D, à ôóíêöèÿ ϕ(δ) = ϕ(δ1, δ2, . . . , δN) = H(ν, δ) �
ñåïàðàáåëüíàÿ ôóíêöèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ δ1, δ2, . . . , δN . Ñëå-
äîâàòåëüíî, áàåñîâñêèé óñïåõ ìîæåò áûòü íàéäåí ïî ôîðìóëå:

H(ν, δν) =
N∑

k=1

max
δk∈D




∫

Θ

Pθ(x)h(θ, δk) dν(θ)


, δk = δ(xk).

Èëè çíà÷åíèå áàéåñîâñêîé ðåøàþùåé ôóíêöèè δν â òî÷êå x åñòü
ìàêñèìóì ñëàãàåìîãî, çàâèñÿùåãî ëèøü îò ýòîãî çíà÷åíèÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, çíà÷åíèÿ δν ìîæíî íàõîäèòü â êàæäîé òî÷êå íåçàâèñèìî îò
çíà÷åíèé â äðóãèõ òî÷êàõ.

Íàèõóäøèì äëÿ Ñòàòèñòèêà áóäåò òî àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ν

ïàðàìåòðà θ, äëÿ êîòîðîãî áàéåñîâñêèé óñïåõ áóäåò íàèìåíüøèì. Â
ýòîì ñëó÷àå ìèíèìàëüíûé áàéåñîâñêèé óñïåõ ðàâåí:

H(ν∗, δν∗) = min
ν

max
δ

H(ν, δ)

Àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ν∗, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ýòîò ìèíè-
ìóì, íàçûâàåòñÿ íàèõóäøèì àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì.

3. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ èãðà �Òåñòèðîâàíèå�
Äëÿ âûøå îïðåäåëåííîé çàäà÷è îïðåäåëèì ñòàòèñòè÷åñêóþ èãðó

�Òåñòèðîâàíèå� Γ = 〈D, Θ, H〉 ìåæäó Ñòàòèñòèêîì è Ïðèðîäîé. Â
ýòîé èãðå: D = DX � ïðîñòðàíñòâî ðåøàþùèõ ôóíêöèé Ñòàòèñòèêà,
Θ � ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ (ñòðàòåãèè Ïðèðîäû) è ôóíêöèÿ âûèã-
ðûøà:

H(δ, θ) =
∑

x

Pθ(x)h(δ(x), θ), δ ∈ D = DX .
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Ñòàòèñòèê (èãðîê 1) ñòðåìèòñÿ ê óâåëè÷åíèþ ñâîåé äîâåðèòåëü-
íîé âåðîÿòíîñòè, à Ïðèðîäà (òåñòèðóåìûé) ñòðåìèòñÿ ïîëó÷èòü íàè-
áîëüøèé áàëë, òî åñòü èñêàçèòü ðåçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ.

Íèæíåå çíà÷åíèå èãðû Γ ðàâíî ìàêñèìàëüíîé äîâåðèòåëüíîé âå-
ðîÿòíîñòè, êîòîðóþ ìîæåò îáåñïå÷èòü ñåáå Ñòàòèñòèê íåçàâèñèìî îò
äåéñòâèé Ïðèðîäû

v = max
δ∈D

min
θ∈Θ

H(δ, θ) = max
δ∈D

γ(δ).

Ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ δ∗, íà êîòîðîé ýòîò ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ, �
îïòèìàëüíûé íàáîð äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ. Çàìåòèì, ÷òî âåðõ-
íåå çíà÷åíèå èãðû Γ ðàâíî åäèíèöå:

v̄ = min
θ∈Θ

max
δ∈D

H(δ, θ) = 1.

Òàê êàê âåðõíåå çíà÷åíèå èãðû Γ = 〈D, Θ, H〉 áîëüøå íèæíåãî
çíà÷åíèÿ, òî åå ðåøåíèå ìû áóäåì èñêàòü â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç D, Θ ïðîñòðàíñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ìåð (ðàñïðåäå-
ëåíèé), çàäàííûõ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâàõ è ñîäåðæàùèå âñå
âûðîæäåííûå ìåðû, à ôóíêöèþ âûèãðûøà ñìåøàííîãî ðàñøèðåíèÿ
èãðû Γ ÷åðåç:

H(µ, ν) =

∫

D×Θ

H (δ, θ) dµ(δ)dν(θ).

Åñëè µ∗, ν∗ � âûðîæäåííûå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû ñ íîñèòåëÿìè
δ∗, θ∗, ñîîòâåòñòâåííî, òî ìû áóäåì ïèñàòü:

H(δ∗, ν) = H(µ∗, ν), H(µ, θ∗) = H(µ, ν∗), H(δ∗, θ∗) = H(µ∗, ν∗) = H(δ∗, θ∗).

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè (âåðîÿòíîñòíûå ìåðû) µ ∈ D, ν ∈ Θ çàäà-
þò âåðîÿòíîñòè ñ êîòîðûìè èãðîêè âûáèðàþò òå èëè èíûå ÷èñòûå
ñòðàòåãèè èç ñâîèõ ìíîæåñòâ ñòðàòåãèé. Ôóíêöèÿ âûèãðûøà H(µ, ν)

ðàâíà ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ âûèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà, åñëè
èãðîêè èñïîëüçîâàëè ñâîè ñìåøàííûå ñòðàòåãèè µ, ν.

Ðåøåíèåì ñòàòèñòè÷åñêîé èãðû Γ = 〈D, Θ, H〉 â ñìåøàííûõ ñòðà-
òåãèÿõ áóäåò ðåøåíèå èãðû Γ =

〈
D, Θ, H

〉
, òî åñòü òðîéêà 〈µ∗, ν∗, v〉,

äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
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H(µ, ν∗) ≤ v ≤ H(µ∗, ν) ïðè âñåõ µ ∈ D, ν ∈ Θ.

Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè îïòèìàëüíîñòè òðîéêè 〈µ∗, ν∗, v〉
äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòñÿ âûðîæäåííûìè ìåðàìè µ, ν, òî åñòü äîñòà-
òî÷íî âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ

H(δ, ν∗) ≤ v ≤ H(µ∗, θ) ïðè âñåõ δ ∈ D, θ ∈ Θ.

Âûïîëíåíèå ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâàì, â êî-
òîðûõ âíåøíèå ýêñòðåìóìû äîñòèãàþòñÿ íà µ∗ è ν∗, ñîîòâåòñòâåííî.

v = min
ν

max
δ

H(δ, ν) = max
µ

min
θ

H(µ, θ)

Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ èãðîêà 1 åñòü ðàíäîìèçè-
ðîâàííàÿ ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ µ∗, äëÿ êîòîðîé äîâåðèòåëüíàÿ âåðî-
ÿòíîñòü ïîêðûòèÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà áûëà áû íàèáîëüøåé.

Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ Ïðèðîäû ν∗ (íàèõóäøåå àïðèîðíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå) � ýòî òàêîå ðàñïðåäåëåíèå, äëÿ êîòîðîãî áàéåñîâñêàÿ ðå-
øàþùàÿ ôóíêöèÿ δ∗ áûëà áû íàèìåíåå ýôôåêòèâíà.

Çíà÷åíèå ñòàòèñòè÷åñêîé èãðû � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàóãàä âû-
çâàííûé ñòóäåíò áóäåò ïðàâèëüíî îöåíåí (òî÷íî óêàçàí åãî òèï).

4. Ðåøåíèå êîíå÷íûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ èãð
Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. íàïðèìåð [1]), ÷òî ïðè ðåøåíèè èãðû Γ Ñòà-

òèñòèê ìîæåò îãðàíè÷èòüñÿ ñìåøàííûìè ñòðàòåãèÿìè, èìåþùèìè
âèä µ = (µ1, µ2, . . . , µN), ãäå N = |X| � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
íàáëþäåíèé (÷èñëî êëàññîâ), à µk, k = 1, N � âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà
ìíîæåñòâå ðåøåíèé D.

Òàê êàê ìíîæåñòâà X, D, Θ � êîíå÷íû, è èõ ìîùíîñòè ñîîòâåò-
ñòâåííî ðàâíû: N, n, m, òî Γ � ìàòðè÷íàÿ èãðà ñ ìàòðèöåé âûèãðûøà
ðàçìåðà Nn×m. Îáîçíà÷èì ÷åðåç bi,j = h(θi, dj), i = 1,m, j = 1, n �
ýëåìåíòû ìàòðèöû B; ÷åðåç λk

i,i = Pθi
(xk), i = 1,m � íåíóëåâûå ýëå-

ìåíòû êâàäðàòíîé ìàòðèöû Λk, k = 1, N ; ÷åðåç µk = (µ1
k, µ

2
k, . . . , µ

n
k)

t,
k = 1, N � êîìïîíåíòû ðàíäîìèçèðîâàííîé ðåøàþùåé ôóíêöèè µ =

(µ1, µ2, . . . , µN), ÷åðåç ν = (ν1, ν2, . . . , νm)t âåêòîð àïðèîðíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïàðàìåòðà θ, ÷åðåç 1m � m-ìåðíûé ñòîëáåö, âñå ýëåìåíòû
êîòîðîãî åäèíèöû.

Äëÿ ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîé èãðû Γ ñîñòàâèì ïàðó âçàèìíî äâîé-
ñòâåííûõ çàäà÷. Èç ïåðâîé (ïðÿìîé) çàäà÷è ìû íàéäåì: íàèëó÷øóþ



70 Ì.Ì. Ëóöåíêî

ðàíäîìèçèðîâàííóþ ðåøàþùóþ ôóíêöèþ µ = (µ1, µ2, . . . , µN), èç
âòîðîé (äâîéñòâåííîé) � íàèõóäøåå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ν, à
îáùåå çíà÷åíèå ýòèõ èãð � çíà÷åíèå èãðû Γ.

Ïðÿìàÿ çàäà÷à: Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à:
v → max,
N∑

k=1

ΛkBµk ≥ v1m;
n∑

j=1

µj
k = 1;

µj
k ≥ 0; k = 1, N ; j = 1, n;

v =
N∑

k=1

uk → min,

νtΛkB ≤ uk1
t
n; k = 1, N ;

m∑
i=1

vi = 1.

Èçâåñòíî ìíîãî ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ. Íàèáîëåå óìåñòíûìè çäåñü áûë áû äèíàìè÷åñêèé ìåòîä [1],
ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííûé àâòîðîì äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ èãð ñ ïîðî-
ãîâûìè ôóíêöèÿìè âûèãðûøà. Îäíàêî â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ êîíå÷-
íóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ èãðó ìîæíî ðåøèòü ñðåäñòâàìè MS Excel. Õîòÿ
ýòè ìåòîäû ÷àñòî íå äàþò òî÷íîå ðåøåíèå, íî îíè âñåãäà óêàçûâà-
þò äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ çàäà÷ è, ñëåäîâàòåëüíî, âåðõíþþ è íèæíþþ
îöåíêè ìàòðè÷íîé èãðû.

5. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ èãð �Òåñòèðîâàíèå�
Ïðèâåäåì ïðèìåðû ðåøåíèÿ íåñêîëüêèõ èãð �Òåñòèðîâàíèå� è ïðî-

èíòåðïðåòèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Ïðèìåð 5.1. Ãðóïïà ó÷àùèõñÿ ÷åòûðåõ óðîâíåé ïîäãîòîâêè ïî ðå-
çóëüòàòàì òåñòèðîâàíèÿ ðàçáèòà íà 10 ïîäãðóïï X = {∆0, ∆1, . . . , ∆9}
(ïðîñòðàíñòâî íàáëþäåíèé). Òðåáóåòñÿ ðàçáèòü èñõîäíóþ ãðóïïó íà
÷åòûðå êëàññà òàê, ÷òîáû â ïåðâûé êëàññ âõîäèëè òîëüêî îòëè÷íèêè,
âî âòîðîé òîëüêî õîðîøèñòû, â òðåòèé � óñïåâàþùèå è â ÷åòâåðòûé
� íåóñïåâàþùèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ = {îòë, õîð, óä, íåóä } ìíîæåñòâî òèïîâ ñòó-
äåíòîâ (ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ). Ñ÷èòàåì èçâåñòíûìè âåðîÿòíî-
ñòè, ñ êîòîðûìè ó÷àùèåñÿ ðàçíûõ òèïîâ ïîïàäóò â òó èëè èíóþ ïîä-
ãðóïïó ïî ðåçóëüòàòàì òåñòèðîâàíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pθ(x) âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ó÷àùèéñÿ óðîâíÿ θ ïîïàë â ïîäãðóïïó x ïî ðåçóëü-
òàòàì òåñòèðîâàíèÿ. Ñîñòàâèì ñëåäóþùóþ òàáëèöó ðàñïðåäåëåíèé
Pθ(x) (òàá. 1), èñõîäÿ èç ïîíèìàíèÿ òîãî, ÷òî äàæå îòëè÷íèê ìîæåò
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îøèáèòüñÿ, à ïëîõî çàíèìàþùèéñÿ ìîæåò äîâîëüíî ìíîãî ñëó÷àéíî
îòãàäàòü.

Òàáëèöà 1. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé Pθ(x).

x = ∆0 ∆1 ∆2 ∆3 ∆4 ∆5 ∆6 ∆7 ∆8 ∆9

θ = îòë 0 0 0 0 0 0 0 0 0.1 0.9
θ = õîð 0 0 0 0 0 0 0.05 0.8 0.1 0.05
θ = óä 0 0 0.05 0.1 0.7 0.1 0.05 0 0 0
θ = íåóä 0.1 0.15 0.6 0.1 0.05 0 0 0 0 0

Òàáë. 1 ñîñòàâëåíà òàê, ÷òî âñå òèïû ñòóäåíòîâ äîâîëüíî õîðîøî
îòäåëåíû äðóã îò äðóãà.

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäãðóïïà ∆i ñîñòîèò èç ó÷àùèõñÿ, âåðíî ðå-
øèâøèõ îò 10i% äî 10(i+1)% çàäà÷, òî äàííûå òàáëèöû èíòåðïðåòè-
ðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îòëè÷íèêè â 90% ñëó÷àåâ ðåøàþò ñâû-
øå 90% çàäà÷, õîðîøèñòû â 80% ñëó÷àåâ ðåøàþò îò 70% äî 80% çà-
äà÷, óñïåâàþùèå â 70% ñëó÷àåâ ðåøàþò îò 40% äî 50% çàäà÷, íåóñïå-
âàþùèå â 95% ñëó÷àåâ ðåøàþò ìåíåå 40% çàäà÷.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D = {îòë, õîð, óä, íåóä } � ìíîæåñòâî ðåøåíèé
Ñòàòèñòèêà, à ôóíêöèÿ

h(d, θ) =

{
1, ïðè θ = d,

0, ïðè θ 6= d

çàäàåò ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ äîïóñòèìûõ ïðè äàííîì ðåøåíèè. Â
äàííîì ñëó÷àå Ñòàòèñòèê âûèãðûâàåò ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà îí
ïðàâèëüíî íàçâàë òèï òåñòèðóåìîãî. Èíûìè ñëîâàìè ñ êàæäûì ìû
ñâÿçûâàåì èíòåðâàë, ñîñòîÿùèé èç îäíîãî ýëåìåíòà.

Ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà ðåøàþùèõ ôóíêöèé D = DX áóäóò âåê-
òîðà d = (d0, d1, . . . , d9), êîîðäèíàòû êîòîðûõ áóäóò ðåøåíèÿìè Ñòà-
òèñòèêà ïðè íàáëþäåíèè èì îòâåòà ñ ñîîòâåòñòâóþùèì íîìåðîì. Ìà-
òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà Ñòàòèñòèêà ïðè èñïîëüçîâàíèè
èì ðåøàþùåãî ïðàâèëà δ = (δ0, δ1, . . . , δ9) áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé
âèä:

H(d, θ) =
9∑

i=0

Pθ(∆i)h(di, θ),
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ãäå ÷åðåç θ îáîçíà÷åí îöåíèâàåìûé òèï òåñòèðóåìîãî (óðîâåíü åãî
ïîäãîòîâêè).

Ðàññìîòðèì ñòàòèñòè÷åñêóþ èãðó Γ = 〈D, Θ, H〉 ñ îïèñàííûìè
âûøå êîìïîíåíòàìè. Ó íàñ ïîëó÷èëàñü ìàòðè÷íàÿ èãðà ñ ìàòðèöåé
ðàçìåðà 40× 4, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðåøåíà ñðåäñòâàìè MS Excel.

Çàïèøåì òåïåðü ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è òåñòèðîâàíèÿ. Çíà÷åíèå ýòîé
èãðû ðàâíî 0.900. Òî åñòü Ñòàòèñòèê áóäåò ïðàâèëüíî îöåíèâàòü
èñïûòóåìîãî ëèøü â 90% ñëó÷àåâ. Ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ðåøàþùàÿ
ôóíêöèÿ Ñòàòèñòèêà ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä. Åìó ðåêîìåíäóåòñÿ
íàçûâàòü �îòëè÷íèêîì� òîëüêî èñïûòóåìîãî, ïðàâèëüíî ðåøèâøåãî
ñâûøå 90% çàäà÷ (δ9 = îòë); õîðîøèñòîì èñïûòóåìîãî, ðåøèâøèì îò
70% äî 90% çàäà÷ (δ8 = δ7 = õîð); óñïåâàþùèì, ðåøèâøåãî îò 40%
äî 70% çàäà÷ è ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.5 ðåøèâøåãî îò 30% äî 40% çàäà÷
(δ6 = δ5 = δ4 = óä, δ3= óä ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.5 è íåóä ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 0.5). Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ Ñòàòèñòèêó ðåêîìåíäóåòñÿ íàçûâàòü
èñïûòóåìîãî íåóñïåâàþùèì (δ2 = δ1 = δ0 = íåóä).

Â çàêëþ÷åíèè ìû ïðèâåäåì îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ Ïðèðîäû
(òàáë. 2).

Òàáëèöà 2. Íàèõóäøåå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà θ

ïðèìåðà 5.1.
θi îòë õîð óä íåóä
νi 0.175 0.275 0.275 0.275

Ïðèìåð 5.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåñò ñîñòîèò èç 10 âîïðîñîâ, è Ñòà-
òèñòèê ïðèíèìàåò ðåøåíèå ïî ðåçóëüòàòàì ýòîãî òåñòà. Ïðîñòðàí-
ñòâî íàáëþäåíèé X ñîñòîèò èç 11 ÷èñåë: îò íóëÿ äî 10. Âåðîÿò-
íîñòü ïðàâèëüíîãî îòâåòà íà îäèí âîïðîñ òåñòà ðàâíà óðîâíþ çíàíèé
òåñòèðóåìîãî, âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî
Θ = { 0.95; 0.85; 0.75; 0.65; 0.55; 0.45; 0.35; 0.25; 0.15; 0.05 }. Òîãäà
âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíî îòâåòèòü íà x âîïðîñîâ íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå
Áåðíóëëè: Pθ(x) = Cx

10θ
x(1− θ)10−x, x = 0, 10.

Ñòàòèñòèê, îöåíèâàÿ óðîâåíü çíàíèÿ èñïûòóåìîãî, ñòàâèò îäíó
èç ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ îöåíîê: {îòë, õîð, óä, íåóä} = D. Ïðè÷åì îò-
ëè÷íàÿ îöåíêà ñòàâèòñÿ èñïûòóåìûì, èìåþùèì 95% è 85% çíàíèé,
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õîðîøàÿ îò 55% äî 75%, óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ îò 35% äî 45% è íåóäî-
âëåòâîðèòåëüíàÿ îñòàëüíûì.

Ñîñòàâèì ñòàòèñòè÷åñêóþ èãðó Γ = 〈D, Θ, H〉 è ðåøèì åå â ñìå-
øàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Ìàòðèöà âûèãðûøà â ðàññìàòðèâàåìîé èãðå
èìååò ðàçìåð 44 × 10. Ê ñîæàëåíèþ, ñðåäñòâà MS Excel íå ïîçâîëÿ-
þò òî÷íî ðåøèòü äâå âçàèìíî-äâîéñòâåííûå çàäà÷è. Íî ìû ïîëó÷àåì
âåðõíþþ è íèæíþþ îöåíêè çíà÷åíèÿ èãðû, ðàíäîìèçèðîâàííóþ ðå-
øàþùóþ ôóíêöèþ è íàèõóäøåå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà
θ.

Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ ìû äëÿ çíà÷åíèÿ èãðû ïîëó÷èì: íèæíþþ
(0.519) è âåðõíþþ (0.562) îöåíêè çíà÷åíèÿ èãðû.

Òàáëèöà 3. Êîìïîíåíòû ðàíäîìèçèðîâàííîé ðåøàþùåé ôóíêöèè µ

ïðèìåðà 5.2.
µ10 µ9 µ8 µ7 µ6 µ5 µ4 µ3 µ2 µ1 µ0

Ðåøåíèÿ

îòë 1.00 0.49 0.75 0 0 0 0 0 0 0 0
õîð 0 0.51 0.24 0.95 0.75 0.70 0 0 0 0 0
óä 0 0 0 0.05 0.25 0.30 1.00 1.00 0 0 0
íåóä 0 0 0 0 0 0 0 0 1.00 1.00 1.00

Â ñòîëáöàõ òàáë. 3 óêàçàíû âåðîÿòíîñòè, ñ êîòîðûìè Ñòàòèñòèê
óêàçûâàåò òî èëè èíîå ðåøåíèå â çàâèñèìîñòè îò íàáëþäåíèÿ.

Èòàê, âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ Ñòàòèñòèêà îá óðîâíå
çíàíèé ñòóäåíòà ïî ðåçóëüòàòàì òåñòèðîâàíèÿ ëåæèò â ïðîìåæóòêå
îò 0.52 äî 0.56. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåðíî â 50% ñëó÷àåâ Ñòàòè-
ñòèê ïðèìåò íåâåðíîå ðåøåíèå îá óðîâíå çíàíèé èñïûòóå-
ìûõ.

Òàáëèöà 4. Íàèõóäøåå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà θ

ïðèìåðà 5.2.

θi 0.95 0.85 0.75 0.65 0.55 0.45 0.35 0.25 0.15 0.05
νi 0.00 0.11 0.01 0.04 0.25 0.19 0.15 0.26 0.00 0.00

Ïðèìåð 5.3. Èñïûòóåìûå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, îòâå÷àþò
íà 10 âîïðîñîâ òåñòà. Ïðè ýòîì êàæäûé èñïûòóåìûé èìååò îäèí èç
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10 âîçìîæíûõ óðîâíåé çíàíèé, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ èçìåíÿþòñÿ îò 5%
äî 95%. Íî â ýòîì ïðèìåðå ìû ðàñøèðèì ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ðå-
øåíèé, è îíî áóäåò ñîâïàäàòü ñ ìíîæåñòâîì óðîâíåé çíàíèé (ìíîæå-
ñòâîì ïàðàìåòðîâ):

Θ = D = { 0.95; 0.85; 0.75; 0.65; 0.55; 0.45; 0.35; 0.25; 0.15; 0.05 } .

Â äîïóñòèìûé èíòåðâàë Θ(d) âîéäóò ëèøü òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
θ, êîòîðûå îòêëîíÿòñÿ îò d íà ðàññòîÿíèå íå áîëüøåå ÷åì 10%, òî åñòü

h(d, θ) = 1Θ(d)(θ) =

{
1, ïðè |i− j| ≤ 0, 1;

0, ïðè |i− j| > 0, 1.

Ñîñòàâèì ñòàòèñòè÷åñêóþ èãðó Γ = 〈D, Θ, H〉 è ðåøèì åå â ñìå-
øàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Ìàòðèöà âûèãðûøà â ðàññìàòðèâàåìîé èãðå
èìååò ðàçìåð 110 × 10. Çäåñü, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ìû
ïîëó÷àåì âåðõíþþ è íèæíþþ îöåíêè çíà÷åíèÿ èãðû, ðàíäîìèçèðî-
âàííóþ ðåøàþùóþ ôóíêöèþ è íàèõóäøåå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå
ïàðàìåòðà θ.

Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ ìû äëÿ çíà÷åíèÿ èãðû ïîëó÷èì: íèæíþþ
(0.771) è âåðõíþþ (0.788) îöåíêè çíà÷åíèÿ èãðû.

Òàáëèöà 5. Êîìïîíåíòû ðàíäîìèçèðîâàííîé ðåøàþùåé ôóíêöèè µ

ïðèìåðà 5.3.
µ10 µ9 µ8 µ7 µ6 µ5 µ4 µ3 µ2 µ1 µ0

Ðåøåíèÿ

0.95 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0.85 1.00 0.56 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0.75 0 0.41 0.89 0 0 0 0 0 0 0 0
0.65 0 0.03 0.11 0.95 0.05 0 0 0 0 0 0
0.55 0 0 0 0.05 0.92 0.52 0 0 0 0 0
0.45 0 0 0 0 0.03 0.48 0.99 0.03 0 0 0
0.35 0 0 0 0 0 0 0.01 0.96 0.10 0 0
0.25 0 0 0 0 0 0 0 0.01 0.90 0.40 0
0.15 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.60 1.00
0.05 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Òàáëèöà 6. Íàèõóäøåå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà θ

ïðèìåðà 5.3.
θi 0.95 0.85 0.75 0.65 0.55 0.45 0.35 0.25 0.15 0.05
νi 0.03 0.05 0.12 0.14 0.18 0.11 0.14 0.10 0.08 0.03

Çàìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííàÿ íàáëþäàåìàÿ Ñòàòèñòèêîì ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà Xν � ÷èñëî ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íà òåñò îäíèì èñïûòóå-
ìûì. Ðàñïðåäåëåíèå ýòîé âåëè÷èíû ìîæíî ïîñòðîèòü, ïî íàèõóäøå-
ìó àïðèîðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ν.

P(Xν = x) =
m∑

i=1

Pθi
(x)νi

Êàê âèäíî èç ãèñòîãðàììû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
Xν (ðèñ.1) îíà ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ãðàôèêà ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ. À ïðè íàáëþäåíèè Ñòàòèñòèêîì çà âåëè÷èíîé Xν çà
íóëåâóþ ãèïîòåçó, âïîëíå âåðîÿòíî, áóäåò ïðèíÿòà ãèïîòåçà î íîð-
ìàëüíîñòè åå ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ðèñóíîê 1. Ãèñòîãðàììà ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ
ïðè íàèõóäøåì àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè è åå íîðìàëüíàÿ

àïïðîêñèìàöèÿ.

6. Çàêëþ÷åíèå
Ðàññìàòðèâàåìûå çäåñü çàäà÷è îáû÷íî ðåøàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè-

ìè ìåòîäàìè: ñòðîÿòñÿ äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû è ò.ä. Ïðåäëàãàå-
ìûé æå çäåñü ìåòîä ðåøåíèÿ îäèíàêîâî õîðîøî ðàáîòàåò äëÿ ëþáûõ
ãðóïï òåñòèðóåìûõ (áîëüøèõ è ìàëåíüêèõ). Îäíàêî, ìàòåìàòè÷åñêàÿ
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Òàáëèöà 7. Ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ ïðè
íàèõóäøåì àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè.

×èñëî ïðà-
âèëüíûõ
îòâåòîâ:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Âåðîÿòíîñòü 0.04 0.07 0.09 0.11 0.12 0.13 0.13 0.12 0.09 0.07 0.04

ìîäåëü (ñòàòèñòè÷åñêàÿ èãðà) æåñòêî ïðèâÿçàíà ê ïðîöåäóðå òåñòè-
ðîâàíèÿ (ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé). È ïðè åå èçìåíåíèè ìîäåëü ñóùåñòâåí-
íî èçìåíÿåòñÿ â ìåñòå ñ íàèõóäøèì àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì è
îïòèìàëüíîé ðàíäîìèçèðîâàííîé ðåøàþùåé ôóíêöèåé.

Õîòÿ ðàññìîòðåííûå çäåñü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äîâîëüíî ïðî-
ñòû (ìàëîå ÷èñëî âîïðîñîâ â òåñòå, èñêóññòâåííûå ñåìåéñòâà ðàñïðå-
äåëåíèé), îäíàêî, èõ óòî÷íåíèå ìàëî ïîâëèÿåò íà íåâûñîêîå çíà÷åíèå
èãðû.

Íåêîòîðûå òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ðåàëèçàöèè ðàíäîìèçè-
ðîâàííûõ ðåøàþùèõ ôóíêöèé, ìîãóò áûòü ïðåîäîëåíû, ïðåäïèñû-
âàÿ ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ ðàçíûõ ãðóïï òåñòèðóåìûõ. Íàïðèìåð,
â ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ â ãîðîäàõ îöåíêè çàíèæàþòñÿ, à â íåáîëüøèõ
íàñåëåííûõ ïóíêòàõ � îöåíêè çàâûøàþòñÿ.

Ê ïðåèìóùåñòâó äàííîãî ïîäõîäà ñëåäóåò îòíåñòè òî, ÷òî ìû íå
íàêëàäûâàåì íè êàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ðàñïðåäåëåíèå òèïîâ òåñòè-
ðóåìûõ è òî, ÷òî ðåøåíèå ýòèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ èãð ïîëó÷åíî ñòàí-
äàðòíûìè ìåòîäàìè.

Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ òðåõ èãð ÿâëÿþòñÿ íèæíèìè îöåíêàìè äî-
âåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè, è ìîãóò áûòü óëó÷øåíû ïðè èçâåñòíîì
àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè. Êðîìå òîãî, áàéåññîâñêîå ðåøåíèå óñòîé-
÷èâî ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îò íàèõóä-
øåãî.
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GAME-THEORETIC APPROACH TO ACCURACY OF
TESTING

Mikhail Lutsenko, St. Petersburg Transport University,
Saint-Peterburg, Dr.Sc., prof. (ML4116@mail.ru).

Abstract : In the paper some game models of test are constructed and
their reliability (probability of correct score) is shown. The matters
of investigation are statistical games between Nature and Statistician.
Solution of the games (the worst priori distribution, optimal decision
function) are found. The results of author's work [1] are used.
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