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Ðàññìàòðèâàåòñÿ àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ èãðà, ñâÿçàííàÿ ñ àðáèò-
ðàæíîé ñõåìîé Ôàðáåðà. Äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ïðåäëîæåíèÿ àð-
áèòðà ñîñðåäîòî÷åíû â òðåõ è ÷åòûðåõ òî÷êàõ ñ íåðàâíîìåð-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé, íàéäåíî ðàâíîâåñèå â ñìå-
øàííûõ ñòðàòåãèÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àðáèòðàæíàÿ ñõåìà, äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñìå-
øàííûå ñòðàòåãèè, ðàâíîâåñèå.

1. Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì áåñêîàëèöèîííóþ èãðó ñ íóëåâîé ñóììîé, ñâÿçàííóþ
ñ ìîäåëüþ àðáèòðàæíîé ïðîöåäóðû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðåäëîæå-
íèé. Èãðîêè L è M , èìåíóåìûå, ñîîòâåòñòâåííî, êàê ðàáîòíèê è
ðàáîòîäàòåëü, âåäóò ïåðåãîâîðû îá óñòàíîâëåíèè çàðàáîòíîé ïëàòû.
Èãðîê L äåëàåò ïðåäëîæåíèå x, à èãðîê M � ïðåäëîæåíèå y; x è y

� ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.
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Äëÿ äîñòèæåíèÿ ñîãëàøåíèÿ ìåæäó èãðîêàìè èñïîëüçóåòñÿ àð-
áèòðàæíàÿ ñõåìà Ôàðáåðà [1]. Åñëè x ≤ y, òî êîíôëèêòà íåò è èãðîêè
ñîãëàøàþòñÿ íà âûïëàòó æàëîâàíüÿ, ðàâíîãî x + y

2
. Åñëè æå x > y,

ñòîðîíû àïåëëèðóþò ê àðáèòðó A. Îáîçíà÷èì ðåøåíèå àðáèòðà ÷åðåç
z. Òîãäà èç ïðåäëîæåíèé x è y âûáèðàåòñÿ òî, êîòîðîå áëèæå ê òî÷êå
z. Â òàêîé èãðå ôóíêöèÿ âûèãðûøà åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Hz(x, y) : H(x, y) = EHz(x, y), ãäå

Hz(x, y) =





x + y

2
, åñëè x ≤ y,

x, åñëè x > y, |x− z| < |y − z|,
y, åñëè x > y, |x− z| > |y − z|,
z, åñëè x > y, |x− z| = |y − z|.

Ïóñòü −∞ < y ≤ 0 ≤ x < +∞, à z � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà. Åñëè z = 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ, ðàâíîé 1, òî, î÷åâèäíî, ÷òî
òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ â èãðå ÿâëÿåòñÿ ïàðà ÷èñòûõ ñòðàòåãèé (0, 0). Â
ñòàòüÿõ [2], [3] äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà z ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ −1 è 1, ëèáî −1, 0 è 1, ñîîòâåòñòâåííî, íàéäåíî ðàâíîâåñèå
â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ïðåä-
ëîæåíèÿ àðáèòðà ñîñðåäîòî÷åíû â òðåõ è ÷åòûðåõ òî÷êàõ è èìåþò
íåðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Â îáîèõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ áó-
äåì èñêàòü ðàâíîâåñèå â èãðå ñðåäè ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç f(x) è g(y) ñìåøàííûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ L è M , ñîîòâåò-
ñòâåííî. Èìååì:

f(x) ≥ 0,

+∞∫

0

f(x)dx = 1; g(y) ≥ 0,

0∫

−∞

g(y)dy = 1.

Áëàãîäàðÿ ñèììåòðèè, öåíà èãðû ðàâíà íóëþ, à îïòèìàëüíûå ñòðà-
òåãèè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò, òî åñòü: g(y) = f(−y).
Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ òîëü-
êî äëÿ îäíîãî èç èãðîêîâ, íàïðèìåð, L.
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2. Îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè ïðè òðåõ ïðåäëîæåíèÿõ

Ïóñòü àðáèòð âûáèðàåò îäíî èç òðåõ çíà÷åíèé: −1, 0, 1, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ñ âåðîÿòíîñòÿìè 1− p

2
, p, 1− p

2
. Ñëó÷àè p = 1, p = 0 è p =

1

3îòìå÷åíû âî ââåäåíèè.
Ìû áóäåì èñêàòü ðàâíîâåñèå â èãðå â îáùåì ñëó÷àå: 0 < p < 1.

Òåîðåìà 2.1. Åñëè p ∈ [p0, 1), ãäå p0 � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâ-
íåíèÿ p4 + 8p3 + 4p2 + 4p − 1 = 0, òî äëÿ èãðîêà L îïòèìàëüíîé
ÿâëÿåòñÿ ñòðàòåãèÿ

f(x) =





0, åñëè 0 ≤ x < c,

1 + p

4p

√
c√
x3

, åñëè c < x < c + 2,

0, åñëè c + 2 ≤ x < +∞,

(2.1)

ãäå c =
(1− p)2

2p
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ äëÿ èãðîêà
L â ñëåäóþùåé ôîðìå:

f(x) =





0, åñëè 0 ≤ x < c,

ϕ(x), åñëè c < x < c + 2,

0, åñëè c + 2 ≤ x < +∞,

(2.2)

ãäå ôóíêöèÿ ϕ(x) ïîëîæèòåëüíà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â
èíòåðâàëå (c, c + 2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(f(x), y) ôóíêöèþ âûèãðû-
øà èãðîêà M ïðè âûáðàííîé èãðîêîì L ñòðàòåãèè f(x). Ôóíêöèÿ
H(f(x), y) íåïðåðûâíà íà âñåé ïîëóîñè (−∞, 0]. Ñòðàòåãèÿ (2.2) áóäåò
îïòèìàëüíîé, åñëè H(f(x), y) = 0 äëÿ y ∈ [−(c+2),−c] è H(f(x), y) ≥
0 äëÿ y ∈ (−∞,−(c + 2)) ∪ (−c, 0].

Ïóñòü y ∈ [−(c + 2),−c], òîãäà −y ∈ [c, c + 2] è

H(f(x), y) =
1− p

2
y+p



−y∫

c

xf(x)dx +

c+2∫

−y

yf(x)dx


+

1− p

2

c+2∫

c

xf(x)dx.

(2.3)
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Åñëè òåïåðü f(x) � îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ, òî èç (2.3) ïîëó÷àåì

H(f(x),−c− 0) = −1 + p

2
c +

1− p

2

c+2∫

c

xf(x)dx = 0,

H(f(x),−(c + 2) + 0) = −1− p

2
(c + 2) +

1 + p

2

c+2∫

c

xf(x)dx = 0,

îòêóäà ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñòðà-
òåãèè f(x):

c+2∫

c

xf(x)dx =
1− p

1 + p
(c + 2) =

1 + p

1− p
c =

√
c(c + 2). (2.4)

Äàëåå, äëÿ îïòèìàëüíîñòè ñòðàòåãèè f(x) íåîáõîäèìî, ÷òîáû
H ′(f(x), y) = H ′′(f(x), y) = 0 â èíòåðâàëå (−(c + 2),−c). Èìååì:

H ′(f(x), y) =
1− p

2
+ p


2yf(−y) +

c+2∫

−y

f(x)dx


 , (2.5)

H ′′(f(x), y) = p(3f(−y)− 2yf ′(−y)), (2.6)

îòêóäà ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

3f(−y)− 2yf ′(−y) = 0.

Ïîëîæèì x = −y, òîãäà x ∈ (c, c + 2), f(x) = ϕ(x) è

3ϕ(x) + 2xϕ′(x) = 0.

Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

ϕ(x) =
α√
x3

. (2.7)

Îïðåäåëèì êîíñòàíòû c è α. Èç (2.5) ïîëó÷àåì

0 = H ′(f,−c− 0) =
1 + p

2
− 2αp√

c
,
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0 = H ′(f,−(c + 2) + 0) =
1− p

2
− 2αp√

c + 2
.

Òîãäà
c =

(1− p)2

2
, α =

1 + p

4p

√
c. (2.8)

Èç (2.2), (2.7) è (2.8) ñëåäóåò, ÷òî f(x) èìååò âèä (2.1).

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè.

Ïóñòü y ∈ [−(c + 2),−c]. Òàê êàê ïðè ïîñòðîåíèè ñòðàòåãèè f(x)

áûëè èñïîëüçîâàíû ðàâåíñòâà H ′′(f(x), y) = 0 â èíòåðâàëå (−(c +

2),−c), H ′(f(x), −c − 0) = 0 è H(f(x),−c − 0) = 0, òî â ñèëó íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè H(f(x), y) çàêëþ÷àåì, ÷òî H(f(x), y) = 0 ïðè
y ∈ [−(c + 2),−c].

Èññëåäóåì òåïåðü ïîâåäåíèå ôóíêöèè H(f(x), y) âíå îòðåçêà [−(c+

2),−c].

Ïóñòü y ∈ (−∞,−(c + 4)], òîãäà −y ∈ [(c + 4), +∞) è

H(f(x), y) =

c+2∫

c

xf(x)dx =
√

c(c + 2) =
1− p2

2p
> 0.

Ïóñòü y ∈ [−(c+4),−(c+2)], òîãäà−y ∈ [c+2, c+4],−2−y ∈ [c, c+2]

è

H(f(x), y) =
1− p

2



−2−y∫

c

xf(x)dx +

c+2∫

−2−y

yf(x)dx


 +

1 + p

2

c+2∫

c

xf(x)dx,

H ′(f(x), y) =
1− p

2


2(1 + y)f(−2− y) +

c+2∫

−2−y

f(x)dx


 =

= −(1− p2)
√

c

4p

[
1√

(−2− y)3
+

1√
c + 2

]
.

Òàê êàê H(f(x),−(c + 2) − 0) = 0 è H ′(f(x), y) < 0 â èíòåðâàëå
(−(c + 4), −(c + 2)), òî H(f(x), y) > 0 ïðè y ∈ [−(c + 4),−(c + 2)].
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Ïóñòü y ∈ [−c,−(c − 2)] ∩ [−c, 0], òîãäà −y ∈ [c − 2, c] ∩ [0, c],
2− y ∈ [c, c + 2] ∩ [2, c + 2] è

H(f(x), y) =
1 + p

2
+

1− p

2




2−y∫

c

xf(x)dx +

c+2∫

2−y

yf(x)dx


 ,

H ′(f(x), y) =
1 + p

2
+

1− p

2


2(−1 + y)f(2− y) +

c+2∫

2−y

f(x)dx


 =

=
1 + p

2
+

(1− p2)
√

c

4p

[
1√

(2− y)3
− 1√

c + 2

]
.

.
Äàëåå, òàê êàê H(f(x),−c+0) = 0, à ôóíêöèÿ H ′(f(x), y) ÿâëÿåòñÿ

ñòðîãî âîçðàñòàþùåé, òî, åñëè H ′(f(x),−c+0) ≥ 0, òî H(f(x), y) > 0

ïðè y ∈ (−c,−(c− 2)] ∩ (−c, 0].
Èìååì:

H ′(f(x),−c + 0) =
1 + p

2
+

(1− p2)
√

c

4p

[
1√

(c + 2)3
− 1√

c + 2

]
=

=
p2 + 4p− 1

4p
+

(1− p)2

2(1 + p)2
=

p4 + 8p3 + 4p2 + 4p− 1

4p(1 + p)2
.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ c = c(p) =
(1− p)2

2p
ñòðîãî óáûâàåò â èíòåðâàëå (0, 1).

Åñëè p2 + 4p − 1 ≥ 0, òî p ≥ √
5 − 2, 0 < c ≤ √

5 − 1 < 2,
H ′(f(x),−c+0) > 0 è èññëåäîâàíèå óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè îêîí÷åíî.

Ïóñòü òåïåðü p2 + 4p − 1 < 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F (p) = p4 +

8p3+4p2+4p−1 íà îòðåçêå [0, 1]. Òàê êàê F (0) = −1 < 0, F (1) = 16 > 0

è F ′(p) = 4p3 + 24p2 + 8p + 4 > 0, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà
p0 ∈ (0, 1) òàêàÿ, ÷òî F (p0) = 0, F (p) < 0 ïðè p ∈ (0, p0) è F (p) > 0

ïðè p ∈ (p0, 1).
Óòî÷íèì ãðàíèöû äëÿ êîíñòàíò p0 è c. Â ñàìîì äåëå, åñëè c ≥ 2, òî

p ≤ 3− 2
√

2. Èìååì: F (3− 2
√

2) = 1448− 1024
√

2 ≈ −0, 15468786 < 0.
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Òàê êàê, î÷åâèäíî, ÷òî F (
√

5− 2) > 0, òî p0 ∈ (3− 2
√

2,
√

5− 2) è
c ∈ (0, 2) ïðè p ∈ (p0, 1).

Òàêèì îáðàçîì, [−c,−(c− 2)] ∩ [−c, 0] = [−c, 0]. Ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî p0 ∈ (1

6
, 1

5
) ⊂ (3 − √

2,
√

5 − 2). Îêîí÷àòåëüíî çàêëþ÷àåì, ÷òî
H(f(x), y) > 0 äëÿ y ∈ (−∞,−(c+2))∪(−c, 0] è òåîðåìà äîêàçàíà.

3. Îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè ïðè ÷åòûðåõ ïðåäëîæåíèÿõ

Ïóñòü àðáèòð âûáèðàåò îäíî èç ÷åòûðåõ çíà÷åíèé: −3, −1, 1, 3,
ñîîòâåòñòâåííî, ñ âåðîÿòíîñòÿìè 1

2
− p, p, p, 1

2
− p. ßñíî, ÷òî 0 ≤

p ≤ 1

2
. Ñëó÷àé p =

1

2
îòìå÷åí âî ââåäåíèè, à ñëó÷àé p = 0 ïðèâîäèò

ê àíàëîãè÷íûì ðåçóëüòàòàì, òàê ÷òî ìû áóäåì èñêàòü ðàâíîâåñèå â
èãðå â ñèòóàöèè, ãäå 0 < p <

1

2
.

Òåîðåìà 3.1. Åñëè p ∈
(

p0,
1

2

)
, ãäå p0 � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü

óðàâíåíèÿ 32p5+16p4+24p3+8p2−8p+1 = 0 èç èíòåðâàëà
(

1√
35

,
1

5

)
,

òî äëÿ èãðîêà L îïòèìàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ñòðàòåãèÿ

f(x) =





0, åñëè 0 ≤ x < c,√
c + 1

4p
√

(x + 1)3
, åñëè c < x < c + 2,

√
c + 3

4p
√

(x− 1)3
, åñëè c + 2 < x < c + 4,

0, åñëè c + 4 ≤ x < +∞,

(3.1)

ãäå c =

√
p2 + 1

p
− 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ äëÿ èãðîêà
L â ñëåäóþùåé ôîðìå:

f(x) =





0, åñëè 0 ≤ x < c,

ϕ(x), åñëè c < x < c + 2,

ψ(x), åñëè c + 2 < x < c + 4,

0, åñëè c + 4 ≤ x < +∞,

(3.2)
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ãäå ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x) ïîëîæèòåëüíû è íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìû â ñîîòâåòñâóþùèõ èíòåðâàëàõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(f(x), y)

ôóíêöèþ âûèãðûøà èãðîêà M ïðè âûáðàííîé èãðîêîì L ñòðàòå-
ãèè f(x). Ôóíêöèÿ H(f(x), y) íåïðåðûâíà íà âñåé ïîëóîñè (−∞, 0].
Ñòðàòåãèÿ (3.2) áóäåò îïòèìàëüíîé, åñëè H(f(x), y) = 0 äëÿ y ∈
[−(c + 4),−c] è H(f(x), y) ≥ 0 äëÿ y ∈ (−∞, −(c + 4)) ∪ (−c, 0]

Ïóñòü y ∈ [−(c+4),−(c+2)], òîãäà−y ∈ [c+2, c+4],−2−y ∈ [c, c+2]

è

H(f(x), y) =

(
1

2
− p

)
y + p




−2−y∫

c

xf(x)dx +

c+4∫

−2−y

yf(x)dx


 +

+
1

2

c+4∫

c

xf(x)dx. (3.3)

Åñëè òåïåðü f(x) � îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ, òî èç (3.3) ïîëó÷àåì

H(f(x),−(c+2)−0) = −
(

1

2
− p

)
(c + 2)−p(c+2)+

1

2

c+4∫

c

xf(x)dx = 0,

îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñòðàòåãèè
f(x):

c+4∫

c

xf(x)dx = c + 2. (3.4)

Äàëåå, äëÿ îïòèìàëüíîñòè ñòðàòåãèè f(x) íåîáõîäèìî, ÷òîáû
H ′(f(x), y) = H ′′(f(x), y) = 0 â èíòåðâàëå (−(c + 4),−(c + 2)). Èìååì:

H ′(f(x), y) =
1

2
− p + p


2(1 + y)f(−2− y) +

c+4∫

−2−y

f(x)dx


 , (3.5)

H ′′(f(x), y) = p(3f(−2− y)− 2(1 + y)f ′(−2− y)), (3.6)

îòêóäà ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

3f(−2− y)− 2(1 + y)f ′(−2− y) = 0.
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Ïîëîæèì x = −2− y, òîãäà x ∈ [c, c + 2], f(x) = ϕ(x) è

3ϕ(x) + 2(x + 1)ϕ′(x) = 0.

Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

ϕ(x) =
α√

(x + 1)3
. (3.7)

Îïðåäåëèì êîíñòàíòó α. Èç (3.5) ïîëó÷àåì

0 = H ′(f(x),−(c + 2)− 0) =
1

2
− 2αp√

c + 1
,

Òîãäà
α =

√
c + 1

4p
. (3.8)

Äàëåå, ïóñòü y ∈ [−(c + 2),−c], òîãäà −y ∈ [c, c + 2], 2 − y ∈
[c + 2, c + 4] è

H(f(x), y) =
1

2
y + p




2−y∫

c

xf(x)dx +

c+4∫

2−y

yf(x)dx


 +

+

(
1

2
− p

) c+4∫

c

f(x)dx. (3.9)

Èìååì:

H ′(f(x), y) =
1

2
+ p


2(−1 + y)f(2− y) +

c+4∫

2−y

f(x)dx


 , (3.10)

H ′′(f(x), y) = p(3f(2− y)− 2f(−1 + y)f ′(2− y)), (3.11)

îòêóäà ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

3f(2− y)− 2(−1 + y)f ′(2− y)) = 0.

Ïîëîæèì x = 2− y, òîãäà x ∈ [c + 2, c + 4], f(x) = ψ(x) è

3ψ(x) + 2(x− 1)ψ′(x) = 0.
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Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

ψ(x) =
β√

(x− 1)3
. (3.12)

Îïðåäåëèì êîíñòàíòó β. Èç (3.10) ïîëó÷àåì

0 = H ′(f(x),−(c + 2)− 0) =
1

2
− 2pβ√

c + 3
,

òîãäà
β =

√
c + 3

4p
. (3.13)

Íàéäåì êîíñòàíòó c. Èìååì:

1 =

c+4∫

c

xf(x)dx =

c+2∫

c

√
c + 1

4p
√

(x− 4)3
dx +

c+4∫

c+2

√
c + 3

4p
√

(x− 1)3
dx,

îòêóäà √
c + 3

c + 1
−

√
c + 1

c + 3
= 2p.

Ïîëàãàÿ t =

√
c + 1

c + 3
, ïðèõîäèì ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ t2 +

2pt− 1 = 0, ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü êîòîðîãî ðàâåí
√

p2 + 1− p. Íà-
êîíåö,

c =

√
p2 + 1

p
− 2. (3.14)

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ c = c(p) ñòðîãî óáûâàåò íà ïîëóîñè (0, +∞).
Òàê êàê ïî óñëîâèþ çàäà÷è p <

1

2
, òî c(p) > c(

1

2
) =

√
5− 2 > 0.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè.
Ïóñòü y ∈ [−(c + 4),−(c + 2)]. Òàê êàê ïðè ïîñòðîåíèè ñòðàòåãèè

f(x) áûëè èñïîëüçîâàíû ðàâåíñòâà H ′′(f(x), y) = 0 â èíòåðâàëå (−(c+

4),−(c+2)), H ′(f(x),−(c+2)−0) = 0 è H(f(x),−(c+2)−0) = 0, òî â
ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè H(f(x), y) çàêëþ÷àåì, ÷òî H(f(x), y) =

0 ïðè y ∈ [−(c + 4),−(c + 2)]. Àíàëîãè÷íî ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî
H(f(x), y) = 0 ïðè y ∈ [−(c + 2),−c].
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Èññëåäóåì òåïåðü ïîâåäåíèå ôóíêöèè H(f(x), y) âíå îòðåçêà [−(c+

4),−c].
Ïóñòü y ∈ (−∞,−(c + 10)], òîãäà −y ∈ [c + 10, +∞) è

H(f(x), y) =

c+4∫

c

xf(x)dx = c + 2 =

√
p2 + 1

p
> 0.

Ïóñòü y ∈ [−(c + 10),−(c + 8)], òîãäà −y ∈ [c + 8, c + 10], −6− y ∈
[c + 2, c + 4] è

H(f(x), y)=

(
1

2
− p

)

−6−y∫

c

xf(x)dx +

c+4∫

−6−y

yf(x)dx


+

(
1

2
+ p

) c+4∫

c

xf(x)dx,

H ′(f(x), y) =

(
1

2
− p

) 
2(3 + y)f(−6− y) +

c+4∫

−6−y

f(x)dx


 =

= −
(

1

2
− p

) √
c + 3

2p

(
4√

(−7− y)3
+

1√
c + 3

)
< 0.

Ïóñòü y ∈ [−(c+8),−(c+6)], òîãäà−y ∈ [c+6, c+8],−6−y ∈ [c, c+2]

è

H(f(x), y)=

(
1

2
− p

)

−6−y∫

c

xf(x)dx +

c+4∫

−6−y

yf(x)dx


+

(
1

2
+ p

) c+4∫

c

xf(x)dx,

H ′(f(x), y) =

(
1

2
− p

) 
2(3 + y)f(−6− y) +

c+4∫

−6−y

f(x)dx


 =

=

(
1

2
− p

)
1

2p

[
(2p− 1)− 2

√
c + 1√

(−5− y)3

]
< 0.

Ïóñòü y ∈ [−(c + 6),−(c + 4)], òîãäà −y ∈ [c + 4, c + 6], −2 − y ∈
[c + 2, c + 4] è

H(f(x), y) =

(
1

2
− p

)
y+p



−2−y∫

c

xf(x)dx +

c+4∫

−2−y

yf(x)dx


+

1

2

c+4∫

c

xf(x)dx,
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H ′(f(x), y) =

(
1

2
− p

)
+ p


2(1 + y)f(−2− y) +

c+4∫

−2−y

f(x)dx


 =

= −p−
√

c + 3√
(−3− y)3

< 0.

Òàê êàê H(f(x),−(c + 4) − 0) = 0, òî ôóíêöèÿ H(f(x), y) > 0 íà
ïîëóîñè (−∞,−(c + 4)).

Äàëåå, ïóñòü y ∈ [−c,−(c− 2)]∩ [−c, 0], òîãäà −y ∈ [c− 2, c]∩ [0, c],
2− y ∈ [c, c + 2] ∩ [2, c + 2] è

H(f(x), y) =
1

2
y+p




2−y∫

c

xf(x)dx +

c+4∫

2−y

yf(x)dx


+

(
1

2
− p

) c+4∫

c

xf(x)dx,

H ′(f(x), y) =
1

2
+ p


2(−1 + y)f(2− y) +

c+4∫

2−y

f(x)dx


 =

=
1

2
− 1

2

[
(2p− 1) +

2
√

c + 1√
(3− y)3

]
= p +

√
c + 1√

(3− y)3
> 0.

Åñëè c ≤ 2, òî èññëåäîâàíèå îêîí÷åíî; ïðè ýòîì p ∈
[

1√
15

,
1

2

)
.

Ïóñòü òåïåðü p ∈
(

0,
1√
15

)
, òîãäà c > 2 è ïóñòü y ∈ [−(c −

2),−(c − 4)]∩ [−(c − 2), 0], òîãäà −y ∈ [c − 4, c − 2] ∩ [0, c − 2],
6− y ∈ [c + 2, c + 4)] ∩ [6, c + 4] è

H(f(x), y) =

(
1

2
+ p

)
y +

(
1

2
− p

) 


6−y∫

c

xf(x)dx +

c+4∫

6−y

yf(x)dx


 ,

H ′(f(x), y) =
1

2
+ p +

(
1

2
− p

) 
2(−3 + y)f(6− y) +

c+4∫

6−y

f(x)dx


 =

= 1 + p− 1

4p
+

1− 2p

2p

√
c + 3√

(5− y)3
.
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Òàê êàê H ′(f(x), y) ñòðîãî âîçðàñòàåò â îáëàñòè çàäàíèÿ, òî
H ′(f(x), y) > H ′(f(x),−(c− 2) + 0). Èìååì:

H ′(f(x),−(c− 2) + 0) =
4p2 + 4p− 1

4p
+

1− 2p

2p(c + 3)
.

Ïóñòü 4p2+4p−1 ≥ 0, òîãäà p ≥
√

2− 1

2
, c ≤ c

(√
2− 1

2

)
=

√
3 + 2

√
2√

2− 1

−2 = 2
√

2 + 1 < 4, [−(c− 2),−(c− 4)]∩ [−(c− 2), 0)] = [−(c− 2), 0)] è
èññëåäîâàíèå îêîí÷åíî.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé p ∈
(

0,

√
2− 1

2

)
. Ðåøèì íåðàâåíñòâî

H ′(f(x),−(c− 2) + 0) ≥ 0.

Èìååì:
1 + p− 1

4p
+

1− 2p

2

(√
p2 − 1− p

)
≥ 0,

1− 2p

2

√
p2 + 1 ≥ (1− 2p)p

2
− 1− p +

1

4p
,

(2p(1− 2p)
√

p2 + 1)2 ≥ [2p2(1− 2p)− 4p− 4p2 + 1]2

è, íàêîíåö,

−32p5 − 16p4 − 24p3 − 8p2 + 8p− 1 ≥ 0.

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè F (p) = −32p5− 16p4− 24p3− 8p2 +

8p−1 íà îòðåçêå
[
0,

√
2− 1

2

]
. Èìååì: F (0) = −1 < 0, F

(√
2− 1

2

)
>

0,
F ′(p) = −160p4 − 64p3 − 72p2 − 16p + 8,

F ′′(p) = −640p3 − 192p2 − 144p− 16 < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, F ′(p) ñòðîãî óáûâàåò íà îòðåçêå [0,

√
2− 1

2
] è, åñ-

ëè F ′
(√

2− 1

2

)
> 0, òî F ′(p) > 0 íà ýòîì îòðåçêå è ôóíêöèÿ F (p)

ñòðîãî âîçðàñòàåò. Èìååì: F ′
(√

2− 1

2

)
= −152+108

√
2 ≈ 0, 735 > 0.
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Äàëåå, èç íåðàâåíñòâà c ≤ 4 ñëåäóåò, ÷òî p ≥ 1√
35

. Íàéäåì F

(
1√
35

)
:

F

(
1√
35

)
=

8928− 1521
√

35

352
√

35
< 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà p0 ∈
(

1√
35

,

√
2− 1

2

)
òàêàÿ, ÷òî F (p0) = 0,

F (p) < 0 ïðè p ∈
(

1√
35

, p0

)
è F (p) > 0 ïðè p ∈

(
p0,

√
2− 1

2

)
.

Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî F

(
1

5

)
> 0. Òàêèì îáðàçîì, p0 ∈

(
1√
35

,
1

5

)

è, ïîñêîëüêó c < 4, òî [−(c− 2),−(c− 4)]∩ [−(c− 2), 0] = [−(c− 2), 0]

è èññëåäîâàíèå îêîí÷åíî.
Òàê êàê H(f(x),−c+0) = 0, òî äëÿ p ∈ (p0, 1) ôóíêöèÿ H(f(x), y) >

0 ïðè y ∈ (−c, 0]. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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