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êëþ÷åíèÿ ôîðâàðäíûõ êîíòðàêòîâ. Íà ïðèìåðå ñèììåòðè÷íîé
îëèãîïîëèè ñ ïîñòîÿííûìè ïðåäåëüíûìè èçäåðæêàìè ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ìîäåëü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñïîòîâîãî è ôîðâàðäíîãî
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ïðèáûëü, èñïîëüçóÿ ñòðàòåãèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîâåðøåííî-
ìó ïîäûãðîâîìó ðàâíîâåñèþ (ÑÏÐ) ðàññìàòðèâàåìîé äâóõýòàï-
íîé èãðû. Â ïåðâîé ÷àñòè äàííîé ñòàòüè ìû ðàçâèâàåì ìîäåëü
Áóøíåëëà (Bushnell, 2005), ðàññìàòðèâàÿ äâóõýòàïíóþ ìîäåëü
òîðãîâ ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèÿ àðáèòðàæà è ñ ó÷åòîì îãðàíè-
÷åííîñòè ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíîñòåé. Ðåçóëüòàòû èññëåäî-
âàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî îïòèìàëüíàÿ ôîðìà îðãàíèçàöèè ðûí-
êà â òàêîé ìîäåëè çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ìàêñèìàëü-
íûì óðîâíåì ïðîèçâîäñòâà è óðîâíåì ñïðîñà ïî öåíå, ðàâíîé
ïðåäåëüíûì èçäåðæêàì. Âî âòîðîé ÷àñòè ñòàòüè ðàññìàòðè-
âàåòñÿ äâóõýòàïíàÿ ìîäåëü ñ ïðîïîðöèîíàëüíûì ïðàâèëîì ðà-
öèîíèðîâàíèÿ ïîòðåáèòåëåé (â îòëè÷èå îò ïðèîðèòåòà áîãàòûõ
ïîòðåáèòåëåé â ìîäåëè Áóøíåëëà). Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî â
òàêîé ìîäåëè ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå â ñìåøàííûõ êîððåëèðî-
âàííûõ ñòðàòåãèÿõ, à ïîâåäåíèå ïðîèçâîäèòåëåé îïðåäåëÿåòñÿ
ýíäîãåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, îïðåäåëÿþùåé ðàçíûå ñèòó-
àöèè íà ñïîòîâîì ðûíêå: �ðûíîê áûêîâ� èëè �ðûíîê ìåäâåäåé�.
ÑÏÐ ýòîé ìîäåëè ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðàâíîâåñèÿìè ïî Íýøó äëÿ
îäíîýòàïíûõ ìîäåëåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôîðâàðäíûé ðûíîê, îëèãîïîëèÿ Êóðíî, ðûíî÷íàÿ
âëàñòü, ñîâåðøåííîå ïîäûãðîâîå ðàâíîâåñèå.

1. Ââåäåíèå

Ïðîáëåìà èñïîëüçîâàíèÿ ðûíî÷íîé âëàñòè êðóïíûìè êîìïàíèÿ-
ìè è ñâÿçàííîãî ñ ýòèì îòêëîíåíèÿ ðûíêà îò ñîñòîÿíèÿ êîíêóðåíò-
íîãî ðàâíîâåñèÿ èìååò âàæíîå òåîðåòè÷åñêîå è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷å-
íèå. Ðûíîê ýëåêòðîýíåðãèè, õàðàêòåðèçóþùèéñÿ çíà÷èòåëüíîé êîí-
öåíòðàöèåé ïðîèçâîäñòâà, áàðüåðàìè äëÿ âõîäà íà ðûíîê è âûñî-
êèìè òðåáîâàíèÿìè ê íàäåæíîñòè êîìïàíèé, ïðåäîñòàâëÿåò ïðîèç-
âîäèòåëÿì ðåàëüíûå âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ ñâåðõïðèáûëè çà ñ÷åò
èñïîëüçîâàíèÿ ðûíî÷íîé âëàñòè â óùåðá ïîòðåáèòåëÿì è ñóììàðíî-
ìó îáùåñòâåííîìó áëàãîñîñòîÿíèþ. Äðîáëåíèå ðûíêà ïðîèçâîäñòâà
ýëåêòðîýíåðãèè íà ìåëêèå êîìïàíèè íåæåëàòåëüíî êàê ñ òî÷êè çðå-
íèÿ èçäåðæåê ïðîèçâîäñòâà, òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ íàäåæíîñòè ïîñòà-
âîê ýëåêòðîýíåðãèè. Àëüòåðíàòèâíûì ñïîñîáîì ñíèæåíèÿ ðûíî÷íîé
âëàñòè ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå ðûíêà ôîðâàðäíûõ êîíòðàêòîâ.
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Íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû [1], â ðÿäå ñòàòåé ðàññìàòðèâàëîñü âëèÿíèå
ðûíêà ôîðâàðäíûõ êîíòðàêòîâ íà óðîâåíü êîíêóðåíöèè â óñëîâèÿõ
îëèãîïîëèè. Áîëüøèíñòâî ýòèõ ðàáîò ðàññìàòðèâàëè ðûíîê ýëåêòðî-
ýíåðãèè.

Â ðàáîòå [2] ðàññìàòðèâàåòñÿ ðûíîê äâóõ ïðîèçâîäèòåëåé ñ ïî-
ñòîÿííûìè ïðåäåëüíûìè èçäåðæêàìè. Ïðîèçâîäèòåëè êîíêóðèðóþò
ïî Êóðíî íà N ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðûíêàõ ôîðâàðäíûõ êîíòðàêòîâ,
à çàòåì íà îäíîì ñïîòîâîì ðûíêå. Àâòîðû ïðåäïîëàãàþò, ÷òî àê-
òèâíîñòü àðáèòðàæåðîâ óðàâíèâàåò öåíû íà âñåõ N + 1 ýòàïàõ, à
íåîïðåäåëåííîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ áóäóùèì, îòñóòñòâóåò. Â ðàáîòå ïî-
êàçàíî, ÷òî íàëè÷èå âîçìîæíîñòè òîðãîâàòü íà ôîðâàðäíîì ðûíêå
óâåëè÷èâàåò êîíêóðåíöèþ ñðåäè ïðîèçâîäèòåëåé, è ÷òî ïðè óâåëè-
÷åíèè ÷èñëà ýòàïîâ ôîðâàðäíûõ òîðãîâ N îáúåì âûïóñêà íà òàêîì
ðûíêå ñòðåìèòñÿ ê êîíêóðåíòíîìó ñîñòîÿíèþ. Â ïîñëåäóþùåé ðàáîòå
[6] ïîêàçàíî, ÷òî òàêîé ðåçóëüòàò âîçìîæåí òîëüêî â ñèòóàöèè, êîãäà
ôîðâàðäíûå ïîçèöèè ôèðì ÿâëÿþòñÿ îáùåäîñòóïíîé èíôîðìàöèåé,
è ÷òî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âîçíèêàåò èñõîä Êóðíî.

Newbery [9] è Green [5] ðàññìàòðèâàþò ðàâíîâåñèÿ íà àóêöèîíàõ
ôóíêöèé ïðåäëîæåíèÿ íà ñïîòîâîì ðûíêå, â äóõå ìîäåëè [7]. Newbery
àíàëèçèðóåò ñëó÷àéíûå ãëàäêèå ìîíîòîííûå çàÿâêè ïðîèçâîäèòåëåé
íà ñïîòîâîì ðûíêå è ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèÿ îãðàíè-
÷åíèé ïî âõîäó íà ðûíîê è ðèñê-íåéòðàëüíûõ ïîòðåáèòåëÿõ, â ñèòóà-
öèè ÑÏÐ â äàííîé ìîäåëè ëþáîìó ãåíåðàòîðó íåâûãîäíî ïðåäëàãàòü
íåíóëåâîé îáúåì. Green [4] àíàëèçèðóåò àóêöèîí ñ ëèíåéíûìè ôóíê-
öèÿìè ïðåäëîæåíèÿ. Àâòîð ïîêàçàë, ÷òî êîàëèöèÿ ïàðû êðóïíûõ ãå-
íåðàòîðîâ ìîæåò ïîäíÿòü öåíû íà ñïîòîâîì ðûíêå ñóùåñòâåííî âûøå
óðîâíÿ ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê. Â ñëó÷àå êîíêóðåíöèè ïî Áåðòðàíó-
Ýäæâîðòó ïðîèçâîäèòåëè ðåàëèçóþò áîëüøóþ ÷àñòü ïðîèçâåäåííîãî
èìè òîâàðà. Òîãäà êàê â ñëó÷àå êîíêóðåíöèè ïî Êóðíî â ÑÏÐ ïðî-
èçâîäèòåëÿì íåâûãîäíî ïðîäàâàòü ïðîèçâåäåííûé òîâàð.

Â ðàáîòå [8] ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå êîíêóðåíöèè ïî Áåðòðàíó-
Ýäæâîðòó íà ñïîòîâîì ðûíêå âîçìîæíîñòü çàêëþ÷åíèÿ ôîðâàðä-
íûõ êîíòðàêòîâ ìîæåò óâåëè÷èòü ðûíî÷íóþ âëàñòü ïðîèçâîäèòåëåé
è ñíèçèòü ñóììàðíîå îáùåñòâåííîå áëàãîñîñòîÿíèå. Àâòîðû óñòàíî-
âèëè, ÷òî â ðàâíîâåñèè â òàêîé ìîäåëè êàæäûé ïðîèçâîäèòåëü áóäåò
ïîêóïàòü ôîðâàðäíûå êîíòðàêòû íà âåñü îáúåì ñîáñòâåííîãî ïðîèç-
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âîäñòâà, ïîäíèìàÿ òåì ñàìûì öåíó íà ñïîòîâîì ðûíêå.
James Bushnell [4] ðàññìàòðèâàåò äâóõýòàïíóþ ìîäåëü ñèììåò-

ðè÷íîé îëèãîïîëèè íà ðûíêå ýëåêòðîýíåðãèè ñ àóêöèîíîì Êóðíî íà
ñïîòîâîì è ôîðâàðäíîì ðûíêàõ â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ àðáèòðàæà. Â
ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê ââå-
äåíèå ôîðâàðäíîãî ðûíêà ñ èçâåñòíûìè ôîðâàðäíûìè ñòðàòåãèÿìè
ïðîèçâîäèòåëåé ñíèæàåò ðûíî÷íóþ âëàñòü ïîñëåäíèõ (îöåíèâàåìóþ
èíäåêñîì Ëåðíåðà) òàê æå, êàê óâåëè÷åíèå ÷èñëà ïðîèçâîäèòåëåé â
ìîäåëè ñ n äî n2.

Â óêàçàííîé ìîäåëè íåêîòîðûå ïðåäïîëîæåíèÿ íå ñîîòâåòñòâóþò
ðåàëüíîñòè, à èìåííî: 1) îãðàíè÷åíèå ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíîñòåé
íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì; 2) íà ôîðâàðäíîì ðûíêå òîâàð ïîêóïà-
þò ïîòðåáèòåëè íàèáîëåå âûñîêèìè ðåçåðâíûìè öåíàìè. Â ðåàëüíî-
ñòè îãðàíè÷åííîñòü ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíîñòåé èìååò ñóùåñòâåí-
íîå çíà÷åíèå ïðè öåíîîáðàçîâàíèè (íàïðèìåð, íà ðûíêàõ ýëåêòðî-
ýíåðãèè â ïèêîâûå ïåðèîäû), à ïîòðåáèòåëè îáû÷íî èìåþò ðàâíûå
âîçìîæíîñòè ïðè ïîêóïêå òîâàðà íà ôîðâàðäíîì ðûíêå. Ïîýòîìó â
ðàìêàõ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ âëèÿíèå óêàçàííûõ
îãðàíè÷åíèé íà ðàâíîâåñèÿ. Ñïîòîâûé ðûíîê îðãàíèçîâàí êàê àóê-
öèîí Êóðíî, ïðè ýòîì ñïðîñ íà ñïîòîâîì ðûíêå ñîîòâåòñòâóåò îñòà-
òî÷íîìó ñïðîñó ïîñëå òîðãîâ íà ôîðâàðäíîì ðûíêå. Ìû ñðàâíèâàåì
öåíó êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ (Âàëüðàñà), ðàâíîâåñíûå ïî Íýøó
öåíû îäíîýòàïíîé ìîäåëè Êóðíî è îäíîýòàïíîé ìîäåëè Áåðòðàíà-
Ýäæâîðòà è öåíó ÑÏÐ äâóõýòàïíîãî àóêöèîíà Êóðíî. Îòìåòèì, ÷òî
ñàìûé ðàñïðîñòðàíåííûé ñïîñîá îðãàíèçàöèè ñïîòîâîãî ðûíêà ýëåê-
òðîýíåðãèè - ýòî àóêöèîí ôóíêöèé ïðåäëîæåíèÿ åäèíîé öåíû, ïðè-
÷åì äîïóñòèìûå ôóíêöèè ïðåäëîæåíèÿ � êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå. Â ðà-
áîòå [10] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ýòîãî àóêöèîíà èñõîä, ñîîòâåòñòâóþùèé
óñòîé÷èâûì ðàâíîâåñèÿì Íýøà, ñîâïàäàåò ñ èñõîäîì Êóðíî. Àóêöèîí
îïëàòû ïî çàÿâêàì, ïðèìåíÿåìûé â Âåëèêîáðèòàíèè, ñîîòâåòñòâóåò
â ýòîì ñìûñëå àóêöèîíó Áåðòðàíà-Ýäæâîðòà (ñì. [12]).

Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé ñèììåòðè÷íîé îëèãî-
ïîëèè ñ ïîñòîÿííûìè ïðåäåëüíûìè èçäåðæêàìè. Ïðè çàäàííîé äîëå
ïðîäàæ íàèáîëåå êðóïíîé êîìïàíèè äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ðàç-
íèöà ìåæäó öåíîé Êóðíî è öåíîé Âàëüðàñà ([10]). Â ðàçäåëå 2 äàííîé
ðàáîòû ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû êàñàòåëüíî ñóùåñòâîâàíèÿ è õàðàê-
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òåðèñòèê ðàâíîâåñèé ïî Íýøó äëÿ îäíîýòàïíûõ àóêöèîíîâ Êóðíî è
Áåðòðàíà-Ýäæâîðòà. Â ðàçäåëå 3 àíàëèçèðóþòñÿ äâå äâóõýòàïíûå
ìîäåëè êîíêóðåíöèè ïî Êóðíî.

Ïåðâûé âàðèàíò îòëè÷àåòñÿ îò ìîäåëè Áóøíåëëà ëèøü îãðàíè-
÷åííîñòüþ ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíîñòåé. Íàéäåíû ÑÏÐ, â çàâèñè-
ìîñòè îò êîòîðûõ è óêàçàíà îáëàñòü ïàðàìåòðîâ, â êîòîðîé ÑÏÐ íå
ñóùåñòâóåò. Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè
è ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè ñïðîñà ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàâ-
íîâåñèÿ äâóõýòàïíîãî àóêöèîíà è ðàâíîâåñèé îäíîýòàïíûõ àóêöèîíîâ
Êóðíî è Áåðòðàíà-Ýäæâîðòà.

Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà öåí íà ôîðâàðäíîì è ñïîòîâîì ðûíêàõ åñòå-
ñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ëþáîé ïîòðåáèòåëü, ÷üÿ ðåçåðâíàÿ öåíà
ïðåâîñõîäèò ðûíî÷íóþ öåíó, ìîæåò ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ êóïèòü
òîâàð íà ëþáîì èç ýòèõ ðûíêîâ. Â ýòîì ñëó÷àå îñòàòî÷íûé ñïðîñ,
ðåàëèçóþùèéñÿ íà ñïîòîâîì ðûíêå ñîîòâåòñòâóåò ïðàâèëó ïðîïîð-
öèîíàëüíîãî ðàöèîíèðîâàíèÿ ïîòðåáèòåëåé (ñì. [3]). Ìû ïîêàæåì,
÷òî ÑÏÐ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ äëÿ òàêîé ìîäåëè íå ñóùåñòâóåò. Â òî
æå âðåìÿ îáîñíîâàíî ñóùåñòâîâàíèå ÑÏÐ â êîððåëèðîâàííûõ ñìå-
øàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Ââîäèòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåëÿþùàÿ
ñòðàòåãèè èãðîêîâ íà ñïîòîâîì ðûíêå è ïðèíèìàþùàÿ äâà çíà÷åíèÿ.
Ïðè ðåàëèçàöèè ïåðâîãî çíà÷åíèÿ, íà ñïîòîâîì ðûíêå óñòàíàâëèâà-
åòñÿ íèçêàÿ öåíà è âûñîêèå îáúåìû ïðîäàæè (�ìåäâåæèé ðûíîê�).
Äëÿ âòîðîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà ñïîòîâîì ðûíêå ðå-
àëèçóåòñÿ âûñîêàÿ öåíà è íèçêèå îáúåìû (�áû÷èé ðûíîê�). Îïðåäå-
ëåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ÑÏÐ è äàíà îöåíêà îòêëîíåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé öåíû îò öåíû êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ, áëèçêàÿ
ê ïîëó÷åííîé â ðàáîòå [4].

2. Àíàëèç îäíîýòàïíûõ ìîäåëåé

Ðàññìîòðèì ðûíîê îäíîðîäíîãî òîâàðà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðî-
èçâîäèòåëåé A. Êàæäûé ïðîèçâîäèòåëü a õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíêöèåé
çàòðàò Ca(q) ñ íåóáûâàþùèìè ïðåäåëüíûìè èçäåðæêàìè. Ïîâåäå-
íèå ïîòðåáèòåëåé õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíêöèåé ñïðîñà D(p), êîòîðàÿ
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, óáûâàåò ïî p è èçâåñòíà âñåì àãåí-
òàì. Íàïîìíèì èçâåñòíûå ìîäåëè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé äëÿ òàêîãî ðûí-
êà. Ôóíêöèÿ ïðåäëîæåíèÿ Âàëüðàñà îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíûé îáúåì
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ïðîèçâîäñòâà ôèðìû a â çàâèñèìîñòè îò öåíû p: Sa(p)
def
= Arg max

q
(pq−

Ca(q)). Öåíó, ïðè êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî ôóíêöèè ñïðîñà íà
ðûíêå ñ ñóììàðíîé ôóíêöèåé ïðåäëîæåíèÿ Âàëüðàñà, íàçîâåì öåíîé
Âàëüðàñà p̃. Â ìîäåëè îëèãîïîëèè Êóðíî, ñòðàòåãèåé ïðîèçâîäèòåëÿ a

ÿâëÿåòñÿ åãî îáúåì ïðîèçâîäñòâà qa ∈ [0, Qa]. Ïðîèçâîäèòåëè óñòàíàâ-
ëèâàþò ñâîè îáúåìû îäíîâðåìåííî. Ðûíî÷íàÿ öåíà p(~q) óðàâíèâàåò
ñïðîñ è ñóùåñòâóþùåå ïðåäëîæåíèå: p(~q) = D−1(

∑
a∈A

qa). Ôóíêöèÿ âû-
èãðûøà ïðîèçâîäèòåëÿ a èìååò âèä fa(~q) = qap(~q)−Ca(qa). Âàñèí, Âà-
ñèíà [10] óñòàíîâèëè ñëåäóþùåå óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â äàííîé ìîäåëè. Ïóñòü (qa∗, a ∈ A) -
íàáîð ðàâíîâåñíûõ ïî Íýøó îáúåìîâ ïðîèçâîäñòâà, à p∗ = D−1(

∑
a∈A

qa)

� öåíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòèì îáúåìàì (öåíà Êóðíî). Òîãäà

(p∗ − Ca′
− (q∗a))|D′(p∗)| ≤ q∗a ≤ (p∗ − Ca′

+ (q∗a))|D′(p∗)| , åñëè Ca′(0) < p∗,
(2.1)

q∗a = 0 ïðè Ca′(0) ≥ p∗. (2.2)
Öåíà Êóðíî îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

∑
a

Sa
C(p∗) = D(p∗), ãäå ôóíê-

öèÿ ïðåäëîæåíèÿ Êóðíî Sa
C(p) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ñèñòåìû

(2.1), (2.2).
Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íóþ îëèãîïîëèþ ñ n ôèðìàìè-ïðîèçâî-

äèòåëÿìè è ïîñòîÿííûìè ïðåäåëüíûìè èçäåðæêàìè c. Ïóñòü ìàê-
ñèìàëüíàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ìîùíîñòü êàæäîé ôèðìû îãðàíè÷åíà:
qa ≤ q̄, a = 1, ..., n, à ñóììàðíûé ñïðîñ íà ðûíêå çàäàí ôóíêöèåé
D(p) = max{0, D̄−dp}. Òîãäà öåíà Âàëüðàñà p̃ = c ïðè 0 ≤ D(c) ≤ nq̄,
è p̃ = D̄−nq̄

d
ïðè D(c) > nq̄.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Äëÿ äàííîé ñèììåòðè÷íîé îëèãîïîëèè ïðè
Q∗ def

= n
n+1

(D̄ − cd) ≤ nq̄ öåíà Êóðíî ðàâíà p∗ = D̄+cnd
d(n+1)

, ñóììàðíûé
îáúåì ïðîèçâîäñòâà ðàâåí Q∗. Ïðè nq̄ < Q∗ öåíà Êóðíî ðàâíà p∗ =
D̄−nq̄

d
= p̃, ñóììàðíûé îáúåì ïðîèçâîäñòâà ðàâåí nq̄.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñèñòåìû (2.1),(2.2) ñóììàðíàÿ ôóíêöèÿ ïðåä-
ëîæåíèÿ Êóðíî ðàâíà

∑
a

Sa
C = min{(p − c)nd, nq̄}, p > c. Íà ðèñ. 1

ïîêàçàíû äâà âîçìîæíûõ âàðèàíòà ïåðåñå÷åíèÿ ñóììàðíîé ôóíêöèè
ïðåäëîæåíèÿ Êóðíî ñ ñóììàðíîé ôóíêöèåé ñïðîñà.
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Ðèñóíîê 1.
a) Íåàêòèâíîå îãðàíè÷åíèå b) Àêòèâíîå îãðàíè÷åíèå
ïðîèçâîäñòâåííîé ìîùíîñòè ïðîèçâîäñòâåííîé ìîùíîñòè

Â ïåðâîì ñëó÷àå Q∗ ≤ nq̄, ñóììàðíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäëîæåíèÿ Êóð-
íî ðàâíà ñóììàðíîìó ñïðîñó ïðè p∗ = D̄+cnd

d(n+1)
, à ñóììàðíûé îáúåì

ïðîèçâîäñòâà ðàâåí Q∗. Âî âòîðîì ñëó÷àå nq̄ < Q∗, ñóììàðíîå ïðåä-
ëîæåíèå ðàâíî ñóììàðíîìó ñïðîñó ïðè p∗ = D̄−nq̄

d
= p̃, à ñóììàðíûé

îáúåì ïðîèçâîäñòâà ðàâåí nq̄.

Ðàññìîòðèì òåïåðü àíàëîãè÷íóþ îëèãîïîëèþ ñ êîíêóðåíöèåé ïî
Áåðòðàíó - Ýäæâîðòó. Ñòðàòåãèåé ïðîèçâîäèòåëÿ a â òàêîé ìîäåëè
ÿâëÿåòñÿ öåíà sa. Íàáîð s = (sa, a ∈ A) îïðåäåëÿåò ôàêòè÷åñêîå
ïðåäëîæåíèå Q̂(s) = (Q̂p(s), p ∈ P (s))(s), ãäå Q̂p(s) = n(p)q̄, n(p) �
êîëè÷åñòâî ïðîèçâîäèòåëåé, íàçíà÷àþùèõ öåíó sa = p, P (s) - âåêòîð
óñòàíîâëåííûõ ïðîèçâîäèòåëÿìè öåí, à Q̂p � êîëè÷åñòâî òîâàðà, ïðåä-
ëàãàåìîãî ïî öåíå p. Ïîòðåáèòåëè ñòàíîâÿòñÿ â î÷åðåäü è ïîêóïàþò
òîâàð â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ öåíû íà íåãî, ó÷èòûâàÿ ñâîè ðåçåðâíûå
öåíû. Ôóíêöèÿ îñòàòî÷íîãî ñïðîñà D(p, Q̂) ïîêàçûâàåò, ñêîëüêî òî-
âàðà ïîòðåáèòåëè ãîòîâû êóïèòü ïî öåíå p ïðè ôàêòè÷åñêîì ïðåäëî-
æåíèè Q̂, ïîñëå òîãî, êàê âåñü òîâàð ïî öåíàì p′ < p áóäåò ðàñïðîäàí.
Ïðè óñëîâèè ïðèîðèòåòà áîãàòûõ ïîòðåáèòåëåé ýòà ôóíêöèÿ èìååò
âèä D(p, Q̂) = max{0, D̄− ∑

p′<p

Q̂p′}. Â ñëó÷àå ïðîïîðöèîíàëüíîãî ïðà-

âèëà ðàöèîíèðîâàíèÿ, ôóíêöèÿ îñòàòî÷íîãî ñïðîñà ïðè ýòîì èìååò
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âèä Dpr(p, Q̂) = D(p)(1 − ∑
p′<p

Q̂p′
D(p′)). Ïî ôóíêöèè îñòàòî÷íîãî ñïðîñà

äëÿ ëþáûõ ñòðàòåãèé ïðîèçâîäèòåëåé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìàê-
ñèìàëüíàÿ ïðîäàæíàÿ öåíà R(s) = max{p ∈ P (s)|D(p, Q̂(s)) > 0}
ìàêñèìàëüíàÿ öåíà, ïðè êîòîðîé îñòàòî÷íûé ñïðîñ åùå ïîëîæèòåëü-
íûé. Â êà÷åñòâå âûèãðûøåé ïðîèçâîäèòåëåé ðàññìîòðèì èõ ïðèáû-
ëè:

fa(s) =





0, sa > R(s),

(sa − c)q̄, sa < R(s),

(sa − c) min{q̄, D(R(s), Q̂(s))/n(R(s))},
ãäå n(R(s)) � êîëè÷åñòâî ïðîèçâîäèòåëåé, íàçíà÷àþùèõ sa = R(s).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå õàðàêòåðèçóåò ðàâíîâåñèÿ Íýøà ðàññìàò-
ðèâàåìîé îäíîýòàïíîé èãðû:

Óòâåðæäåíèå 2.2. Ïðè (n − 1)q̄ > D̄ − cd íàáîð ñòðàòåãèé (sa =

c, a ∈ A) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì Íýøà â äàííîé ìîäåëè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèì êîíêóðåíòíîìó ðàâíîâåñèþ. Ïðè (n + 1)q̄ ≤ D̄− cd íàáîð
ñòðàòåãèé (sa = p̃ = D̄−nq̄

d
, a ∈ A) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì Íýøà ïðè

óñëîâèè ïðèîðèòåòà áîãàòûõ ïîòðåáèòåëåé. Ïðè D̄−cd
(n+1)

< q̄ < D̄−cd
n−1

ðàâíîâåñèé Íýøà â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè íå ñóùåñòâóåò. Â óñëî-
âèÿõ ïðîïîðöèîíàëüíîãî ïðàâèëà ïîñëåäíèé íàáîð ñòðàòåãèé ÿâëÿ-
åòñÿ ðàâíîâåñèåì Íýøà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà D̄ − cd ≥ 2nq̄.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. Ïðèëîæåíèå.

3. Àíàëèç äâóõýòàïíûõ ìîäåëåé

3.1. Îáîçíà÷åíèÿ

Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íóþ îëèãîïîëèþ ñ n ôèðìàìè - ïðîèçâî-
äèòåëÿìè ñ ïîñòîÿííûìè ïðåäåëüíûìè èçäåðæêàìè c. Ïðîèçâîäèòå-
ëè ó÷àñòâóþò â òîðãàõ íà ôîðâàðäíîì ðûíêå, à çàòåì â òîðãàõ íà
ñïîòîâîì ðûíêå, îðãàíèçîâàííûõ â ôîðìå àóêöèîíà Êóðíî. Ñòðàòå-
ãèåé ïðîèçâîäèòåëÿ a ÿâëÿåòñÿ ïàðà qa = (qf

a , qs
a(q

f )), ãäå qf
a - îáúåì

ïðåäëîæåíèÿ ôèðìû a íà ôîðâàðäíîì ðûíêå,
∑
a

qf
a = qf - ñóììàð-

íûé îáúåì òîâàðà, ïðîäàííîãî íà ôîðâàðäíîì ðûíêå, à qs
a - îáúåì
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ïðåäëîæåíèÿ ôèðìû a íà ñïîòîâîì ðûíêå, çàâèñÿùèé îò qf . Ñóì-
ìàðíûé îáúåì ïðîèçâîäñòâà êàæäîé ôèðìû îãðàíè÷åí: qf

a + qs
a(q

f
a ) ≤

q̄, a = 1, ..., n. Êàæäàÿ ôèðìà ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîþ ñóì-
ìàðíóþ ïðèáûëü. Àêòèâíîñòü àðáèòðàæåðîâ ïðè ëþáûõ ñòðàòåãèÿõ
qa, a ∈ A, îáåñïå÷èâàåò ðàâåíñòâî öåí íà ôîðâàðäíîì è ñïîòîâîì
ðûíêàõ: ps = pf = p.

3.2. Ìîäåëü ñ ïðèîðèòåòîì áîãàòûõ ïîòðåáèòåëåé

Ïóñòü ïðåäëàãàåìûé íà ôîðâàðäíîì ðûíêå îáúåì äîñòàåòñÿ ïî-
òðåáèòåëÿì ñ íàèáîëåå âûñîêèìè ðåçåðâíûìè öåíàìè. Ïðè òàêîì
ïðàâèëå ðàöèîíèðîâàíèÿ ôóíêöèÿ îñòàòî÷íîãî ñïðîñà ïî èòîãàì ôîð-
âàðäíûõ òîðãîâ èìååò âèä D(p, qf ) = max{0, D(p) − qf}. Äëÿ ëþ-
áîãî íàáîðà ñòðàòåãèé (qa, a ∈ A), öåíà íà ñïîòîâîì ðûíêå óäî-
âëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ D(p) − qf =

∑
a

qs
a(q

f ). Â ÑÏÐ öåíà ps(qf )

íà ñïîòîâîì ðûíêå îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà ôóíêöèè îñòàòî÷íî-
ãî ñïðîñà ôóíêöèè îñòàòî÷íîãî ïðåäëîæåíèÿ Êóðíî: D(ps) − qf =

min{nd(ps − c), nq̄ − qf}.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç p̂ è q̂ ñîîòâåòñòâåííî öåíó è ñóììàðíûé îáúåì

ïðåäëîæåíèÿ â ÑÏÐ. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îïèñûâàåò òðè òèïà
ÑÏÐ, êîòîðûå ñóùåñòâóþò â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè â çàâèñèìîñòè
îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñóììàðíîé ìàêñèìàëüíîé ïðîèçâîäñòâåííîé
ìîùíîñòüþ nq̄ è çíà÷åíèåì ñïðîñà ïî öåíå, ðàâíîé ïðåäåëüíûì èç-
äåðæêàì D̄−cd. Êàê è ðàíåå, ÷åðåç p̃ è p∗ îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâåííî
öåíà Âàëüðàñà è öåíà Êóðíî äëÿ îäíîýòàïíîé ìîäåëè àóêöèîíà.

Óòâåðæäåíèå 3.1. à) Åñëè ìàêñèìàëüíàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ìîù-
íîñòü ôèðìû óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (n + 1)q̄ ≤ D̄ − cd, òî
äëÿ ëþáîãî qf

a ≤ q̄, a ∈ A â ðàññìàòðèâàåìîé äâóõýòàïíîé ìîäå-
ëè ñóùåñòâóåò ÑÏÐ ñ àêòèâíûì îãðàíè÷åíèåì ïðîèçâîäñòâåííûõ
ìîùíîñòåé òàêîå, ÷òî p̂ = p̃ = p∗, qf

a + qs
a = q̄, a ∈ A.

á) Åñëè nq̄ < D̄−cd < (n+1)q̄, òî ñóùåñòâóåò ëîêàëüíîå ÑÏÐ ñ àíà-
ëîãè÷íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, íî p∗ > p̂ = p̃. Îäíàêî ýòî ëîêàëüíàÿ
ÑÏÐ íå ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì ðàâíîâåñèåì, òàê êàê ïðîèçâîäèòåëü ñ
ìàêñèìàëüíûì îáúåìîì ïðåäëîæåíèÿ íà ôîðâàðäíîì ðûíêå ìîæåò
óâåëè÷èòü ñâîþ ïðèáûëü ïóòåì ïåðåáðîñêè âñåãî îáúåìà ñâîåãî ïðåä-
ëîæåíèÿ íà ñïîòîâûé ðûíîê.
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â) ÑÏÐ ñ íåàêòèâíûì îãðàíè÷åíèåì ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíîñòåé
ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà D̄ − cd ≤ n2+1

n
q̄. Â

ýòîì ñëó÷àå p̂ = D̄+n2cd
d(n2+1)

. Îáúåìû ïðåäëîæåíèÿ êàæäîé ôèðìû ðàâíû
q̂f
a = (n−1)(D̄−cd)

n2+1
, q̂s

a = D̄−cd
n2+1

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. Ïðèëîæåíèå.

Ðèñ. 2 ïîêàçûâàåò òèïû ÑÏÐ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè â çàâè-
ñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó çíà÷åíèåì ñïðîñà ïî öåíå, ðàâíîé
ïðåäåëüíûì èçäåðæêàì D̄−cd, è ñóììàðíîãî ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà
ïðåäëîæåíèÿ nq̄.

qn )1( +
cdD -

qn
q

n

n )1( 2 +qn )1( -

1

1

2

1
3

1
4

1
5

1

0 -- + +

Ðèñóíîê 2. Âèäû ÑÏÐ äëÿ äâóõýòàïíîé ìîäåëè ñ îãðàíè÷åííûìè
ïðîèçâîäñòâåííûìè ìîùíîñòÿìè

1. Ïðè (n + 1)q̄ ≤ D̄ − cd â ìîäåëè ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå Íý-
øà, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò êîíêóðåíòíîå ðàâíîâåñèå îäíîýòàï-
íîé ìîäåëè ñ öåíîé p̂ = D̄−Q

d
ðàâíîé öåíå Âàëüðàñà. Ïðè ýòîì

îãðàíè÷åíèÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíîñòåé ÿâëÿþòñÿ àêòèâíû-
ìè: q∗a = q̄. Äëÿ ëþáîãî q̂f

a < q̄, a ∈ A, àíàëîãè÷íîå ÑÏÐ ñ
q̂f
a + q̂s

a = q̄ ñóùåñòâóåò äëÿ äâóõýòàïíîé ìîäåëè.

2. Ïðè n2+1
n

q̄ ≤ D̄−cd < (n+1)q̄ ñóùåñòâóåò ëîêàëüíîå ðàâíîâåñèå
ñîîòâåòñòâóþùåå êîíêóðåíòíîìó èñõîäó. Îäíàêî ýòî ðàâíîâå-
ñèå íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì â äàííîé ìîäåëè, à âñåì ïðîèçâî-
äèòåëÿì îêàçûâàåòñÿ ïðè ýòîì âûãîäíî ïîêèíóòü ôîðâàðäíûé
ðûíîê. Òàêèì îáðàçîì, ÑÏÐ â äàííîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò.

3. Ïðè nq̄ ≤ D̄ − cd < (n2+1)
n

q̄ ñóùåñòâóåò îïèñàííîå âûøå ëî-
êàëüíîå ÑÏÐ. Êðîìå òîãî, â ýòîé îáëàñòè ñóùåñòâóåò ðàâíîâå-
ñèå Áóøíåëëà (ñ íåàêòèâíûìè îãðàíè÷åíèÿìè ïðîèçâîäñòâåí-
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íîé ìîùíîñòè): ñóììàðíûé îáúåì ïðåäëîæåíèÿ êàæäîãî ïðî-
èçâîäèòåëÿ a ðàâåí q̂a = n(D̄−cd)

n2+1
, ðàâíîâåñíàÿ öåíà ðàâíà p̂ =

D̄+n2cd
d(n2+1)

< p∗.

4. Ïðè (n − 1)q̄ ≤ D̄ − cd < nq̄ ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå Áóøíåëëà
(ñì. âûøå).

5. Ïðè 0 ≤ D̄−cd < (n−1)q̄ òàêæå ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå Áóøíåë-
ëà. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå äâóõýòàïíûé àóêöèîí Êóðíî îêàçûâà-
åòñÿ íåîïòèìàëüíûì ñïîñîáîì îðãàíèçàöèè òîðãîâ, ïîñêîëüêó
àóêöèîí Áåðòðàíà-Ýäæâîðòà äàåò ðàâíîâåñèå, ñîâïàäàþùåå ñ
êîíêóðåíòíûì.

3.3. Ìîäåëü ñ ïðîïîðöèîíàëüíûì ïðàâèëîì ðàöèîíèðîâàíèÿ

Ïðè ðàâåíñòâå öåí ps = pf = p, åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
ëþáîé ïðîèçâîäèòåëü ñ ðåçåðâíîé öåíîé pr > pf ñ ðàâíîé âåðîÿòíî-
ñòüþ, íå çàâèñÿùåé îò ps, ïîêóïàåò òîâàð íà ôîðâàðäíîì ðûíêå. Ïðî-
èçâîäèòåëè ñ áîëåå íèçêèìè ðåçåðâíûìè öåíàìè (pr < pf ) òîâàð ïî-
êóïàòü íå áóäóò. Ðèñ. 3 èëëþñòðèðóåò îñòàòî÷íóþ ôóíêöèþ ñïðîñà,
êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè òàêîì ïðàâèëå ðàöèîíèðîâàíèÿ ïîòðåáèòåëåé.
Äëÿ äàííîé ôóíêöèè îñòàòî÷íîãî ñïðîñà â èãðå îïèñûâàþùåé ñïîòî-
âûé ðûíîê, ñóùåñòâóþò äâà ëîêàëüíûõ ðàâíîâåñèÿ. Ïåðâîå èç ýòèõ
ðàâíîâåñèé ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòè êðóòîãî íàêëîíà ôóíêöèè îñòàòî÷-
íîãî ñïðîñà (�ðûíîê ìåäâåäåé�). Ñóììàðíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäëîæåíèÿ
Êóðíî ïðè ýòîì ðàâíà S1(p) = nd(p − c), à îñòàòî÷íûé ñïðîñ ðàâåí
D0

pr(p, q
f ) = max{0, D̄−dp−qf ).(Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìî-

äåëü áåç îãðàíè÷åíèé íà ïðîèçâîäñòâåííûå ìîùíîñòè). Ðàâíîâåñíàÿ
öåíà â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà

p1 = p∗ − qf

d(n + 1)
(3.1)

Îáúåì ïðåäëîæåíèÿ ïî öåíå p1 ðàâåí

qs1 = nd(∆p− qf

d(n + 1)
), ãäå ∆p = p− c. (3.2)
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Âòîðîå ðàâíîâåñèå ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòè ïîëîãîãî íàêëîíà ôóíê-
öèè îñòàòî÷íîãî ñïðîñà: D2

pr(p, q
f ) = D(p)(1− qf

D(pf )
). Ðàâíîâåñíàÿ öå-

íà è ñîîòâåòñòâóþùèé îáúåì ïðåäëîæåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ðàâíû:

p2 = p∗ > p1, qs2 = nd∆p
(
1− qf

nd∆p + wqf

n+1

)
< qs1 (3.3)

(�ðûíîê áûêîâ�, ñì. ðèñ. 3).

Ýòè ðåçóëüòàòû ñëåäóþò èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ (2.1), (2.2) ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ Êóðíî. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëè-
âàåò âàæíóþ îñîáåííîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî äâóõýòàïíîãî ðûíêà.

sf qqq ,,

D

fqD -

sf ppp ,,2,,1 ppp
fc

Ðèñóíîê 3. Ôóíêöèÿ ïðåäëîæåíèÿ Êóðíî íà ñïîòîâîì ðûíêå äëÿ
äâóõýòàïíîé ìîäåëè ñ ïðàâèëîì ïðîïîðöèîíàëüíîãî

ðàöèîíèðîâàíèÿ

Óòâåðæäåíèå 3.2. Â äàííîé ìîäåëè ÑÏÐ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ íå
ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ÑÏÐ
ñî ñòðàòåãèÿìè (qf

a , qs
a(q

f )), a ∈ A. Òîãäà ñèòóàöèÿ (qs
a(q

f ), a ∈ A) ñî-
îòâåòñòâóåò ëîêàëüíîìó ðàâíîâåñèþ Íýøà íà �áû÷üåì ðûíêå� èëè
ëîêàëüíîìó ðàâíîâåñèþ Íýøà íà �ìåäâåæüåì ðûíêå�. Ëèáî qs = 0,
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÷òî âîçìîæíî, åñëè îñòàòî÷íûé ñïðîñ ïðè p = c ðàâåí 0. Íî íà-
áîð qf

a , a ∈ A, äëÿ êîòîðîãî
∑

qf
a ≥ D(c), íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì

Íýøà îäíîýòàïíîãî àóêöèîíà Êóðíî. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå îòñóòñòâèÿ
àðáèòðàæà, ïîëó÷èì pf = ps = p1 â ïåðâîì ñëó÷àå, è pf = ps = p2

âî âòîðîì ñëó÷àå. Çàìåòèì, ÷òî òàêèå ñòðàòåãèè íå ÿâëÿþòñÿ ÑÏÐ,
òàê êàê ëþáîé ïðîèçâîäèòåëü ñ qs

a(q
f ) > 0 ìîæåò óâåëè÷èòü ñâîþ

ïðèáûëü, óìåíüøèâ ñâîé îáúåì ïðåäëîæåíèÿ qs
a íà ñïîòîâîì ðûíêå

â ïåðâîì ñëó÷àå, è óâåëè÷èâ qs
a âî âòîðîì ñëó÷àå. (Ýòî ñëåäóåò èç

óñëîâèé ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ
Íýøà è èç-çà ðàçíîãî íàêëîíà ôóíêöèè îñòàòî÷íîãî ñïðîñà ñïðàâà è
ñëåâà îò òî÷êè pf = ps).

Êàêîãî ðîäà ðàâíîâåñèÿ ñóùåñòâóþò äëÿ òàêîé ìîäåëè? Ðàâíîâå-
ñèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Îäíàêî, ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî íåçà-
âèñèìûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè íå ïðèìåíÿþòñÿ íà ïîäîáíûõ ðûíêàõ.
Äðóãàÿ èíòåðåñíàÿ âîçìîæíîñòü � ýòî ïîïûòàòüñÿ íàéòè ÑÏÐ â ñìå-
øàííûõ êîððåëèðîâàííûõ ñòðàòåãèÿõ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè èçâåñòíîì îáúåìå ïðåäëîæåíèÿ íà ôîð-
âàðäíîì ðûíêå qf , ñòðàòåãèè ïðîèçâîäèòåëåé íà ñïîòîâîì ðûíêå îïðå-
äåëÿþòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, êîòîðàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü äâà çíà-
÷åíèÿ: ω = 0 è ω = 1 ñ âåðîÿòíîñòÿìè w è 1 − w ñîîòâåòñòâåííî,
w ∈ (0, 1). Ïóñòü ïðè ω = 0 ðåàëèçóåòñÿ ðàâíîâåñèå ñ íèçêîé öåíîé,
à ïðè ω = 1 - ðàâíîâåñèå ñ âûñîêîé öåíîé. Òîãäà ïðè óñëîâèè ðèñê-
íåéòðàëüíîñòè àðáèòðàæåðîâ óñëîâèå îòñóòñòâèÿ àðáèòðàæà îçíà÷à-
åò, ÷òî pf = wp1 + (1− w)p2 = p∗ − wqf

d(n+1)
, w ∈ (0, 1).

Òåïåðü íàéäåì ðàâíîâåñèå íà ôîðâàðäíîì ðûíêå ïðè óñëîâèè, ÷òî
ñòðàòåãèè ïðîèçâîäèòåëåé íà ñïîòîâîì ðûíêå óæå èçâåñòíû. Ñóììàð-
íàÿ ïðèáûëü ïðîèçâîäèòåëÿ a ðàâíà πa = πf

a + ωπs1
a + (1− ω)πs2

a , ãäå
πf

a = (pf − c)qf
a = D̄−dc−ωqf

d(n+1)
qf
a = (∆p− wqf

d(n+1)
)qf

a ,

πs1
a = (p1 − c)qs1

a =
(D̄ − dc− qf )2

d(n + 1)2
= d

(
∆p− qf

d(n + 1)

)2

,

πs2
a = (p2 − c)qs2

a =
( D̄ − dc

d(n + 1)

)2

d
(
1− qf

nd∆p + wqf

n+1

)
=

= d(∆p)2
(
1− qf

nd∆p + wqf

n+1

)
.
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Óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèíèìàþò
âèä:

∂πa

∂qf
a

= ∆p
(
1− 2w

n + 1

)
+

wqf

d(n + 1)

( 2

n + 1
−1− 1

n

)
− (1− w)n∆p3

(n∆p + w
d(n+1)

qf )2
= 0

(3.4)

Óòâåðæäåíèå 3.3. Â ðàññìàòðèâàåìîé äâóõýòàïíîé ìîäåëè ÑÏÐ
â ñìåøàííûõ êîððåëèðîâàííûõ ñòðàòåãèÿõ ñóùåñòâóåò ïðè w ∈
(w1(n), w2(n)), ïðè ýòîì íèæíèå è âåðõíèå ãðàíèöû èíòåðâàëà óêà-
çàíû â òàáë. 1. Äëÿ ëþáîãî w èç íàéäåííîãî èíòåðâàëà ÑÏÐ îïðå-
äåëÿåòñÿ èç (3.1)-(3.3), à ðàâíîâåñíûé îáúåì ïðåäëîæåíèå êàæäîãî
ïðîèçâîäèòåëÿ íà ôîðâàðäíîì ðûíêå q̂f

a íàõîäèòñÿ êàê ìàêñèìàëü-
íûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (3.4). Çíà÷åíèå ñóììàðíîãî ïðåäëîæåíèÿ íà
ôîðâàðäíîì ðûíêå ñîñòàâëÿåò q̂f = d

w
∆p(n5+(1−w)(n4−2n2−1)+n3(1−2w)

n2(1+n2)
)

ñ òî÷íîñòüþ o((1− w)2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. Ïðèëîæåíèå.

Òàáëèöà 1.
n w1 w2

2 0.687 0.793
3 0.772 0.863
5 0.866 0.917
7 0.907 0.940
10 0.937 0.957

Â òàáë. 2 ïðåäñòàâëåíû ñîîòíîøåíèÿ ðàâíîâåñíûõ öåí äëÿ èññëå-
äóåìîé è êëàññè÷åñêîé ìîäåëåé îëèãîïîëèè ïî Êóðíî. Âèäíî, ÷òî
âîçìîæíîñòü çàêëþ÷åíèÿ ôîðâàðäíûõ êîíòðàêòîâ ñíèæàåò ðûíî÷-
íóþ âëàñòü ïðîèçâîäèòåëåé. Â òàáë. 3 ïîêàçàíî ñîîòâåòñòâóþùåå ýòî-
ìó ôàêòó óâåëè÷åíèå ñóììàðíîãî ïðåäëîæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ äâóõýòàï-
íîé ìîäåëè ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíîýòàïíîé ìîäåëüþ.
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Òàáëèöà 2.

n
pf − c

p∗ − c

pf − c

p∗ − c
|w1

pf − c

p∗ − c
|w2

2 13 + 23w

60
0.480 0.520

3 7 + 29w

90
0.326 0.367

5 19 + 206w

975
0.202 0.213

7 37 + 747w

4900
0.146 0.150

10 301 + 11799w

111100
0.102 0.104

Òàáëèöà 3.

n
q

q∗
|w1

q

q∗
|w1

2 1.333 1.276
3 1.273 1.228
5 1.18 1.169
7 1.133 1.128
10 1.095 1.093

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû î ñîîòíîøåíèè ðàâíîâåñíûõ öåí è
îáúåìîâ îêàçàëèñü áëèçêè ê ðåçóëüòàòàì Áóøíåëëà. Îòëè÷èå â òîì,
÷òî â äâóõýòàïíîé ìîäåëè ñ ïðàâèëîì ïðîïîðöèîíàëüíîãî ðàöèî-
íèðîâàíèÿ ñóùåñòâóåò íåîïðåäåëåííîñòü: îæèäàåìàÿ (à íå ôàêòè-
÷åñêàÿ) öåíà íà ñïîòîâîì ðûíêå ñîâïàäàåò ñ öåíîé íà ôîðâàðäíîì
ðûíêå, ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, íà ñïîòîâûõ òîðãàõ ðåàëèçóåòñÿ öåíà
áîëåå íèçêàÿ, ÷åì öåíà íà ôîðâàðäíûõ òîðãàõ.
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4. Çàêëþ÷åíèå

Äëÿ ñèììåòðè÷íîé îëèãîïîëèè ñ ïîñòîÿííûìè ïðåäåëüíûìè èç-
äåðæêàìè è îãðàíè÷åííûìè ïðîèçâîäñòâåííûìè ìîùíîñòÿìè áûëè
íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ââåäåíèå âîçìîæíîñòè çàêëþ÷åíèÿ
ôîðâàðäíûõ êîíòðàêòîâ ñíèæàåò ðûíî÷íóþ âëàñòü ïðîèçâîäèòåëåé
è óâåëè÷èâàåò ñóììàðíîå îáùåñòâåííîå áëàãîñîñòîÿíèå. Â ÷àñòíîñòè:

1) Â ñëó÷àå, êîãäà ñóììàðíàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ìîùíîñòü ñóùå-
ñòâåííî ïðåâîñõîäèò ñïðîñ ïî öåíå ðàâíîé ïðåäåëüíûì èçäåðæêàì,
ò.å. êîãäà äàæå óõîä ñ ðûíêà ïðîèçâîäèòåëåé íå ñïîñîáåí ïîâëèÿòü
íà ðàâíîâåñíóþ öåíó, îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ïðîâåäåíèå àóêöèîíà
Áåðòðàíà-Ýäæâîðòà, â êîòîðîì ðåàëèçóåòñÿ êîíêóðåíòíîå ðàâíîâå-
ñèå ñ öåíîé, ðàâíîé ïðåäåëüíûì èçäåðæêàì. Ïðè ýòîì ââåäåíèå ôîð-
âàðäíîãî ðûíêà ìîæåò òîëüêî óâåëè÷èòü ðûíî÷íóþ âëàñòü ïðîèçâî-
äèòåëåé.

2) Â ñëó÷àå, êîãäà ñïðîñ ïî öåíå, ðàâíîé ïðåäåëüíûì èçäåðæêàì,
ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò ñóììàðíóþ ïðîèçâîäñòâåííóþ ìîùíîñòü
(òàê ÷òî îãðàíè÷åíèå ïðîèçâîäñòâåííîé ìîùíîñòè ÿâëÿåòñÿ àêòèâ-
íûì), ââåäåíèå ôîðâàðäíîãî ðûíêà íèêàê íå âëèÿåò íà öåíû è óæå
èñõîä îäíîýòàïíîãî àóêöèîíà Êóðíî (è àóêöèîíà ôóíêöèé ïðåäëî-
æåíèÿ åäèíîé öåíû) ÿâëÿåòñÿ êîíêóðåíòíûì ðàâíîâåñèåì.

3) Â ñèòóàöèè, êîãäà îãðàíè÷åíèå ïðîèçâîäñòâåííîé ìîùíîñòè
íåàêòèâíî, ïîëó÷àþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîäîáíûå ðàáîòå [4], ò.å. ââåäå-
íèå ôîðâàðäíîãî ðûíêà îãðàíè÷èâàåò ðûíî÷íóþ âëàñòü ïðîèçâîäè-
òåëåé ïðèìåðíî òàê æå, êàê óâåëè÷åíèå ÷èñëà ïðîèçâîäèòåëåé íà
ðûíêå ñ n äî n2. Èìååò ìåñòî ïîíèæåíèå öåí è ïîâûøåíèå âûïóñêà.
Â ñëó÷àå ïðîïîðöèîíàëüíîãî ðàöèîíèðîâàíèÿ ïîòðåáèòåëåé â ìîäå-
ëè ñóùåñòâóåò ÑÏÐ â êîððåëèðîâàííûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ, à
íà ñïîòîâîì ðûíêå èìååò ìåñòíî ýíäîãåííàÿ íåîïðåäåëåííîñòü: êàê
ïðàâèëî, íà ñïîòîâûõ òîðãàõ ðåàëèçóåòñÿ �ðûíîê ìåäâåäåé� ñ áîëåå
íèçêèìè öåíàìè, ðåæå � �ðûíîê áûêîâ� ñ áîëåå âûñîêèìè öåíàìè.

4) Â ïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòè, áëèçêîé ê 2), â äâóõýòàïíîì àóêöè-
îíå Êóðíî ÑÏÐ íå ñóùåñòâóåò.

Òàê êàê íà ðûíêå ýëåêòðîýíåðãèè ñîîòíîøåíèå ìåæäó ôóíêöèåé
ïðåäëîæåíèÿ Âàëüðàñà è ñóììàðíîé ïðîèçâîäñòâåííîé ìîùíîñòüþ
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÷àñòî ìåíÿåòñÿ, îïòèìàëüíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ óâåëè÷åíèÿ ñóììàð-
íîãî áëàãîñîñòîÿíèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðèìåíåíèå ðàçëè÷íûõ òèïîâ
àóêöèîíîâ äëÿ îðãàíèçàöèè òîðãîâ â ïèêîâûå è íåïèêîâûå ïåðèîäû.

Îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ îáîáùåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé, êîãäà ñóùåñòâóåò
íåñêîëüêî òèïîâ ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíîñòåé.
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5. Ïðèëîæåíèå

5.1. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.2.

pcp =

qn

Q

pc

qn

Q

p

Ðèñóíîê 4.
a) Íåàêòèâíîå îãðàíè÷åíèå b) Àêòèâíîå îãðàíè÷åíèå

ïðîèçâîäñòâåííîé ìîùíîñòè ïðîèçâîäñòâåííîé ìîùíîñòè

Èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ìîäå-
ëè Áåðòðàíà-Ýäæâîðòà sa = p̃, a ∈ A â ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ äëÿ
ìîäåëè ñèììåòðè÷íîé îëèãîïîëèè. Òàêèì îáðàçîì, ìîãóò ðåàëèçî-
âûâàòüñÿ äâå âîçìîæíûå ñèòóàöèè, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 4. Â ñëó÷àå
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a) D̄−cd ≤ nq̄ - îãðàíè÷åíèÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíîñòåé ÿâëÿþòñÿ
íåàêòèâíûìè, è p̃ = c. Â ýòîì ñëó÷àå, ðàâíîâåñèå ñóùåñòâóåò òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà D̄ − cd ≤ (n − 1)q̄. Â òàêîé ñèòóàöèè óâåëè÷å-
íèå öåíû îäíèì èç ïðîèçâîäèòåëåé ïîðîæäàåò ñèòóàöèþ, â êîòîðîé
îñòàëüíûå ïðîèçâîäèòåëè ïîëíîñòüþ ïîêðûâàþò âåñü ñïðîñ íà ðûíêå
ïî öåíå c � òàêèì îáðàçîì, íàçíà÷åíèå áîëåå âûñîêîé öåíû îêàçûâàåò-
ñÿ ïðîèçâîäèòåëþ íåâûãîäíî. È íàîáîðîò, ïðè nq̄ ≥ D̄− cd > (n−1)q̄

ëþáîé ïðîèçâîäèòåëü ìîæåò óâåëè÷èòü ñâîé âûèãðûø íàçíà÷àÿ öåíó
sa > c, òàê êàê îñòàòî÷íûé ñïðîñ ïîëîæèòåëåí â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè c.

Åñëè D̄ − cd > nq̄, òî p̃ = D̄−nq̄
d

(ðèñ. 4b). Íàáîð ñòðàòåãèé (s̄a =

p̃, a ∈ A) áóäåò ðàâíîâåñíûì ïî Íýøó â ñëó÷àå, êîãäà íè îäíîìó
èç ïðîèçâîäèòåëåé íå âûãîäíî óâåëè÷èâàòü çàÿâëåííóþ èì öåíó, ò.å.

(p̃ − c)q̄ ≥ (sa − c)D(sa, Q̂(s̄)) =

{
((n− 1)q̄ (sa − c) ïðè p = p̃,

q̄ ïðè sa > p

}
=

(sa − c)(D̄ − dsa − (n − 1)q̄) äëÿ ëþáîãî sa > p̃ ⇔ (sa − p)q̄ ≤
d(sa − p)(sa − c) ∀sa ≥ p̃ ⇔ q̄ ≤ d(p̃ − c) = D̄ − nq̄ − cd ⇔
(n + 1)q̄ ≤ D̄ − cd.

Ïðè ïðîïîðöèîíàëüíîì ïðàâèëå ðàöèîíèðîâàíèÿ îñòàòî÷íûé ñïðîñ
ðàâåí Dpr(p, Q̂) = D(p)(1− ∑

p′<p

Q̂p′
D(p′)). Îòñþäà óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ

ðàâíîâåñèÿ Íýøà èìååò âèä: (p̃−c)q̄ ≥ 1
n
(sa−c)(nq̄+dp̃−dsa)⇔ (p̃−

c)q̄ ≥ (sa− c)q̄− d(sa−c)(sa−p̃)
n

⇔ d(sa−c)
n

(sa− p̃) ≥ (sa− p̃)q̄ ∀ sa ≥ p̃

⇔ d(p̃− c) ≥ nq̄ ⇔ D̄ − cd ≥ 2nq̄.

5.2. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3.1.

Ïóñòü òîðãè íà ôîðâàðäíîì ðûíêå çàâåðøèëèñü, è ñóììàðíûé
îáúåì òîâàðà, ïðîäàííûé íà ôîðâàðäíîé ðûíêå ñîñòàâèë qf =

∑
a

qf
a ,

a = 1, n. Òîãäà îñòàòî÷íûé ñïðîñ íà ñïîòîâîì ðûíêå ðàâåí D(p, qf ) =

D̄−dp− qf , à ôóíêöèÿ ñóììàðíîãî ïðåäëîæåíèÿ Êóðíî íà ñïîòîâîì

ðûíêå ðàâíà SC(p, qf ) =

{
nd(p− c), c ≤ p ≤ p0

nq̄ − qf , p > p0
, p0 =

nq̄+ncd−qf

nd
.

à) Ïóñòü (n + 1)q̄ ≤ D̄ − cd. Íàéäåì çíà÷åíèå îáúåìà qf ïðîäàæ
íà ôîðâàðäíîì ðûíêå, ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ îñòàòî÷íîãî ñïðîñà íà
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Ðèñóíîê 5.

ñïîòîâîì ðûíêå ïåðåñåêàåò ôóíêöèþ ñóììàðíîãî îñòàòî÷íîãî ïðåä-
ëîæåíèÿ Êóðíî íà ãîðèçîíòàëüíîì ó÷àñòêå. Â ýòîì ñëó÷àå öåíà íà
ñïîòîâîì ðûíêå ñîâïàäàåò ñ öåíîé íà ôîðâàðäíîì ðûíêå (ðèñ. 5à):
p̂ = ps = pf = D̄−nq̄

d
= p̃, ñóììàðíûé îáúåì òîâàðà, ïðîäàííîãî íà

ñïîòîâîì ðûíêå ðàâåí q̂s = nq̄ − qf . Òàê êàê D(p1) = nq̄, ïðîèçâîäè-
òåëè ïðîäàäóò âåñü ïðåäëîæåííûé èìè îáúåì íà ðàññìàòðèâàåìîì
äâóõýòàïíîì àóêöèîíå. Çàìåòèì, ÷òî öåíà p1 íå çàâèñèò îò îáúåìà qf

ïðîäàæ íà ôîðâàðäíîì ðûíêå. Ïîýòîìó, ïðîèçâîäèòåëþ a íåâûãîä-
íî èçìåíÿòü îáúåì qf

a ñâîåãî ïðåäëîæåíèÿ íà ôîðâàðäíîì ðûíêå, òàê
êàê òàêîå îòêëîíåíèå íå èçìåíèò ðàâíîâåñíóþ öåíó. Ïðè ýòîì ïðè-
áûëü ïðîèçâîäèòåëÿ π̂a = (p̂−c)(qf

a +qs
a) = D̄−cd−nq̄

d
q̄ îñòàåòñÿ íåèçìåí-

íîé, òàê êàê ∂πa

∂qf
a

= 0 ∀ qf
a ∈ [0, q̄]. Òàêèì îáðàçîì, ïðè (n+1)q̄ ≤ D̄−cd

äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ qf â ðàññìàòðèâàåìîé äâóõýòàïíîé ìîäåëè ñó-
ùåñòâóåò ÑÏÐ ñ èñõîäîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ðàâíîâåñèþ â îäíîýòàï-
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íîé ìîäåëè Êóðíî ïðè àêòèâíîì îãðàíè÷åíèè íà ïðîèçâîäñòâåííûå
ìîùíîñòè: q̂f

a + q̂s
a = q̄ äëÿ ëþáîãî a ∈ A.

á) Ïóñòü D̄−cd < (n+1)q̄. Íàéäåì ñóììàðíûé îáúåì qf ïðåäëîæå-
íèÿ íà ôîðâàðäíîì ðûíêå, ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ îñòàòî÷íîãî ñïðî-
ñà ïåðåñåêàåò ôóíêöèþ ñóììàðíîãî ïðåäëîæåíèÿ Êóðíî íà ñïîòîâîì
ðûíêå íà ãîðèçîíòàëüíîì ó÷àñòêå ïîñëåäíåé. Ïðè D̄ − cd < (n + 1)q̄

òàêîå ïåðåñå÷åíèå âîçìîæíî ïðè p0 ≤ p̂ ≤ p1 (ðèñ. 5b) ⇔
nq̄ + ncd− qf

nd
≤ D̄ − nq̄

d
≤ q̄ + cd

d
⇔ (n + 1)nq̄ − n(D̄ − cd) ≤ qf .

(5.1)
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî qf ≤ nq̄, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óñëîâèå ñóùåñòâîâà-

íèÿ ÑÏÐ: nq̄ ≤ D − cd ≤ (n + 1)q̄.
Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîèçâîäèòåëü a

ïðåäëàãàåò íà ôîðâàðäíîì ðûíêå ìàêñèìàëüíûé îáúåì òîâàðà qf
a ,

qf
a > qf

n
. Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà âñå ïðîèçâîäèòåëè, êðîìå ïðî-

èçâîäèòåëÿ a âûáèðàþò ëîêàëüíî ðàâíîâåñíûå ñòðàòåãèè, íàéäåííûå
âûøå, à ïðîèçâîäèòåëü a ïåðåáðàñûâàåò âåñü îáúåì ñâîåãî ïðåäëî-
æåíèÿ íà ôîðâàðäíîì ðûíêå íà ñïîòîâûé ðûíîê òàêèì îáðàçîì, ÷òî
íåðàâåíñòâî (5.1) íå âûïîëíåíî:

∑
b 6=a

q̂f
b < (n+1)nq̄−n(D̄−cd). Â ýòîì

ñëó÷àå ôóíêöèÿ îñòàòî÷íîãî ïðåäëîæåíèÿ Êóðíî íà ñïîòîâîì ðûíêå
èìååò âèä (ðèñ. 6):

SC(p) =





0, p < c

(p− c)nd, p ∈ [c; p0)

(p− p0)d + nq̄ −∑
b

q̂f
b , p ∈ [p0; p1)

nq̄ − ∑
b6=a

q̂f
b , p ≥ p1 ,

ãäå p0 = c +
nq̄−∑

b
q̂f
b

nd
, p1 = c + q̄

d
. Òîãäà íîâàÿ ðàâíîâåñíàÿ öåíà p′ óäî-

âëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ: (p′−p0)d+nq̄−∑
b

q̂f
b = D̄−dp′−∑

b6=a

q̂f
b ⇔

⇔ p′d−cd−q̄+

∑
b

q̂f
b

n
+nq̄−∑

b

q̂f
b = D̄−dp′−∑

b6=a

q̂f
b . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∑
b

q̂f
b =

nq̂f
b , ïîëó÷àåì íîâóþ ðàâíîâåñíóþ öåíó p′ è íîâûé îáúåì qa ñóì-

ìàðíîãî ïðåäëîæåíèÿ ïðîèçâîäèòåëÿ a: p′ = 1
2d

(
D̄ + cd− (n− 1)q̄

)
,
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qa = 1
2
((D̄−cd)− (n−1)q̄). Ïðè ýòîì ïðèáûëü ïðîèçâîäèòåëÿ a ñîñòà-

âèò: π′a(qa) = (p′−c)qa =
(D̄−cd−(n−1)q̄)

2

4d
. Åñëè π′a(q

f ′
a ) > π̂a, òî ïðîèçâî-

äèòåëþ âûãîäíî èçìåíèòü îáúåì ñâîåãî ïðåäëîæåíèÿ íà ôîðâàðäíîì
ðûíêå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(
D̄ − cd− (n− 1)q̄

)2

4d
>

D̄ − cd− nq̄

d
q̄. (5.2)

Ïðè D̄− cd < (n + 1)q̄ íåðàâåíñòâî (5.2) âûïîëíåíî, è ïðîèçâîäè-
òåëü a èìååò âîçìîæíîñòü óâåëè÷èòü ñâîþ ïðèáûëü. Òàêèì îáðàçîì,
ïðè nq̄ ≤ D̄−cd ≤ (n+1)q̄ íàéäåííîå ëîêàëüíîå ðàâíîâåñèå ÿâëÿåòñÿ
íåóñòîé÷èâûì â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå îòêëîíåíèÿ îäíîãî èç ïðîèçâîäèòåëåé, ïðè-
áûëü îñòàëüíûõ ïðîèçâîäèòåëåé âîçðàñòàåò.

c 0p 'p 1p

qn

fqqn ˆ-

¹ ab

s

bq̂

D

¹

-
ab

f

b
qD ˆ

¹

-
ab

f

bqqn ˆ

Ðèñóíîê 6.

â) Ïóñòü òåïåðü D̄−cd < nq̄. Ñóììàðíûé îáúåì qf ïðåäëîæåíèÿ íà
ôîðâàðäíîì ðûíêå, ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ îñòàòî÷íîãî ñïðîñà ïåðå-
ñåêàåò ôóíêöèþ ñóììàðíîãî ïðåäëîæåíèÿ Êóðíî íà ñïîòîâîì ðûí-
êå íà íàêëîííîì ó÷àñòêå, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó: p̂ < p0 ⇔
D̄+ncd−qf

d(n+1)
< nq̄+ncd−qf

nd
⇔ qf < (n + 1)nq̄ − n(D̄ − cd).

Îáúåìû ïðåäëîæåíèÿ íà ñïîòîâîì ðûíêå ïðè öåíå p̂ ðàâíû: q̂s
a =

d(p̂ − c) = D̄−cd−qf

n+1
, a ∈ A. Ýòà ñèòóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò äâóõýòàïíîé

ìîäåëè, ðàññìîòðåííîé Áóøíåëëîì. Îïðåäåëèì îïòèìàëüíûé îáúåì
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ïðåäëîæåíèÿ qf
a : ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ïðîèçâîäèòåëè, êðîìå ïðîèç-

âîäèòåëÿ a âûáèðàþò ñâîè ôîðâàðäíûå ñòðàòåãèè qf
b , b 6= a, à ïðî-

èçâîäèòåëü a ïðåäëàãàåò îáúåì qf
a íà ôîðâàðäíîì ðûíêå. Ïðèáûëü

ïðîèçâîäèòåëÿ a ðàâíà:

πa(p̂, qa) = (qs
a+qf

a )(p̂−c) =
( D̄+ncd−qf

a−
∑
b 6=a

qf
b

d(n+1)
−c

)(
qf
a+

D̄−cd−qf
a−

∑
b 6=a

qf
b

n+1

)
.

Ïðîèçâîäèòåëü a âûáèðàåò ñòðàòåãèþ qf
a òàê, ÷òîáû ìàêñèìèçè-

ðîâàòü ñâîþ ïðèáûëü. Òîãäà óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò âèä:
∂πa(p̂,qf

a ,qs
a(qf

a ))

∂qf
a

= 0. Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé ñèììåòðè÷íîé
îëèãîïîëèè, òî:

− 1

d(n + 1)

(
qf
a +

D̄ − cd− nqf
a

n + 1

)
+

(D̄ + ncd− nqf
a

d(n + 1)
−c

)(
1− 1

n

)
= 0 ⇔

−qf
a−(D̄−cd)+n(D̄−cd)−n2qf

a = 0 ⇒ q̂f
a = n−1

n2+1
(D̄−cd), q̂s

a(q
f
a ) =

D̄−cd
n2+1

, p̂ = D̄+n2cd
d(n2+1)

. Òàê êàê qa = qf
a + qs

a ≤ q̄, òî ïðè D̄ − cd ≤ (n2+1)q̄
n

ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèÿ Áóøíåëëà.

5.3. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3.3.

Ïðîèçâåäåì çàìåíó wqf

d(n+1)
+ n∆p = z. Òîãäà óñëîâèå ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà (3.4) ïðèíèìàåò âèä êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

Φ(z) = −z3(
1 + n2

n(n + 1)
)+z2∆p(2+n−2(w + n)

n + 1
)−(1−w)n∆p3 = 0 (5.3)

Ïðîàíàëèçèðóåì ïîâåäåíèå ýòîé ôóíêöèè, èçó÷àÿ åå ïðîèçâîäíóþ
Φ′(z) = −3z2( 1+n2

n(n+1)
) + 2z∆p(2 + n − 2

n+1
(w + n)). Ëîêàëüíûé ìèíè-

ìóì ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ ïðè z1 = 0, ëîêàëüíûé ìàêñèìóì � ïðè
z2 = 2

3
n∆p(n2+n+2(1−w)

1+n2 ), à ôóíêöèÿ Φ(z) èìååò âèä, ïîêàçàííûé íà
ðèñ. 7. Èç ëîãè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé íà îáúåìû ïðåäëîæåíèÿ qf , qs1

a , qs2
a

(äîëæíû áûòü íåîòðèöàòåëüíûìè) èìååì â ïåðåñ÷åòå äëÿ z ñëåäóþ-
ùèå îãðàíè÷åíèÿ:

n∆p ≤ z ≤ n∆p
n + 1

n + 1− w
. (5.4)

Çàìåòèì, ÷òî Φ(n∆p) = ∆p(n2−nw+w−1)
n

> 0 äëÿ ëþáîãî n > 1 è
∆p > 0, Φ′(n∆p) = −n2+2n+4(1−w)−3

n+1
< 0 íà íàéäåííîì âûøå èíòåð-

âàëå. Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííîå ïîäõîäÿùåå íàì ðåøåíèå (3.1) �
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ýòî ìàêñèìàëüíûé êîðåíü ðàññìàòðèâàåìîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ,
ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòîò êîðåíü óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó íåðàâåíñòâó èç
(5.4).

z1=0 z2 pnz D=

Ф(z)

z

Ðèñóíîê 7. Ãðàôèê ôóíêöèè Φ(z)

Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü èíòåðâàë çíà÷åíèé w, ïðè êîòîðûõ ðåøå-
íèå êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì. Ïðè
w = 1 ïîëó÷èì Φ((n + 1)∆p) = −n2−2n−1

n
< 0. Îòñþäà, âåðõíÿÿ ãðà-

íèöà äëÿ w - ýòî 1. Íèæíÿÿ ãðàíèöà äîïóñòèìîãî èíòåðâàëà ìîæåò
áûòü îïðåäåëåíà ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî ìåòîäà, èëè ðàçëîæåíèåì
ôóíêöèè Φ(z) â ðÿä Òåéëîðà, ó÷èòûâàÿ ÷òî ε = 1 − w. Â ðåçóëüòà-
òå âû÷èñëåíèé, ñ òî÷íîñòüþ äî 10−3 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íèæíèå
ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ w â çàâèñèìîñòè îò n:

w
−

(2) = 0.637; w
−

(3) = 0.742; w
−
(5) = 0.832; w

−
(7) = 0.875; w

−
(10) = 0.909

Ïðè ôèêñèðîâàííîì w èç äîïóñòèìîãî èíòåðâàëà, àíàëîãè÷íûìè
ìåòîäàìè ìîæíî íàéòè z(w, n), ó÷èòûâàÿ ÷òî Φ(z) - ãëàäêàÿ ìîíî-
òîííàÿ ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå (5.4). Ñóììàðíûé îáúåì ïðåäëîæåíèÿ
qf íà ôîðâàðäíîì ðûíêå, öåíû pf è p1, îáúåìû ïðåäëîæåíèÿ íà ñïî-
òîâîì ðûíêå qs1 , qs2îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

p̂f = ps = wp1 + (1− w)p2 = p∗ − wqf

d(n + 1)
=
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= p∗ −∆p
(n5 + (1− w)(n4 − 2n2 − 1) + n3(1− 2w)

n2(1 + n2)(n + 1)

)

p1 = p∗ − 1

w
∆p

(n5 + (1− w)(n4 − 2n2 − 1) + n3(1− 2w)

n2(1 + n2)(n + 1)

)
, p2 = p∗,

q̂f =
d

w
∆p

(n5 + (1− w)(n4 − 2n2 − 1) + n3(1− 2w)

n2(1 + n2)

)
,

qs1 = nd
(
∆p− qf

d(n + 1)

)
,

qs2 = nd∆p
(
1− qf

nd∆p + wqf

n+1

)
.

Íà ñïîòîâîì ðûíêå èç-çà ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ ðàçíûõ ó÷àñòêîâ ôóíê-
öèè ñïðîñà, îáðàçîâàâøèõñÿ â ðåçóëüòàòå ïðîïîðöèîíàëüíîãî ðàöè-
îíèðîâàíèÿ ïîòðåáèòåëåé, äëÿ ïðîèçâîäèòåëÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ âû-
ãîäíûì îòêëîíèòüñÿ îò íàéäåííûõ íàìè âûøå ëîêàëüíî ðàâíîâåñ-
íûõ ñòðàòåãèé è èçìåíèòü ñâîé îáúåì ïðîèçâîäñòâà òàêèì îáðàçîì,
÷òî íîâàÿ öåíà áóäåò îòâå÷àòü äðóãîìó ó÷àñòêó ôóíêöèè ñïðîñà. Âî-
îáùå ãîâîðÿ, íàéäåííûå íàìè âûøå ðàâíîâåñèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ ëî-
êàëüíûìè, íî íå ãëîáàëüíûìè. Íèæå ìû ðàññìàòðèâàåì îáà âîçìîæ-
íûõ âàðèàíòà îòêëîíåíèÿ è èññëåäóåì ðàâíîâåñèÿ íà óñòîé÷èâîñòü ê
áîëüøèì îòêëîíåíèÿì.

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ïî Íý-
øó â ñëó÷àå ðåàëèçàöèè íèçêîé öåíû íà ñïîòîâîì ðûíêå.
Äëÿ ïðîèçâîäèòåëÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ âûãîäíûì îòêëîíèòüñÿ îò íàé-
äåííîé íàìè âûøå ñòðàòåãèè � îáúåìà qs1 . Îí ìîæåò íà÷àòü ñîêðà-
ùàòü ñâîé îáúåì, òåì ñàìûì óâåëè÷èâàÿ ðàâíîâåñíóþ öåíó. Äëÿ ëè-
íåéíîé ôóíêöèè ñïðîñà íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íûì. Ïîýòîìó ñîêðàùåíèå îáúåìà ïðåäëîæåíèÿ äàííîãî èã-
ðîêà, íåäîñòàòî÷íîå äëÿ òîãî, ÷òîáû íîâàÿ öåíà ïðåâçîøëà ôîðâàðä-
íóþ öåíó, íå ïîçâîëèò ïðîèçâîäèòåëþ óâåëè÷èòü ñâîþ ïðèáûëü. Íî
çàìåòèì, ÷òî ïðàâûé ó÷àñòîê ôóíêöèè ñïðîñà ó íàñ áîëåå ïîëîãèé,
ñëåäîâàòåëüíî, íà ýòîì ó÷àñòêå ñîêðàùåíèå îáúåìà ïðèâîäèò ê áîëåå
çíà÷èòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ öåíû. Òàêèì îáðàçîì íàéäåííàÿ ðàíåå
ïàðà (ðàâíîâåñíûå îáúåìû, ðàâíîâåñíàÿ öåíà) ìîæåò íå áûòü ðàâíî-
âåñèå â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè.
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Ñðàâíèâàÿ îæèäàåìûå âûèãðûøè â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ íàéäåí-
íîé ëîêàëüíî ðàâíîâåñíîé ñòðàòåãèè è â ñëó÷àå âûøåîïèñàííîãî îò-
êëîíåíèÿ, ìîæíî íàéòè óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ìîäåëè. Ïðèáûëü ïðîèçâîäèòåëÿ â ñëó÷àå èñïîëüçîâà-
íèÿ íàéäåííîé ëîêàëüíî ðàâíîâåñíîé ñòðàòåãèè ñîñòàâèò πI = q1(p1−
c) = d(p1 − c)2, òàê êàê q1 = d(p1 − c). Â ñëó÷àå âûøåîïèñàííîãî
îòêëîíåíèÿ, íîâûå ëîêàëüíî ðàâíîâåñíûå îáúåìû ìîãóò áûòü ïîëó-
÷åíû èç óñëîâèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, è ðàâíû vnew

1 = Kd(pnew
1 − c) =

K
2
(D̄−dc)− n−1

2
q1, ãäå K = 1− qf

D(pf )
äîëÿ íåóäîâëåòâîðåííîãî ñïðîñà

ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ôîðâàðäíûõ òîðãîâ. Îæèäàåìûé âûèãðûø â äàí-
íîé ñèòóàöèè ðàâåí ∼

πII = Kd(pnew
1 −c)2. Îòñþäà óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè

ðàâíîâåñèÿ èìååò âèä: d(p1− c)2 ≥ Kd(pnew
1 − c)2. Ëîêàëüíîå ðàâíîâå-

ñèå ñ íèçêîé öåíîé ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè,
åñëè w ∈ (w1

1(n), w1
2(n)) ⊂ (w

−
(n), 1), ãäå w1

1(n), w1
2(n) îïðåäåëÿþòñÿ èç

ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà:

f1(q
f , n, w)=

1

4

(
1−(n + 1)qf

n + wqf

)(
1− (n− 1)(1− qf )

(n + 1)(1− (n+1)qf

n+wqf )

)2

−
(1− qf

n + 1

)2

≤ 0,

ãäå qf = qf (w).
Ïðèáëèçèòåëüíûå çíà÷åíèÿ w1

1(n), w1
2(n), w

−
(n) äëÿ n = 2, 3, 5, 7 è

10 ïðèâåäåíû â òàáë. 4. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïîëîæèì D̄−dc =

1. Òàê êàê n − qf (n + 1 − w) > 0, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå
íåðàâåíñòâà φ1(q

f , n, w) = (qf )2((n−3)w2 +4w)+qf (4w2−6(n+1)w+

4n)+4nw−3n+1 ≤ 0. Ïðè w = 1 ýòî íåðàâåíñòâî äëÿ qf íå âûïîëíåíî,
òàê êàê Discrimφ1 = 16(n2−w)(1−w)3 ≥ 0 ∀w ∈ [0, 1],Discrimφ1 = 0

ïðè w = 1. ×èñëåííîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà: qf (w, n) ∈(
−2w2+3w(n+1)−2n−2

√
(n2−w)(1−w)3

w((n−3)w+4)
,
−2w2+3w(n+1)−2n+2

√
(n2−w)(1−w)3

w((n−3)w+4)

)
îïðå-

äåëÿåò èíòåðâàë çíà÷åíèé (w1
1(n), w1

2(n)) ⊂ (w
−

(n), 1) âåëè÷èíû w, ïðè
êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåìîå ëîêàëüíîå ðàâíîâåñèå äëÿ ñëó÷àÿ ω = 0

ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ðàâíîâåñèåì (ñì. òàáë. 4).
Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ïî Íý-

øó â ñëó÷àå ðåàëèçàöèè âûñîêîé öåíû íà ñïîòîâîì ðûí-
êå ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî âûøåèçëîæåííîìó ñëó÷àþ: íóæíî ðàñ-
ñìîòðåòü ñèòóàöèþ, êîãäà ïðè ôèêñèðîâàííûõ ñòðàòåãèÿõ îñòàëü-
íûõ èãðîêîâ, ïðîèçâîäèòåëü óâåëè÷èâàåò îáúåì ñâîåãî ïðåäëîæåíèÿ
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ñòîëü ñóùåñòâåííî, ðàâíîâåñíàÿ öåíà ðåçêî óìåíüøàåòñÿ è èìååò ìå-
ñòî ðàâíîâåñèå ñ íèçêîé öåíîé (èìååò ìåñòî ïåðåõîä íà êðóòîé ó÷à-
ñòîê ôóíêöèè îñòàòî÷íîãî ñïðîñà). Ñðàâíèâàÿ îæèäàåìûå âûèãðû-
øè â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ íàéäåííîé ëîêàëüíî ðàâíîâåñíîé ñòðàòåãèè
è â ñëó÷àå âûøåîïèñàííîãî îòêëîíåíèÿ, ìîæíî íàéòè óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè. Íîâûé ëîêàëü-
íûé ìàêñèìóì â ýòîì ñëó÷àå ðàâåí vnew

2 = d(pnew
2 − c) = 1

2
(1 − qf −

n−1
n+1

(1− qf

n+wqf )), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðèáûëü ðàâíà ∼
πI = vnew

2 (pnew
2 −c) =

1
4d

(1− qf − n−1
n+1

(1− (n+1)qf

n+wqf ))2, â òî âðåìÿ êàê ïðèáûëü áåç îòêëîíåíèÿ
îò ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ðàâíà πII = q2(p

∗ − c) = 1
d(n+1)2

(1− qf

n+wqf ).
Îòñþäà, ëîêàëüíîå ðàâíîâåñèå áóäåò ðàâíîâåñèåì â ðàññìàòðèâàå-
ìîé ìîäåëè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 1

4
((1 − qf )(n + 1) − (n −

1)(1 − (n+1)qf

n+wqf ))2 − (1 − qf

n+wqf ) ≤ 0, ãäå qf = qf (w). Ýòî íåðàâåí-
ñòâî îïðåäåëÿåò íèæíþþ ãðàíèöó w2

1(n) èíòåðâàëà äîïóñòèìûõ çíà-
÷åíèé ω, ω ∈ (w2

1(n), 1), ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå Íýøà
â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè (ñì. òàáë. 1). Ïåðåñå÷åíèå ïîëó÷åííûõ
äîïóñòèìûõ èíòåðâàëîâ äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî n äàåò èíòåðâàë
(w1(n), w2(n))çíà÷åíèé ω ïðè êîòîðîì ðàññìàòðèâàåìûå ëîêàëüíûå
ðàâíîâåñèÿ îáðàçóþò ÑÏÐ äëÿ äâóõýòàïíîé ìîäåëè (ñì. òàáë. 4).

Òàáëèöà 4.
n w w1

1 w1
2 w2

1

2 0.637 0.655 0.793 0.687
3 0.742 0.722 0.863 0.764
5 0.832 0.866 0.917 0.840
7 0.875 0.907 0.940 0.879
10 0.909 0.937 0.957 0.911
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Abstract : Forward market is a known instrument for reduction of market
power of large producers. This paper examines a two-stage oligopoly
environment with constant marginal cost. The outcome at both the
forward and the spot market is a Cournot outcome dependent on
correspondent demand and supply at the market. Producers aim to
maximize their pro�ts via choosing subgame perfect equilibrium of the
two-stage game as their strategies. In the �rst part of the current
research we extend the model by Bushnell(2005) considering a capacity
constraint. Our results show that the optimal way of market organization
in such a model strongly depends on the di�erence between the maximal
production volume and the demand volume at price equal to the marginal
cost. In the second part of the paper we consider proportional rationing
instead of surplus maximizing rationing at the forward market. We show
that for such a model there exists only an SPE in correlated mixed
strategies. Producers' behavior should depend on some random variable
that determines one of two possibilities for spot market: either "bear
market or "bull market". We compare this SPE with Nash equilibria of
one-stage markets.

Keywords : forward market, Cournot oligopoly, market power, subgame
perfect equilibrium.
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Â ñòàòüå îïèñàíû ïðîöåäóðû ìèíèñóììû è ìèíèìàêñà äëÿ
âûáîðà êîìèòåòà, ïðåäëîæåííûå Brams S.F., Steven J., D. Marc
Kilgour, M.Remzi Sanver. Ïðåäñòàâëåí ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíê-
öèé äëÿ ýòèõ ïðîöåäóð, îòêðûâàþùèé âîçìîæíîñòü èñïîëüçî-
âàíèÿ â ðåøåíèè çàäà÷è áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ïàêåò ñèìâîëü-
íûõ âû÷èñëåíèé Mathematica.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ, ïðîöåäóðà ìèíèìàêñà, ïðî-
öåäóðà ìèíèñóììû.

1. Ââåäåíèå
Ïðîöåäóðà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé âûáîðíûì îðãàíîì îáû÷íî ïðîèñ-

õîäèò ïóòåì ãîëîñîâàíèÿ. Ïðîöåäóðà ãîëîñîâàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ òàê-
æå è ïðè âûáîðå êîìèòåòà. Êîìèòåòû ìîãóò èçáèðàòüñÿ êàê â âûáîð-
íûõ îðãàíàõ, òàê è â àäìèíèñòðàòèâíîì àïïàðàòå ðàçëè÷íûõ ó÷ðå-
æäåíèé; íàïðèìåð, âûáîðû ñîâåòà ôàêóëüòåòà, âûáîðû àóäèòîðñêîé
êîìèññèè è äð. Â [2] áûëè ïðåäëîæåíû ïðîöåäóðû ìèíèñóììû è ìè-
íèìàêñà äëÿ âûáîðà êîìèòåòà. Ðàññìîòðèì èõ.

c©2009 À.Ì. Êàëóãèíà



32 À.Ì. Êàëóãèíà

2. Ïðîöåäóðû ìèíèñóììû è ìèíèìàêñà äëÿ âûáîðà êîìè-
òåòà

Ïóñòü äàíî n èçáèðàòåëåé è k êàíäèäàòîâ. Êàæäûé èçáèðàòåëü
â ñâîåì áþëëåòåíå ìîæåò ïðîãîëîñîâàòü çà ñòîëüêèõ êàíäèäàòîâ,
ñêîëüêî ñîîòâåòñòâóþò åãî ïðåäïî÷òåíèÿì. Òàêîé âèä ãîëîñîâàíèÿ
íàçûâàåòñÿ ãîëîñîâàíèåì îäîáðåíèÿ. Ïðè ãîëîñîâàíèè îäîáðåíèÿ êàæ-
äûé èçáèðàòåëüíûé áþëëåòåíü - ýòî áèíàðíûé k-âåêòîð, (p1, ..., pk),
ãäå pi ðàâíî 0 èëè 1. Ýòè áèíàðíûå âåêòîðû óêàçûâàþò îäîáðåíèå
èëè íåîäîáðåíèå êàæäîãî êàíäèäàòà èçáèðàòåëåì. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
âûáðàííûõ êîìèòåòîâ ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïîäîáíûìè áèíàðíû-
ìè âåêòîðàìè.

×òîáû óïðîñòèòü çàïèñü, ìû çàïèøåì èçáèðàòåëüíûé áþëëåòåíü
òàêîé, êàê, íàïðèìåð, (1,1,0), â âèäå 110. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èçáèðà-
òåëü îäîáðÿåò ïåðâîãî è âòîðîãî êàíäèäàòà è íå îäîáðÿåò òðåòüåãî.

×èñëî ðàçëè÷íûõ èçáèðàòåëüíûõ áþëëåòåíåé èëè, ÷òî òî æå ñà-
ìîå, ÷èñëî âîçìîæíûõ ðåçóëüòàòîâ âûáîðà, ðàâíî 2k.

Ïðèìåð 2.1.
Ïóñòü q = 2 è 4 èçáèðàòåëÿ çàïîëíÿþò áþëëåòåíè äëÿ òðåõ êàí-

äèäàòîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1 èçáèðàòåëü: 100
1 èçáèðàòåëü: 110
2 èçáèðàòåëÿ: 101

Âèäíî, ÷òî êàíäèäàò � 1 ïîëó÷èë îäîáðåíèå îò âñåõ 4-õ èçáè-
ðàòåëåé, êàíäèäàò � 2 - îò 1-ãî, è êàíäèäàò � 3 - îò 2-õ. Òî åñòü
êàíäèäàòû � 1 è �3 èçáðàíû, à �3 - íåò.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ðàññòîÿíèåì Õåììèíãà ìåæäó äâóìÿ èçáè-
ðàòåëüíûìè áþëëåòåíÿìè p è q, íàçûâàåòñÿ d(p, q), ðàâíîå ÷èñëî
êîìïîíåíò, êîòîðûìè îíè îòëè÷àþòñÿ.

Íàïðèìåð, äëÿ èçáèðàòåëüíîãî áþëëåòåíÿ 110 ðàññòîÿíèÿ Õåì-
ìèíãà áóäóò ñëåäóþùèìè (òàáë. 1):

Òàáëèöà 1.

Èçáèðàòåëüíûé áþëëåòåíü d = 0 d = 1 d = 2 d = 3

110 110 100 000 001
010 101
111 011
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Òåïåðü îáðàòèì âíèìàíèå íå íà èíäèâèäóàëüíûå èçáèðàòåëüíûå
áþëëåòåíè, à íà ðàçëè÷íûå èçáèðàòåëüíûå áþëëåòåíè è ÷èñëî ðàç,
êîòîðîå êàæäûé èç íèõ áûë ó÷òåí. Íàïðèìåð, êîìèòåòû 100 è 101
ìèíèìèçèðóþò ñóììó ðàññòîÿíèé Õåììèíãà äëÿ âñåõ èçáèðàòåëåé â
íàøåì ïðèìåðå, ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ñóììà ðàñòîÿíèé Õåì-
ìèíãà âñåõ ðàçëè÷íûõ èçáèðàòåëüíûõ áþëëåòåíåé èìååò âåñ ÷èñëà
èçáèðàòåëåé, çàïîëíèâøèõ êàæäûé èç íèõ.

Îïðåäåëåíèå 2.2.Èíäåêñíûì âåñîì áþëëåòåíÿ íàçûâàåòñÿ ÷èñ-
ëî åãî ïîâòîðåíèé.

Ïðîöåäóðà ìèíèñóììû ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ìèíèìóìà ñðåäè
ñóììàðíûõ çíà÷åíèé ïðîèçâåäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ Õåììèíãà è âåñîâ âñå-
âîçìîæíûõ áþëëåòåíåé. Ïðîöåäóðà ìèíèìàêñà ñîñòîèò â îïðåäåëå-
íèè ìèíèìóìà ñðåäè ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé ïðîèçâåäåíèÿ ðàññòî-
ÿíèÿ Õåììèíãà è âåñîâ âñåâîçìîæíûõ áþëëåòåíåé.

Òàáë. 2 ïîêàçûâàåò èíäåêñíûå âåñà áþëëåòåíåé ïðèìåðà 2.1. âî
âñåõ âîñüìè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿõ ñîçäàíèÿ êîìèòåòà. (* îòìå÷åíû ìè-
íèìàëüíûå çíà÷åíèÿ)

Òàáëèöà 2.

Áþëëåòåíü 100 110 101 Ñóììà Ìàêñèìóì
×èñëî ïîâòîðîâ 1 1 2

000 1 2 4 7 4
100 0 1 2 3* 2*
010 2 1 6 9 6
001 2 3 2 7 3
110 1 0 4 5 4
101 1 2 0 3* 2*
011 3 2 4 9 4
111 2 1 2 5 2*

ßñíî, ÷òî çäåñü äâà êîìèòåòà-ïîáåäèòåëÿ: 100 è 101, ÷üè ñóììû
ìèíèìèçèðóþò ñóììó ðàññòîÿíèé Õåììèíãà. Â íàøåì ïðèìåðå òàêîé
êîìèòåò âñåãäà ñîäåðæèò êàíäèäàòà � 1, è ìîæåò ñîäåðæàòü èëè íå
ñîäåðæàòü êàíäèäàòà � 3.

Ðàññìîòðèì äðóãîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ êîìèòåòà, ïðåäñòàâëÿþ-
ùåãî èíòåðåñû áîëüøèíñòâà ñëîåâ ýëåêòîðàòà. Âìåñòî ïîèñêà êîìè-
òåòà, êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò ñóììó èíäåêñíûõ âåñîâ ïî âñåì èçáè-
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ðàòåëüíûì áþëëåòåíÿì, íàéäåì êîìèòåò(û), êîòîðûé(å) ìèíèìèçè-
ðóåò(þò) ìàêñèìóì èíäåêñíûõ âåñîâ. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî òðè êî-
ìèòåòà: 100, 101 è 111.

Ïîìèìî èíäåêñíîãî âåñà, êàæäûé áþëëåòåíü îáëàäàåò âåñîì áëè-
çîñòè.

Âåñ�à áëèçîñòè îòðàæàþò ÷èñëî èçáèðàòåëåé, çàïîëíèâøèõ êàæ-
äûé èç ðàçëè÷íûõ èçáèðàòåëüíûõ áþëëåòåíåé. Íî îíè òàêæå âêëþ-
÷àþò èíôîðìàöèþ î áëèçîñòè èçáèðàòåëüíîãî áþëëåòåíÿ êî âñåì
îñòàëüíûì èçáèðàòåëüíûì áþëëåòåíÿì, îñíîâàííóþ íà ðàññòîÿíèÿõ
Õåììèíãà.

×åì áþëëåòåíü áëèæå ê áîëüøåìó ÷èñëó èçáèðàòåëüíûõ áþëëå-
òåíåé, òåì áîëüøåå âëèÿíèå îí èìååò ïðè îïðåäåëåíèè êîìèòåòà.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Âåñ áëèçîñòè èçáèðàòåëüíîãî áþëëåòåíÿ qj

åñòü
wj =

mj

t∑
h=1

mhd(qj, qh)

, (2.1)

ãäå mj - ÷èñëî èçáèðàòåëåé, çàïîëíèâøèõ èçáèðàòåëüíûé áþëëå-
òåíü qj = (qj

1, ..., q
j
n) è t - ÷èñëî ðàçëè÷íûõ çàïîëíåííûõ èçáèðàòåëü-

íûõ áþëëåòåíåé. Çíàìåíàòåëü äðîáè - ñóììà ðàññòîÿíèé Õåììèíãà
ìåæäó èçáèðàòåëüíûì áþëëåòåíåì j è âñåìè îñòàëüíûìè èçáèðà-
òåëüíûìè áþëëåòåíÿìè (âêëþ÷àÿ j).

Ïðîöåäóðó ìèíèñóììû ñ âåñàìè áëèçîñòè ïðîèëëþñòðèðóåì íà
ïðèìåðå 2.1. Ðàññòîÿíèå Õåììèíãà èçáèðàòåëüíîãî áþëëåòåíÿ 100 ñ
íèì ñàìèì, ñî 110 è ñ 101 ðàâíî 0, 1 è 1, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëü-
êó ýòè èçáèðàòåëüíûå áþëëåòåíè çàïîëíåíû îäíèì, îäíèì è äâóìÿ
èçáèðàòåëÿìè, òî èçáèðàòåëüíûé áþëëåòåíü èìååò âåñ

1

[(1 · 0) + (1 · 1) + (2 · 1)]
=

1

3

×èñëèòåëü çäåñü îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî îäèí èçáèðàòåëü çàïîëíèë
ýòîò èçáèðàòåëüíûé áþëëåòåíü.

Òî÷íî òàêæå, èçáèðàòåëüíûå áþëëåòåíè 110 è 101 èìåþò âåñà 1
5
è

2
3
:

1

[(1 · 1) + (0 · 1) + (2 · 2)]
=

1

5
,

2

[(1 · 1) + (2 · 1) + (0 · 2)]
=

2

3
.
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Èçáàâèìñÿ äëÿ óäîáñòâà îò çíàìåíàòåëåé, óìíîæèâ èõ íà 15; ïîëó-
÷èì, ÷òî âåñ�à áëèçîñòè áþëëåòåíåé ðàâíû 5, 3, è 10, ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì òàáë. 3, îòëè÷àþùóþñÿ îò ïðåäûäóùåé
òåì, ÷òî îíà îñíîâàíà íà âåñàõ áëèçîñòè, à íå íà èíäåêñíûõ âåñàõ.

Òàáëèöà 3.

Áþëëåòåíü 100 110 101 Ñóììà Ìàêñèìóì
Âåñ áëèçîñòè 5 3 10

000 5 6 20 31 20
100 0 3 10 13 10
010 10 3 30 43 30
001 10 9 10 29 10
110 5 0 20 25 20
101 5 6 0 11* 6*
011 15 6 20 41 20
111 10 3 10 23 10

Çàìåòèì, ÷òî òîëüêî êîìèòåò 101 ìèíèìèçèðóåò è ñóììó è ìàê-
ñèìóì âåñîâ áëèçîñòè, â òî âðåìÿ, êàê êîìèòåò 101 - òàêæå îäèí èç
êîìèòåòîâ, âûäåëåííûõ êðèòåðèÿìè ìèíèñóììû è ìèíèìàêñà, îñíî-
âàííûõ íà èíäåêñíûõ âåñàõ. Ýòî ñîâïàäåíèå íå îáÿçàòåëüíî áóäåò
íîðìîé. Â [2] ïîêàçàíî, ÷òî ðåçóëüòàòû ðàçíûõ ïðîöåäóð ìîãóò áûòü
àíòèïîäàìè.

3. Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ïðîöåäóð ìèíèñóììû è ìè-
íèìàêñà

Ïóñòü n èçáèðàòåëåé ãîëîñóþò çà k êàíäèäàòîâ; èçáèðàòåëè çà-
ïîëíÿþò n áþëëåòåíåé. Íåêîòîðûå çàïîëíåííûå áþëëåòåíè ìîãóò
ïîâòîðÿòüñÿ. Ïóñòü A = {ai}i=1,...,t , t ≤ n - ìíîæåñòâî çàïîëíåííûõ
èçáèðàòåëüíûõ áþëëåòåíåé. Ïóñòü ui = u(ai) ÷èñëî ïîâòîðîâ èçáèðà-
òåëüíîãî áþëëåòåíÿ ai,

t∑
i=1

ui = n.
Èñïîëüçóåì äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êàíäèäàòîâ ìåòêè γj, j = 1, ..., k.

Ìåòêè ìîãóò áûòü ñîêðàùåíû, åñëè îäíîâðåìåííî íàõîäÿòñÿ â ÷èñ-
ëèòåëå è çíàìåíàòåëå îäíîé äðîáè. Òàê, â ïðèìåðå 2.1. çàïèñü γ1γ3

îçíà÷àåò êîìèòåò 101, à 1 ñîîòâåòñòâóåò êîìèòåòó 000.
Îïèøåì ïðîöåäóðó âûáîðà êîìèòåòà â òåðìèíàõ ïðîèçâîäÿùèõ

ôóíêöèé.
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Ñîñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåâîçìîæíûõ áþëëåòåíåé

{00...0︸ ︷︷ ︸
k ðàç

, 10...0︸ ︷︷ ︸
k ðàç

, ..., 1...1︸︷︷︸
k ðàç

}. (3.1)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áþëëåòåíåé (3.1) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòîê

{1, γ1, ..., γk, γ1γ2, ..., γ1...γk}. (3.2)

Ðàçîáüåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3.2) íà ãðóïïû ïî êîëè÷åñòâó ìå-
òîê. Òî åñòü

κj = {κl
j}Cj

k
l=1, ãäå

∣∣κl
j

∣∣ = j.

Êàæäîé òàêîé ãðóïïå ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ìåòîê

κj → {
j∏

t=1

γst}Cj
k

1 , st ∈ 1, k (3.3)

èëè
{{1}, {γ1, ..., γk}, {γ1γ2, ..., γk−1γk}, ..., {γ1...γk}}

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðóïï (3.3) ñîñòàâèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíê-
öèþ:

G(x) =
k∑

j=0

κjx
j = 1+(γ1+...+γk)x+(γ1γ2+...+γk−1γk)x

2+...+γ1γ2...γkx
k =

=
k∏

j=1

(1 + γjx). (3.4)

Äàëåå, äëÿ êàæäîãî èçáèðàòåëüíîãî áþëëåòåíÿ ai ∈ A íàéäåì

Gi(x) =
G(x)

ai

. (3.5)

Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ñîêðàùåíèÿ ïîëó÷èì ñóììó äðîáåé.
Ñîñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðóþ ïî ïîðÿäêó çàïèøåì âñå
ýëåìåíòû ñóììû (3.5).

{
1

γt1 ...γtl

,
γ1x

γt1 ...γtl

,
γ2x

γt1 ...γtl

, ...,
γ1...γkx

k

γt1 ...γtl

}
(3.6)
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Êàæäîìó ýëåìåíòó br, r = 1, ..., 2k ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.6) ïî-
ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî g(br), ðàâíîå ÷èñëó ìåòîê â br. Ýòî ÷èñ-
ëî îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèå Õåììèíãà ìåæäó èçáèðàòåëüíûìè áþëëå-
òåíÿìè, íàõîäÿùèìèñÿ â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå äðîáè. Ïîëó÷èì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë

gi = {gi1, ..., gi2k}. (3.7)

Òåïåðü ñîñòàâèì íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, óìíîæèâ âñå ýëåìåí-
òû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.7) äëÿ áþëëåòåíÿ ai íà ui - èíäåêñíûé âåñ
ýòîãî áþëëåòåíÿ.

giui = {gi1ui, ..., gi2kui}. (3.8)

Äëÿ ïðîöåäóðû ìèíèñóììû ñîñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü W -
ñóììó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà (3.8) äëÿ âñåõ ai ∈ A.

W = {
t∑

i=1

gijui}2k

j=1. (3.9)

Äëÿ ïðîöåäóðû ìèíèìàêñà ñðàâíèì ïîýëåìåíòíî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè âèäà (3.8), è èç ìàêñèìóìîâ ñîñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü M .

M = {max
ai∈A

gijui}2k

j=1. (3.10)

Îïðåäåëèì äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé W è M ïðîöåäóðó MinNo({c}) =

(cm; {m}), ãäå cm - çíà÷åíèå ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, {m} - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîðÿäêîâûõ íîìåðîâ ýëåìåíòà.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïðîöåäóðû ìû, îïðåäåëèâ ýëåìåíò(û) ñ
íîìåðîì m èç (3.4), ïîëó÷èì îáîçíà÷åíèå êîìèòåòà-ïîáåäèòåëÿ âû-
áîðîâ.

Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 2.1.
Êîëè÷åñòâî êàíäèäàòîâ k = 3, èçáèðàòåëåé n = 4, ðàçëè÷íûõ èç-

áèðàòåëüíûõ áþëëåòåíåé t = 3, a1 = 100, u1 = 1, a2 = 110, u2 =

1, a3 = 101, u3 = 2.
Ñîñòàâèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ.
G = (1 + γ1x)(1 + γ2x)(1 + γ3x) = 1 + γ1x + γ2x + +γ3x + γ1γ2x

2+

+γ1γ3x
2 + γ2γ3x

2 + γ1γ2γ3x
3.

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññòîÿíèé Õåììèíãà è ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè èíäåêñíûõ âåñîâ äëÿ a1, a2, a3.
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G

γ1

=
1

γ1

+ x +
γ2

γ1

x +
γ3

γ1

x + +γ2x
2 + γ3x

2 +
γ2γ3

γ1

x2 + γ2γ3x
3,

g1 = {1, 0, 2, 2, 1, 1, 3, 2}, u1g1 = {1, 0, 2, 2, 1, 1, 3, 2}.
G

γ1γ2

=
1

γ1γ2

+
1

γ2

x +
1

γ1

x +
γ3

γ1γ2

x + x2 +
γ3

γ2

x2 +
γ3

γ1

x2 + γ3x
3,

g2 = {2, 1, 1, 3, 0, 2, 2, 1}, u2g2 = {2, 1, 1, 3, 0, 2, 2, 1}.
G

γ1γ3

=
1

γ1γ3

+
1

γ3

x + +
γ2

γ1γ3

x +
1

γ1

x +
γ2

γ3

x2 + x2 +
γ2

γ1

x2 + γ2x
3,

g3 = {2, 1, 3, 1, 2, 0, 2, 1}, u3g3 = {4, 2, 6, 2, 4, 0, 4, 2}.
Òîãäà,
W = {7, 3, 9, 7, 5, 3, 9, 5},M = {4, 2, 6, 3, 4, 2, 4, 2}.
MinNo(W ) = (3; 2, 6), òî åñòü êîìèòåòû 100 è 101.
MinNo(M) = (2; 2, 6, 8), òî åñòü êîìèòåòû 100, 101 è 111.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîöåäóðû ìèíèñóììû è ìèíèìàêñà, îñíîâàí-

íûå íà âåñàõ áëèçîñòè.
Ðàçîáüåì G(x) íà äâå ÷àñòè: G(x) = G′(x) + G′′(x) - ãäå G′(x)

ñîñòîèò èç ñëàãàåìûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ áþëëåòåíÿì èç A, à G′′(x)

ñîäåðæèò âñå îñòàëüíûå.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåñà áëèçîñòè áþëëåòåíåé áóäåì äåéñòâîâàòü òà-

êèì æå îáðàçîì, ÷òî è äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíäåêñíîãî âåñà, à èìåí-
íî: íàéäåì G′(x)

ai
, ñîñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ñëàãàåìûõ è äàëåå

îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè g′i òàê æå, êàê è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(3.10).

Òåïåðü íàéäåì âåñà áëèçîñòè, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.1):

wi =
ui

t∑
j=1

g′ijuj

. (3.11)

Îïðåäåëèâ âåñà áëèçîñòè, òàê æå, êàê è â [2], èçáàâèìñÿ äëÿ óäîá-
ñòâà îò çíàìåíàòåëÿ, ïåðåîáîçíà÷èâ âåñà áëèçîñòè ÷åðåç u′i. Äàëåå
äåéñòâóåì ïî âûøåîïèñàííîìó àëãîðèòìó, èñïîëüçóÿ âìåñòî èíäåêñ-
íûõ âåñîâ ui âåñà áëèçîñòè u′i. Íàéäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü W ′ ïóòåì
ïîýëåìåíòíîãî ñóììèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òèïà (3.8). Ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü M ′ îïðåäåëèì ïóòåì ïîýëåìåíòíîãî ñðàâíåíèÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé òèïà (3.8) è îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìóìà. Ïðèìåíèì ê W ′

è M ′ ïðîöåäóðó MinNo è îïðåäåëèì êîìèòåòû-ïîáåäèòåëè âûáîðîâ.
Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò àëãîðèòì íà ïðèìåðå 2.1.
G′(x) = γ1x + γ1γ2x

2 + γ1γ3x
2.
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G′(x)

γ1

= x + γ2x
2 + γ3x

2, g′1 = {0, 1, 1}, w1 =
u1

3∑
j=1

g′1juj

=
1

3
.

G′(x)

γ1γ2

=
1

γ2

x + x2 +
γ3

γ2

x2, g′2 = {1, 0, 2}, w2 =
u2

3∑
j=1

g′2juj

=
1

5
.

G′(x)

γ1γ3

=
1

γ3

x +
γ2

γ3

x2 + x2, g′3 = {1, 2, 0}, w3 =
u3

3∑
j=1

g′3juj

=
2

3
.

Èçáàâèâøèñü îò çíàìåíàòåëåé, ïîëó÷èì u′1 = 5, u′2 = 3, u′3 = 10.
Äàëåå, u′1g1 = {5, 0, 10, 10, 5, 5, 15, 10}, u′2g2 = {6, 3, 3, 9, 0, 6, 6, 3},

u′3g3 = {20, 10, 30, 10, 20, 0, 20, 10}.
W ′ = {31, 13, 43, 29, 25, 11, 41, 23}, M ′ = {20, 10, 30, 10, 20, 6, 20, 10}.
MinNo(W ′) = (11; 6), MinNo(M ′) = (6; 6). Îáå ïðîöåäóðû óêà-

çûâàþò íà êîìèòåò 101.
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METHOD OF GENERATING FUNCTIONS FOR
PROCEDURE OF COMMITTEE' ELECTING

A.M. Kalugina, Zabaikalsky State Humanitarian Pedagogical
University named after N. Tchernishevsky, Chita, Cand. Sc.
(kaluginam82@yandex.ru).

Abstract : In this paper we consider minimax procedure and minisum
procedure for electing committee. These procedures were proposed by
Brams S.F., Steven J., Kilgour D.M., Sanver M.R. We introduce method
of generating functions for these procedures. This method can be used
for electing with large number of candidates. For calculating with our
method we can use the system Mathematica.

Keywords : generation function, minimax procedure, minisum procedure.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà ïðîñòîãî ïðåñëå-
äîâàíèÿ íà ñôåðå äâóõ ëèö ñ íóëåâîé ñóììîé. Ââîäèòñÿ ñòðàòå-
ãèÿ ãåîäåçè÷åñêîãî ñáëèæåíèÿ, îáëàäàþùàÿ íåêîòîðûìè ñâîé-
ñòâàìè ñòðàòåãèè ïàðàëëåëüíîãî ñáëèæåíèÿ íà ïëîñêîñòè, äî-
êàçûâàåòñÿ å¼ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü â îáùåì ñëó-
÷àå, ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå îñîáûå ñëó÷àè. Äîêàçûâàåòñÿ íàè-
ñêîðåéøåå ñâîéñòâî ýòîé ñòðàòåãèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû, ïðîñòîå äâèæåíèå, ïðå-
ñëåäîâàíèå íà ñôåðå.

1. Ââåäåíèå

Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû ïðåñëåäîâàíèÿ ñ ïðîñòûì äâèæåíèåì
äîñòàòî÷íî õîðîøî èññëåäîâàíû äëÿ ïëîñêîñòè è ïðîñòðàíñòâ á�îëüøèõ
ðàçìåðíîñòåé ñ íóëåâîé ãàóññîâîé êðèâèçíîé. Â äàííîé ðàáîòå äåëà-
åòñÿ ïîïûòêà èññëåäîâàòü íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîäîáíûõ èãð íà ñôå-
ðå, îáëàäàþùåé èíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè è òîïîëîãè÷åñêèìè ñâîé-
ñòâàìè.

c©2009 À.Ì. Êîâøîâ
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Ñðåäè ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé ïðåñëåäîâàíèÿ çíà÷èìîå ìåñòî çàíè-
ìàåò ñòðàòåãèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïðåñëåäîâàíèÿ (Π-ñòðàòåãèÿ), ÿâëÿ-
þùàÿñÿ íàèëó÷øåé ñòðàòåãèåé äëÿ øèðîêîãî êëàññà äèôôåðåíöè-
àëüíûõ èãð ïðåñëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòàõ Ë.À.Ïåòðîñÿíà âïåðâûå ïîêà-
çàíà îïòèìàëüíîñòü Π-ñòðàòåãèè äëÿ èãð ïðîñòîãî ïðåñëåäîâàíèÿ ñ
ëèíèåé æèçíè [2], â èãðå ñ äâóìÿ ïðåñëåäîâàòåëÿìè è îäíèì óáåãàþ-
ùèì [1] è â èãðå ïðîñòîãî ïðåñëåäîâàíèÿ â ïîëóïëîñêîñòè Ïåòðîñÿí
(1969).

Îäíàêî, êàê ïðàâèëî, èññëåäîâàíèÿ îãðàíè÷èâàëèñü èãðàìè íà
ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ëèáî íà ìíîãîîáðàçèÿõ, èìåþùèõ íóëå-
âóþ ãàóññîâó êðèâèçíó. Áûëî áû èíòåðåñíî ïîïðîáîâàòü ðàñïðîñòðà-
íèòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ èãð íà ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ,
íà ìíîãîîáðàçèå, èìåþùåå íåíóëåâóþ êðèâèçíó, â ÷àñòíîñòè, íà ñôå-
ðó. Â äàííîé ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ ïîïûòêà ïîñòðîèòü ñòðàòåãèþ ñáëè-
æåíèÿ íà ñôåðå, îáëàäàþùåé íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè Π-ñòðàòåãèè íà
ïëîñêîñòè. Òàê Π-ñòðàòåãèÿ, ïðè äâèæåíèè óáåãàþùåãî ïî ïðÿìîëè-
íåéíîé òðàåêòîðèè, ïðåäïèñûâàåò ïðåñëåäîâàòåëþ äâèãàòüñÿ òîæå ïî
íåêîòîðîé ïðÿìîé ëèíèè. Íà ñôåðå îòðåçêè ïðÿìûõ çàìåíÿþòñÿ ãåî-
äåçè÷åñêèìè îòðåçêàìè, êîòîðûìè ÿâëÿþòñÿ äóãè áîëüøèõ îêðóæ-
íîñòåé. Áóäåò ïîñòðîåíà ãåîäåçè÷åñêàÿ ñòðàòåãèÿ ñáëèæåíèÿ íà ñôå-
ðå (Π1-ñòðàòåãèÿ), äîêàçàíû å¼ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü äëÿ
îáùåãî ñëó÷àÿ, à òàêæå ðàññìîòðåíû îñîáûå ñëó÷àè è äîêàçàíî íàè-
ñêîðåéøåå ñâîéñòâî.

2. Ñòðàòåãèÿ ãåîäåçè÷åñêîãî ñáëèæåíèÿ (Π1-ñòðàòåãèÿ)

2.1. Èãðà ïðîñòîãî ïðåñëåäîâàíèÿ íà ñôåðå

Ïóñòü íà ñôåðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà íàõîäÿòñÿ äâå ïîäâèæíûå
òî÷êè E è P . Òî÷êà E � óáåãàþùèé, òî÷êà P � äîãîíÿþùèé. Áóäåì
íàçûâàòü P è E èãðîêàìè. Îáà èãðîêà ìîãóò äâèãàòüñÿ ïî ñôåðå â
ëþáîì íàïðàâëåíèè è ìãíîâåííî ìåíÿòü íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ, ïðè
ýòîì óáåãàþùèé äâèãàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ σ, à äîãîíÿþùèé � ñî ñêî-
ðîñòüþ ρ, ïðè÷åì σ < ρ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü èãðó, â êîòîðîé öåëüþ
äîãîíÿþùåãî ÿâëÿåòñÿ ïîèìêà óáåãàþùåãî, à öåëüþ óáåãàþùåãî ÿâ-
ëÿåòñÿ èçáåæàíèå åãî ïîèìêè äîãîíÿþùèì. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü,
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÷òî äîãîíÿþùèé ïîéìàë óáåãàþùåãî â ìîìåíò âðåìåíè t, åñëè â ýòîò
ìîìåíò âðåìåíè êîîðäèíàòû äîãîíÿþùåãî ñîâïàëè ñ êîîðäèíàòàìè
óáåãàþùåãî.

Ðèñóíîê 1. Ïîëîæåíèå èãðîêîâ íà ñôåðå

Âî âðåìÿ èãðû è äîãîíÿþùèé, è óáåãàþùèé çíàþò êîîðäèíàòû
äðóã äðóãà â êàæäûé òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè, òî åñòü, ìîæíî ñêà-
çàòü, ÷òî èãðîêè âèäÿò äðóã äðóãà, êðîìå òîãî, äîãîíÿþùåìó âñåãäà
èçâåñòíà ñêîðîñòü åãî ïðîòèâíèêà â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè � ýòî èãðà ñ äèñêðèìèíàöèåé ïî îòíîøåíèþ ê óáåãà-
þùåìó. Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ìû íå áóäåì óïîìèíàòü î òîì,
÷òî èãðà ïðîèñõîäèò íà ñôåðå èìåííî åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, îäíàêî
ýòî âñåãäà áóäåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ.

Îáîçíà÷èì âåêòîð ñêîðîñòè óáåãàþùåãî çà ~vE, à äîãîíÿþùåãî �
çà ~vP . Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè ê ñôåðå
â òî÷êàõ E è P ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó
âåêòîðó ñêîðîñòè ïî áîëüøîé îêðóæíîñòè CE è CP (ðàäèóñ áîëü-
øîé îêðóæíîñòè ñîâïàäàåò ñ ðàäèóñîì ñôåðû), òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
áîëüøèå îêðóæíîñòè ïðîõîäèëè ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç òî÷êè E è P ,
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à âåêòîðû ~vE è ~vP áûëè áû, ñîîòâåòñòâåííî, êàñàòåëüíûìè âåêòîðà-
ìè ýòèõ îêðóæíîñòåé â ýòèõ òî÷êàõ. Åùå îäíó áîëüøóþ îêðóæíîñòü
CPE ïðîâåäåì ÷åðåç äâå òî÷êè P è E. Ýòà áîëüøàÿ îêðóæíîñòü ÿâëÿ-
åòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ñôåðû ñ ïëîñêîñòüþ, ïðîâåäåííîé ÷åðåç òðè òî÷êè
P , E è öåíòð ñôåðû O. Ýòó ïëîñêîñòü ìîæíî îäíîçíà÷íî ïîñòðîèòü,
òîëüêî åñëè òî÷êè P , E è O íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî åñòü, â òåõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà òî÷êè P è E íå ñîâïàäàþò èëè íå ÿâëÿþòñÿ äèàìåò-
ðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûìè òî÷êàìè íà ñôåðå. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç
áîëüøèõ îêðóæíîñòåé CE è CP íå ñîâïàäàåò ñ áîëüøîé îêðóæíîñòüþ
CPE, òî CE è CP ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ íà ñôåðå (ðèñ. 1).

Êàê èçâåñòíî, áîëüøèå îêðóæíîñòè íà ñôåðå ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè-
÷åñêèìè ëèíèÿìè. Áóäåì íàçûâàòü ãåîäåçè÷åñêîé äóãîé ëþáóþ äóãó
áîëüøîé îêðóæíîñòè, äëèíà êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò π. Ïîíÿòíî, ÷òî
òàêàÿ äóãà ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé ëèíèåé íà ñôåðå, ñîåäèíÿþùåé ñâîè
êðàéíèå òî÷êè, è äëèíà ýòîé äóãè ðàâíà ãåîäåçè÷åñêîìó ðàññòîÿíèþ
ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè.

2.2. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü öåíòðà ïðåñëåäîâàíèÿ

Ïóñòü óáåãàþùèé è äîãîíÿþùèé äâèæóòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âäîëü
CE è CP , ïðè÷åì CE íå ñîâïàäàåò ñ CPE. È ïóñòü â íåêîòîðûé ìî-
ìåíò âðåìåíè t îíè îáà îêàæóòñÿ â îäíîé èç äâóõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ
áîëüøèõ îêðóæíîñòåé CE è CP . Îáîçíà÷èì ýòó òî÷êó çà M . Äîêàæåì
ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. (Ñóùåñòâîâàíèå). Ïðè ëþáîì ðàñïîëîæåíèè èã-
ðîêîâ íà ñôåðå â ðàçíûõ òî÷êàõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ äèàìåòðàëüíî ïðî-
òèâîïîëîæíûìè, è ïðè ëþáîì íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ óáåãàþùå-
ãî âäîëü ïðîèçâîëüíîé áîëüøîé îêðóæíîñòè CE, íå ñîâïàäàþùåé
ñ áîëüøîé îêðóæíîñòüþ CPE, ñóùåñòâóåò òàêàÿ áîëüøàÿ îêðóæ-
íîñòü CP , ÷òî äâèãàÿñü âäîëü íåå â îïðåäåëåííîì íàïðàâëåíèè, äî-
ãîíÿþùèé îêàæåòñÿ îäíîâðåìåííî ñ óáåãàþùèì â òî÷êå M , ÿâëÿ-
þùåéñÿ îäíîé èç äâóõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ áîëüøèõ îêðóæíîñòåé CE

è CP , ïðè÷åì äóãè PE, EM è PM îáðàçóþò ñôåðè÷åñêèé òðåóãîëü-
íèê, òî åñòü äëèíû ýòèõ äóã è óãëû ìåæäó íèìè íå ïðåâîñõîäÿò π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ñôå-
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ðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 2, ñ áîêîâûìè ñòîðî-
íàìè EM è PM , äëèíû êîòîðûõ ñîîòíîñÿòñÿ êàê σ : ρ. Îáîçíà÷èì
äëèíó îñíîâàíèÿ PE çà λ, à äëèíû áîêîâûõ ñòîðîí EM è PM âûðà-
çèì â âèäå στ è ρτ ñîîòâåòñòâåííî, ãäå τ � âðåìÿ äâèæåíèÿ èãðîêîâ
äî òî÷êè âñòðå÷è. Óãëû ïðè âåðøèíàõ P , E è M îáîçíà÷èì ñîîò-
âåòñòâåííî çà φ, ψ è µ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ñôåðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê
ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáûõ λ è ψ, ïðèíàäëåæàùèõ îòêðûòîìó îòðåçêó
âåùåñòâåííîé îñè ]0, π[, òî åñòü, ÷òî ñóùåñòâóåò τ , òàêîå ÷òî ρτ ≤ π.

Ðèñóíîê 2. Ñôåðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê

Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé ôîðìóëîé êîñèíóñîâ äëÿ ñòîðîí ñôåðè-
÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà:

cos ρτ = cos λ cos στ + sin λ sin στ cos ψ, (2.1)

è ïåðåïèøåì åå â âèäå:

cos ψ =
cos ρτ − cos λ cos στ

sin λ sin στ
. (2.2)

Îïðåäåëèì, äëÿ êàêèõ ψ è λ èç ]0, π[ óðàâíåíèå (2.1) ðàçðåøèìî îòíî-
ñèòåëüíî τ . Ðàññìîòðèì çíàìåíàòåëü ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.2).
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Ïîñêîëüêó σ < ρ è ρτ ≤ π, êàê ñòîðîíà ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíè-
êà, òî στ < π. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (2.1) âèäíî, ÷òî τ , à âìåñòå ñ
íèì è στ ìîãóò ðàâíÿòüñÿ íóëþ ëèøü ïðè λ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
çíàìåíàòåëü ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.2) â íóëü íå îáðàùàåòñÿ.

Ïîñêîëüêó | cos ψ| < 1, èç (2.2) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà:

1 >
cos ρτ − cos λ cos στ

sin λ sin στ
, (2.3)

−1 <
cos ρτ − cos λ cos στ

sin λ sin στ
. (2.4)

Èç (2.3), óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà çíàìåíàòåëü è ïåðåíîñÿ ÷ëåíû, íå
ñîäåðæàùèå ρτ , â ïðàâóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì:

cos ρτ < cos λ cos στ + sin λ sin στ,

à ïîñëå ñâåðòêè ïðàâîé ÷àñòè â êîñèíóñ ðàçíîñòè:

cos ρτ < cos(λ− στ),

îòêóäà â ñèëó ρτ ≤ π è λ− στ < π ñëåäóåò ρτ > λ− στ , òî åñòü

τ >
λ

ρ + σ
. (2.5)

Òî÷íî òàê æå èç (2.4) áóäåì èìåòü:

cos ρτ > cos(λ + στ).

Ýòî íåðàâåíñòâî èìååò äâà ðåøåíèÿ: îäíî � ïðè λ+στ ≤ π, äðóãîå �
ïðè λ + στ ≥ π.

Äëÿ λ + στ ≤ π, òî åñòü τ ≤ (π − λ)/σ, ïîëó÷èì ρτ < λ + στ ,
îòêóäà

τ <
λ

ρ− σ
. (2.6)

Î÷åâèäíî, ÷òî òàêàÿ çàïèñü ðåøåíèÿ èìååò ñìûñë ïðè òàêèõ λ, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî λ/(ρ−σ) ≤ (π−λ)/σ, òî åñòü λ ≤ π(ρ−σ)/ρ.
Åñëè æå λ > π(ρ − σ)/ρ, òî ðåøåíèåì áóäåò âåñü ðàññìàòðèâàåìûé
ïðîìåæóòîê è îíî çàïèøåòñÿ â âèäå:

τ ≤ π − λ

σ
. (2.7)
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Äëÿ λ + στ ≥ π, òî åñòü τ ≥ (π− λ)/σ, ïîëó÷èì 2π− ρτ > λ + στ ,
îòêóäà

π − λ

σ
≤ τ <

2π − λ

ρ + σ
. (2.8)

ßñíî, ÷òî ýòî ðåøåíèå èìååò ìåñòî òîëüêî ïðè òàêèõ λ, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (2π − λ)/(ρ + σ) > (π − λ)/σ, òî åñòü
λ > π(ρ− σ)/ρ, èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî ðåøåíèå (2.8) íå ïåðåñå-
êàåòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìûì ïðîìåæóòêîì.

Îáúåäèíÿÿ ðåøåíèÿ (2.6)�(2.8) íåðàâåíñòâà (2.4), è ïåðåñåêàÿ èõ ñ
ðåøåíèåì (2.5) íåðàâåíñòâà (2.3), ïîëó÷èì îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà-
÷åíèé äëÿ τ â óðàâíåíèè (2.2):

λ

ρ + σ
< τ <

λ

ρ− σ
, ïðè 0 < λ ≤ ρ− σ

ρ
π, (2.9)

λ

ρ + σ
< τ <

2π − λ

ρ + σ
, ïðè ρ− σ

ρ
π < λ < π. (2.10)

Â (2.9) è (2.10) ê ñâîåé íèæíåé ãðàíèöå âåëè÷èíà τ ñòðåìèòñÿ ïðè
cos ψ → 1, à ê ñâîåé âåðõíåé ãðàíèöå âåëè÷èíà τ ñòðåìèòñÿ ïðè
cos ψ → −1.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè λ = (ρ−σ)π/ρ îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé τ , çà-
äàâàåìûå íåðàâåíñòâàìè (2.9) è (2.10), ñîâïàäàþò, ïîñêîëüêó ðàâíû
äðóã äðóãó âåðõíèå ãðàíèöû τ . Äåéñòâèòåëüíî

λ

ρ− σ

∣∣∣∣∣
λ=

ρ−σ
ρ

π

=
π

ρ
=

2π − λ

ρ + σ

∣∣∣∣∣
λ=

ρ−σ
ρ

π

.

Ïîýòîìó, åñëè ðàññìàòðèâàòü âåðõíþþ ãðàíèöó τ , êàê ôóíêöèþ îò λ,
òî âåðõíÿÿ ãðàíèöà áóäåò íåïðåðûâíà ïî λ íà ïðîìåæóòêå ]0, π[, ÷òî,
íåñîìíåííî, îòíîñèòñÿ è ê íèæíåé ãðàíèöå.

Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî íà ïðîìåæóòêå îò 0 äî π(ρ−σ)/ρ âåðõ-
íÿÿ ãðàíèöà τ âîçðàñòàåò, à îò π(ρ − σ)/ρ äî π � óáûâàåò, îòêóäà
ñëåäóåò ÷òî ïðè âñåõ λ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

τ <
π

ρ
, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ρτ < π.
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Â íåðàâåíñòâàõ (2.9)�(2.10) íèæíÿÿ ãðàíèöà îáëàñòè èçìåíåíèÿ τ

ïîëó÷åíà èç íåðàâåíñòâà (2.3), à âåðõíÿÿ � èç íåðàâåíñòâà (2.4). Ïî-
ñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.2) íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî τ ,
òî ïðè ïðîáåãàíèè τ âñåõ çíà÷åíèé èç îòêðûòîãî ïðîìåæóòêà (2.9)�
(2.10) ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.2) ïðîáåãàåò âñå çíà÷åíèÿ èç îò-
êðûòîãî ïðîìåæóòêà ]− 1, 1[. Íàõîäÿùàÿñÿ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
(2.2) ôóíêöèÿ êîñèíóñà ìîíîòîííà íà ïðîìåæóòêå ]0, π[, cëåäîâàòåëü-
íî äëÿ ëþáîãî ψ ∈ ]0, π[ ñóùåñòâóåò òàêîå τ èç (2.9) èëè (2.10), ÷òî
ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.2) ïðè ýòîì çíà÷åíèè τ ðàâíà cos ψ. Ïðè
ýòîì 0 < στ < ρτ < π, òî åñòü ãåîäåçè÷åñêèå äóãè äëèíàìè λ, στ

è ρτ îáðàçóþò ñôåðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê ñ óãëîì ψ ìåæäó ïåðâûìè
äâóìÿ ñòîðîíàìè. Äðóãèå äâà óãëà µ è φ ïðè âåðøèíàõ M è P ñîîò-
âåòñòâåííî âûðàæàþòñÿ ïî ôîðìóëå êîñèíóñîâ ÷åðåç ñòîðîíû ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

cos φ =
cos στ − cos λ cos ρτ

sin λ sin ρτ
, (2.11)

cos µ =
cos λ− cos ρτ cos στ

sin ρτ sin στ
. (2.12)

Çíàìåíàòåëè ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (2.11) è (2.12) â íóëü íå îáðà-
ùàþòñÿ, ïîñêîëüêó 0 < στ < ρτ < π è 0 < λ < π, ïîýòîìó óðàâíåíèÿ
(2.11) è (2.12) ñïðàâåäëèâû ïðè âñåõ τ . À òàê êàê óðàâíåíèÿ (2.11)
è (2.12) çàäàþò íå óãëû, à èõ êîñèíóñû, òî íóæíî îïðåäåëèòü ïðî-
ìåæóòêè, èç êîòîðûõ áåðóòñÿ óãëû, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì óðàâíå-
íèÿì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óãëû φ è µ áåðóòñÿ èç ïðîìåæóòêà [0, π].
Î÷åâèäíî, ÷òî óãîë φ ÿâëÿåòñÿ óãëîì ìåæäó ïëîñêîñòüþ áîëüøîé
îêðóæíîñòè CPE è âåêòîðîì ñêîðîñòè äîãîíÿþùåãî ~vP òàê æå, êàê
óãîë ψ ÿâëÿåòñÿ óãëîì ìåæäó òîé æå ïëîñêîñòüþ è âåêòîðîì ñêîðî-
ñòè óáåãàþùåãî ~vE.

Ìû ðàññìàòðèâàåì óãëû ψ, φ è µ èç ïðîìåæóòêà [0, π]. Íî óáåãà-
þùèé ìîæåò âûáèðàòü ëþáîå íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ, à ïðîìåæóòîê
[0, π] îõâàòûâàåò ëèøü ïîëîâèíó âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé. Äåëî â
òîì, ÷òî ñôåðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê âñåãäà öåëèêîì ëåæèò òîëüêî â
îäíîé ïîëóñôåðå, îïðåäåëÿåìîé áîëüøîé îêðóæíîñòüþ, êîòîðàÿ ñî-
äåðæèò ëþáóþ èç ñòîðîí ýòîãî ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà. Â ÷àñò-
íîñòè, ñôåðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê PEM âñåãäà öåëèêîì ïîìåùàåòñÿ
â îäíîé èç ïîëóñôåð, íà êîòîðûå äåëèò ñôåðó áîëüøàÿ îêðóæíîñòü
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CPE. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ óãëîâ
ψ è φ çàäàþò ñôåðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê â �ïðàâîé� ïîëóñôåðå, à îò-
ðèöàòåëüíûå � â �ëåâîé�. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî óãëû ψ è φ èìåþò
âñåãäà îäèí è òîò æå çíàê. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðè-
âàòü òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ óãëîâ, ñ÷èòàÿ ïðè ýòîì, ÷òî
ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ óãëîâ ïîëó÷àåòñÿ òàêîé æå ðåçóëüòàò,
êàê è ïðè ðàâíûõ èì ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷å-
íèÿõ, ñ òî÷íîñòüþ äî çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ îò ïëîñêîñòè áîëüøîé
îêðóæíîñòè CPE.

Ïîñêîëüêó ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íà
åäèíè÷íîé ñôåðå íå ïðåâîñõîäèò π, ïðè÷åì ðàâåíñòâî π äîñòèãàåò-
ñÿ òîëüêî ïðè äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíîì ðàñïîëîæåíèè òî÷åê,
òî ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî êàêîâî áû íè áûëî ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòî-
ÿíèå λ ∈ ]0, π[ ìåæäó èãðîêàìè è ïðè ëþáîì âûáîðå óáåãàþùèì
âåêòîðà ñêîðîñòè ~vE, íå ÿâëÿþùåãîñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì â òî÷-
êå E ê áîëüøîé îêðóæíîñòè CPE, äîãîíÿþùèé ìîæåò âûáðàòü òà-
êîå íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè ~vP , ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå áîëüøèå
îêðóæíîñòè CE, CP è CPE ñîñòàâÿò ñôåðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê ñ îò-
íîøåíèåì áîêîâûõ ñòîðîí σ : ρ. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. (Åäèíñòâåííîñòü). Óðàâíåíèå (2.2) çàäàåò âçàèì-
íîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ψ èç ]0, π[ è τ èç (2.9)�(2.10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåäûäóùåì ïðåäëîæåíèè ìû äîêàçàëè, ÷òî êàæ-
äîìó ψ ñîîòâåòñòâóåò ñâîå τ . Äîêàæåì, ÷òî êàæäîìó ψ ñîîòâåòñòâóåò
åäèíñòâåííîå τ .

Ïîñêîëüêó cos ψ íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ìîíîòîííàÿ íà ]0, π[

ôóíêöèÿ, è ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.2) îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà
ïî τ íà îãðàíè÷åííîì ïðîìåæóòêå (2.9)�(2.10), òî äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ìîíîòîííîñòü ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.2)
íà ïðîìåæóòêå (2.9)�(2.10). Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ îò ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (2.2) ïî τ è, ïðèðàâíÿâ åå ê íóëþ, ïîïðîáóåì íàéòè êîðíè.

d

dτ

(
cos ρτ − cos λ cos στ

sin λ sin στ

)
=

=
sin λ sin στ (−ρ sin ρτ + σ cos λ sin στ)

sin2 λ sin2 στ
−



50 À.Ì. Êîâøîâ

− σ(cos ρτ − cos λ cos στ) sin λ cos στ

sin2 λ sin2 στ
= 0,

⇓

−ρ sin λ sin στ sin ρτ + σ sin λ sin2 στ cos λ−

− σ cos ρτ sin λ cos στ + σ cos λ cos2 στ sin λ = 0,

⇓

σ cos λ sin λ− sin λ(σ cos ρτ cos στ + ρ sin ρτ sin στ) = 0,

⇓

σ cos λ− σ cos ρτ cos στ − ρ sin ρτ sin στ = 0,

⇓

σ

ρ

(
cos λ− cos ρτ cos στ

sin ρτ sin στ

)
= 1,

îòêóäà â ñèëó (2.12) ñëåäóåò

cos µ =
ρ

σ
.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñîäåðæèò ïðîòèâîðå÷èå, èáî ρ > σ > 0 è çíà-
÷èò, ρ/σ > 1, à êîñèíóñ íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü åäèíèöó.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíàÿ êîðíåé íå èìååò, ÷òî äîêàçûâàåò ìî-
íîòîííîñòü ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.2), à, ñëåäîâàòåëüíî, è âñå
ïðåäëîæåíèå.

Çàìå÷àíèå 2.1. Äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ~vP , îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿåìîãî óãëîì φ, çàâèñÿùèì îò ðàññòîÿíèÿ λ è óãëà ψ,
à óãîë ψ çàäàåòñÿ âåêòîðîì ñêîðîñòè óáåãàþùåãî ~vE, òî åñòü ìîæíî
ââåñòè â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ Π1: ~vP = Π1(~vE, λ; ρ, σ).

Îïðåäåëåíèå 2.1. Âûáîð äîãîíÿþùèì ñêîðîñòè ~vP ïî ôóíêöèè Π1

ìû áóäåì íàçûâàòü ïàðàëëåëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé ñòðàòåãèåé ïðåñëå-
äîâàíèÿ íà ñôåðå èëè ïðîñòî � Π1-ñòðàòåãèåé.
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3. Íàèñêîðåéøåå ñâîéñòâî Π1-ñòðàòåãèè

Ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ êàæäîãî âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ äâèæå-
íèÿ óáåãàþùåãî, îïðåäåëÿåìîãî óãëîì ψ, Π1-ñòðàòåãèÿ îäíîçíà÷íî
çàäàåò âåëè÷èíó τ , ÿâëÿþùóþñÿ âðåìåíåì äâèæåíèÿ èãðîêîâ îò íà-
÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ äî òî÷êè âñòðå÷è M , ïðè óñëîâèè, ÷òî óáåãà-
þùèé áóäåò âñå âðåìÿ äâèãàòüñÿ âäîëü îäíîé è òîé æå áîëüøîé
îêðóæíîñòè. Ýòà òî÷êà M áóäåò ÿâëÿòüñÿ öåíòðîì ïðåñëåäîâàíèÿ
Π1-ñòðàòåãèè. Äîêàæåì îäíî âàæíîå ñâîéñòâî Π1-ñòðàòåãèè, çàêëþ-
÷àþùååñÿ â òîì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ñòðàòåãèè äëÿ äîãîíÿþùåãî, ïîç-
âîëÿþùåé íàñòèãíóòü óáåãàþùåãî ðàíüøå, ÷åì òîò äîñòèãíåò öåíòðà
ïðåñëåäîâàíèÿ, äâèãàÿñü ïî êðàò÷àéøåìó ïóòè.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. (Íàèñêîðåéøåå ñâîéñòâî Π1-ñòðàòåãèè). Åñëè óáå-
ãàþùèé äâèæåòñÿ âäîëü îäíîé è òîé æå áîëüøîé îêðóæíîñòè ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ σ, òî äîãîíÿþùèé íå ñìîæåò äîãíàòü åãî
ðàíüøå ìîìåíòà âðåìåíè t = τ , îïðåäåëÿåìîãî Π1-ñòðàòåãèåé.

Ðèñóíîê 3. Ê äîêàçàòåëüñòâó íàèñêîðåéøåãî ñâîéñòâà
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò íåêî-
òîðûé äðóãîé ïóòü, ïî êîòîðîìó äîãîíÿþùèé íàñòèãàåò óáåãàþùåãî
â íåêîòîðîé òî÷êå M1 â ìîìåíò âðåìåíè τ1: τ1 < τ (ðèñ. 3). Ýòîò ïóòü
îòëè÷åí îò ãåîäåçè÷åñêîé äóãè â ñèëó åäèíñòâåííîñòè, äîêàçàííîé â
ïðåäëîæåíèè 2.2. Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êà M1 ëåæèò âíóòðè äóãè EM .
Ñîåäèíèì òî÷êè P è M1 ãåîäåçè÷åñêîé äóãîé. Ïîñêîëüêó ãåîäåçè÷å-
ñêàÿ äóãà êîðî÷å ëþáîé äðóãîé ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé òå æå òî÷êè, òî,
äâèãàÿñü ïî ýòîé äóãå, äîãîíÿþùèé îêàæåòñÿ â òî÷êå M1 â ìîìåíò
âðåìåíè τ ′1 < τ1. Â ýòîò ìîìåíò óáåãàþùèé áóäåò íàõîäèòüñÿ â íåêî-
òîðîé òî÷êå E1 âíóòðè ãåîäåçè÷åñêîé äóãè EM1. Åñëè äàëåå äîãîíÿ-
þùèé äâèíåòñÿ âäîëü äóãè EM1 â ñòîðîíó òî÷êè E1, òî îí âñòðåòèòñÿ
ñ óáåãàþùèì â íåêîòîðîé òî÷êå M2, ëåæàùåé âíóòðè äóãè E1M1, â
ìîìåíò âðåìåíè τ2. Òàê êàê òî÷êà M2 ëåæèò âíóòðè äóãè EM1, òî
στ2 < στ1, îòêóäà τ2 < τ1. Òî÷íî òàê æå, êàê èç τ1 ïîëó÷èëè τ2, ìû
ìîæåì èç τ2 ïîëó÷èòü τ3 è òàê äàëåå. Ïîëó÷èòñÿ óáûâàþùàÿ îãðà-
íè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τn}, çàäàííàÿ íà çàìêíóòîì îòðåçêå
[0, τ ]. Îíà èìååò ïðåäåë τ∗ âíóòðè ýòîãî îòðåçêà. Â ìîìåíò âðåìåíè
τ∗ óáåãàþùèé îêàæåòñÿ â òàêîé òî÷êå M∗ íà ãåîäåçè÷åñêîé äóãå EM ,
÷òî äëèíà äóãè EM∗ ðàâíà στ∗. Ñîîòâåòñòâåííî äëèíà ãåîäåçè÷åñêîé
äóãè PM∗ ðàâíà ρτ∗. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èëè, ÷òî è τ , è τ∗ óäîâëå-
òâîðÿþò óðàâíåíèþ (2.2) ïðè îäíîì è òîì æå ψ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäëîæåíèþ 2.2, ÷òî è äîêàçûâàåò íàøå ïðåäëîæåíèå.

Ñëåäñòâèå 3.1. Åñëè óáåãàþùèé äâèæåòñÿ âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé äó-
ãè EM1, à äîãîíÿþùèé âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé äóãè PM1 è äîãîíÿþùèé
ïîïàäàåò â òî÷êó M1 ðàíüøå óáåãàþùåãî, òî öåíòð ïðåñëåäîâàíèÿ
M∗ ëåæèò âíóòðè ãåîäåçè÷åñêîé äóãè EM1.

4. Âûðîæäåííûå ñëó÷àè

Òåïåðü ðàññìîòðèì âûðîæäåííûûå ñëó÷àè, êîòîðûå ìû íå ðàñ-
ñìàòðèâàëè â ïàðàãðàôå 2, è äëÿ êîòîðûõ Π1-ñòðàòåãèÿ åùå íå îïðå-
äåëåíà. Ýòî òå ñëó÷àè, êîãäà óãîë ψ ïðèíèìàåò êðàéíèå çíà÷åíèÿ,
ðàâíûå 0 è π, òî åñòü êîãäà óáåãàþùèé âûáèðàåò íàïðàâëåíèå äâè-
æåíèÿ âäîëü áîëüøîé îêðóæíîñòè CPE (ðèñ. 4). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
âûðîæäåííûå ñëó÷àè âîçíèêàþò ïðè êðàéíèõ çíà÷åíèÿõ λ, êîòîðûå
òîæå ðàâíû 0 è π, òî åñòü êîãäà èãðîêè ðàñïîëàãàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî



Ãåîäåçè÷åñêîå ñáëèæåíèå íà ñôåðå 53

â îäíîé è òîé æå îáùåé òî÷êå ëèáî â äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ òî÷êàõ. Âïðî÷åì ñëó÷àé λ = 0 ìû ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì, èáî
ïðè íóëåâîì ðàññòîÿíèè ìåæäó èãðîêàìè èãðà íå ìîæåò ñîñòîÿòüñÿ.

Ðèñóíîê 4. Âûðîæäåííûå ñëó÷àè ïðè ψ = 0 è ψ = π,

Óãîë ψ = 0 ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ óáåãàþùåãî íàâñòðå÷ó äîãî-
íÿþùåìó, à óãîë ψ = π ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ óáåãàþùåãî ïðî÷ü
îò äîãîíÿþùåãî. Ïðè òàêèõ óãëàõ ψ ñôåðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê âû-
ðîæäàåòñÿ, õîòÿ èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé ïîíÿòíî, ÷òî äîãîíÿþùèé
äîëæåí òîæå äâèãàòüñÿ âäîëü áîëüøîé îêðóæíîñòè CPE. Ïîäòâåð-
äèì ýòè ñîîáðàæåíèÿ òî÷íûìè âûêëàäêàìè.

4.1. Êðàéíèå çíà÷åíèÿ óãëà óáåãàíèÿ

Ìû ìîæåì ëåãêî ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ τ ïðè ψ = 0 è ψ = π. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèâ ýòè êðàéíèå çíà÷åíèÿ ψ â óðàâíåíèå (2.2), ìû
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ïîëó÷èì äâà óðàâíåíèÿ, ïðàâûå è ëåâûå ÷àñòè êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ
ïðàâûìè è ëåâûìè ÷àñòÿìè íåðàâåíñòâ (2.3) è (2.4), òîëüêî ñâÿçàíû
ýòè ÷àñòè óæå îòíîøåíèÿìè òî÷íîãî ðàâåíñòâà:

1 =
cos ρτ − cos λ cos στ

sin λ sin στ
, −1 =

cos ρτ − cos λ cos στ

sin λ sin στ
.

Èç ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü, äåéñòâóÿ ïîäîáíî êàê ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 2.1, ÷òî åñëè ψ = 0, òî

τ =
λ

ρ + σ
,

à åñëè ψ = π, òî

τ =





λ

ρ− σ
, ïðè 0 < λ ≤ ρ− σ

ρ
π,

2π − λ

ρ− σ
, ïðè ρ− σ

ρ
π ≤ λ ≤ π.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå τ â óðàâíåíèå (2.11), ïîëó÷èì, ÷òî

φ = 0, êîãäà ψ = 0, è

φ =





0, ïðè 0 < λ ≤ ρ− σ

ρ
π,

π, ïðè ρ− σ

ρ
π ≤ λ ≤ π,

êîãäà ψ = π.

Ïðè ýòîì çàìåòèì, ÷òî â êðàéíèõ çíà÷åíèÿõ ψ ñîõðàíÿåòñòÿ íåïðå-
ðûâíîñòü çàâèñèìîñòåé τ(ψ) è φ(τ). Â ýòîì ïðîñòî óáåäèòüñÿ, ïðîâå-
ðèâ ëåãêî âû÷èñëÿåìûå ïðåäåëû ψ è φ ïðè ñòðåìëåíèè τ ê λ/(ρ+σ),
λ/(ρ− σ) è (2π−λ)/(ρ + σ). Äëÿ ïîèñêà ïðåäåëà cos φ âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëîé (2.11).

lim
τ→ λ

ρ+σ

cos φ =

cos
σλ

ρ + σ
− cos λ cos

ρλ

ρ + σ

sin λ sin
ρλ

ρ + σ

=

=

cos
σλ

ρ + σ
− 1

2

(
cos

(
λ− ρλ

ρ + σ

)
+ cos

(
λ + ρλ

ρ + σ

))

1

2

(
cos

(
λ− ρλ

ρ + σ

)
− cos

(
λ + ρλ

ρ + σ

)) =
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=

cos
σλ

ρ + σ
− 1

2
cos

σλ

ρ + σ
− 1

2
cos

(
λ + ρλ

ρ + σ

)

1

2
cos

σλ

ρ + σ
− 1

2
cos

(
λ + ρλ

ρ + σ

) = 1.

Òî÷íî òàê æå ìîæíî íàéòè ïðåäåë cos ψ, õîòÿ è òàê î÷åâèäíî, ÷òî

lim
τ→ λ

ρ+σ

cos ψ = 1,

ïîòîìó êàê êðàéíèå çíà÷åíèÿ τ â ïðîìåæóòêàõ (2.9)�(2.10) ïîëó÷åíû
èç óðàâíåíèÿ (2.2) ïóòåì ïîäñòàíîâêè êðàéíèõ çíà÷åíèé ψ. Ìû äîêà-
çàëè, ÷òî óðàâíåíèå (2.2) çàäàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå íåïðåðûâíîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ψ è τ , ïîýòîìó ìû èìååì ïðàâî íàïèñàòü

lim
ψ→0

τ =
λ

ρ + σ
,

à, ñëåäîâàòåëüíî, è
lim
ψ→0

φ = 0.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðåäåë φ, êîãäà ψ ñòðåìèòñÿ ê π. Çäåñü íóæíî
ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ. Ïåðâûé ñëó÷àé, êîãäà λ < (ρ − σ)π/ρ, è
âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà λ > (ρ−σ)π/ρ. Âîçìîæåí åùå è òðåòèé ñëó÷àé,
êîãäà λ = (ρ − σ)π/ρ, íî îí ÿâëÿåòñÿ îñîáûì ñëó÷àåì, êîòîðûé ìû
ðàññìîòðèì îòäåëüíî.

Â ïåðâîì ñëó÷àå íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ïðèâîäÿ òå æå äîâîäû, ÷òî
è ïðè íàõîæäåíèè ïðåäåëà τ ïðè ψ → 0, ÷òî ïðè ψ, ñòðåìÿùåìñÿ ê π,
âðåìÿ τ ñòðåìèòñÿ ê λ/(ρ−σ). Íàéäåì ïðåäåë cos φ ïðè τ → λ/(ρ−σ).

lim
τ→ λ

ρ−σ

cos φ =

=

cos
σλ

ρ− σ
− cos λ cos

ρλ

ρ− σ

sin λ sin
ρλ

ρ− σ

=

=

cos
σλ

ρ− σ
− 1

2

(
cos

(
λ− ρλ

ρ− σ

)
+ cos

(
λ + ρλ

ρ− σ

))

1

2

(
cos

(
λ− ρλ

ρ− σ

)
− cos

(
λ + ρλ

ρ− σ

)) =
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=

cos
σλ

ρ− σ
− 1

2
cos

−σλ

ρ− σ
− 1

2
cos

(
λ + ρλ

ρ− σ

)

1

2
cos

−σλ

ρ− σ
− 1

2
cos

(
λ + ρλ

ρ− σ

) = 1.

Îòñþäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî φ → 0 ïðè ψ → π, êîãäà âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî λ < (ρ− σ)π/ρ.

Âî âòîðîì ñëó÷àå èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé, ÷òî è â ïåðâîì, ìû
èìååì, ÷òî ïðè ψ, ñòðåìÿùåìñÿ ê π, τ ñòðåìèòñÿ ê (2π − λ)/(ρ− σ).
Ïðåæäå, ÷åì èñêàòü ïðåäåë cos φ ïðèâåäåì ÷èñëèòåëü ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (2.11) ê áîëåå óäîáíîìó âèäó.

cos στ − cos λ cos ρτ = cos στ − 1

2
cos(λ− ρτ)− 1

2
cos(λ + ρτ) =

=
1

2

(
cos στ − cos(λ− ρτ)

)
+

1

2

(
cos στ − cos(λ + ρτ)

)
=

= − sin

(
στ + λ− ρτ

2

)
sin

(
στ − λ + ρτ

2

)
−

− sin

(
στ + λ + ρτ

2

)
sin

(
στ − λ− ρτ

2

)
=

= − sin

(
λ + τ(σ − ρ)

2

)
sin

(
τ(σ + ρ)− λ

2

)
−

− sin

(
λ + τ(σ + ρ)

2

)
sin

(
τ(σ − ρ)− λ

2

)
.

Òåïåðü îòûùåì ïðåäåë cos φ, âîñïîëüçîâàâøèñü òîëüêî ÷òî ïðåîáðà-
çîâàííûì âûðàæåíèåì (2.11).

lim
τ→ 2π−λ

ρ+σ

cos φ =

=

− sin

(
λρ + λσ + 2πσ − 2πρ− λσ + λρ

2(ρ + σ)

)
sin

(
2π − 2λ

2

)

sin λ sin

(
2πρ− λρ

ρ + σ

) −

−

=0︷ ︸︸ ︷
sin

(
λ + 2π − λ

2

)
sin

(
(2π − λ)(σ − ρ)

2(ρ + σ)
− λ

2

)

sin λ sin

(
2πρ− λρ

ρ + σ

) =
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=

− sin

(
λρ + πσ − πρ

ρ + σ

)
sin λ

sin λ sin

(
2πρ− λρ

ρ + σ

) .

Ñîêðàòèâ sin λ, çàìåòèì, ÷òî ñóììà óãëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ àðãóìåíòàìè
ôóíêöèè ñèíóñà â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå, ðàâíà π:(

λρ + πσ − πρ

ρ + σ

)
+

(
2πρ− λρ

ρ + σ

)
=

πρ + πσ

ρ + σ
= π.

À åñëè ñóììà äâóõ óãëîâ ðàâíà π, òî èõ ñèíóñû ðàâíû:
sin(π − α) = sin π cos α− cos π sin α = sin α, îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî

lim
τ→ 2π−λ

ρ+σ

cos φ = −1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî φ ñòðåìèòñÿ ê π ïðè ψ, ñòðåìÿùåìñÿ ê π, êîãäà
λ > (ρ− σ)π/ρ.

4.2. Ñëó÷àé, êîãäà ïóòü ïðåñëåäîâàíèÿ ðàâåí π

Îñîáûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà λ = (ρ − σ)π/ρ. Ïðè ψ,
ñòðåìÿùåìñÿ ê π, τ áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê π/ρ. Ýòî áûëî îòìå÷åíî, â
÷àñòíîñòè, â çàìå÷àíèè ê (2.9) è (2.10). Åñëè ìû ïîïûòàåìñÿ íàéòè
ïðåäåë cos φ, ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå τ â âûðàæåíèå (2.11), òî ïîëó-
÷èì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 0/0. Ýòîãî ñëåäîâàëî îæèäàòü, ïîñêîëü-
êó ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ λ è ψ òî÷êà âñòðå÷è M áóäåò äèàìåòðàëüíî
ïðîòèâîïîëîæíà òî÷êå P , è äëèíà ïóòè, ïðîéäåííîãî äîãîíÿþùèì
äî òî÷êè âñòðå÷è, áóäåò ðàâíà π ïðè ëþáîì çíà÷åíèè óãëà f . Òåì
íå ìåíåå ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò, è åãî ìîæíî íàéòè âîñïîëüçóåìñÿ
ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ.

lim
τ→ π

ρ

cos φ = lim
τ→ π

ρ

d

dτ

(
cos στ − cos

ρ− σ

ρ
π cos ρτ

)

d

dτ

(
sin

ρ− σ

ρ
π sin ρτ

) =

=

−σ sin
σ

ρ
π + ρ cos

ρ− σ

ρ
π

=0︷ ︸︸ ︷
sin

ρ

ρ
π

ρ sin
(
π − σ

ρ
π
)

cos
ρ

ρ
π

︸ ︷︷ ︸
=−1

=

−σ sin
σ

ρ
π

−ρ sin
σ

ρ
π

=
σ

ρ
.
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4.3. Íàèñêîðåéøåå ñâîéñòâî ïðè êðàéíèõ çíà÷åíèÿõ óãëà óáå-
ãàíèÿ

Îáñóäèìèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.
Ïðè ψ = 0, òî åñòü, êîãäà óáåãàþùèé äâèæåòñÿ â ñòîðîíó äîãî-

íÿþùåãî ïî êðàò÷àéøåé äóãå, óãîë φ ðàâåí 0, òî åñòü äîãîíÿþùåìó
ñëåäóåò äâèãàòüñÿ íàâñòðå÷ó óáåãàþùåìó ïî òîé æå äóãå, ÿâëÿþùåé-
ñÿ ÷àñòüþ áîëüøîé îêðóæíîñòè CPE. Íàèñêîðåéøåå ñâîéñòâî â ýòîì
ñëó÷àå íåñîìíåííî âûïîëíÿåòñÿ. Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå äîãîíÿ-
þùèé ïîéìàåò óáåãàþùåãî çà âðåìÿ, ðàâíîå λ/(ρ + σ), ÿâëÿþùèì-
ñÿ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì âðåìåíåì èãðû. Äðóãèìè ñëîâàìè, äàæå
åñëè è óáåãàþùèé, è äîãîíÿþùèé ñòðåìèëèñü áû âñòðåòèòüñÿ êàê
ìîæíî ðàíüøå, âñå ðàâíî îíè íå ñìîãëè áû óìåíüøèòü ýòî âðåìÿ,
ïîñêîëüêó íåâîçìîæíî äîñòè÷ü áîëüøåé ñêîðîñòè ñáëèæåíèÿ èãðî-
êîâ, ÷åì ρ + σ. À èìåííî òàêàÿ ñêîðîñòü ñáëèæåíèÿ íàáëþäàåòñÿ â
íàøåì ñëó÷àå ïðè äâèæåíèè èãðîêîâ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó ïî êðàò-
÷àéøåìó ïóòè.

Ïðè ψ = π, òî åñòü, êîãäà óáåãàþùèé äâèæåòñÿ îò äîãîíÿþùåãî
âäîëü áîëüøîé îêðóæíîñòè CPE âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.

Åñëè äîãîíÿþùèé ìîæåò íàñòèãíóòü óáåãàþùåãî, äâèãàÿñü åìó
âñëåä òàê, ÷òîáû ðàññòîÿíèå, ïðîéäåííîå äîãîíÿþùèì îò íà÷àëüíîé
òî÷êè P äî òî÷êè âñòðå÷è M c óáåãàþùèì, áûëî ìåíüøå π, òî, î÷å-
âèäíî, ýòî âîçìîæíî ïðè λ/(ρ − σ) < π/ρ, ãäå â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò
îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó èãðîêàìè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìå-
íè ê ñêîðîñòè èõ ñáëèæåíèÿ, ÷òî ðàâíî âðåìåíè ïðåñëåäîâàíèÿ, à
â ïðàâîé � âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ äîãîíÿþùèì äóãè, äëèíà êîòîðîé
ðàâíà π.

Ïîíÿòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðè òàêîì ïóòè ïðåñëåäîâàíèÿ íàè-
ñêîðåéøåå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó äîãîíÿþùèé äâèæåòñÿ
èç òî÷êè P â òî÷êó M ïî ãåîäåçè÷åñêîé äóãå è íåò äðóãèõ ãåî-
äåçè÷åñêèõ äóã, ñîåäèíÿþùèõ ýòè äâå òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
λ < π(ρ− σ)/ρ è ψ = π íàèñêîðåéøåå ñâîéñòâî îáåñïå÷èâàåòñÿ óãëîì
φ = 0, ÷òî ðàâíî ïîëó÷åííîìó ïðåäåëó óãëà φ ïðè ψ → π.

Åñëè æå äîãîíÿþùèé, äâèãàÿñü âñëåä óáåãàþùåìó, íàñòèãàåò åãî
â íåêîòîðîé òî÷êå M1, ïðîéäÿ ïóòü, äëèíà êîòîðîãî áîëüøå π, òî î÷å-
âèäíî, ÷òî, äâèãàÿñü â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó ïî òîé æå áîëüøîé
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îêðóæíîñòè, îí âñòðåòèòñÿ ñ óáåãàþùèì ðàíüøå. Â ñàìîì äåëå, ïðè
äâèæåíèè äîãîíÿþùåãî âñëåä óáåãàþùåìó ñêîðîñòü èõ ñáëèæåíèÿ
ðàâíà ρ − σ, è ñëåäîâàòåëüíî âðåìÿ äâèæåíèÿ èãðîêîâ äî âñòðå÷è
ðàâíî λ/(ρ − σ), êîòîðîå áîëüøå π/ρ. Ïðè äâèæåíèè äîãîíÿþùåãî
â îáðàòíóþ ñòîðîíó, òî åñòü ïðî÷ü îò óáåãàþùåãî, ñêîðîñòü ñáëèæå-
íèÿ èãðîêîâ ðàâíà ρ + σ, à ðàññòîÿíèå, êîòîðîå îíè âìåñòå äîëæíû
ïðåîäîëåòü ðàâíî 2π−λ, çíà÷èò, âðåìÿ èõ äâèæåíèÿ äî âñòðå÷è ðàâ-
íî (2π − λ)/(ρ + σ). Èç íåðàâåíñòâà λ/(ρ − σ) > π/ρ ñëåäóåò, ÷òî
λ > π(ρ− σ)/ρ, îòêóäà ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî äëÿ âðåìåíè äâèæåíèÿ
èãðîêîâ äî âñòðå÷è ïðè îáðàòíîì äâèæåíèè äîãîíÿþùåãî

2π − λ

ρ + σ
<

2π − π
ρ− σ

ρ

ρ + σ
=

π

(
2ρ− (ρ− σ)

ρ

)

ρ + σ
=

π

ρ
,

Òàêèì îáðàçîì, èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå,
ïðè λ > π(ρ − σ)/ρ è ψ = π íàèñêîðåéøåå ñâîéñòâî îáåñïå÷èâàåòñÿ
óãëîì φ = π, ÷òî òàêæå ðàâíî ïîëó÷åííîìó ïðåäåëó óãëà φ ïðè ψ →
π.

Òî åñòü, ïåðâûå äâà ñëó÷àÿ, õîòÿ è ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè,
íå èìåþò íèêàêèõ îñîáåííîñòåé, ïîñêîëüêó íàèñêîðåéøåå ñâîéñòâî
â ýòèõ ñëó÷àÿõ îáåñïå÷èâàåòñÿ çíà÷åíèÿìè óãëà φ, ñîâïàäàþùèìè ñ
ïðåäåëàìè óãëà φ ïðè ñòðåìëåíèè óãëà ψ ê çíà÷åíèÿì 0 èëè π, ïðè
êîòîðûõ ïðîèñõîäèò âûðîæäåíèå

Îñîáûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà λ = π(ρ−σ)/ρ, òî åñòü êî-
ãäà äîãîíÿþùèé, äâèãàÿñü âñëåä óáåãàþùåìó, íàñòèãíåò åãî çà âðåìÿ,
â òî÷íîñòè ðàâíîå π/ρ, ïðîéäÿ ïðè ýòîì ïóòü, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà
π. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà M , â êîòîðîé ïðîèñõîäèò âñòðå÷à èãðîêîâ,
ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíîé òî÷êîé îòíîñèòåëüíî òî÷-
êè P , ãäå íàõîäèòñÿ äîãîíÿþùèé â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïî-
ñêîëüêó ÷åðåç äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè íà ñôåðå ìîæ-
íî ïðîâåñòè ñêîëü óãîäíî ìíîãî áîëüøèõ îêðóæíîñòåé, òî äâèãàÿñü
ïî ëþáîé èç íèõ èç òî÷êè P â òî÷êó M , äîãîíÿþùèé ïðîéäåò ïóòü
îäíîé è òîé æå äëèíû π çà îäíî è òî æå âðåìÿ, ðàâíîå π/ρ, ïîäîá-
íî òîìó, êàê ïðè ïóòåøåñòâèè èç Ñåâåðíîãî ïîëþñà â Þæíûé ïîëþñ
âäîëü ìåðèäèàíà, ïðåîäîëåâàåòñÿ âñåãäà îäíî è òî æå ðàññòîÿíèå âíå
çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïî êàêîìó ìåðèäèàíó ïðîõîäèò ïóòåøåñòâèå.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè λ = π(ρ − σ)/ρ è ψ = π ëþáîå çíà÷åíèå óãëà
φ îáåñïå÷èâàåò ïîèìêó óáåãàþùåãî çà âðåìÿ π/ρ, êîòîðîå íå ìîæåò
áûòü óìåíüøåíî. Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóåò ïðåäåë óãëà φ ïðè ψ → π,
êîãäà λ = π(ρ− σ)/ρ, è ýòîò ïðåäåë ðàâåí arccos(σ/ρ). Ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî ïðè èçìåíåíèè óãëà ψ îò 0 äî π óãîë φ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò
îò 0 äî arccos(σ/ρ).

Íà îñíîâàíèè ñäåëàííûõ âûâîäîâ ñòðîãèå íåðàâåíñòâà (2.9) è (2.10)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ:

λ

ρ + σ
≤ τ ≤ λ

ρ− σ
, ïðè 0 < λ ≤ ρ− σ

ρ
π, (4.1)

λ

ρ + σ
≤ τ ≤ 2π − λ

ρ + σ
, ïðè ρ− σ

ρ
π ≤ λ < π. (4.2)

4.4. Êðàéíåå çíà÷åíèå ðàññòîÿíèÿ λ ìåæäó èãðîêàìè

Ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àè, êîãäà êðàéíèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò óãîë ψ.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êðàéíåå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò λ �
ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó èãðîêàìè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè. Êàê ìû çíàåì, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, êîòîðîå ìîæåò ïðèíè-
ìàòü λ, ðàâíî π, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òàêîìó ïîëîæåíèþ èãðîêîâ â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, ïðè êîòîðîì îíè íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ P è E,
ÿâëÿþùèõñÿ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûìè äðóã äðóãó òî÷êàìè.
Â ýòîì ñëó÷àå íåëüçÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü áîëüøóþ îêðóæíîñòü
CPE, ïîñêîëüêó ÷åðåç äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè P è E

ìîæíî ïðîâåñòè ñêîëü óãîäíî ìíîãî áîëüøèõ îêðóæíîñòåé. Îäíàêî
íè÷òî íå ìåøàåò ïðîèçâîëüíî âûáðàòü îäíó èç íèõ â êà÷åñòâå áàçî-
âîé, îò êîòîðîé ìû áóäåì îòñ÷èòûâàòü óãëû ψ è φ.

Âû÷èñëèì ïðåäåë îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé τ ïðè ñòðåìëå-
íèè λ ê π. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü â äâîéíîå íåðàâåíñòâî
(4.2) çíà÷åíèå λ = π, ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì, ÷òî

π

ρ + σ
≤ τ ≤ π

ρ + σ
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî τ ïðè ëþáîì çíà÷åíèè óãëà ψ ïðèíèìàåò îäíî
è òî æå åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå, ðàâíîå π/(ρ + σ). Îòñþäà ìîæíî
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ñäåëàòü âûâîä, ÷òî âûáîð áàçîâîé áîëüøîé îêðóæíîñòè íå âëèÿåò íà
ðåçóëüòàò èãðû.

Ïðè λ = π íåëüçÿ ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ êîñèíóñîâ óãëîâ φ è ψ èç
óðàâíåíèé (2.11) è (2.2), ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå â çíàìåíàòåëÿõ
ïðàâûõ ÷àñòåé ýòèõ óðàâíåíèé áóäåò ñòîÿòü 0. Ýòî è ïîíÿòíî, ïî-
ñêîëüêó, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå (2.2) ïîëó÷åíî èç óðàâíåíèÿ (2.1) â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñîìíîæèòåëè ó cos ψ â óðàâíåíèè (2.1) îòëè÷íû
îò íóëÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ëþáûå çíà÷åíèÿ óãëà ψ áóäóò óäîâëå-
òâîðÿòü óðàâíåíèþ (2.1). Èìåííî ýòèì îáóñëîâëåí ïðîèçâîë â âûáîðå
áàçîâîé áîëüøîé îêðóæíîñòè CPE. Îäíàêî ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü
ïðåäåë îòíîøåíèÿ êîñèíóñîâ óãëîâ φ è ψ ïðè ñòðåìëåíèè λ ê π.

Èç (2.2) è (2.11) ïîëó÷èì, ÷òî

cos φ

cos ψ
=

cos στ − cos λ cos ρτ

cos ρτ − cos λ cos στ

sin στ

sin ρτ
.

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî λ = π, óâèäèì, ÷òî ÷èñëèòåëü è
çíàìåíàòåëü ïåðâîé äðîáè â ïðàâîé ÷àñòè ñîâïàäàþò. Âòîðàÿ äðîáü
ïðåäñòàâëÿåò îòíîøåíèå ñèíóñîâ äâóõ óãëîâ, ñóììà êîòîðûõ ïðè τ =

π/(ρ + σ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé πσ/(ρ + σ) + πρ/(ρ + σ), ÷òî ðàâíî π. À
ìû çíàåì, ÷òî åñëè ñóììà äâóõ óãëîâ ðàâíà π, òî èõ ñèíóñû ðàâíû,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îòíîøåíèå êîñèíóñîâ óãëîâ φ è ψ ðàâíî 1, à ýòî
çíà÷èò, ÷òî ðàâíû ñàìè óãëû φ è ψ, ïîñêîëüêó îáà îíè èçìåíÿþòñÿ
íà ïðîìåæóòêå [0, π]. Âû÷èñëèì òàêæå è óãîë µ, âîñïîëüçîâàâøèñü
óðàâíåíèåì (2.12):

cos µ =
cos λ− cos ρτ cos στ

sin ρτ sin στ
=

=
2 cos λ− cos(ρ− σ)τ − cos(ρ + σ)τ

cos(ρ− σ)τ − cos(ρ + σ)τ

∣∣∣∣∣λ=π
τ=

π
ρ+σ

=

1− cos
ρ− σ

ρ + σ
π

cos
ρ− σ

ρ + σ
π − 1

= −1,

îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî µ = π. Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-
òàòîâ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî êîãäà èãðîêè â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè ðàñïîëàãàþòñÿ â äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ, òî
ïðè ëþáîì íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ óáåãàþùåãî äîãîíÿþùåìó ñëåäóåò
äâèãàòüñÿ íàâñòðå÷ó óáåãàþùåìó ïî òîé æå áîëüøîé îêðóæíîñòè, ïî
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êîòîðîé äâèæåòñÿ óáåãàþùèé. Î÷åâèäíî, ÷òî íàèñêîðåéøåå ñâîéñòâî
â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî Π1-ñòðàòåãèÿ îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ
âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé èãðîêîâ íà ñôåðå è äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ íà-
ïðàâëåíèé äâèæåíèÿ óáåãàþùåãî. Ïðè ýòîì îñíîâíûì ñâîéñòâîì Π1-
ñòðàòåãèè ÿâëÿåòñÿ íàèñêîðåéøåå ñâîéñòâî.
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Abstract : The two-person zero-sum di�erential simple pursuit game on
the sphere is considered. The strategy of geodesic pursuit, having some
properties of parallel pursuit strategy on the plane, is de�ned, unique
existence for general position is proved. All singular cases are considered.
Fastest property of geodesic pursuit strategy is proved.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïîñòðîèì íåñêîëüêî èãðîâûõ ìîäå-
ëåé òåñòèðîâàíèÿ, è óêàæåì èõ íàäåæíîñòü (âåðîÿòíîñòü ïðà-
âèëüíîé îöåíêè òåñòèðóåìîãî), îïòèìàëüíûå ðåøàþùèå ïðà-
âèëà, íàèõóäøåå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ
ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé è ñâîäèòñÿ ê ñòà-
òèñòè÷åñêîé èãðå ìåæäó Ñòàòèñòèêîì è Ïðèðîäîé ñ ïîðîãîâîé
ôóíêöèåé âûèãðûøà. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä íå ïðåäïîëàãàåò
íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ óðîâíåé çíàíèé èñïûòóåìûõ è
ïðîñò â ðåàëèçàöèè. Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé èñïîëüçóþòñÿ
ðåçóëüòàòû ðàáîò àâòîðà [1], [2].

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåñòèðîâàíèå, àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ èãðà, ñòàòèñòè÷å-
ñêàÿ èãðà, ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ, íàèõóäøåå àïðè-
îðíîå ðàñïðåäåëåíèå.

1. Ââåäåíèå
Âàæíåéøàÿ çàäà÷à òåîðèè òåñòèðîâàíèÿ � îöåíêà óðîâíÿ çíàíèé

èñïûòóåìîãî ïî ðåçóëüòàòàì òåñòà. Çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ îñîáåííî àêòó-
àëüíîé, åñëè ïî ðåçóëüòàòàì òåñòà ïðèíèìàþò âàæíûå àäìèíèñòðà-
òèâíûå ðåøåíèÿ: âûäà÷à àòòåñòàòà îá îáðàçîâàíèè, çà÷èñëåíèå â ÂÓÇ

c©2009 Ì. Ì. Ëóöåíêî



64 Ì.Ì. Ëóöåíêî

è äð. Àíàëèçó òåñòîâ è îöåíêàì èõ òî÷íîñòè ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëè-
òåðàòóðà (ñì. íàïðèìåð [3]). Ïðè ýòîì ïðÿìî èëè êîñâåííî èñïîëüçó-
þòñÿ èíòåðâàëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðà áèíîìèàëüíîãî (ãèïåðãåîìåò-
ðè÷åñêîãî) ðàñïðåäåëåíèé. Êðîìå òîãî, âñå îöåíêè òî÷íîñòè (íàäåæ-
íîñòè) òåñòèðîâàíèÿ ïðîâîäÿò â ïðåäïîëîæåíèè î íîðìàëüíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ óðîâíåé çíàíèé èñïûòóåìûõ. Íî ñ ýòèì ïðåäïîëîæåíèåì
òðóäíî ñîãëàñèòüñÿ. Ïðè òåñòîâîì êîíòðîëå óðîâíÿ çíàíèé ó÷àùèõñÿ
ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïðîöåññà îáó÷åíèÿ ïîñâÿùåíà ïîäãîòîâêå ê ïðî-
õîæäåíèþ òåñòà. À, çíàÿ ôîðìó òåñòà, òåìû è òèïû çàäà÷, ó÷àùèåñÿ
ñïîñîáíû òàê ïðåäñòàâèòü ñâîè çíàíèÿ, ÷òî èõ îáúåêòèâíàÿ îöåíêà
áóäåò çàòðóäíåíà. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì êîíôëèêòíóþ ñèòóàöèþ
(èãðó), ó÷àñòíèêè êîòîðîé: èñïûòóåìûé, ñòðåìÿùèéñÿ ìåíüøå âðå-
ìåíè çàòðàòèòü íà ïîäãîòîâêó ê òåñòó, íî ïðè ýòîì ïîëó÷èòü íàèâûñ-
øèé áàëë è ëèöî, ïðèíèìàþùåå ðåøåíèå (Ñòàòèñòèê), ñòðåìÿùèéñÿ
íàèáîëåå òî÷íî îöåíèòü óðîâåíü çíàíèé èñïûòóåìîãî.

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ çäåñü ìîäåëü îöåíêè óðîâíÿ çíàíèé
èñïûòóåìîãî ïî ðåçóëüòàòàì òåñòèðîâàíèÿ íå ïðåäïîëàãàåò êàêèõ-
ëèáî îãðàíè÷åíèé íà àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå óðîâíåé çíàíèé èñ-
ïûòóåìûõ.

2. Çàäà÷è êëàññèôèêàöèè è îöåíèâàíèÿ
Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó îöåíêè óðîâíÿ çíàíèé èñïûòóåìîãî ïî ðå-

çóëüòàòàì òåñòèðîâàíèÿ áîëåå òî÷íî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïî ðåçóëü-
òàòàì òåñòà ãðóïïà ó÷àùèõñÿ ðàçáèòà íà N êëàññîâ, è îöåíêà óðîâíÿ
çíàíèé ó÷àùåãîñÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî íîìåðó òîãî êëàññà, â êîòîðûé
îí ïîïàë. Âûáîð íîìåðà êëàññà ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ðàçíûìè ìå-
òîäàìè, íàïðèìåð, ïî ÷èñëó ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íà âîïðîñû òåñòà
èëè ïî ÷èñëó íàáðàííûõ áàëëîâ çà ðåøåííûå çàäà÷è, åñëè âåñà çàäà÷
áûëè ðàçëè÷íû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xθ íîìåð êëàññà, â êîòîðûé ïîïàë
ó÷àùèéñÿ, èìåþùèé óðîâåíü çíàíèé θ (òèï òåñòèðóåìîãî). Òàêèì îá-
ðàçîì, Ñòàòèñòèê, íàáëþäàÿ çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xθ, äîë-
æåí îöåíèòü òèï òåñòèðóåìîãî θ.

Ñâåäåì çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè ê çàäà÷å ñòàòèñòè÷åñêîãî îöåíè-
âàíèÿ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Êîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî âîçìîæíûõ óðîâíåé çíàíèé ó÷àùåãîñÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ =

{θ1, θ2, . . . , θm} (ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ); ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà-
÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xθ îáîçíà÷èì ÷åðåç X = {x1, x2, . . . , xN}
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(ìíîæåñòâî íàáëþäåíèé), à ÷åðåç {Pθ(x)}θ∈Θ ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëå-
íèé ýòèõ âåëè÷èí íà ìíîæåñòâå X. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ îöåíîê
çíàíèé ó÷àùåãîñÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç D = {d1, d2, . . . , dn} (ìíîæåñòâî
ðåøåíèé). Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ(x) ðåøåíèå Ñòàòèñòèêà â òîì ñëó÷àå,
êîãäà çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xθ ðàâíî x. Ôóíêöèþ δ : X → D

íàçûâàþò ðåøàþùåé ôóíêöèåé. Ìíîæåñòâî ðåøàþùèõ ôóíêöèé ìû
îáîçíà÷èì ÷åðåç D = DX , òî åñòü D åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå N =

|X| ýêçåìïëÿðîâ ïðîñòðàíñòâ D. Òàêèì îáðàçîì, êàæäóþ ðåøàþùóþ
ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå âåêòîðà δ = (δ1, δ2, . . . , δN), ó êî-
òîðîãî δk = δ(xk) ∈ D.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ Ñòàòèñòèê, íàáëþäàÿ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó
Xθ ñ íåèçâåñòíûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà θ, äîëæåí ïðèíÿòü ðåøåíèå
δ(Xθ) ∈ D, êîòîðîå íàèáîëåå òî÷íîå îöåíèâàåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà
θ èëè æå îí äîëæåí íàéòè òàêóþ ðåøàþùóþ ôóíêöèþ δ, çíà÷åíèÿ
êîòîðîé íàèáîëåå áëèçêè ê θ.

Â ñòàòèñòèêå ðàññìàòðèâàþò äâå ãðóïïû îöåíîê: òî÷å÷íûå è èí-
òåðâàëüíûå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïåðâûõ íåîáõîäèìî çíàòü ïîòåðè Ñòà-
òèñòèêà îò îøèáêè ïðè îöåíêå èì íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ, òî åñòü
ôóíêöèþ ïîòåðü Ñòàòèñòèêà L(θ, d). Ê ñîæàëåíèþ, èç óñëîâèé çàäà-
÷è òàêóþ ôóíêöèþ ïîñòðîèòü òðóäíî.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåðâàëüíîé îöåíêè ìû ñ êàæäûì ðåøåíèåì
d ∈ D ñâÿæåì ïîäìíîæåñòâî óðîâíåé çíàíèé Θ(d) ⊆ Θ, ïðèåìëåìûõ
(äîïóñòèìûõ) ïðè ýòîì ðåøåíèè. Ïî çàäàííîìó ñåìåéñòâó ïîäìíî-
æåñòâ {Θ(d)}d∈D ïîñòðîèì ôóíêöèþ âûèãðûøà Ñòàòèñòèêà:

h(d, θ) = 1Θ(d)(θ) =

{
1, ïðè θ ∈ Θ(d),

0, ïðè θ /∈ Θ(d).

Òàêèì îáðàçîì, âûèãðûø Ñòàòèñòèêà ðàâåí åäèíèöå ëèøü â òîì
ñëó÷àå, êîãäà îí ïðàâèëüíî îöåíèë èñïûòóåìîãî, èëè òèï òåñòèðóå-
ìîãî θ îêàçàëñÿ âî ìíîæåñòâå òèïîâ Θ(d) äîïóñòèìûõ ïðè äàííîì
ðåøåíèè d.

Çàôèêñèðóåì ñåìåéñòâî ïðèåìëåìûõ èíòåðâàëîâ {Θ(d)}d∈D. Êàæ-
äàÿ ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ δ ïîðîæäàåò íàáîð {Θ (δ(x))}x∈X äîâåðè-
òåëüíûõ èíòåðâàëîâ.

Äëÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà θ è ðåøàþùåé ôóíêöèè δ(x) íàéäåì âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàáîð äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ {Θ (δ(x))}x∈X
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íàêðîåò íåèçâåñòíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëîé ïîëíîé âåðîÿòíîñòè:

P (θ ∈ Θ (δ(Xθ))) =
∑
x∈X

P (Xθ = x)P (θ ∈ Θ(δ(x))|Xθ = x).

À, èñïîëüçóÿ ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ôóíêöèè h è ñåìåé-
ñòâà ðàñïðåäåëåíèé, ìû ïîëó÷èì:

P (θ ∈ Θ (δ(Xθ))) =
∑
x∈X

Pθ(x)h(δ(x), θ) = H(δ, θ).

Ôóíêöèþ H(δ, θ) ìû áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé óñïåõà ïî àíàëî-
ãèè ñ Âàëüäîâñêîé ôóíêöèåé ðèñêà.

Íàèìåíüøàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàáîð {Θ (δ(x))}x∈X , ïîðîæ-
äåííûé ðåøàþùåé ôóíêöèåé δ, íàêðîåò íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð θ,
íàçûâàåòñÿ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ äëÿ ýòîãî íàáîðà (äëÿ ðå-
øàþùåé ôóíêöèè δ), òî åñòü

γ = γ(δ) = min
θ∈Θ

P (θ ∈ Θ (δ(Xθ))) .

Öåëüþ Ñòàòèñòèêà ñòàíîâèòñÿ îïðåäåëåíèå òàêîé ðåøàþùåé ôóíê-
öèè δ (òàêîãî íàáîðà äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ), äëÿ êîòîðîé äîâå-
ðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü áóäåò íàèáîëüøåé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàìåòð θ ñàì ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ èçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν, òî åñòü Ñòàòè-
ñòèê íàáëþäàåò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Xν ñ àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíè-
åì ν:

P (Xν = x) =

∫

Θ

Pθ(x)dν(θ).

Ñðåäíå âçâåøåííàÿ ôóíêöèÿ óñïåõà ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ δ è
ν ðàâíà:

H(ν, δ) =

∫

Θ

H(θ, δ)dν(θ) =
∑

x

∫

Θ

Pθ(x)h(δ(x), θ)dν(θ).

È îíà ðàâíà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð θ ïîïà-
äåò â äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë, ïîðîæäåííûé ðåøàþùåé ôóíêöèåé
δ, åñëè ïàðàìåòð θ èìååò èçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ν.
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Ôóíêöèÿ δν , ìàêñèìèçèðóþùàÿ H(ν, δ), íàçûâàåòñÿ áàéåñîâñêèì
ðåøåíèåì (áàéåñîâñêîé ðåøàþùåé ôóíêöèåé) îòíîñèòåëüíî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ν, à âåëè÷èíà ýòîãî ìàêñèìóìà íàçûâàåòñÿ áàéåñîâñêèì óñïå-
õîì äëÿ àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ν, òî åñòü áàéåñîâñêèé óñïåõ ðà-
âåí:

H(ν, δν) = max
δ

H(ν, δ).

Áàéåñîâñêàÿ ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ δν ïîðîæäàåò òàêîé íàáîð èí-
òåðâàëîâ, äëÿ êîòîðîãî ñðåäíÿÿ âåðîÿòíîñòü ïîêðûòèÿ áûëà áû íàè-
áîëüøåé ïðè äàííîì àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè ïàðàìåòðà θ.

Â íàøåì ñëó÷àå ìíîæåñòâî D åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå N ýêçåì-
ïëÿðîâ ìíîæåñòâ D, à ôóíêöèÿ ϕ(δ) = ϕ(δ1, δ2, . . . , δN) = H(ν, δ) �
ñåïàðàáåëüíàÿ ôóíêöèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ δ1, δ2, . . . , δN . Ñëå-
äîâàòåëüíî, áàåñîâñêèé óñïåõ ìîæåò áûòü íàéäåí ïî ôîðìóëå:

H(ν, δν) =
N∑

k=1

max
δk∈D




∫

Θ

Pθ(x)h(θ, δk) dν(θ)


, δk = δ(xk).

Èëè çíà÷åíèå áàéåñîâñêîé ðåøàþùåé ôóíêöèè δν â òî÷êå x åñòü
ìàêñèìóì ñëàãàåìîãî, çàâèñÿùåãî ëèøü îò ýòîãî çíà÷åíèÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, çíà÷åíèÿ δν ìîæíî íàõîäèòü â êàæäîé òî÷êå íåçàâèñèìî îò
çíà÷åíèé â äðóãèõ òî÷êàõ.

Íàèõóäøèì äëÿ Ñòàòèñòèêà áóäåò òî àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ν

ïàðàìåòðà θ, äëÿ êîòîðîãî áàéåñîâñêèé óñïåõ áóäåò íàèìåíüøèì. Â
ýòîì ñëó÷àå ìèíèìàëüíûé áàéåñîâñêèé óñïåõ ðàâåí:

H(ν∗, δν∗) = min
ν

max
δ

H(ν, δ)

Àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ν∗, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ýòîò ìèíè-
ìóì, íàçûâàåòñÿ íàèõóäøèì àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì.

3. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ èãðà �Òåñòèðîâàíèå�
Äëÿ âûøå îïðåäåëåííîé çàäà÷è îïðåäåëèì ñòàòèñòè÷åñêóþ èãðó

�Òåñòèðîâàíèå� Γ = 〈D, Θ, H〉 ìåæäó Ñòàòèñòèêîì è Ïðèðîäîé. Â
ýòîé èãðå: D = DX � ïðîñòðàíñòâî ðåøàþùèõ ôóíêöèé Ñòàòèñòèêà,
Θ � ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ (ñòðàòåãèè Ïðèðîäû) è ôóíêöèÿ âûèã-
ðûøà:

H(δ, θ) =
∑

x

Pθ(x)h(δ(x), θ), δ ∈ D = DX .
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Ñòàòèñòèê (èãðîê 1) ñòðåìèòñÿ ê óâåëè÷åíèþ ñâîåé äîâåðèòåëü-
íîé âåðîÿòíîñòè, à Ïðèðîäà (òåñòèðóåìûé) ñòðåìèòñÿ ïîëó÷èòü íàè-
áîëüøèé áàëë, òî åñòü èñêàçèòü ðåçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ.

Íèæíåå çíà÷åíèå èãðû Γ ðàâíî ìàêñèìàëüíîé äîâåðèòåëüíîé âå-
ðîÿòíîñòè, êîòîðóþ ìîæåò îáåñïå÷èòü ñåáå Ñòàòèñòèê íåçàâèñèìî îò
äåéñòâèé Ïðèðîäû

v = max
δ∈D

min
θ∈Θ

H(δ, θ) = max
δ∈D

γ(δ).

Ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ δ∗, íà êîòîðîé ýòîò ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ, �
îïòèìàëüíûé íàáîð äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ. Çàìåòèì, ÷òî âåðõ-
íåå çíà÷åíèå èãðû Γ ðàâíî åäèíèöå:

v̄ = min
θ∈Θ

max
δ∈D

H(δ, θ) = 1.

Òàê êàê âåðõíåå çíà÷åíèå èãðû Γ = 〈D, Θ, H〉 áîëüøå íèæíåãî
çíà÷åíèÿ, òî åå ðåøåíèå ìû áóäåì èñêàòü â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç D, Θ ïðîñòðàíñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ìåð (ðàñïðåäå-
ëåíèé), çàäàííûõ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâàõ è ñîäåðæàùèå âñå
âûðîæäåííûå ìåðû, à ôóíêöèþ âûèãðûøà ñìåøàííîãî ðàñøèðåíèÿ
èãðû Γ ÷åðåç:

H(µ, ν) =

∫

D×Θ

H (δ, θ) dµ(δ)dν(θ).

Åñëè µ∗, ν∗ � âûðîæäåííûå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû ñ íîñèòåëÿìè
δ∗, θ∗, ñîîòâåòñòâåííî, òî ìû áóäåì ïèñàòü:

H(δ∗, ν) = H(µ∗, ν), H(µ, θ∗) = H(µ, ν∗), H(δ∗, θ∗) = H(µ∗, ν∗) = H(δ∗, θ∗).

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè (âåðîÿòíîñòíûå ìåðû) µ ∈ D, ν ∈ Θ çàäà-
þò âåðîÿòíîñòè ñ êîòîðûìè èãðîêè âûáèðàþò òå èëè èíûå ÷èñòûå
ñòðàòåãèè èç ñâîèõ ìíîæåñòâ ñòðàòåãèé. Ôóíêöèÿ âûèãðûøà H(µ, ν)

ðàâíà ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ âûèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà, åñëè
èãðîêè èñïîëüçîâàëè ñâîè ñìåøàííûå ñòðàòåãèè µ, ν.

Ðåøåíèåì ñòàòèñòè÷åñêîé èãðû Γ = 〈D, Θ, H〉 â ñìåøàííûõ ñòðà-
òåãèÿõ áóäåò ðåøåíèå èãðû Γ =

〈
D, Θ, H

〉
, òî åñòü òðîéêà 〈µ∗, ν∗, v〉,

äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
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H(µ, ν∗) ≤ v ≤ H(µ∗, ν) ïðè âñåõ µ ∈ D, ν ∈ Θ.

Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè îïòèìàëüíîñòè òðîéêè 〈µ∗, ν∗, v〉
äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòñÿ âûðîæäåííûìè ìåðàìè µ, ν, òî åñòü äîñòà-
òî÷íî âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ

H(δ, ν∗) ≤ v ≤ H(µ∗, θ) ïðè âñåõ δ ∈ D, θ ∈ Θ.

Âûïîëíåíèå ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâàì, â êî-
òîðûõ âíåøíèå ýêñòðåìóìû äîñòèãàþòñÿ íà µ∗ è ν∗, ñîîòâåòñòâåííî.

v = min
ν

max
δ

H(δ, ν) = max
µ

min
θ

H(µ, θ)

Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ èãðîêà 1 åñòü ðàíäîìèçè-
ðîâàííàÿ ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ µ∗, äëÿ êîòîðîé äîâåðèòåëüíàÿ âåðî-
ÿòíîñòü ïîêðûòèÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà áûëà áû íàèáîëüøåé.

Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ Ïðèðîäû ν∗ (íàèõóäøåå àïðèîðíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå) � ýòî òàêîå ðàñïðåäåëåíèå, äëÿ êîòîðîãî áàéåñîâñêàÿ ðå-
øàþùàÿ ôóíêöèÿ δ∗ áûëà áû íàèìåíåå ýôôåêòèâíà.

Çíà÷åíèå ñòàòèñòè÷åñêîé èãðû � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàóãàä âû-
çâàííûé ñòóäåíò áóäåò ïðàâèëüíî îöåíåí (òî÷íî óêàçàí åãî òèï).

4. Ðåøåíèå êîíå÷íûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ èãð
Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. íàïðèìåð [1]), ÷òî ïðè ðåøåíèè èãðû Γ Ñòà-

òèñòèê ìîæåò îãðàíè÷èòüñÿ ñìåøàííûìè ñòðàòåãèÿìè, èìåþùèìè
âèä µ = (µ1, µ2, . . . , µN), ãäå N = |X| � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
íàáëþäåíèé (÷èñëî êëàññîâ), à µk, k = 1, N � âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà
ìíîæåñòâå ðåøåíèé D.

Òàê êàê ìíîæåñòâà X, D, Θ � êîíå÷íû, è èõ ìîùíîñòè ñîîòâåò-
ñòâåííî ðàâíû: N, n, m, òî Γ � ìàòðè÷íàÿ èãðà ñ ìàòðèöåé âûèãðûøà
ðàçìåðà Nn×m. Îáîçíà÷èì ÷åðåç bi,j = h(θi, dj), i = 1,m, j = 1, n �
ýëåìåíòû ìàòðèöû B; ÷åðåç λk

i,i = Pθi
(xk), i = 1,m � íåíóëåâûå ýëå-

ìåíòû êâàäðàòíîé ìàòðèöû Λk, k = 1, N ; ÷åðåç µk = (µ1
k, µ

2
k, . . . , µ

n
k)

t,
k = 1, N � êîìïîíåíòû ðàíäîìèçèðîâàííîé ðåøàþùåé ôóíêöèè µ =

(µ1, µ2, . . . , µN), ÷åðåç ν = (ν1, ν2, . . . , νm)t âåêòîð àïðèîðíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïàðàìåòðà θ, ÷åðåç 1m � m-ìåðíûé ñòîëáåö, âñå ýëåìåíòû
êîòîðîãî åäèíèöû.

Äëÿ ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîé èãðû Γ ñîñòàâèì ïàðó âçàèìíî äâîé-
ñòâåííûõ çàäà÷. Èç ïåðâîé (ïðÿìîé) çàäà÷è ìû íàéäåì: íàèëó÷øóþ



70 Ì.Ì. Ëóöåíêî

ðàíäîìèçèðîâàííóþ ðåøàþùóþ ôóíêöèþ µ = (µ1, µ2, . . . , µN), èç
âòîðîé (äâîéñòâåííîé) � íàèõóäøåå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ν, à
îáùåå çíà÷åíèå ýòèõ èãð � çíà÷åíèå èãðû Γ.

Ïðÿìàÿ çàäà÷à: Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à:
v → max,
N∑

k=1

ΛkBµk ≥ v1m;
n∑

j=1

µj
k = 1;

µj
k ≥ 0; k = 1, N ; j = 1, n;

v =
N∑

k=1

uk → min,

νtΛkB ≤ uk1
t
n; k = 1, N ;

m∑
i=1

vi = 1.

Èçâåñòíî ìíîãî ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ. Íàèáîëåå óìåñòíûìè çäåñü áûë áû äèíàìè÷åñêèé ìåòîä [1],
ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííûé àâòîðîì äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ èãð ñ ïîðî-
ãîâûìè ôóíêöèÿìè âûèãðûøà. Îäíàêî â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ êîíå÷-
íóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ èãðó ìîæíî ðåøèòü ñðåäñòâàìè MS Excel. Õîòÿ
ýòè ìåòîäû ÷àñòî íå äàþò òî÷íîå ðåøåíèå, íî îíè âñåãäà óêàçûâà-
þò äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ çàäà÷ è, ñëåäîâàòåëüíî, âåðõíþþ è íèæíþþ
îöåíêè ìàòðè÷íîé èãðû.

5. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ èãð �Òåñòèðîâàíèå�
Ïðèâåäåì ïðèìåðû ðåøåíèÿ íåñêîëüêèõ èãð �Òåñòèðîâàíèå� è ïðî-

èíòåðïðåòèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Ïðèìåð 5.1. Ãðóïïà ó÷àùèõñÿ ÷åòûðåõ óðîâíåé ïîäãîòîâêè ïî ðå-
çóëüòàòàì òåñòèðîâàíèÿ ðàçáèòà íà 10 ïîäãðóïï X = {∆0, ∆1, . . . , ∆9}
(ïðîñòðàíñòâî íàáëþäåíèé). Òðåáóåòñÿ ðàçáèòü èñõîäíóþ ãðóïïó íà
÷åòûðå êëàññà òàê, ÷òîáû â ïåðâûé êëàññ âõîäèëè òîëüêî îòëè÷íèêè,
âî âòîðîé òîëüêî õîðîøèñòû, â òðåòèé � óñïåâàþùèå è â ÷åòâåðòûé
� íåóñïåâàþùèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ = {îòë, õîð, óä, íåóä } ìíîæåñòâî òèïîâ ñòó-
äåíòîâ (ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ). Ñ÷èòàåì èçâåñòíûìè âåðîÿòíî-
ñòè, ñ êîòîðûìè ó÷àùèåñÿ ðàçíûõ òèïîâ ïîïàäóò â òó èëè èíóþ ïîä-
ãðóïïó ïî ðåçóëüòàòàì òåñòèðîâàíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pθ(x) âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ó÷àùèéñÿ óðîâíÿ θ ïîïàë â ïîäãðóïïó x ïî ðåçóëü-
òàòàì òåñòèðîâàíèÿ. Ñîñòàâèì ñëåäóþùóþ òàáëèöó ðàñïðåäåëåíèé
Pθ(x) (òàá. 1), èñõîäÿ èç ïîíèìàíèÿ òîãî, ÷òî äàæå îòëè÷íèê ìîæåò
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îøèáèòüñÿ, à ïëîõî çàíèìàþùèéñÿ ìîæåò äîâîëüíî ìíîãî ñëó÷àéíî
îòãàäàòü.

Òàáëèöà 1. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé Pθ(x).

x = ∆0 ∆1 ∆2 ∆3 ∆4 ∆5 ∆6 ∆7 ∆8 ∆9

θ = îòë 0 0 0 0 0 0 0 0 0.1 0.9
θ = õîð 0 0 0 0 0 0 0.05 0.8 0.1 0.05
θ = óä 0 0 0.05 0.1 0.7 0.1 0.05 0 0 0
θ = íåóä 0.1 0.15 0.6 0.1 0.05 0 0 0 0 0

Òàáë. 1 ñîñòàâëåíà òàê, ÷òî âñå òèïû ñòóäåíòîâ äîâîëüíî õîðîøî
îòäåëåíû äðóã îò äðóãà.

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäãðóïïà ∆i ñîñòîèò èç ó÷àùèõñÿ, âåðíî ðå-
øèâøèõ îò 10i% äî 10(i+1)% çàäà÷, òî äàííûå òàáëèöû èíòåðïðåòè-
ðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îòëè÷íèêè â 90% ñëó÷àåâ ðåøàþò ñâû-
øå 90% çàäà÷, õîðîøèñòû â 80% ñëó÷àåâ ðåøàþò îò 70% äî 80% çà-
äà÷, óñïåâàþùèå â 70% ñëó÷àåâ ðåøàþò îò 40% äî 50% çàäà÷, íåóñïå-
âàþùèå â 95% ñëó÷àåâ ðåøàþò ìåíåå 40% çàäà÷.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D = {îòë, õîð, óä, íåóä } � ìíîæåñòâî ðåøåíèé
Ñòàòèñòèêà, à ôóíêöèÿ

h(d, θ) =

{
1, ïðè θ = d,

0, ïðè θ 6= d

çàäàåò ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ äîïóñòèìûõ ïðè äàííîì ðåøåíèè. Â
äàííîì ñëó÷àå Ñòàòèñòèê âûèãðûâàåò ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà îí
ïðàâèëüíî íàçâàë òèï òåñòèðóåìîãî. Èíûìè ñëîâàìè ñ êàæäûì ìû
ñâÿçûâàåì èíòåðâàë, ñîñòîÿùèé èç îäíîãî ýëåìåíòà.

Ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà ðåøàþùèõ ôóíêöèé D = DX áóäóò âåê-
òîðà d = (d0, d1, . . . , d9), êîîðäèíàòû êîòîðûõ áóäóò ðåøåíèÿìè Ñòà-
òèñòèêà ïðè íàáëþäåíèè èì îòâåòà ñ ñîîòâåòñòâóþùèì íîìåðîì. Ìà-
òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà Ñòàòèñòèêà ïðè èñïîëüçîâàíèè
èì ðåøàþùåãî ïðàâèëà δ = (δ0, δ1, . . . , δ9) áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé
âèä:

H(d, θ) =
9∑

i=0

Pθ(∆i)h(di, θ),
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ãäå ÷åðåç θ îáîçíà÷åí îöåíèâàåìûé òèï òåñòèðóåìîãî (óðîâåíü åãî
ïîäãîòîâêè).

Ðàññìîòðèì ñòàòèñòè÷åñêóþ èãðó Γ = 〈D, Θ, H〉 ñ îïèñàííûìè
âûøå êîìïîíåíòàìè. Ó íàñ ïîëó÷èëàñü ìàòðè÷íàÿ èãðà ñ ìàòðèöåé
ðàçìåðà 40× 4, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðåøåíà ñðåäñòâàìè MS Excel.

Çàïèøåì òåïåðü ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è òåñòèðîâàíèÿ. Çíà÷åíèå ýòîé
èãðû ðàâíî 0.900. Òî åñòü Ñòàòèñòèê áóäåò ïðàâèëüíî îöåíèâàòü
èñïûòóåìîãî ëèøü â 90% ñëó÷àåâ. Ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ðåøàþùàÿ
ôóíêöèÿ Ñòàòèñòèêà ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä. Åìó ðåêîìåíäóåòñÿ
íàçûâàòü �îòëè÷íèêîì� òîëüêî èñïûòóåìîãî, ïðàâèëüíî ðåøèâøåãî
ñâûøå 90% çàäà÷ (δ9 = îòë); õîðîøèñòîì èñïûòóåìîãî, ðåøèâøèì îò
70% äî 90% çàäà÷ (δ8 = δ7 = õîð); óñïåâàþùèì, ðåøèâøåãî îò 40%
äî 70% çàäà÷ è ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.5 ðåøèâøåãî îò 30% äî 40% çàäà÷
(δ6 = δ5 = δ4 = óä, δ3= óä ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.5 è íåóä ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 0.5). Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ Ñòàòèñòèêó ðåêîìåíäóåòñÿ íàçûâàòü
èñïûòóåìîãî íåóñïåâàþùèì (δ2 = δ1 = δ0 = íåóä).

Â çàêëþ÷åíèè ìû ïðèâåäåì îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ Ïðèðîäû
(òàáë. 2).

Òàáëèöà 2. Íàèõóäøåå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà θ

ïðèìåðà 5.1.
θi îòë õîð óä íåóä
νi 0.175 0.275 0.275 0.275

Ïðèìåð 5.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåñò ñîñòîèò èç 10 âîïðîñîâ, è Ñòà-
òèñòèê ïðèíèìàåò ðåøåíèå ïî ðåçóëüòàòàì ýòîãî òåñòà. Ïðîñòðàí-
ñòâî íàáëþäåíèé X ñîñòîèò èç 11 ÷èñåë: îò íóëÿ äî 10. Âåðîÿò-
íîñòü ïðàâèëüíîãî îòâåòà íà îäèí âîïðîñ òåñòà ðàâíà óðîâíþ çíàíèé
òåñòèðóåìîãî, âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî
Θ = { 0.95; 0.85; 0.75; 0.65; 0.55; 0.45; 0.35; 0.25; 0.15; 0.05 }. Òîãäà
âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíî îòâåòèòü íà x âîïðîñîâ íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå
Áåðíóëëè: Pθ(x) = Cx

10θ
x(1− θ)10−x, x = 0, 10.

Ñòàòèñòèê, îöåíèâàÿ óðîâåíü çíàíèÿ èñïûòóåìîãî, ñòàâèò îäíó
èç ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ îöåíîê: {îòë, õîð, óä, íåóä} = D. Ïðè÷åì îò-
ëè÷íàÿ îöåíêà ñòàâèòñÿ èñïûòóåìûì, èìåþùèì 95% è 85% çíàíèé,
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õîðîøàÿ îò 55% äî 75%, óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ îò 35% äî 45% è íåóäî-
âëåòâîðèòåëüíàÿ îñòàëüíûì.

Ñîñòàâèì ñòàòèñòè÷åñêóþ èãðó Γ = 〈D, Θ, H〉 è ðåøèì åå â ñìå-
øàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Ìàòðèöà âûèãðûøà â ðàññìàòðèâàåìîé èãðå
èìååò ðàçìåð 44 × 10. Ê ñîæàëåíèþ, ñðåäñòâà MS Excel íå ïîçâîëÿ-
þò òî÷íî ðåøèòü äâå âçàèìíî-äâîéñòâåííûå çàäà÷è. Íî ìû ïîëó÷àåì
âåðõíþþ è íèæíþþ îöåíêè çíà÷åíèÿ èãðû, ðàíäîìèçèðîâàííóþ ðå-
øàþùóþ ôóíêöèþ è íàèõóäøåå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà
θ.

Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ ìû äëÿ çíà÷åíèÿ èãðû ïîëó÷èì: íèæíþþ
(0.519) è âåðõíþþ (0.562) îöåíêè çíà÷åíèÿ èãðû.

Òàáëèöà 3. Êîìïîíåíòû ðàíäîìèçèðîâàííîé ðåøàþùåé ôóíêöèè µ

ïðèìåðà 5.2.
µ10 µ9 µ8 µ7 µ6 µ5 µ4 µ3 µ2 µ1 µ0

Ðåøåíèÿ

îòë 1.00 0.49 0.75 0 0 0 0 0 0 0 0
õîð 0 0.51 0.24 0.95 0.75 0.70 0 0 0 0 0
óä 0 0 0 0.05 0.25 0.30 1.00 1.00 0 0 0
íåóä 0 0 0 0 0 0 0 0 1.00 1.00 1.00

Â ñòîëáöàõ òàáë. 3 óêàçàíû âåðîÿòíîñòè, ñ êîòîðûìè Ñòàòèñòèê
óêàçûâàåò òî èëè èíîå ðåøåíèå â çàâèñèìîñòè îò íàáëþäåíèÿ.

Èòàê, âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ Ñòàòèñòèêà îá óðîâíå
çíàíèé ñòóäåíòà ïî ðåçóëüòàòàì òåñòèðîâàíèÿ ëåæèò â ïðîìåæóòêå
îò 0.52 äî 0.56. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåðíî â 50% ñëó÷àåâ Ñòàòè-
ñòèê ïðèìåò íåâåðíîå ðåøåíèå îá óðîâíå çíàíèé èñïûòóå-
ìûõ.

Òàáëèöà 4. Íàèõóäøåå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà θ

ïðèìåðà 5.2.

θi 0.95 0.85 0.75 0.65 0.55 0.45 0.35 0.25 0.15 0.05
νi 0.00 0.11 0.01 0.04 0.25 0.19 0.15 0.26 0.00 0.00

Ïðèìåð 5.3. Èñïûòóåìûå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, îòâå÷àþò
íà 10 âîïðîñîâ òåñòà. Ïðè ýòîì êàæäûé èñïûòóåìûé èìååò îäèí èç



74 Ì.Ì. Ëóöåíêî

10 âîçìîæíûõ óðîâíåé çíàíèé, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ èçìåíÿþòñÿ îò 5%
äî 95%. Íî â ýòîì ïðèìåðå ìû ðàñøèðèì ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ðå-
øåíèé, è îíî áóäåò ñîâïàäàòü ñ ìíîæåñòâîì óðîâíåé çíàíèé (ìíîæå-
ñòâîì ïàðàìåòðîâ):

Θ = D = { 0.95; 0.85; 0.75; 0.65; 0.55; 0.45; 0.35; 0.25; 0.15; 0.05 } .

Â äîïóñòèìûé èíòåðâàë Θ(d) âîéäóò ëèøü òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
θ, êîòîðûå îòêëîíÿòñÿ îò d íà ðàññòîÿíèå íå áîëüøåå ÷åì 10%, òî åñòü

h(d, θ) = 1Θ(d)(θ) =

{
1, ïðè |i− j| ≤ 0, 1;

0, ïðè |i− j| > 0, 1.

Ñîñòàâèì ñòàòèñòè÷åñêóþ èãðó Γ = 〈D, Θ, H〉 è ðåøèì åå â ñìå-
øàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Ìàòðèöà âûèãðûøà â ðàññìàòðèâàåìîé èãðå
èìååò ðàçìåð 110 × 10. Çäåñü, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ìû
ïîëó÷àåì âåðõíþþ è íèæíþþ îöåíêè çíà÷åíèÿ èãðû, ðàíäîìèçèðî-
âàííóþ ðåøàþùóþ ôóíêöèþ è íàèõóäøåå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå
ïàðàìåòðà θ.

Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ ìû äëÿ çíà÷åíèÿ èãðû ïîëó÷èì: íèæíþþ
(0.771) è âåðõíþþ (0.788) îöåíêè çíà÷åíèÿ èãðû.

Òàáëèöà 5. Êîìïîíåíòû ðàíäîìèçèðîâàííîé ðåøàþùåé ôóíêöèè µ

ïðèìåðà 5.3.
µ10 µ9 µ8 µ7 µ6 µ5 µ4 µ3 µ2 µ1 µ0

Ðåøåíèÿ

0.95 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0.85 1.00 0.56 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0.75 0 0.41 0.89 0 0 0 0 0 0 0 0
0.65 0 0.03 0.11 0.95 0.05 0 0 0 0 0 0
0.55 0 0 0 0.05 0.92 0.52 0 0 0 0 0
0.45 0 0 0 0 0.03 0.48 0.99 0.03 0 0 0
0.35 0 0 0 0 0 0 0.01 0.96 0.10 0 0
0.25 0 0 0 0 0 0 0 0.01 0.90 0.40 0
0.15 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.60 1.00
0.05 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Òàáëèöà 6. Íàèõóäøåå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà θ

ïðèìåðà 5.3.
θi 0.95 0.85 0.75 0.65 0.55 0.45 0.35 0.25 0.15 0.05
νi 0.03 0.05 0.12 0.14 0.18 0.11 0.14 0.10 0.08 0.03

Çàìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííàÿ íàáëþäàåìàÿ Ñòàòèñòèêîì ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà Xν � ÷èñëî ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íà òåñò îäíèì èñïûòóå-
ìûì. Ðàñïðåäåëåíèå ýòîé âåëè÷èíû ìîæíî ïîñòðîèòü, ïî íàèõóäøå-
ìó àïðèîðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ν.

P(Xν = x) =
m∑

i=1

Pθi
(x)νi

Êàê âèäíî èç ãèñòîãðàììû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
Xν (ðèñ.1) îíà ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ãðàôèêà ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ. À ïðè íàáëþäåíèè Ñòàòèñòèêîì çà âåëè÷èíîé Xν çà
íóëåâóþ ãèïîòåçó, âïîëíå âåðîÿòíî, áóäåò ïðèíÿòà ãèïîòåçà î íîð-
ìàëüíîñòè åå ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ðèñóíîê 1. Ãèñòîãðàììà ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ
ïðè íàèõóäøåì àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè è åå íîðìàëüíàÿ

àïïðîêñèìàöèÿ.

6. Çàêëþ÷åíèå
Ðàññìàòðèâàåìûå çäåñü çàäà÷è îáû÷íî ðåøàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè-

ìè ìåòîäàìè: ñòðîÿòñÿ äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû è ò.ä. Ïðåäëàãàå-
ìûé æå çäåñü ìåòîä ðåøåíèÿ îäèíàêîâî õîðîøî ðàáîòàåò äëÿ ëþáûõ
ãðóïï òåñòèðóåìûõ (áîëüøèõ è ìàëåíüêèõ). Îäíàêî, ìàòåìàòè÷åñêàÿ
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Òàáëèöà 7. Ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ ïðè
íàèõóäøåì àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè.

×èñëî ïðà-
âèëüíûõ
îòâåòîâ:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Âåðîÿòíîñòü 0.04 0.07 0.09 0.11 0.12 0.13 0.13 0.12 0.09 0.07 0.04

ìîäåëü (ñòàòèñòè÷åñêàÿ èãðà) æåñòêî ïðèâÿçàíà ê ïðîöåäóðå òåñòè-
ðîâàíèÿ (ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé). È ïðè åå èçìåíåíèè ìîäåëü ñóùåñòâåí-
íî èçìåíÿåòñÿ â ìåñòå ñ íàèõóäøèì àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì è
îïòèìàëüíîé ðàíäîìèçèðîâàííîé ðåøàþùåé ôóíêöèåé.

Õîòÿ ðàññìîòðåííûå çäåñü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äîâîëüíî ïðî-
ñòû (ìàëîå ÷èñëî âîïðîñîâ â òåñòå, èñêóññòâåííûå ñåìåéñòâà ðàñïðå-
äåëåíèé), îäíàêî, èõ óòî÷íåíèå ìàëî ïîâëèÿåò íà íåâûñîêîå çíà÷åíèå
èãðû.

Íåêîòîðûå òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ðåàëèçàöèè ðàíäîìèçè-
ðîâàííûõ ðåøàþùèõ ôóíêöèé, ìîãóò áûòü ïðåîäîëåíû, ïðåäïèñû-
âàÿ ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ ðàçíûõ ãðóïï òåñòèðóåìûõ. Íàïðèìåð,
â ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ â ãîðîäàõ îöåíêè çàíèæàþòñÿ, à â íåáîëüøèõ
íàñåëåííûõ ïóíêòàõ � îöåíêè çàâûøàþòñÿ.

Ê ïðåèìóùåñòâó äàííîãî ïîäõîäà ñëåäóåò îòíåñòè òî, ÷òî ìû íå
íàêëàäûâàåì íè êàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ðàñïðåäåëåíèå òèïîâ òåñòè-
ðóåìûõ è òî, ÷òî ðåøåíèå ýòèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ èãð ïîëó÷åíî ñòàí-
äàðòíûìè ìåòîäàìè.

Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ òðåõ èãð ÿâëÿþòñÿ íèæíèìè îöåíêàìè äî-
âåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè, è ìîãóò áûòü óëó÷øåíû ïðè èçâåñòíîì
àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè. Êðîìå òîãî, áàéåññîâñêîå ðåøåíèå óñòîé-
÷èâî ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îò íàèõóä-
øåãî.
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GAME-THEORETIC APPROACH TO ACCURACY OF
TESTING

Mikhail Lutsenko, St. Petersburg Transport University,
Saint-Peterburg, Dr.Sc., prof. (ML4116@mail.ru).

Abstract : In the paper some game models of test are constructed and
their reliability (probability of correct score) is shown. The matters
of investigation are statistical games between Nature and Statistician.
Solution of the games (the worst priori distribution, optimal decision
function) are found. The results of author's work [1] are used.

Keywords : test reliability, antagonistical games, statistical game, randomize
decision function, worst priori distribution.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ èãðà, ñâÿçàííàÿ ñ àðáèò-
ðàæíîé ñõåìîé Ôàðáåðà. Äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ïðåäëîæåíèÿ àð-
áèòðà ñîñðåäîòî÷åíû â òðåõ è ÷åòûðåõ òî÷êàõ ñ íåðàâíîìåð-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé, íàéäåíî ðàâíîâåñèå â ñìå-
øàííûõ ñòðàòåãèÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àðáèòðàæíàÿ ñõåìà, äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñìå-
øàííûå ñòðàòåãèè, ðàâíîâåñèå.

1. Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì áåñêîàëèöèîííóþ èãðó ñ íóëåâîé ñóììîé, ñâÿçàííóþ
ñ ìîäåëüþ àðáèòðàæíîé ïðîöåäóðû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðåäëîæå-
íèé. Èãðîêè L è M , èìåíóåìûå, ñîîòâåòñòâåííî, êàê ðàáîòíèê è
ðàáîòîäàòåëü, âåäóò ïåðåãîâîðû îá óñòàíîâëåíèè çàðàáîòíîé ïëàòû.
Èãðîê L äåëàåò ïðåäëîæåíèå x, à èãðîê M � ïðåäëîæåíèå y; x è y

� ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

c©2009 À.Ý. Ìåí÷åð



Äèñêðåòíàÿ àðáèðàæíàÿ ïðîöåäóðà 79

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ñîãëàøåíèÿ ìåæäó èãðîêàìè èñïîëüçóåòñÿ àð-
áèòðàæíàÿ ñõåìà Ôàðáåðà [1]. Åñëè x ≤ y, òî êîíôëèêòà íåò è èãðîêè
ñîãëàøàþòñÿ íà âûïëàòó æàëîâàíüÿ, ðàâíîãî x + y

2
. Åñëè æå x > y,

ñòîðîíû àïåëëèðóþò ê àðáèòðó A. Îáîçíà÷èì ðåøåíèå àðáèòðà ÷åðåç
z. Òîãäà èç ïðåäëîæåíèé x è y âûáèðàåòñÿ òî, êîòîðîå áëèæå ê òî÷êå
z. Â òàêîé èãðå ôóíêöèÿ âûèãðûøà åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Hz(x, y) : H(x, y) = EHz(x, y), ãäå

Hz(x, y) =





x + y

2
, åñëè x ≤ y,

x, åñëè x > y, |x− z| < |y − z|,
y, åñëè x > y, |x− z| > |y − z|,
z, åñëè x > y, |x− z| = |y − z|.

Ïóñòü −∞ < y ≤ 0 ≤ x < +∞, à z � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà. Åñëè z = 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ, ðàâíîé 1, òî, î÷åâèäíî, ÷òî
òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ â èãðå ÿâëÿåòñÿ ïàðà ÷èñòûõ ñòðàòåãèé (0, 0). Â
ñòàòüÿõ [2], [3] äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà z ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ −1 è 1, ëèáî −1, 0 è 1, ñîîòâåòñòâåííî, íàéäåíî ðàâíîâåñèå
â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ïðåä-
ëîæåíèÿ àðáèòðà ñîñðåäîòî÷åíû â òðåõ è ÷åòûðåõ òî÷êàõ è èìåþò
íåðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Â îáîèõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ áó-
äåì èñêàòü ðàâíîâåñèå â èãðå ñðåäè ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç f(x) è g(y) ñìåøàííûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ L è M , ñîîòâåò-
ñòâåííî. Èìååì:

f(x) ≥ 0,

+∞∫

0

f(x)dx = 1; g(y) ≥ 0,

0∫

−∞

g(y)dy = 1.

Áëàãîäàðÿ ñèììåòðèè, öåíà èãðû ðàâíà íóëþ, à îïòèìàëüíûå ñòðà-
òåãèè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò, òî åñòü: g(y) = f(−y).
Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ òîëü-
êî äëÿ îäíîãî èç èãðîêîâ, íàïðèìåð, L.
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2. Îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè ïðè òðåõ ïðåäëîæåíèÿõ

Ïóñòü àðáèòð âûáèðàåò îäíî èç òðåõ çíà÷åíèé: −1, 0, 1, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ñ âåðîÿòíîñòÿìè 1− p

2
, p, 1− p

2
. Ñëó÷àè p = 1, p = 0 è p =

1

3îòìå÷åíû âî ââåäåíèè.
Ìû áóäåì èñêàòü ðàâíîâåñèå â èãðå â îáùåì ñëó÷àå: 0 < p < 1.

Òåîðåìà 2.1. Åñëè p ∈ [p0, 1), ãäå p0 � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâ-
íåíèÿ p4 + 8p3 + 4p2 + 4p − 1 = 0, òî äëÿ èãðîêà L îïòèìàëüíîé
ÿâëÿåòñÿ ñòðàòåãèÿ

f(x) =





0, åñëè 0 ≤ x < c,

1 + p

4p

√
c√
x3

, åñëè c < x < c + 2,

0, åñëè c + 2 ≤ x < +∞,

(2.1)

ãäå c =
(1− p)2

2p
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ äëÿ èãðîêà
L â ñëåäóþùåé ôîðìå:

f(x) =





0, åñëè 0 ≤ x < c,

ϕ(x), åñëè c < x < c + 2,

0, åñëè c + 2 ≤ x < +∞,

(2.2)

ãäå ôóíêöèÿ ϕ(x) ïîëîæèòåëüíà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â
èíòåðâàëå (c, c + 2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(f(x), y) ôóíêöèþ âûèãðû-
øà èãðîêà M ïðè âûáðàííîé èãðîêîì L ñòðàòåãèè f(x). Ôóíêöèÿ
H(f(x), y) íåïðåðûâíà íà âñåé ïîëóîñè (−∞, 0]. Ñòðàòåãèÿ (2.2) áóäåò
îïòèìàëüíîé, åñëè H(f(x), y) = 0 äëÿ y ∈ [−(c+2),−c] è H(f(x), y) ≥
0 äëÿ y ∈ (−∞,−(c + 2)) ∪ (−c, 0].

Ïóñòü y ∈ [−(c + 2),−c], òîãäà −y ∈ [c, c + 2] è

H(f(x), y) =
1− p

2
y+p



−y∫

c

xf(x)dx +

c+2∫

−y

yf(x)dx


+

1− p

2

c+2∫

c

xf(x)dx.

(2.3)
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Åñëè òåïåðü f(x) � îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ, òî èç (2.3) ïîëó÷àåì

H(f(x),−c− 0) = −1 + p

2
c +

1− p

2

c+2∫

c

xf(x)dx = 0,

H(f(x),−(c + 2) + 0) = −1− p

2
(c + 2) +

1 + p

2

c+2∫

c

xf(x)dx = 0,

îòêóäà ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñòðà-
òåãèè f(x):

c+2∫

c

xf(x)dx =
1− p

1 + p
(c + 2) =

1 + p

1− p
c =

√
c(c + 2). (2.4)

Äàëåå, äëÿ îïòèìàëüíîñòè ñòðàòåãèè f(x) íåîáõîäèìî, ÷òîáû
H ′(f(x), y) = H ′′(f(x), y) = 0 â èíòåðâàëå (−(c + 2),−c). Èìååì:

H ′(f(x), y) =
1− p

2
+ p


2yf(−y) +

c+2∫

−y

f(x)dx


 , (2.5)

H ′′(f(x), y) = p(3f(−y)− 2yf ′(−y)), (2.6)

îòêóäà ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

3f(−y)− 2yf ′(−y) = 0.

Ïîëîæèì x = −y, òîãäà x ∈ (c, c + 2), f(x) = ϕ(x) è

3ϕ(x) + 2xϕ′(x) = 0.

Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

ϕ(x) =
α√
x3

. (2.7)

Îïðåäåëèì êîíñòàíòû c è α. Èç (2.5) ïîëó÷àåì

0 = H ′(f,−c− 0) =
1 + p

2
− 2αp√

c
,
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0 = H ′(f,−(c + 2) + 0) =
1− p

2
− 2αp√

c + 2
.

Òîãäà
c =

(1− p)2

2
, α =

1 + p

4p

√
c. (2.8)

Èç (2.2), (2.7) è (2.8) ñëåäóåò, ÷òî f(x) èìååò âèä (2.1).

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè.

Ïóñòü y ∈ [−(c + 2),−c]. Òàê êàê ïðè ïîñòðîåíèè ñòðàòåãèè f(x)

áûëè èñïîëüçîâàíû ðàâåíñòâà H ′′(f(x), y) = 0 â èíòåðâàëå (−(c +

2),−c), H ′(f(x), −c − 0) = 0 è H(f(x),−c − 0) = 0, òî â ñèëó íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè H(f(x), y) çàêëþ÷àåì, ÷òî H(f(x), y) = 0 ïðè
y ∈ [−(c + 2),−c].

Èññëåäóåì òåïåðü ïîâåäåíèå ôóíêöèè H(f(x), y) âíå îòðåçêà [−(c+

2),−c].

Ïóñòü y ∈ (−∞,−(c + 4)], òîãäà −y ∈ [(c + 4), +∞) è

H(f(x), y) =

c+2∫

c

xf(x)dx =
√

c(c + 2) =
1− p2

2p
> 0.

Ïóñòü y ∈ [−(c+4),−(c+2)], òîãäà−y ∈ [c+2, c+4],−2−y ∈ [c, c+2]

è

H(f(x), y) =
1− p

2



−2−y∫

c

xf(x)dx +

c+2∫

−2−y

yf(x)dx


 +

1 + p

2

c+2∫

c

xf(x)dx,

H ′(f(x), y) =
1− p

2


2(1 + y)f(−2− y) +

c+2∫

−2−y

f(x)dx


 =

= −(1− p2)
√

c

4p

[
1√

(−2− y)3
+

1√
c + 2

]
.

Òàê êàê H(f(x),−(c + 2) − 0) = 0 è H ′(f(x), y) < 0 â èíòåðâàëå
(−(c + 4), −(c + 2)), òî H(f(x), y) > 0 ïðè y ∈ [−(c + 4),−(c + 2)].
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Ïóñòü y ∈ [−c,−(c − 2)] ∩ [−c, 0], òîãäà −y ∈ [c − 2, c] ∩ [0, c],
2− y ∈ [c, c + 2] ∩ [2, c + 2] è

H(f(x), y) =
1 + p

2
+

1− p

2




2−y∫

c

xf(x)dx +

c+2∫

2−y

yf(x)dx


 ,

H ′(f(x), y) =
1 + p

2
+

1− p

2


2(−1 + y)f(2− y) +

c+2∫

2−y

f(x)dx


 =

=
1 + p

2
+

(1− p2)
√

c

4p

[
1√

(2− y)3
− 1√

c + 2

]
.

.
Äàëåå, òàê êàê H(f(x),−c+0) = 0, à ôóíêöèÿ H ′(f(x), y) ÿâëÿåòñÿ

ñòðîãî âîçðàñòàþùåé, òî, åñëè H ′(f(x),−c+0) ≥ 0, òî H(f(x), y) > 0

ïðè y ∈ (−c,−(c− 2)] ∩ (−c, 0].
Èìååì:

H ′(f(x),−c + 0) =
1 + p

2
+

(1− p2)
√

c

4p

[
1√

(c + 2)3
− 1√

c + 2

]
=

=
p2 + 4p− 1

4p
+

(1− p)2

2(1 + p)2
=

p4 + 8p3 + 4p2 + 4p− 1

4p(1 + p)2
.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ c = c(p) =
(1− p)2

2p
ñòðîãî óáûâàåò â èíòåðâàëå (0, 1).

Åñëè p2 + 4p − 1 ≥ 0, òî p ≥ √
5 − 2, 0 < c ≤ √

5 − 1 < 2,
H ′(f(x),−c+0) > 0 è èññëåäîâàíèå óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè îêîí÷åíî.

Ïóñòü òåïåðü p2 + 4p − 1 < 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F (p) = p4 +

8p3+4p2+4p−1 íà îòðåçêå [0, 1]. Òàê êàê F (0) = −1 < 0, F (1) = 16 > 0

è F ′(p) = 4p3 + 24p2 + 8p + 4 > 0, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà
p0 ∈ (0, 1) òàêàÿ, ÷òî F (p0) = 0, F (p) < 0 ïðè p ∈ (0, p0) è F (p) > 0

ïðè p ∈ (p0, 1).
Óòî÷íèì ãðàíèöû äëÿ êîíñòàíò p0 è c. Â ñàìîì äåëå, åñëè c ≥ 2, òî

p ≤ 3− 2
√

2. Èìååì: F (3− 2
√

2) = 1448− 1024
√

2 ≈ −0, 15468786 < 0.
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Òàê êàê, î÷åâèäíî, ÷òî F (
√

5− 2) > 0, òî p0 ∈ (3− 2
√

2,
√

5− 2) è
c ∈ (0, 2) ïðè p ∈ (p0, 1).

Òàêèì îáðàçîì, [−c,−(c− 2)] ∩ [−c, 0] = [−c, 0]. Ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî p0 ∈ (1

6
, 1

5
) ⊂ (3 − √

2,
√

5 − 2). Îêîí÷àòåëüíî çàêëþ÷àåì, ÷òî
H(f(x), y) > 0 äëÿ y ∈ (−∞,−(c+2))∪(−c, 0] è òåîðåìà äîêàçàíà.

3. Îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè ïðè ÷åòûðåõ ïðåäëîæåíèÿõ

Ïóñòü àðáèòð âûáèðàåò îäíî èç ÷åòûðåõ çíà÷åíèé: −3, −1, 1, 3,
ñîîòâåòñòâåííî, ñ âåðîÿòíîñòÿìè 1

2
− p, p, p, 1

2
− p. ßñíî, ÷òî 0 ≤

p ≤ 1

2
. Ñëó÷àé p =

1

2
îòìå÷åí âî ââåäåíèè, à ñëó÷àé p = 0 ïðèâîäèò

ê àíàëîãè÷íûì ðåçóëüòàòàì, òàê ÷òî ìû áóäåì èñêàòü ðàâíîâåñèå â
èãðå â ñèòóàöèè, ãäå 0 < p <

1

2
.

Òåîðåìà 3.1. Åñëè p ∈
(

p0,
1

2

)
, ãäå p0 � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü

óðàâíåíèÿ 32p5+16p4+24p3+8p2−8p+1 = 0 èç èíòåðâàëà
(

1√
35

,
1

5

)
,

òî äëÿ èãðîêà L îïòèìàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ñòðàòåãèÿ

f(x) =





0, åñëè 0 ≤ x < c,√
c + 1

4p
√

(x + 1)3
, åñëè c < x < c + 2,

√
c + 3

4p
√

(x− 1)3
, åñëè c + 2 < x < c + 4,

0, åñëè c + 4 ≤ x < +∞,

(3.1)

ãäå c =

√
p2 + 1

p
− 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ äëÿ èãðîêà
L â ñëåäóþùåé ôîðìå:

f(x) =





0, åñëè 0 ≤ x < c,

ϕ(x), åñëè c < x < c + 2,

ψ(x), åñëè c + 2 < x < c + 4,

0, åñëè c + 4 ≤ x < +∞,

(3.2)
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ãäå ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x) ïîëîæèòåëüíû è íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìû â ñîîòâåòñâóþùèõ èíòåðâàëàõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(f(x), y)

ôóíêöèþ âûèãðûøà èãðîêà M ïðè âûáðàííîé èãðîêîì L ñòðàòå-
ãèè f(x). Ôóíêöèÿ H(f(x), y) íåïðåðûâíà íà âñåé ïîëóîñè (−∞, 0].
Ñòðàòåãèÿ (3.2) áóäåò îïòèìàëüíîé, åñëè H(f(x), y) = 0 äëÿ y ∈
[−(c + 4),−c] è H(f(x), y) ≥ 0 äëÿ y ∈ (−∞, −(c + 4)) ∪ (−c, 0]

Ïóñòü y ∈ [−(c+4),−(c+2)], òîãäà−y ∈ [c+2, c+4],−2−y ∈ [c, c+2]

è

H(f(x), y) =

(
1

2
− p

)
y + p




−2−y∫

c

xf(x)dx +

c+4∫

−2−y

yf(x)dx


 +

+
1

2

c+4∫

c

xf(x)dx. (3.3)

Åñëè òåïåðü f(x) � îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ, òî èç (3.3) ïîëó÷àåì

H(f(x),−(c+2)−0) = −
(

1

2
− p

)
(c + 2)−p(c+2)+

1

2

c+4∫

c

xf(x)dx = 0,

îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñòðàòåãèè
f(x):

c+4∫

c

xf(x)dx = c + 2. (3.4)

Äàëåå, äëÿ îïòèìàëüíîñòè ñòðàòåãèè f(x) íåîáõîäèìî, ÷òîáû
H ′(f(x), y) = H ′′(f(x), y) = 0 â èíòåðâàëå (−(c + 4),−(c + 2)). Èìååì:

H ′(f(x), y) =
1

2
− p + p


2(1 + y)f(−2− y) +

c+4∫

−2−y

f(x)dx


 , (3.5)

H ′′(f(x), y) = p(3f(−2− y)− 2(1 + y)f ′(−2− y)), (3.6)

îòêóäà ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

3f(−2− y)− 2(1 + y)f ′(−2− y) = 0.
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Ïîëîæèì x = −2− y, òîãäà x ∈ [c, c + 2], f(x) = ϕ(x) è

3ϕ(x) + 2(x + 1)ϕ′(x) = 0.

Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

ϕ(x) =
α√

(x + 1)3
. (3.7)

Îïðåäåëèì êîíñòàíòó α. Èç (3.5) ïîëó÷àåì

0 = H ′(f(x),−(c + 2)− 0) =
1

2
− 2αp√

c + 1
,

Òîãäà
α =

√
c + 1

4p
. (3.8)

Äàëåå, ïóñòü y ∈ [−(c + 2),−c], òîãäà −y ∈ [c, c + 2], 2 − y ∈
[c + 2, c + 4] è

H(f(x), y) =
1

2
y + p




2−y∫

c

xf(x)dx +

c+4∫

2−y

yf(x)dx


 +

+

(
1

2
− p

) c+4∫

c

f(x)dx. (3.9)

Èìååì:

H ′(f(x), y) =
1

2
+ p


2(−1 + y)f(2− y) +

c+4∫

2−y

f(x)dx


 , (3.10)

H ′′(f(x), y) = p(3f(2− y)− 2f(−1 + y)f ′(2− y)), (3.11)

îòêóäà ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

3f(2− y)− 2(−1 + y)f ′(2− y)) = 0.

Ïîëîæèì x = 2− y, òîãäà x ∈ [c + 2, c + 4], f(x) = ψ(x) è

3ψ(x) + 2(x− 1)ψ′(x) = 0.
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Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

ψ(x) =
β√

(x− 1)3
. (3.12)

Îïðåäåëèì êîíñòàíòó β. Èç (3.10) ïîëó÷àåì

0 = H ′(f(x),−(c + 2)− 0) =
1

2
− 2pβ√

c + 3
,

òîãäà
β =

√
c + 3

4p
. (3.13)

Íàéäåì êîíñòàíòó c. Èìååì:

1 =

c+4∫

c

xf(x)dx =

c+2∫

c

√
c + 1

4p
√

(x− 4)3
dx +

c+4∫

c+2

√
c + 3

4p
√

(x− 1)3
dx,

îòêóäà √
c + 3

c + 1
−

√
c + 1

c + 3
= 2p.

Ïîëàãàÿ t =

√
c + 1

c + 3
, ïðèõîäèì ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ t2 +

2pt− 1 = 0, ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü êîòîðîãî ðàâåí
√

p2 + 1− p. Íà-
êîíåö,

c =

√
p2 + 1

p
− 2. (3.14)

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ c = c(p) ñòðîãî óáûâàåò íà ïîëóîñè (0, +∞).
Òàê êàê ïî óñëîâèþ çàäà÷è p <

1

2
, òî c(p) > c(

1

2
) =

√
5− 2 > 0.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè.
Ïóñòü y ∈ [−(c + 4),−(c + 2)]. Òàê êàê ïðè ïîñòðîåíèè ñòðàòåãèè

f(x) áûëè èñïîëüçîâàíû ðàâåíñòâà H ′′(f(x), y) = 0 â èíòåðâàëå (−(c+

4),−(c+2)), H ′(f(x),−(c+2)−0) = 0 è H(f(x),−(c+2)−0) = 0, òî â
ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè H(f(x), y) çàêëþ÷àåì, ÷òî H(f(x), y) =

0 ïðè y ∈ [−(c + 4),−(c + 2)]. Àíàëîãè÷íî ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî
H(f(x), y) = 0 ïðè y ∈ [−(c + 2),−c].
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Èññëåäóåì òåïåðü ïîâåäåíèå ôóíêöèè H(f(x), y) âíå îòðåçêà [−(c+

4),−c].
Ïóñòü y ∈ (−∞,−(c + 10)], òîãäà −y ∈ [c + 10, +∞) è

H(f(x), y) =

c+4∫

c

xf(x)dx = c + 2 =

√
p2 + 1

p
> 0.

Ïóñòü y ∈ [−(c + 10),−(c + 8)], òîãäà −y ∈ [c + 8, c + 10], −6− y ∈
[c + 2, c + 4] è

H(f(x), y)=

(
1

2
− p

)

−6−y∫

c

xf(x)dx +

c+4∫

−6−y

yf(x)dx


+

(
1

2
+ p

) c+4∫

c

xf(x)dx,

H ′(f(x), y) =

(
1

2
− p

) 
2(3 + y)f(−6− y) +

c+4∫

−6−y

f(x)dx


 =

= −
(

1

2
− p

) √
c + 3

2p

(
4√

(−7− y)3
+

1√
c + 3

)
< 0.

Ïóñòü y ∈ [−(c+8),−(c+6)], òîãäà−y ∈ [c+6, c+8],−6−y ∈ [c, c+2]

è

H(f(x), y)=

(
1

2
− p

)

−6−y∫

c

xf(x)dx +

c+4∫

−6−y

yf(x)dx


+

(
1

2
+ p

) c+4∫

c

xf(x)dx,

H ′(f(x), y) =

(
1

2
− p

) 
2(3 + y)f(−6− y) +

c+4∫

−6−y

f(x)dx


 =

=

(
1

2
− p

)
1

2p

[
(2p− 1)− 2

√
c + 1√

(−5− y)3

]
< 0.

Ïóñòü y ∈ [−(c + 6),−(c + 4)], òîãäà −y ∈ [c + 4, c + 6], −2 − y ∈
[c + 2, c + 4] è

H(f(x), y) =

(
1

2
− p

)
y+p



−2−y∫

c

xf(x)dx +

c+4∫

−2−y

yf(x)dx


+

1

2

c+4∫

c

xf(x)dx,
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H ′(f(x), y) =

(
1

2
− p

)
+ p


2(1 + y)f(−2− y) +

c+4∫

−2−y

f(x)dx


 =

= −p−
√

c + 3√
(−3− y)3

< 0.

Òàê êàê H(f(x),−(c + 4) − 0) = 0, òî ôóíêöèÿ H(f(x), y) > 0 íà
ïîëóîñè (−∞,−(c + 4)).

Äàëåå, ïóñòü y ∈ [−c,−(c− 2)]∩ [−c, 0], òîãäà −y ∈ [c− 2, c]∩ [0, c],
2− y ∈ [c, c + 2] ∩ [2, c + 2] è

H(f(x), y) =
1

2
y+p




2−y∫

c

xf(x)dx +

c+4∫

2−y

yf(x)dx


+

(
1

2
− p

) c+4∫

c

xf(x)dx,

H ′(f(x), y) =
1

2
+ p


2(−1 + y)f(2− y) +

c+4∫

2−y

f(x)dx


 =

=
1

2
− 1

2

[
(2p− 1) +

2
√

c + 1√
(3− y)3

]
= p +

√
c + 1√

(3− y)3
> 0.

Åñëè c ≤ 2, òî èññëåäîâàíèå îêîí÷åíî; ïðè ýòîì p ∈
[

1√
15

,
1

2

)
.

Ïóñòü òåïåðü p ∈
(

0,
1√
15

)
, òîãäà c > 2 è ïóñòü y ∈ [−(c −

2),−(c − 4)]∩ [−(c − 2), 0], òîãäà −y ∈ [c − 4, c − 2] ∩ [0, c − 2],
6− y ∈ [c + 2, c + 4)] ∩ [6, c + 4] è

H(f(x), y) =

(
1

2
+ p

)
y +

(
1

2
− p

) 


6−y∫

c

xf(x)dx +

c+4∫

6−y

yf(x)dx


 ,

H ′(f(x), y) =
1

2
+ p +

(
1

2
− p

) 
2(−3 + y)f(6− y) +

c+4∫

6−y

f(x)dx


 =

= 1 + p− 1

4p
+

1− 2p

2p

√
c + 3√

(5− y)3
.
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Òàê êàê H ′(f(x), y) ñòðîãî âîçðàñòàåò â îáëàñòè çàäàíèÿ, òî
H ′(f(x), y) > H ′(f(x),−(c− 2) + 0). Èìååì:

H ′(f(x),−(c− 2) + 0) =
4p2 + 4p− 1

4p
+

1− 2p

2p(c + 3)
.

Ïóñòü 4p2+4p−1 ≥ 0, òîãäà p ≥
√

2− 1

2
, c ≤ c

(√
2− 1

2

)
=

√
3 + 2

√
2√

2− 1

−2 = 2
√

2 + 1 < 4, [−(c− 2),−(c− 4)]∩ [−(c− 2), 0)] = [−(c− 2), 0)] è
èññëåäîâàíèå îêîí÷åíî.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé p ∈
(

0,

√
2− 1

2

)
. Ðåøèì íåðàâåíñòâî

H ′(f(x),−(c− 2) + 0) ≥ 0.

Èìååì:
1 + p− 1

4p
+

1− 2p

2

(√
p2 − 1− p

)
≥ 0,

1− 2p

2

√
p2 + 1 ≥ (1− 2p)p

2
− 1− p +

1

4p
,

(2p(1− 2p)
√

p2 + 1)2 ≥ [2p2(1− 2p)− 4p− 4p2 + 1]2

è, íàêîíåö,

−32p5 − 16p4 − 24p3 − 8p2 + 8p− 1 ≥ 0.

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè F (p) = −32p5− 16p4− 24p3− 8p2 +

8p−1 íà îòðåçêå
[
0,

√
2− 1

2

]
. Èìååì: F (0) = −1 < 0, F

(√
2− 1

2

)
>

0,
F ′(p) = −160p4 − 64p3 − 72p2 − 16p + 8,

F ′′(p) = −640p3 − 192p2 − 144p− 16 < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, F ′(p) ñòðîãî óáûâàåò íà îòðåçêå [0,

√
2− 1

2
] è, åñ-

ëè F ′
(√

2− 1

2

)
> 0, òî F ′(p) > 0 íà ýòîì îòðåçêå è ôóíêöèÿ F (p)

ñòðîãî âîçðàñòàåò. Èìååì: F ′
(√

2− 1

2

)
= −152+108

√
2 ≈ 0, 735 > 0.
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Äàëåå, èç íåðàâåíñòâà c ≤ 4 ñëåäóåò, ÷òî p ≥ 1√
35

. Íàéäåì F

(
1√
35

)
:

F

(
1√
35

)
=

8928− 1521
√

35

352
√

35
< 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà p0 ∈
(

1√
35

,

√
2− 1

2

)
òàêàÿ, ÷òî F (p0) = 0,

F (p) < 0 ïðè p ∈
(

1√
35

, p0

)
è F (p) > 0 ïðè p ∈

(
p0,

√
2− 1

2

)
.

Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî F

(
1

5

)
> 0. Òàêèì îáðàçîì, p0 ∈

(
1√
35

,
1

5

)

è, ïîñêîëüêó c < 4, òî [−(c− 2),−(c− 4)]∩ [−(c− 2), 0] = [−(c− 2), 0]

è èññëåäîâàíèå îêîí÷åíî.
Òàê êàê H(f(x),−c+0) = 0, òî äëÿ p ∈ (p0, 1) ôóíêöèÿ H(f(x), y) >

0 ïðè y ∈ (−c, 0]. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïåðåäà÷è äàííûõ â ïðîñòîé
áåñïðîâîäíîé ñåòè. Ïðîöåññ ïåðåäà÷è äàííûõ ìîäåëèðóåòñÿ ñ
ïîìîùüþ ñòîõàñòè÷åñêîé (ìàðêîâñêîé) èãðû. Â ðàáîòå ïðåä-
ëàãàåòñÿ ñèñòåìà øòðàôîâ è âîçíàãðàæäåíèé ïîëüçîâàòåëÿì
ñåòè äëÿ ðåãóëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ïåðåäà÷è äàííûõ. Ðàññìîò-
ðåí êîîïåðàòèâíûé âàðèàíò èãðû, â êà÷åñòâå êîîïåðàòèâíîãî
ðåøåíèÿ êîòîðîé ïðåäëàãàåòñÿ âåêòîð Øåïëè. Ïîëó÷åíî óñëî-
âèå ïîçèöèîííîé ñîñòîÿòåëüíîñòè íàéäåííîãî âåêòîðà Øåï-
ëè è ïðåäñòàâëåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êîîïåðàòèâíîé ïðîöåäó-
ðû ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà, ïîçâîëÿþùåé ïåðåðàñïðåäåëÿòü âû-
ïëàòû èãðîêàì (ïîëüçîâàòåëÿì ñåòè) íà êàæäîì ïðîìåæóòêå
âðåìåíè, ïðåîäîëåâàÿ åñòåñòâåííóþ íåñîñòîÿòåëüíîñòü âåêòî-
ðà Øåïëè. Ïðèâåäåí ÷èñëåííûé ïðèìåð, íà êîòîðîì äåìîí-
ñòðèðóþòñÿ âñå ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîîïåðàòèâíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ èãðà, ìàðêîâñêàÿ èã-
ðà, ïîçèöèîííàÿ ñîñòîÿòåëüíîñòü, êîîïåðàòèâíàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðå-
äåëåíèÿ äåëåæà.

1. Ââåäåíèå
Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîîïåðàòèâíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ èãðà (êî-

îïåðàòèâíàÿ ìàðêîâñêàÿ èãðà), è ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëü-
òàòû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ïåðåäà÷è äàííûõ â

c©2009 Å.Ì. Ïàðèëèíà



94 Å.Ì. Ïàðèëèíà

îäíîé ïðîñòîé áåñïðîâîäíîé ñåòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî áåñïðîâîäíàÿ
ñåòü ïåðåäà÷è äàííûõ ñîñòîèò èç òðåõ òî÷åê äîñòóïà (âåðøèí).

Â êàæäûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè â äâóõ âåðøèíàõ ñåòè ãåíåðèðó-
þòñÿ ïàêåòû äàííûõ ñ íåêîòîðûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Âðåìÿ ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ äèñêðåòíûì. Â òðåòüåé âåðøèíå ïàêåòû äàííûõ íå ãåíåðèðó-
åòñÿ. Ðàáîòà ñåòè ñîñòîèò â ïåðåäà÷å ïàêåòîâ äàííûõ èç ïåðâûõ äâóõ
âåðøèí â òðåòüþ. Ïåðâûå äâå âåðøèíû èìåþò îäíîíàïðàâëåííîå áåñ-
ïðîâîäíîå ñîåäèíåíèå ìåæäó ñîáîé, òî åñòü ïåðâàÿ âåðøèíà (èãðîê 1)
â îäèí ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìîæåò ïîñëàòü ïàêåò äàííûõ ëèáî â âåð-
øèíó 2 (èãðîêó 2), ëèáî íàïðÿìóþ â âåðøèíó 3. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
çà ïåðåñûëêó ïàêåòà äàííûõ èç âåðøèíû 1 â âåðøèíó 2 èãðîê 1 ïî-
ëó÷àåò íåîòðèöàòåëüíîå âîçíàãðàæäåíèå. Ñèñòåìà âîçíàãðàæäåíèé
è èçäåðæåê ïîçâîëÿåò ïîääåðæèâàòü êîîïåðàöèþ ìåæäó èãðîêàìè
1 è 2. Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè îïòèìàëüíîãî êîîïåðàòèâíîãî
ïîâåäåíèÿ, ïîçâîëÿþùåãî äîñòè÷ü ìàêñèìóìà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ ñóììàðíîãî âûèãðûøà èãðîêîâ 1 è 2. Òàêîå ïîâåäåíèå èãðîêîâ
ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîîïåðàòèâíîé ìàðêîâñêîé èãðû.

Â ðàáîòàõ [2-4,9,10] ðàññìàòðèâàþòñÿ òåîðåòèêî-èãðîâûå ìîäåëè
ïåðåäà÷è äàííûõ â ad-hoc è multi-hop áåñïðîâîäíûõ ñåòÿõ, ïðè÷åì,
äåëàåòñÿ àêöåíò íà ðàçâèòèå ìåõàíèçìîâ êîîïåðàöèè äëÿ ñòèìóëèðî-
âàíèÿ ïåðåàäðåñàöèè äàííûõ. Â ñòàòüå [7] èññëåäóåòñÿ ïðîñòàÿ ñòðóê-
òóðà ñåòè, è âûèãðûøàìè èãðîêîâ ÿâëÿþòñÿ ñðåäíèå îæèäàåìûå âû-
èãðûøè èãðîêîâ çà îäèí âðåìåííîé ïðîìåæóòîê. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå
çà âûèãðûøè èãðîêîâ ïðèíèìàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âûèã-
ðûøåé èãðîêîâ âî âñåé ìàðêîâñêîé èãðå. Òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû,
íà êîòîðûå îïèðàåòñÿ ïîâåñòâîâàíèå ñòàòüè, ìîæíî íàéòè â [1,5,8].
Â ðàáîòå âû÷èñëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ñóììàðíûé âûèãðûø èãðîêîâ
è çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè. Â êà÷åñòâå äåëåæà ìàê-
ñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî âûèãðûøà èãðîêîâ ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàí
ëþáîé äåëåæ, èçâåñòíûé â êîîïåðàòèâíîé òåîðèè èãð. Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ âåêòîð Øåïëè.

Êîîïåðàòèâíàÿ ìàðêîâñêàÿ èãðà � äèíàìè÷åñêàÿ èãðà. Â ëþáîé
äèíàìè÷åñêîé èãðå óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ êîîïåðàöèè èìååò âàæíîå
çíà÷åíèå. Ïåðåðàñïðåäåëåíèå âûïëàò èãðîêîâ â êàæäûé ïðîìåæó-
òîê âðåìåíè â ñîîòâåòñòâèè ñ êîîïåðàòèâíîé ïðîöåäóðîé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ äåëåæà, ïðåäëîæåííîé Ë.À. Ïåòðîñÿíîì â 1977 (ñì. [6]), ïîç-
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âîëÿåò èãðîêàì â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îæèäàòü â îñòàâøåéñÿ ÷à-
ñòè èãðû ïîëó÷åíèå äåëåæà, êîòîðûé áóäåò ïðèíàäëåæàòü òîìó æå
ïðèíöèïó îïòèìàëüíîñòè, êîòîðûé áûë âûáðàí èãðîêàìè â íà÷àëå
èãðû. Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü íåîòðèöàòåëüíîñòè âñåõ ýëå-
ìåíòîâ êîîïåðàòèâíîé ïðîöåäóðû ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà, òî áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå ïîçèöèîííîé ñîñòîÿòåëüíîñòè ýòîãî äåëåæà. Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ ìíîæåñòâî ðàáîò [11,12] ïîñâÿùåíî èññëåäîâàíèþ
ïîçèöèîííîé ñîñòîÿòåëüíîñòè èëè äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðèí-
öèïîâ îïòèìàëüíîñòè â êîîïåðàòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ èãðàõ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðèñóíîê 1. Ïðîñòàÿ áåñïðîâîäíàÿ ñåòü

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, â êîòîðîé ïðèåìíèêè (âåðøèíû 1 è 2) íåçà-
âèñèìî ãåíåðèðóþò ïàêåòû äàííûõ íà êàæäîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè
ñ âåðîÿòíîñòÿìè a1 è a2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïàêåò äàííûõ ìîæåò ïî-
ÿâèòüñÿ â âåðøèíå 1 (2) ñ âåðîÿòíîñòüþ a1 (a2) òîëüêî, åñëè â êîíöå
ïðåäûäóùåãî âðåìåííîãî ïðîìåæóòêà î÷åðåäü â âåðøèíå 1 (2) ïóñòà.
Ñäåëàåì íåêîòîðûå ïðåäïîëîæåíèÿ:

1. âåðøèíû 1 è 2 (èãðîêè 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî) ñòðåìÿòñÿ ïîñëàòü
ïàêåòû äàííûõ, ñêîïèâøèõñÿ ó íèõ, â êîíå÷íûé ïóíêò íàçíà-
÷åíèÿ - âåðøèíó 3;

2. ìàêñèìàëüíàÿ åìêîñòü áóôåðà êàæäîé âåðøèíû ðàâíà åäèíèöå.
Âåðøèíà 3 íå ìîæåò ïðèíÿòü îäíîâðåìåííî äâà ïàêåòà äàííûõ
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â îäèí ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Â äàííîé ïîñòàíîâêå èñêëþ÷àåòñÿ
ìíîãîïàêåòíàÿ ïåðåäà÷à äàííûõ, à òàêæå èñêëþ÷àåòñÿ îäíîâðå-
ìåííîå îòïðàâëåíèå è ïðèíÿòèå ïàêåòîâ íèêàêîé èç âåðøèí â
ëþáîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè;

3. åñëè èãðîêè îäíîâðåìåííî ïåðåñûëàþò ïàêåòû â âåðøèíó 3, òî
ýòè ïàêåòû îòêëîíÿþòñÿ è âîçâðàùàþòñÿ â íà÷àëüíûå âåðøè-
íû, òàêèì îáðàçîì, â ñëåäóþùèé ïðîìåæóòîê âðåìåíè íè îäèí
íîâûé ïàêåò íå ìîæåò ïîÿâèòüñÿ â âåðøèíàõ 1 è 2;

4. âñå ïåðåñûëàåìûå ïàêåòû äàííûõ èìåþò îäèíàêîâûé ðàçìåð,
ðàâíûé åäèíèöå, è, åñëè âåðøèíû èìåþò ïðÿìîå ñîåäèíåíèå
äðóã ñ äðóãîì, òî äîñòàâêà îäíîãî ïàêåòà äàííûõ èç îäíîé âåð-
øèíû â äðóãóþ çàíèìàåò îäèí ïðîìåæóòîê âðåìåíè;

5. èãðîê 1 (âåðøèíà 1) âûáèðàåò îäíó èç äâóõ ñòðàòåãèé: ïåðå-
ñëàòü ïàêåò äàííûõ íàïðÿìóþ â âåðøèíó 3 èëè ïåðåñëàòü ýòîò
ïàêåò â âåðøèíó 2, ÷òîáû òîò ïîñëàë ýòîò ïàêåò â âåðøèíó 3 â
ñëåäóþùèé ïðîìåæóòîê âðåìåíè;

6. åñëè èãðîê 1 (âåðøèíà 1) ïåðåñûëàåò ïàêåò äàííûõ èãðîêó 2,
êîòîðûé óæå èìååò â äàííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ïàêåò â ñâî-
åé î÷åðåäè, èãðîê 2 îòêëîíÿåò ïåðåäàííûé åìó ïàêåò. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå èãðîê 2 ðåøàåò ïðèíÿòü èëè îòêëîíèòü ïàêåò,
ïåðåäàííûé åìó èãðîêîì 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â âûøåîïèñàííîé ñèñòåìå ïåðåäà÷è äàííûõ
ââåäåíà ñëåäóþùàÿ ñõåìà ïîîùðåíèé è íàêàçàíèé:

1. âåëè÷èíà f > 0 � ýòî ïðåìèÿ, êîòîðóþ ïîëó÷àåò èãðîê 1 èëè 2
çà êàæäóþ óñïåøíóþ ïåðåäà÷ó îäíîãî ïàêåòà äàííûõ â âåðøè-
íó 3;

2. èãðîê 1 ïîëó÷àåò ïðåìèþ â ðàçìåðå c > 0 îò èãðîêà 2 çà ïå-
ðåäà÷ó îäíîãî ïàêåòà äàííûõ èãðîêó 2, êîòîðûé, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, ìîæåò ðàññ÷èòûâàòü íà ïðåìèþ ðàçìåðîì f òîëüêî ïîñëå
óñïåøíîé ïåðåäà÷è ýòîãî ïàêåòà â êîíå÷íûé ïóíêò (âåðøèíó 3)
â ñëåäóþùèé ïðîìåæóòîê âðåìåíè;
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3. çàäåðæêà ïàêåòà äàííûõ â âåðøèíå 1 èëè 2 íà îäèí ïðîìåæó-
òîê âðåìåíè ïðèíîñèò èãðîêó, íàõîäÿùåìóñÿ â ýòîé âåðøèíå,
èçäåðæêè â ðàçìåðå d > 0, íåçàâèñèìî îò òîãî, ïî êàêîé ïðè-
÷èíå ïðîèçîøëà çàäåðæêà;

4. âåëè÷èíà Dij � ýòî èçäåðæêè ïî ïåðåñûëêå îäíîãî ïàêåòà äàí-
íûõ èç âåðøèíû i â âåðøèíó j, êîòîðûå íåñåò èãðîê i.

Ïðîöåññ ïåðåäà÷è äàííûõ ìîæåò îñòàíîâèòñÿ â ëþáîé ïðîìåæó-
òîê âðåìåíè ñ âåðîÿòíîñòüþ 0 < q < 1. Âåðîÿòíîñòü q, ïî ñóòè, ÿâ-
ëÿåòñÿ äèñêîíò-ôàêòîðîì. Ìîäåëü ïåðåäà÷è äàííûõ â áåñïðîâîäíûõ
ñåòÿõ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ìàðêîâñêîé èãðîé. Èãðîêè, íàõîäÿ-
ùèåñÿ â âåðøèíàõ 1 è 2, ñòðåìÿòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü îæèäàåìûé
ñóììàðíûé âûèãðûø ñ ïîñëåäóþùèì ðàçäåëîì ýòîãî âûèãðûøà ñ
ïîìîùüþ âåêòîðà Øåïëè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (Q1, Q2) ñîñòîÿíèå â áåñïðîâîäíîé ñåòè, ãäå Qi

� ýòî ÷èñëî ïàêåòîâ äàííûõ, íàõîäÿùååñÿ â î÷åðåäè èãðîêà i = 1, 2.
×èñëî Qi ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 0 èëè 1, åñëè íè îäíîãî èëè îäèí
ïàêåò äàííûõ íàõîäèòñÿ â äàííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè â î÷åðåäè
èãðîêà i ñîîòâåòñòâåííî.

Â ìàðêîâñêîé èãðå ïåðåäà÷è äàííûõ â áåñïðîâîäíûõ ñåòÿõ âîç-
ìîæíî 4 ñîñòîÿíèÿ:

T = {(0, 0); (0, 1); (1, 0); (1, 1)}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èãðîêè èìåþò èíôîðìàöèþ î ñîñòîÿíèè íå òîëü-
êî ñâîåé î÷åðåäè, íî è î÷åðåäè äðóãîãî èãðîêà. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå
ðàçóìíî, ïîñêîëüêó ìû ïûòàåìñÿ íàéòè êîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå, êî-
òîðîå ïîäðàçóìåâàåò ñîâìåñòíûå äåéñòâèÿ, âêëþ÷àÿ îáìåí èíôîðìà-
öèåé î ñîñòîÿíèè î÷åðåäåé îáîèõ èãðîêîâ.

Îïðåäåëèì, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ çàäà÷è èãðîâûå ýëåìåíòû âî âñåõ
ñîñòîÿíèÿõ ñèñòåìû.

1. Èãðîâîé ýëåìåíò Γ(0, 0).
Ó èãðîêà 1 èìååòñÿ îäíà ñòðàòåãèÿ W (îæèäàòü), ó èãðîêà 2 �
îäíà ñòðàòåãèÿ W (îæèäàòü). Âûèãðûøè èãðîêîâ áóäóò (0, 0).

2. Èãðîâîé ýëåìåíò Γ(0, 1).
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Ó èãðîêà 1 èìååòñÿ îäíà ñòðàòåãèÿ W (îæèäàòü), ó èãðîêà 2
� îäíà ñòðàòåãèÿ 3−→ (ïîñëàòü ïàêåò â âåðøèíó 3). Âûèãðûøè
èãðîêîâ áóäóò ñëåäóþùèìè: (0, f −D23).

3. Èãðîâîé ýëåìåíò Γ(1, 0).

Èãðîê 1 èìååò äâå ñòðàòåãèè: 1) 3−→ (ïîñëàòü ïàêåò â âåðøèíó
3), 2) 2−→ (ïîñëàòü ïàêåò â âåðøèíó 2); èãðîê 2 èìååò äâå ñòðà-
òåãèè: 1) Ac (ïðèíÿòü ïàêåò îò èãðîêà 1), 2) Rej (íå ïðèíÿòü
ïàêåò îò èãðîêà 1). Âûèãðûøè èãðîêîâ áóäóò ñëåäóþùèìè:

(
(f −D13, 0) (f −D13, 0)

(c−D12,−c) (−d−D12, 0)

)
.

4. Èãðîâîé ýëåìåíò Γ(1, 1).

Èãðîê 1 èìååò äâå ñòðàòåãèè: 1) 3−→ (ïîñëàòü ïàêåò â âåðøèíó
3), 2) W (îæèäàòü); èãðîê 2 èìååò äâå ñòðàòåãèè: 1) 3−→ (ïî-
ñëàòü ïàêåò â âåðøèíó 3), 2) W (îæèäàòü). Âûèãðûøè èãðîêîâ
áóäóò ñëåäóþùèìè:

(
(−d−D13,−d−D23) (f −D13,−d)

(−d, f −D23) (−d,−d)

)
.

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïðèáàâèì ÷èñëî

z = max{d + D13, d + D23, d + D12,−c + D12, c}

êî âñåì âûèãðûøàì èãðîêîâ âî âñåõ èãðîâûõ ýëåìåíòàõ, ÷òîáû ñäå-
ëàòü âñå âûèãðûøè íåîòðèöàòåëüíûìè.

3. Ìàòðèöà âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà
Áóäåì ðåøàòü îïèñàííóþ âûøå ìàðêîâñêóþ èãðó â êëàññå ñòàöè-

îíàðíûõ ñòðàòåãèé [1]. Â ðàáîòå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ìíî-
æåñòâà ÷èñòûõ ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèé, íî ñíà÷àëà äëÿ óäîáñòâà
îïðåäåëèì ìàòðèöó âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà ìàðêîâñêîé èãðû ïåðå-
äà÷è äàííûõ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ äëÿ òîãî, ÷òîáû íå âûïèñû-
âàòü 16 ðàçëè÷íûõ ìàòðèö âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà äëÿ êàæäîé ñèòóà-
öèè â ÷èñòûõ ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèÿõ. Äàëåå ïðè ïîäñòàíîâêå â ýòó
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ìàòðèöó îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé ñòðàòåãèé ìîæíî ïîëó÷èòü ìàòðèöó
âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà äëÿ ëþáîé ñèòóàöèè â ÷èñòûõ ñòàöèîíàðíûõ
ñòðàòåãèÿõ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xi ìíîæåñòâî ñìåøàííûõ ñòàöèîíàðíûõ ñòðà-
òåãèé èãðîêà i, i = 1, 2.

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðóêòóðîé ìàðêîâñêîé èãðû ïåðåäà÷è äàííûõ
â áåñïðîâîäíîé ñåòè ñìåøàííàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñòðàòåãèÿ èãðîêà 1 âî
âñåé ìàðêîâñêîé èãðå ïðåäïèñûâàåò åìó âûáðàòü ñòðàòåãèþ W ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ 1 â ñîñòîÿíèÿõ (0, 0), (0, 1), ñòðàòåãèþ 3−→ ñ âåðîÿòíîñòüþ
p11 â ñîñòîÿíèè (1, 0), è ñòðàòåãèþ 3−→ ñ âåðîÿòíîñòüþ p12 â ñîñòîÿíèè
(1, 1). Ñìåøàííàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñòðàòåãèÿ èãðîêà 2 âî âñåé ìàðêîâ-
ñêîé èãðå ïðåäïèñûâàåò åìó âûáðàòü ñòðàòåãèþ W ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
â ñîñòîÿíèÿõ (0, 0), ñòðàòåãèþ 3−→ â ñîñòîÿíèè (0, 1), ñòðàòåãèþ Ac ñ
âåðîÿòíîñòüþ p21 â ñîñòîÿíèè (1, 0), è ñòðàòåãèþ 3−→ ñ âåðîÿòíîñòüþ
p22 â ñîñòîÿíèè (1, 1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ui = (pi1, pi2) ñìåøàííóþ ñòàöèîíàðíóþ ñòðàòå-
ãèþ èãðîêà i è ìíîæåñòâî ñìåøàííûõ ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèé èãðî-
êà i ÷åðåç Ui, i = 1, 2. Ïîëó÷àåì ñèòóàöèþ â ñìåøàííûõ ñòàöèîíàð-
íûõ ñòðàòåãèÿõ u = (u1, u2) = (p11, p12, p21, p22). Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ
âåðîÿòíîñòåé â ñèòóàöèè u â ñìåøàííûõ ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèÿõ
áóäåò ñëåäóþùåé:

Π(u) =




α11 α12 α13 α14

α21 α22 α23 α24

α31 α32 α33 α34

α41 α42 α43 α44


 ,

ãäå
α11 = (1− a1)(1− a2), α12 = (1− a1)a2, α13 = a1(1− a2), α14 = a1a2,

α21 = (1− a1)(1− a2), α22 = (1− a1)a2, α23 = a1(1− a2), α24 = a1a2,

α31 = p11(1− a1)(1− a2), α32 = p11(1− a1)a2 + (1− p11)p21(1− a1),

α33 = p11a1(1− a2) + (1− p11)(1− p21)(1− a2),

α34 = p11a1a2 + (1− p11)p21a1 + (1− p11)(1− p21)a2,

α41 = 0, α42 = p12(1− p22)(1− a1), α43 = (1− p12)p22(1− a2),

α44 = p12p22 + (1− p12)(1− p22) + p12(1− p22)a1 + (1− p12)p22a2.

Åñëè â îïèñàííîé âûøå ìàðêîâñêîé èãðå ðåàëèçóåòñÿ ñèòóàöèÿ â
ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèÿõ u, âûèãðûøè èãðîêà 1 â ñîîòâåòñòâóþùèõ
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ñîñòîÿíèÿõ áóäóò ñëåäóþùèìè:

K1(u) = (Ω11, Ω12, Ω13, Ω14),

ãäå Ω11 = Ω12 = z, Ω13 = p11(z + f −D13) + (1− p11)p21(z + c−D12) +

(1−p11)(1−p21)(z−d−D12), Ω14 = p12p22(z−d−D13)+p12(1−p22)(z+

f −D13) + (1− p12)(z − d).
Ó èãðîêà 2 áóäóò ñëåäóþùèìè:

K2(u) = (Ω21, Ω22, Ω23, Ω24),

ãäå Ω21 = z, Ω22 = z + f − D23, Ω23 = (1 − p11)p21(z − c), Ω24 =

p12p22(z − d−D23) + (1− p12)p22(z + f −D23) + (1− p22)(z − d).

4. Êîîïåðàòèâíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ èãðà ïåðåäà÷è äàííûõ â
áåñïðîâîäíîé ñåòè

Êîîïåðàòèâíóþ èãðó ïåðåäà÷è äàííûõ â áåñïðîâîäíîé ñåòè áóäåì
ðàññìàòðèâàòü â êëàññå ÷èñòûõ ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèé. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Ξi ìíîæåñòâî ÷èñòûõ ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèé èãðîêà i, i = 1, 2.
Íàïðèìåð, ÷èñòàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñòðàòåãèÿ η1 = (1, 0) èãðîêà 1 ïðåä-
ïèñûâàåò åìó âûáèðàòü ñòðàòåãèþ 3−→ â ñîñòîÿíèè (1, 0) è ñòðàòåãèþ
W â ñîñòîÿíèè (1, 1). Êàæäûé èãðîê èìååò 4 ÷èñòûõ ñòàöèîíàðíûõ
ñòðàòåãèè, ò.å. ïîëó÷àåòñÿ 16 ñèòóàöèé â ÷èñòûõ ñòàöèîíàðíûõ ñòðà-
òåãèÿõ. Äëÿ ñèòóàöèè â ÷èñòûõ ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèÿõ η = (η1, η2)

ìîæíî çàïèñàòü â óïðîùåííîì âèäå ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíî-
ñòåé Π(η).

Íàïðèìåð, äëÿ ñèòóàöèè η1 = (1, 1, 1, 1) ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âå-
ðîÿòíîñòåé áóäåò èìåòü âèä:

Π(η1) =




(1− a1)(1− a2) (1− a1)a2 a1(1− a2) a1a2

(1− a1)(1− a2) (1− a1)a2 a1(1− a2) a1a2

(1− a1)(1− a2) (1− a1)a2 a1(1− a2) a1a2

0 0 0 1


 .

Äëÿ êàæäîé ñèòóàöèè â ÷èñòûõ ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèÿõ η ∈ Ξ =
2∏

i=1

Ξi ìîæíî ïîñ÷èòàòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøåé èãðî-
êîâ äëÿ ïîäûãðû, íà÷èíàþùåéñÿ ñ îïðåäåëåííîãî ñîñòîÿíèÿ:

Ei(η) = (E
(0,0)
i (η), E

(0,1)
i (η), E

(1,0)
i (η), E

(1,1)
i (η)),
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ãäå Et
i (η) � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà èãðîêà i â ïîäûãðå

ìàðêîâñêîé èãðû, íà÷èíàþùàÿñÿ èç ñîñòîÿíèÿ t ∈ T .
Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøåé èãðîêà i äëÿ ïîäûãð ìîæ-

íî ðàññ÷èòàòü ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

Ei(η) = (E − (1− q)Π(η))−1Ki(η),

ãäå Ki(η), Π(η) îïðåäåëåíû âûøå.
Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà èãðîêà i âî âñåé ìàðêîâ-

ñêîé èãðå, âêëþ÷àÿ õîä "ñëó÷àÿ" (ò.å. âûáîð íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ),
ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíî ïî ôîðìóëå:

Ei(η) = πEi(η),

ãäå π = (π(0,0), π(0,1), π(1,0), π(1,1)) � âåêòîð íà÷àëüíûõ âåðîÿòíîñòåé, è
πt � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâîå ñîñòîÿíèå â ìàðêîâñêîé èãðå áóäåò
t ∈ T .

Äëÿ ðåøåíèÿ êîîïåðàòèâíîãî âàðèàíòà îïèñàííîé âûøå ìàðêîâ-
ñêîé èãðû íåîáõîäèìî íàéòè êîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå η = (η1, η2), ò.å.
ñèòóàöèþ â ÷èñòûõ ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèÿõ òàêóþ, ÷òî

∑

i∈{1,2}
Ei(η) = max

η∈Ξ

∑

i∈{1,2}
Ei(η).

Çíà÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé äëÿ ïîäûãð

V (S) = (V (0,0)(S), V (0,1)(S), V (1,0)(S), V (1,1)(S))

ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ôîðìóëå

V t(S) = max
ηS

min
ηN\S

∑
i∈S

Et
i (ηS, ηN\S). (4.1)

Çíà÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ âñåé ìàðêîâñêîé èãðû
äëÿ êîàëèöèé S 6= ∅ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

V (S) = πV (S). (4.2)

Äëÿ S = ∅ çíà÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè V (S) = 0.
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Îïðåäåëåíèå 4.1. Êîîïåðàòèâíîé ìàðêîâñêîé èãðîé ïåðåäà÷è äàí-
íûõ â áåñïðîâîäíîé ñåòè íàçûâàåòñÿ ïàðà

〈{1, 2}, V (S)
〉
, ãäå V (∅) =

0, V ({1, 2}) =
∑

i∈{1,2}
Ei(η), äëÿ S 6= ∅ è S 6= {1, 2} çíà÷åíèå ôóíêöèè

V (S) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (4.2).
Â êà÷åñòâå äåëåæà ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ âûèãðûøà èãðîêîâ ðàññìîòðèì âåêòîð Øåïëè. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Sh = (Sh1, Sh2), ãäå

Shi = (Sh
(0,0)
i , Sh

(0,1)
i , Sh

(1,0)
i , Sh

(1,1)
i )

âåêòîð Øåïëè, ðàññ÷èòàííûé äëÿ ïîäûãð, è ÷åðåç Sh = (Sh1, Sh2)

âåêòîð Øåïëè, ðàññ÷èòàííûé äëÿ âñåé ìàðêîâñêîé èãðû, ò.å. Shi =

πShi.

5. Êîîïåðàòèâíàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà

Èãðîêè ïåðåä íà÷àëîì èãðû äîãîâàðèâàþòñÿ î êîîïåðàöèè è îæè-
äàþò ïîëó÷èòü ñîâìåñòíûé âûèãðûø V ({1, 2}) è ñîîòâåòñòâóþùèå
êîìïîíåíòû Sh1 è Sh2 âåêòîðà Øåïëè.

Áûëî áû åñòåñòâåííî, åñëè âûïëàòû èãðîêàì â èãðîâûõ ýëåìåí-
òàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèÿì ìàðêîâñêîé èãðû, áûëè áû ðàâíû
âûèãðûøàì èãðîêîâ â îäíîâðåìåííûõ èãðàõ, ðåàëèçóåìûõ ïðè êî-
îïåðàòèâíîì ðåøåíèè η, ÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ:

Shi = Ki(η) + (1− q)Π(η)Shi, (5.1)

ãäå Ki(η) � âûèãðûø èãðîêà i â îäíîâðåìåííîé èãðå ïðè óñëîâèè,
÷òî ðåàëèçóåòñÿ êîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå η, ñëàãàåìîå (1 − q)Π(η)Shi

� ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå i-îé êîìïîíåíòû âåêòîðà Øåïëè ïðè
óñëîâèè, ÷òî èãðà ïåðåäà÷è äàííûõ íå çàêîí÷èòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Íàçîâåì âåêòîð Øåïëè Sh = (Sh1, Sh2), ãäå
Shi = πShi åñòåñòâåííî ñîñòîÿòåëüíûì, åñëè Shi óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (5.1) äëÿ âñåõ i = 1, 2.

Ê ñîæàëåíèþ, ðåàëèçóÿ âûïëàòû èãðîêàì â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ âû-
èãðûøàìè â îäíîâðåìåííûõ èãðàõ, íåâîçìîæíî äîñòè÷ü òîãî, ÷òîáû
îñòàâøèåñÿ âûïëàòû áûëè áû ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì êîìïîíåíòàì
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âåêòîðà Øåïëè, ðàññ÷èòàííîãî äëÿ ïîäûãðû. Íàðóøåíèå åñòåñòâåí-
íîé ñîñòîÿòåëüíîñòè ìîæåò èçìåíèòü ïëàíû èãðîêîâ è ðàçðóøèòü èõ
êîîïåðàöèþ. Ïðåäëàãàåòñÿ ïåðåðàñïðåäåëÿòü âûèãðûøè èãðîêîâ íà
êàæäîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè, ÷òîáû ïðåîäîëåòü åñòåñòâåííóþ íåñî-
ñòîÿòåëüíîñòü âåêòîðà Øåïëè.

Ïåðåðàñïðåäåëåííûå âûïëàòû èãðîêàì βi, ãäå
∑
i∈N

βi =
∑
i∈N

Ki(η),
ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

Shi = βi + (1− q)Π(η)Shi (5.2)

èëè
βi = (β1

i , . . . , β
t
i) = (E − (1− q)Π(η))Shi. (5.3)

Îïðåäåëåíèå 5.2. Íàçîâåì âåêòîð βt = (βt
1, . . . , β

t
n), t ∈ T , êîîïå-

ðàòèâíîé ïðîöåäóðîé ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà â ñîñòîÿíèè t, ãäå βt
i �

âûïëàòà èãðîêó i â îäíîâðåìåííîé èãðå Γ(t) â ñîñòîÿíèè t, îïðåäå-
ëÿåìàÿ ôîðìóëîé (5.3).

Îáîçíà÷èì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû âûïëàò èãðîêó i â
êîîïåðàòèâíîé ìàðêîâñêîé èãðå ÷åðåç Bi = πBi, ãäå Bi = {Bt

i}t∈T è
Bt

i � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû âûïëàò èãðîêó i â êîîïåðà-
òèâíîé ñòîõàñòè÷åñêîé ïîäûãðå, íà÷èíàþùåéñÿ èç ñîñòîÿíèÿ t.

Ëåììà 5.1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Bi = Shi äëÿ âñåõ i ∈ N .
Ëåììà 5.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðåðàñïðåäåëåíèå âûïëàò èãðîêîâ íå

âëèÿåò íà èõ îæèäàåìûé ïîñëåäóþùèé âûèãðûø.

6. Ïîçèöèîííàÿ ñîñòîÿòåëüíîñòü âåêòîðà Øåïëè
Ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âûïëàòû i-ìó èãðîêó βt

i áûëè íåîò-
ðèöàòåëüíûìè äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ t ∈ T è ëþáîãî èãðîêà i ∈ N ,
÷òî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òîáû ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî βi =
(β

(0,0)
i , β

(0,1)
i , β

(1,0)
i , β

(1,1)
i )

Shi = (E − (1− q)Π(η(·)))−1βi

èìåëà áû íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Âåêòîð Øåïëè Sh = (Sh1, . . . , Shn), Shi = πShi

íàçîâåì ïîçèöèîííî ñîñòîÿòåëüíûì [1, 5] â ìàðêîâñêîé èãðå, åñëè
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äëÿ êàæäîãî èãðîâîãî ýëåìåíòà Γ(t), t ∈ T è äëÿ âñåõ èãðîêîâ i ∈ N

ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ êîîïåðàòèâíàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðåäå-
ëåíèÿ äåëåæà βi = (β

(0,0)
i , β

(0,1)
i , β

(1,0)
i , β

(1,1)
i ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâ-

íåíèþ (5.3).

Â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî ãàðàíòèðîâàòü íåîòðèöàòåëüíîñòü
ýëåìåíòîâ âåêòîðà βi = (β

(0,0)
i , β

(0,1)
i , β

(1,0)
i , β

(1,1)
i ). Íåñìîòðÿ íà ýòî,

ïåðåðàñïðåäåëÿÿ âûèãðûøè èãðîêîâ â êàæäîì èãðîâîì ýëåìåíòå, êî-
òîðûé ðåàëèçóåòñÿ ïðè êîîïåðàòèâíîì ðåøåíèè η, â ñîîòâåòñòâèè ñ
êîîïåðàòèâíîé ïðîöåäóðîé ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà βi, i ∈ N , ìîæíî
äîáèòüñÿ ñîõðàíåíèÿ êîîïåðàöèè âî âñåé ìàðêîâñêîé èãðå.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èãðîêè ìîãóò ñ÷èòàòü óñëîâèå íåîòðèöà-
òåëüíîñòè âûïëàò âàæíûì, îñîáåííî åñëè èõ âûèãðûøè â îäíîâðå-
ìåííûõ èãðàõ áûëè íåîòðèöàòåëüíûìè. Íî, âîçìîæíî, èãðîêè ïîé-
äóò íà òî, ÷òîáû íà êàêèõ-òî ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè ïîëó÷àòü îò-
ðèöàòåëüíûå âûïëàòû â ñîîòâåòñòâèè ñ êîîïåðàòèâíîé ïðîöåäóðîé
ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà, æåëàÿ ïðè ýòîì ñîõðàíèòü êîîïåðàöèþ.

7. Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ÷èñëåííûé ïðèìåð êîîïåðàòèâíîé èãðû ïåðåäà÷è äàí-
íûõ â áåñïðîâîäíîé ñåòè, ïîñêîëüêó â îáùåì âèäå ïðåäñòàâèòü ìàò-
ðèöó (E − (1 − q)Π(η))−1 â ñòàòüå íå èìååòñÿ âîçìîæíîñòè. Ïóñòü
ïàðàìåòðû èãðû ïðèíèìàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

a1 = 0.5, a2 = 0.1, π = (0.25, 0.25, 0.25, 0.25)

q = 0.01, f = 1, d = 0.1, c = 0.3,

D12 = 0.1, D13 = 0.6, D23 = 0.2

Â òàáëèöå ïîêàçàíû ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäà-
íèé äëÿ êàæäîé ñèòóàöèè â ÷èñòûõ ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèÿõ η. Â
òàáëèöå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Ei(η) = (E
(0,0)
i (η), E

(0,1)
i (η), E

(1,0)
i (η), E

(1,1)
i (η)) � âåêòîð ìàòåìàòè-

÷åñêèõ îæèäàíèé âûèãðûøåé èãðîêà i, i = 1, 2 â ïîäûãðàõ; E1(η) +

E2(η) � ñóììàðíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøåé èãðîêîâ.
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η E1(η) E2(η) E1(η) + E2(η)

η1 = (1, 1, 1, 1)

14.75966387

14.75966387

15.15966387

0

45.70756302

46.50756302

45.70756302

40.

60.46722689

61.26722689

60.86722689

40.

η2 = (1, 1, 1, 0)

89.80000000

89.80000000

90.20000000

90.20000000

76.24887286

77.04887286

76.24887286

76.71127141

166.0488729

166.8488729

166.4488729

166.9112714

η3 = (1, 0, 1, 1)

88.22724883

88.22724883

88.62724883

88.30952131

77.92000000

78.72000000

77.92000000

78.72000000

166.1472488

166.9472488

166.5472488

167.0295213

η4 = (1, 0, 1, 0)

64.67563026

64.67563026

65.07563026

60.

62.34621849

63.14621849

62.34621849

60.

127.0218488

127.8218488

127.4218488

120.

η5 = (1, 1, 0, 1)

14.75966387

14.75966387

15.15966387

0.

45.70756302

46.50756302

45.70756302

40.

60.46722689

61.26722689

60.86722689

40.

η6 = (1, 1, 0, 0)

89.80000000

89.80000000

90.20000000

90.20000000

76.24887286

77.04887286

76.24887286

76.71127141

166.0488729

166.8488729

166.4488729

166.9112714

η7 = (1, 0, 0, 1)

88.22724883

88.22724883

88.62724883

88.30952131

77.92000000

78.72000000

77.92000000

78.72000000

166.1472488

166.9472488

166.5472488

167.0295213

η8 = (1, 0, 0, 0)

64.67563026

64.67563026

65.07563026

60.

62.34621849

63.14621849

62.34621849

60.

127.0218488

127.8218488

127.4218488

120.

η9 = (0, 1, 1, 1)

3.870077599

3.870077599

2.815688411

0.

41.81391498

42.61391498

41.29388792

40.

45.68399258

46.48399258

44.10957633

40.
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η10 = (0, 1, 1, 0)

85.30045000

85.30045000

85.58955000

85.78955000

82.15225000

82.95225000

82.29775000

82.49775000

167.4527000

168.2527000

167.8873000

168.2873000

η11 = (0, 0, 1, 1)

75.28276807

75.28276807

75.40659007

75.23559576

93.56491025

94.36491025

93.89870345

94.52135936

168.8476783

169.6476783

169.3052935

169.7569551

η12 = (0, 0, 1, 0)

60.82133034

60.82133034

60.70655852

60.

60.79766590

61.59766590

60.59084462

60.

121.6189962

122.4189962

121.2974031

120.

η13 = (0, 1, 0, 1)

5.432827686

5.432827686

4.587155964

0.

43.10048870

43.90048870

42.75229358

40.

48.53331639

49.33331639

47.33944954

40.

η14 = (0, 1, 0, 0)

62.35393639

62.35393639

62.07747575

63.29742280

75.10793102

75.90793102

75.07981035

75.59292249

137.4618674

138.2618674

137.1572861

138.8903453

η15 = (0, 0, 0, 1)

51.37623762

51.37623762

50.99000000

51.09000000

77.92000001

78.72000001

77.92000000

78.72000000

129.2962376

130.0962376

128.9100000

129.8100000

η16 = (0, 0, 0, 0)

59.38868199

59.38868199

59.08256880

60.

61.08577346

61.88577346

60.91743119

60.

120.4744554

121.2744554

120.

120.

Â äàííîì ÷èñëîâîì ïðèìåðå êîîïåðàòèâíûì ðåøåíèåì áóäåò ñè-
òóàöèÿ

η11 = ((W,W,
2−→,W ), (W,

3−→, Ac,
3−→)).

Ìàêñèìóì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñóììàðíîãî âûèãðûøà èãðî-
êîâ â ýòîé ìàðêîâñêîé èãðå áóäåò ñëåäóþùèì:

max
η∈Ξ

∑
i∈N

Ei(η) = 169.39.
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Çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé äëÿ ïîäûãð áóäóò ñëåäóþ-
ùèìè:

V ({1}) = (64.68, 64.68, 65.08, 60), V ({2}) = (61.09, 61.89, 60.92, 60),

V ({1, 2}) = (168.85, 169.65, 169.31, 169.76),

è äëÿ âñåé ìàðêîâñêîé èãðû:

V ({1}) = 63.61, V ({2}) = 60.97,

V ({1, 2}) = 169.39.

Êîìïîíåíòû âåêòîðà Øåïëè, ðàññ÷èòàííîãî äëÿ ïîäûãð ìàðêîâñêîé
èãðû ïåðåäà÷è äàííûõ, áóäóò ñëåäóþùèìè:

Sh1 = (86.22, 86.22, 86.73, 84.88), Sh2 = (82.63, 83.43, 82.57, 84.88).

Êîìïîíåíòû âåêòîðà Øåïëè, ðàññ÷èòàííîãî äëÿ âñåé ìàðêîâñêîé èã-
ðû ïåðåäà÷è äàííûõ, áóäóò èìåòü çíà÷åíèÿ

Sh1 = 86.01, Sh2 = 83.38.

Êîîïåðàòèâíûå ïðîöåäóðû ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà äëÿ èãðîêîâ áóäóò
èìåòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

β1 = (0.7, 0.7, 2.04,−0.8), β2 = (0.7, 1.5,−0.74, 2.9).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè çíà÷åíèÿìè èãðîêàì íåîáõîäèìî ïåðåðàñ-
ïðåäåëÿòü âûèãðûøè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• â ñîñòîÿíèè (1, 0):
2.04 èãðîêó 1 âìåñòî 0.9,
−0.74 èãðîêó 2 âìåñòî 0.4,

• â ñîñòîÿíèè (1, 1):
−0.8 èãðîêó 1 âìåñòî 0.6,
2.9 èãðîêó 2 âìåñòî 1.5.

Â ÷èñëåííîì ïðèìåðå ìàðêîâñêîé èãðû ïåðåäà÷è äàííûõ âåêòîð Øå-
ïëè Sh = (86.01, 83.38) íå ÿâëÿåòñÿ ïîçèöèîííî ñîñòîÿòåëüíûì, ïî-
ñêîëüêó èìåþòñÿ îòðèöàòåëüíûå êîìïîíåíòû â âåêòîðå êîîïåðàòèâ-
íîé ïðîöåäóðû ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà.
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8. Заключение

В работе рассмотрен случай чистых стационарных стратегий, по-
скольку стратегии работы в беспроводной сети должны быть про-
стыми, особенно при большом потоке информации. Для того, чтобы
добиться кооперации необходимо, чтобы удовлетворялись некоторые
принципы. Одним из них является естественное желание игроков в
течение всей игры придерживаться одного и того же принципа оп-
тимальности. То есть, если в начале игры игроками было решено
разделить их максимальный суммарный выигрыш в соответствии с
вектором Шепли, то и на каждом последующем промежутке време-
ни было бы естественно, если бы их оставшийся суммарный выиг-
рыш тоже был бы разделен в соответствии с тем же принципом оп-
тимальности. Дележ является естественно состоятельным, если ещё
при этом на каждом промежутке времени игроки получают выплаты
в соответствии со своими выигрышами в одновременных играх. Но
это условие в реальных играх практически никогда не выполняется.
Поэтому предлагается процедура перераспределения выплат на каж-
дом промежутке времени таким образом, чтобы сумма этих выплат
совпадала бы с суммарным выигрышем игроков на этом промежутке
времени, и ожидаемый выигрыш любого игрока в оставшейся игре
принадлежал бы тому же принципу оптимальности, что был выбран
игроками в начале игры. Условие позиционной состоятельности век-
тора Шепли накладывает дополнительно условие неотрицательности
на выплаты игрокам на каждом промежутке времени.

Кооперативную процедуру распределения дележа можно считать
универсальной, поскольку её можно построить в любой марковской
игре, используя полученные уравнения, но гарантировать при этом
позиционную состоятельность дележа в общем случае нельзя.

Кооперативное решение, полученное в работе для игры переда-
чи данных позволяет наладить работу беспроводной сети и получить
от этой работы максимальный ожидаемый результат. К сожалению,
при изменении структуры сети необходимо заново определять матри-
цу вероятностей перехода и выигрыши игроков в игровых элементах.
Также имеются вычислительные трудности при нахождении обрат-
ной матрицы в уравнениях, определяющих математические ожида-
ния выигрышей игроков.
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COOPERATIVE DATA TRANSMISSION GAME IN
WIRELESS NETWORK

Elena M. Parilina, Faculty of Applied Mathematics and Control
Processes, Saint-Petersburg State University, Saint-Peterburg, Cand.Sc.
(barlena@gmail.com).

Abstract : The paper considers the problem of data transmission in a
simple wireless network. The process of data transmission is modelled
with the help of a stochastic game. The paper proposes the system of
rewards and costs to the network users to regulate the process of data
transmission. The cooperative version of the game is considered. For
this purpose the characteristic function is found. The Shapley value is
proposed as a cooperative decision of the game. The condition of subgame
consistency of the Shapley value and the method of construction of the
cooperative payo� distribution procedure are taken. The cooperative
payo� distribution procedure allows to redistribute payo�s to the players
(network users) at each time slot to overcome the natural inconsistency
of the Shapley value. The paper considers the numerical example which
demonstrates all obtained theoretical results.

Keywords : cooperative stochastic game, Markov game, subgame consis-
tency, cooperative payo� distribution procedure.
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ áåñêîíå÷íûå êîàëèöèîííûå èã-
ðû. Èçó÷àþòñÿ êîàëèöèè ñ òî÷êè çðåíèÿ ðèñêà è êîíôëèêòíî-
ñòè. Ïðîèçâîëüíàÿ êîàëèöèîííàÿ èãðà îòîæåñòâëÿåòñÿ ñ ñîïî-
ñòàâèìîé åé öåïüþ Ìàðêîâà. Òåì ñàìûì, èçó÷åíèå êîàëèöèîí-
íûõ èãð ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ öåïåé Ìàðêîâà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ýòèì èãðàì. Îïðåäåëÿåòñÿ ñðåäíèé âûèãðûø ïðîèçâîëü-
íîé êîàëèöèîííîé èãðû è àëãîðèòì åãî âû÷èñëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîàëèöèîííûå èãðû, áåñêîíå÷íûå èãðû, ðèñêè è
êîíôëèêòû â êîàëèöèîííûõ èãðàõ, ñóïåðàääèòèâíûå îáîëî÷êè, ìà-
òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà, öåïè Ìàðêîâà.

1. Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàþòñÿ êîàëèöèîííûå èãðû ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè öå-
ïåé Ìàðêîâà. Ìíîãèå ïîëèòè÷åñêèå ñîáûòèÿ, ýêîíîìè÷åñêàÿ êîíêó-
ðåíöèÿ è äðóãèå ÿâëåíèÿ ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ ïîìîùüþ òåîðèè
êîàëèöèîííûõ èãð. Åñëè îïðåäåëèòü âîçìîæíûå êîàëèöèè èãðîêîâ è
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âûèãðûøè êàæäîé êîàëèöèè, à òàêæå âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èãðîêîâ
èç îäíîé êîàëèöèè â äðóãóþ, òî, îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî ñïðîãíîçèðî-
âàòü ñðåäíþþ âåëè÷èíó âûèãðûøà áåñêîíå÷íîé êîàëèöèîííîé èãðû
â öåëîì è êàæäîé êîàëèöèè â îòäåëüíîñòè.

Êîíå÷íî, âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èãðîêîâ èç îäíîé êîàëèöèè â äðó-
ãóþ ìîãóò çàâèñåòü îò âðåìåíè, íî ýòî íå ìåøàåò äåëàòü ïðîãíîçû.
Èñïîëüçóÿ âû÷èñëèòåëüíóþ òåõíèêó è íåñëîæíûé àëãîðèòì ðàñ÷åòà
âûèãðûøà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, ìîæíî ñïðîãíîçèðîâàòü õîä
ðàçâèòèÿ ïîëèòè÷åñêîé èëè ýêîíîìè÷åñêîé ñèòóàöèè â ìèðå èëè â
îòäåëüíîì ðåãèîíå.

Êðîìå òîãî, â ñòàòüå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå êîíôëèêòíîé, à òàêæå
ñàìîé ðèñêîâàííîé êîàëèöèè, ÷òî ìîæåò çàèíòåðåñîâàòü ìåíåäæå-
ðîâ ïðåäïðèÿòèé è ãîñóäàðñòâåííûõ ñëóæàùèõ. Îïðåäåëÿåòñÿ àë-
ãîðèòì íàõîæäåíèÿ êîíôëèêòíûõ êîàëèöèé è �ïîñòðîåíèå� íîâûõ
íåêîíôëèêòíûõ êîàëèöèé.

2. Ðèñêè è êîàëèöèè

Ðàññìîòðèì êîàëèöèîííóþ èãðó VN ñ N èãðîêàìè è ôóíêöèåé
âûèãðûøåé v(·) : S → R (õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ) , ãäå S �
êîàëèöèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç | S | èãðîêîâ, | S |< N , è v(S) � âûèãðûø
êîàëèöèè S. Ïî îïðåäåëåíèþ êîàëèöèÿ � ýòî ãðóïïà èãðîêîâ, äîãî-
âîðèâøèõñÿ èãðàòü ñîîáùà.

Ââåäåì ôóíêöèþ v̄(·), îïðåäåëåííóþ íà ïîäìíîæåñòâå âåêòîðîâ
ïðîñòðàíñòâà RN . Òî÷êå xS = (x1, x2, ..., xN) ñ êîîðäèíàòîé xi = 1

èëè xi = 0 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïðèíàäëåæèò ëè i-ûé èãðîê S-
îé êîàëèöèè èëè íåò, ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèå ôóíêöèè v̄(·),
ðàâíîå v(S), ò.å. v̄(xS) = v(S). Ïðè òàêîì ñîïîñòàâëåíèè êîàëèöèè
òî÷êå ïðîñòðàíñòâà RN åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó êîàëèöèÿìè S1 è S2, íàïðèìåð,

%(S1, S2) = ‖xS1 − xS2‖ =
N∑

i=1

| xS1i
− xS2i

|

Ñðåäè âñåõ êîàëèöèé ñóùåñòâóþò ñàìûå ðèñêîâàííûå.
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Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïî îïðåäåëåíèþ ñàìîé ðèñêîâàííîé êîàëèöèåé ñ
øàãîì ðèñêà hmax íàçîâåì òàêóþ êîàëèöèþ, äëÿ êîòîðîé ïðè ñäâèãå
èç òî÷êè â RN , ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîé êîàëèöèè, íà ìàëîå ðàññòî-
ÿíèå, íå ïðåâîñõîäÿùåå hmax, çíà÷åíèå ôóíêöèè v̄(·) óìåíüøàåòñÿ íà
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñàìûå ðèñêîâàííûå êîàëèöèè ñîîòâåòñòâó-
þò òåì òî÷êàì ïðîñòðàíñòâà RN , ãäå îòíîøåíèå ïðèðàùåíèÿ ôóíê-
öèè âûèãðûøà ê âåëè÷èíå ñìåùåíèÿ â îäíó èç áëèæàéøèõ òî÷åê
äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà â RN , ñîîòâåòñòâóþùèõ âîçìîæíûì êîàëè-
öèÿì, � íàèìåíüøåå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñàìîé ðèñêîâàííîé êîàëèöèè
ïðåäëàãàåòñÿ íàõîäèòü ýòè îòíîøåíèÿ, ò.å. ðåøàòü ñëåäóþùóþ îïòè-
ìèçàöèîííóþ çàäà÷ó äëÿ âñåõ êîàëèöèé S è âîçìîæíûõ ïðèðàùåíèé
h ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè (íå îáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíû-
ìè), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó 0 <|| h ||≤ hmax,

minψ(S, h) −→S,h, (2.1)

ãäå
ψ(S, h) =

v̄(xS + h)− v̄(xS)

|| h ||
ïðè óñëîâèè, ÷òî xS + h � ñóùåñòâóþùàÿ êîàëèöèÿ.

Ðåøåíèå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (2.1) äàñò íàì íàèáîëåå ðèñêî-
âàííûå êîàëèöèè è îáëàñòü ðèñêà äëÿ çàäàííîãî èçíà÷àëüíî øàãà
ðèñêà hmax.

Äëÿ óìåíüøåíèÿ ðèñêà íàäî èñïîëüçîâàòü èìåþùèåñÿ â íàëè÷èè
ìåòîäû èçìåíåíèÿ ôóíêöèè v(·). Îäèí èç ìåòîäîâ � ýòî ïîñòðîåíèå
ôóíêöèè ṽ(·), îïèñàííûé â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

3. Êîíôëèêòíûå êîàëèöèè

Êîíôëèêòû â êîàëèöèè âîçíèêàþò èç-çà òîãî, ÷òî ñóììà âûèãðû-
øåé êîàëèöèé S è T áîëüøå, ÷åì ïðèáûëü êîàëèöèè S ∪ T , ò.å.

v(S) + v(T ) > v(S ∪ T ),

ãäå S ∩ T = ∅.



114 È.Ì. Ïðóäíèêîâ

Îïðåäåëåíèå 3.1. Íàçîâåì êîàëèöèþ S êîíôëèêòíîé, åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêîå åå ðàçáèåíèå íà ïîäêîàëèöèè S1, S2 ⊂ S, S1 ∪ S2 =

S, S1 ∩ S2 = ∅ , äëÿ êîòîðûõ

v(S1) + v(S2) > v(S) .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîíôëèêòíûõ êîàëèöèé ñäåëàåì ñëåäóþùåå.
Âû÷òåì èç çíà÷åíèÿ ôóíêöèè v̄(·) â òî÷êå xS∪T çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

v̄(·) â òî÷êå xS ëèáî xT . Åñëè

v̄(xT ) > v̄(xS∪T )− v̄(xS),

òî êîàëèöèÿ S ∪T êîíôëèêòíàÿ, è åå íàäî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîòåí-
öèàëüíî íåñòàáèëüíóþ, ñïîñîáíóþ ðàñïàñòüñÿ íà êîàëèöèè S è T .

Ñïðàøèâàåòñÿ, êàê íàõîäèòü êîíôëèêòíûå êîàëèöèè?
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ ν(·), îïðåäåëåííóþ íà êîà-

ëèöèÿõ S.
Áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ ν(·) ñóïåðàääèòèâíîé [2], åñëè

ν(S) + ν(T ) ≤ ν(S ∪ T ) (3.1)

äëÿ ëþáûõ êîàëèöèé S è T , S ∩ T = ∅. Ïî îïðåäåëåíèþ ν(∅) = 0.

Çàìå÷àíèå 3.1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ñóïåðàääèòèâíîé ôóíê-
öèè ν(·) íåðàâåíñòâî (3.1) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáûõ êîàëèöèé
S1,S2,...,Sk, Si ∩ Sj = ∅, i 6= j, ò.å.

ν(S1) + ν(S2) + ... + ν(Sk) ≤ ν(S1 ∪ S2 ∪ S3 ∪ ... ∪ Sk).

Ïîñòðîèì íàèìåíüøóþ ñóïåðàääèòèâíóþ îáîëî÷êó ôóíêöèè âû-
èãðûøà v(·), êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç ṽ(·).

Îïðåäåëèì ṽ(·) ñëåäóþùèì îáðàçîì

ṽ(S) = max
S1,S2,...,Sk

(v(S1) + v(S2) + ... + v(Sk)), (3.2)

ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ïîäêîàëèöèÿì Si ⊂ S, Si ∩ Sj = ∅, i 6=
j, i, j ∈ N , N - ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Çäåñü îáúåäèíåíèå
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êîàëèöèé Si íå îáÿçàòåëüíî äàåò âñå ìíîæåñòâî S. Íî åñëè ôóíêöèÿ
v(·) íåîòðèöàòåëüíàÿ è îïðåäåëåííàÿ äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ êîàëèöèé,
òî, î÷åâèäíî, ìàêñèìóì áóäåò äîñòèãàòüñÿ äëÿ òåõ Si, îáúåäèíåíèå
êîòîðûõ åñòü âñå ìíîæåñòâî S.

Çàìå÷àíèå 3.2. Çàìåòèì, ÷òî ṽ(·) ≥ v(S), ïîñêîëüêó S∩∅ = ∅, S∪∅ =

S è v(∅) = 0.
Èç íåðàâåíñòâà

max
S1,S2

(v(S1) + v(S2)) ≤ max
S1,S2,...,Sk

(v(S1) + v(S2) + ... + v(Sk)),

ãäå Si îïðåäåëåíû âûøå, ñëåäóåò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà äðîáëå-
íèé êîàëèöèè S íà âñå áîëüøåå ÷èñëî ïîäêîàëèöèé çíà÷åíèå ìàêñè-
ìóìà, ñòîÿùåãî â ïðàâîé ÷àñòè (3.2), ìîæåò òîëüêî óâåëè÷èâàòüñÿ.

Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ ṽ(·) ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ äëÿ êîàëèöèé S,
äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ v(·) íå îïðåäåëåíà.

Äîêàæåì ñóïåðàääèòèâíîñòü ôóíêöèè ṽ(·).

Òåîðåìà 3.1. Ôóíêöèÿ ṽ(·) - ñóïåðàääèòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïðîâîäèòü îò ïðîòèâíîãî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå êîàëèöèè S è T , äëÿ êîòîðûõ
S ∩ T = ∅, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.1) íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å.

ṽ(S) + ṽ(T ) > ṽ(S ∪ T ). (3.3)

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ṽ(·) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå Si, Ti, Si∩
Sj = ∅, Ti ∩ Tj = ∅ i 6= j, i, j ∈ N , è

∪
i
Si ⊂ S, ∪

i
Ti ⊂ T, Si ∩ Tj = ∅ ∀i, j,

äëÿ êîòîðûõ

ṽ(S) = max
S1,S2,...,Sk

(v(S1) + v(S2) + ... + v(Sk)) = v(S1) + v(S2) + ... + v(Sk)

è

ṽ(T ) = max
T1,T2,...,Tm

(v(T1)+v(T2)+ ...+v(Tm)) = v(T1)+v(T2)+ ...+v(Tm).
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Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ṽ(·) ñëåäóåò, ÷òî

ṽ(S ∪T ) ≥ max
Si,Ti

(v(S1)+ v(S2)+ ...+ v(Sk)+ v(T1)+ v(T2)+ ...+ v(Tm)),

(3.4)
ãäå êîàëèöèè Si è Ti îïðåäåëåíû âûøå.

Èç (3.4) èìååì

ṽ(S∪T ) ≥ max
Si,Ti

(v(S1)+v(S2)+ ...+v(Sk)+v(T1)+v(T2)+ ...+v(Tm)) =

= max
Si

(v(S1) + v(S2) + ... + v(Sk)) +max
Tj

(v(T1) + v(T2) + ... + v(Tm)) =

= ṽ(S) + ṽ(T ),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (3.3). Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ïðåäïîëîæåíèåì.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ íàèìåíüøåé ñóïåðàääèòèâíîé îáîëî÷êè
ôóíêöèè v(·) ëåãêî àëãîðèòìèçèðîâàòü è íàïèñàòü ïðîãðàììó ðàñ÷å-
òà ôóíêöèè ṽ(·) íà âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
ñîïîñòàâèòü êàæäîé êîàëèöèè S âåêòîð xS èç RN , êàê ýòî äåëàëîñü
ðàíåå, è ðàññìàòðèâàòü âåêòîðû xSi

âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå äðóã
ê äðóãó, äëÿ êîòîðûõ èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ, ò.å.
(xSi

, xSj
) = 0. Ôóíêöèþ ṽ(·) ìîæíî îïðåäåëèòü òàê

ṽ(S) = max
xS1

,xS2
,...,xSk

(v̄(xS1) + v̄(xS2) + ... + v̄(xSk
)),

ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûì âåêòîðàì
xSi

, k ∈ N , è xS = xS1 + xS2 + ... + xSk
.

Íàõîæäåíèå êîíôëèêòíûõ êîàëèöèé íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Äëÿ
ýòîãî íàäî ïîñòðîèòü íàèìåíüøóþ ñóïåðàääèòèâíóþ îáîëî÷êó ṽ(·)
ôóíêöèè v(·) è íàéòè òå êîàëèöèè S, ãäå çíà÷åíèå ôóíêöèè ṽ(S) >

v(S). Òàêèå êîàëèöèè áóäóò íåóñòîé÷èâûìè, è íà íèõ íàäî îáðàòèòü
âíèìàíèå â ïåðâóþ î÷åðåäü ðóêîâîäèòåëÿì ïðåäïðèÿòèé è ìåíåäæå-
ðàì. Êðîìå òîãî, ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ṽ(·) ìîæíî îïðåäåëÿòü íîâûå
íåêîíôëèêòíûå êîàëèöèè S íà îñíîâå ôîðìóëû (3.2).

Ïóñòü S � íåêîíôëèêòíàÿ êîàëèöèÿ, ò.å. ṽ(S) = v(S) = v̄(xS).
Òîãäà èç ôîðìóëû (2.1) âèäíî, ÷òî äëÿ óìåíüøåíèÿ ðèñêà äëÿ êîà-
ëèöèè S íàäî óâåëè÷èâàòü çíà÷åíèÿ v̄(xS+h), ãäå 0 <|| h ||≤ hmax äëÿ
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заданного изначально шага риска hmax. Кроме того, увеличивать зна-
чения v̄(xS +h) надо таким образом, чтобы сохранить существующие
неконфликтные коалиции. Этим требованиям мы удовлетворим, ес-
ли заменим функцию v(·) на функцию ṽ(·). Из формулы (3.2) видно,
что ṽ(S) ≥ v(S). Поэтому такая замена приведет только к увеличе-
нию функции ψ(·), а значит и к уменьшению риска для коалиции
S.

4. Средний выигрыш в бесконечных коалиционных играх

Рассмотрим, как и ранее, игру с N участниками и функцией вы-
игрыша v(·) : S → R, определенной на коалициях S. В процессе игры
некоторые коалиции могут распадаться, и игроки из одной коалиции
будут переходить в другие коалиции с некоторыми вероятностями.
Нас будут интересовать среднее значение выигрыша, вычисленного
по всем возможным коалициям, если игра продолжается бесконечно
долго. Помимо функции выигрыша v(·) определим матрицу веро-
ятностей участия игроков в той или иной коалиции. Каждой такой
матрице соответствует определенный средний выигрыш по коалици-
ям. Этот средний выигрыш может рассматриваться как определя-
ющий фактор для долгосрочного прогнозирования. Действительно,
если есть коалиция с большим выигрышем, но которая почти нико-
гда не создается участниками игры, то вряд ли стоит рассчитывать
на такую коалицию, на что указывает маленький средний выигрыш
такой коалиции в бесконечной игре.

Пусть известна вероятность pi, с которой i-ый участник принима-
ет участие в игре, i ∈ 1 : N . Можно рассматривать более общий слу-
чай, когда вероятности участия игроков зависят от коалиции. Обо-
значим вероятность участия i-ого игрока в коалиции M через pi(M),
а не участия – через qi(M), pi(M) + qi(M) = 1. По предположению
будем считать, что игроки принимают решение независимо друг от
друга.

Пусть задана коалиция M с выигрышем v(M). Вычислим вероят-
ность перехода от коалиции M2 к коалиции M1 (см. рис. 1). Коалиция
M1 состоит из | M1 | участников, а коалиция M2 – из | M2 | участни-
ков.
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Коалиция M1

Коалиция M2

N1
N2

Ðèñóíîê 1.

Ïåðåõîä îò êîàëèöèè M2 ê êîàëèöèè M1 âîçìîæåí òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà âñå èãðîêè êîàëèöèè M2, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò
êîàëèöèè M1, ïåðåéäóò â ëþáûå äðóãèå êîàëèöèè, êðîìå M1, à èã-
ðîêè êîàëèöèè M2, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò êîàëèöèè M1, ïåðåéäóò â
M1.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî N2 ó÷àñòíèêîâ êîàëèöèè M2 íå ïåðåéäóò â
êîàëèöèþ M1, à ïåðåéäóò â ïðîèçâîëüíûå äðóãèå êîàëèöèè, ñîãëàñíî
ïðàâèëó óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðàâíà

pi1,i2,...,iN2
= qi1(M1)qi2(M1)...qiN2

(M1),

ãäå i1, i2, ..., iN2 - íîìåðà N2 ó÷àñòíèêîâ êîàëèöèè M2, íå âõîäÿùèõ â
êîàëèöèþ êîàëèöèè M1.

Âåðîÿòíîñòü ó÷àñòèÿ N1 èãðîêîâ (íîâûõ èëè ñòàðûõ) ñ íîìåðàìè
j1, j2, ..., jN1 â êîàëèöèè M1 ñîãëàñíî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé ðàâíà

pj1,j2,...,jN1
= pj1(M1)pj2(M1)...pjN1

(M1),

ãäå j1, j2, ..., jN1 íîìåðà èãðîêîâ êîàëèöèè M2, âõîäÿùèõ â êîàëèöèþ
êîàëèöèè M1.

Ïóñòü ÷èñëî âñåõ êîàëèöèé ðàâíî K. Âîçìîæíî, ÷òî âñå îíè èìå-
þò îäèíàêîâûé ïðèîðèòåò è â ýòîì ñìûñëå ðàâíîâåðîÿòíû, ò.å. âå-
ðîÿòíîñòü âûáîðà ëþáîé èç íèõ ðàâíà 1

K
. Íî ìîæåò áûòü ñèòóàöèÿ,

êîãäà íåêîòîðûå èç íèõ èìåþò áîëüøèé ïðèîðèòåò, ÷åì äðóãèå. Îáî-
çíà÷èì âåðîÿòíîñòü âûáîðà ïîñòðîåíèÿ êîàëèöèè M1 èç êîàëèöèè
M2 ÷åðåç p(M2, M1). Êàê òîëüêî âûáðàíà êîàëèöèÿ M1, òî òåì ñà-
ìûì ôèêñèðîâàíî ÷èñëî âîçìîæíûõ äîáàâëåíèé ê êîàëèöèè M2, è
âåðîÿòíîñòü äîáàâëåíèÿ íîâûõ ó÷àñòíèêîâ áîëåå ýòîãî ÷èñëà ðàâíà
íóëþ.
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Òîãäà âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà îò êîàëèöèè M2 ê êîàëèöèè M1 ðàâíà

Pj1,j2,...,jN1
,i1,i2,...,iN2

= pj1,j2,...,jN1
pi1,i2,...,iN2

. (4.1)

Èãðó ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé v(M) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-
äå ãðàôà ΓV , ó êîòîðîãî âåðøèíû åñòü âîçìîæíûå êîàëèöèè, à âåðî-
ÿòíîñòü ïåðåõîäà îò îäíîé âåðøèíû-êîàëèöèè M2 ê äðóãîé âåðøèíå-
êîàëèöèè M1 ðàâíà pj1,j2,...,jN1

,i1,i2,...,iN2
. Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå

âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà îò M2 ê M1 íå ðàâíà âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà îò
M1 ê M2, ò.å. ãðàô ΓV � íàïðàâëåííûé.

Âåðîÿòíîñòü îñòàòüñÿ â êîàëèöèè M2 ðàâíà äîïîëíåíèþ äî åäè-
íèöû ñóììû âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ èç M2 â äðóãèå, îòëè÷íûå îò
M2, êîàëèöèè.

Ãðàô ΓV èìååò ìàòðèöó âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ P , ýëåìåíòàìè
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà pj1,j2,...,jN1

,i1,i2,...,iN2
.

Åñëè ðàññìîòðåíû âñå êîàëèöèè ñî âñåìè âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõî-
äîâ, òî äîëæíà ïîëó÷èòüñÿ öåïü Ìàðêîâà M , êîòîðóþ áóäåì èçó÷àòü
è èñêàòü ñðåäíåå çíà÷åíèå âûèãðûøà äëÿ áåñêîíå÷íîé êîàëèöèîííîé
èãðû VN . Öåïè Ìàðêîâà óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ãðàôîâ.

Îáîçíà÷èì ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîñòðîåííîé öåïè Ìàðêîâà
M , ÷åðåç ΓV , à âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà îò i-îé âåðøèíû ê j-îé � ÷åðåç
pij. i, j ∈ 1 :| ΓV |, ãäå | ΓV | � ÷èñëî âåðøèí ãðàôà ΓV .

Ïóñòü p
(n)
ij � âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà îò i-îé âåðøèíû ê j-îé çà n øà-

ãîâ. Âåðøèíû ãðàôà ΓV ñîîòâåòñòâóþò âñåì âîçìîæíûì êîàëèöèÿì
èãðû.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó èãðîé VN , öåïüþ Ìàðêîâà M è åå ãðàôîì ΓV . Íàçîâåì ΓV ãðàôîì
êîàëèöèîííîé èãðû VN .

Ðàññìîòðèì ñïåðâà ñëó÷àé, êîãäà öåïü Ìàðêîâà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ïîñòðîåííîìó ãðàôó ΓV , ñîñòîèò èç îäíîãî êëàññà ñìåæíîñòè.

Òîãäà, åñëè ýòîò êëàññ íåïåðèîäè÷åñêèé, à çíà÷èò ðåãóëÿðíûé,
èëè ýðãîäè÷åñêèé, òî, êàê èçâåñòíî, ó âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà p

(n)
ij åñòü

ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè n →∞, ò.å.

lim
n→∞

p
(n)
ij = pj,

N∑
j=1

pj = 1.
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Âåðîÿòíîñòè pj íàçûâàþòñÿ ïðåäåëüíûìè ñòàöèîíàðíûìè (ýðãî-
äè÷åñêèìè) âåðîÿòíîñòÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî îïðåäåëèòü ñðåä-
íèé âûèãðûø â èãðå êàê ñóììó ïðîèçâåäåíèé âåðîÿòíîñòåé pj ïî-
ïàäàíèÿ â âåðøèíó j íà âûèãðûø, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé âåðøèíå,
ò.å.

vm =
N∑
j

pjv(Sj), (4.2)

ãäå êîàëèöèÿ Sj ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå j.

Çàìå÷àíèå 4.1. Èçâåñòíî [3], ÷òî åñëè êîýôôèöèåíò ýðãîäè÷íîñòè

k(n0) = 1− 1

2
sup
i,j

∑
m

| pim(n0)− pjm(n0) |

äëÿ íåêîòîðîãî n0 ïîëîæèòåëåí, òî

sup
p0

i

| pij(n)− p∗j |≤ C e−Dn,

ãäå p0
i - íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé,

D =
1

n0

ln
1

1− k(n0)
.

Ïîýòîìó, èñõîäÿ èç ïðèâåäåííûõ ôîðìóë, ìîæíî äåëàòü îöåíêó âðå-
ìåíè è òî÷íîñòè äîñòèæåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ âûèãðûøà èãðû.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ, êîãäà öåïü Ìàðêîâà M , ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ãðàôó ΓV , ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì d. Òîãäà ñðåäíèé
âûèãðûø äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ðàâåí

vm =
1

d

d∑
j=1

v(Sj).

Çäåñü ïðè íàõîæäåíèè ñðåäíåãî âûèãðûøà vm ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî âåðî-
ÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ëþáóþ âåðøèíó ïåðèîäè÷åñêîé íåðàçëîæèìîé
öåïè Ìàðêîâà ðàâíà 1

d
.

Óñëîæíèì ñèòóàöèþ. Ïóñòü öåïü Ìàðêîâà M èãðû VN ñîñòîèò èç
íåñêîëüêèõ ðåãóëÿðíûõ (ýðãîäè÷åñêèõ) êëàññîâ Γ1,Γ2,...,Γk, òàê ÷òî

Γ =
k∪

i=1
Γi.
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Òîãäà ñðåäíèé âûèãðûø âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.
1. Âû÷èñëÿåì ñðåäíèé âûèãðûø äëÿ êàæäîãî êëàññà Γi ïî óêà-

çàííîé âûøå ôîðìóëå

vm(i) =

ni∑
j=1

pj(i)v(Sj(i)),

ãäå pj(i) � ïðåäåëüíûå ýðãîäè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè äëÿ êëàññà Γi, j ∈
1 : ni, Sj(i) � êîàëèöèè êëàññà Γi, ni � ÷èñëî âåðøèí êëàññà Γi.

2. Çàòåì âû÷èñëÿåì ñðåäíèé âûèãðûø âñåé ìàðêîâñêîé öåïè ΓV .

vm =
k∑

i=1

pivm(i), (4.3)

ãäå pi � âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â êëàññ Γi, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ
êàê ñóììàðíàÿ ïðåäåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ëþáóþ âåðøèíó
êëàññà Γi. Ïðàâèëî ðàñ÷åòà âåðîÿòíîñòè pi ñëåäóþùåå:

pi =

ni∑
j=1

p
(i)
j , (4.4)

ãäå p(0) = (p
(1)
1 , p

(1)
2 , ..., p

(1)
n1 , p

(2)
1 , p

(2)
2 , ..., p

(2)
n2 , ..., p

(k)
1 , p

(k)
2 , ..., p

(k)
nk ) � íà÷àëü-

íîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè. Â (4.4) ñóììèðîâàíèå èäåò äëÿ ni

ýëåìåíòîâ i-îãî êëàññà.
Âûáîð ôîðìóëû (4.3) îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ýðãîäè÷åñêèå êëàññû

Γi, i ∈ 1 : k, â äàííîì ñëó÷àå èçîëèðîâàííûå (ñì. ðèñ. 2) è êîíå÷-
íûé âûèãðûø áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ òåì, â êàêîì êëàññå ìû íàõîäèìñÿ.
Åñòü, êàê áû, íåñêîëüêî âàðèàíòîâ âûáîðà ñ ðàçëè÷íûìè âåðîÿòíî-
ñòÿìè è ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè âûèãðûøà. Ïîñëå òàêîé
òðàêòîâêè äàëåå ïðèìåíÿåì èçâåñòíóþ ôîðìóëó äëÿ ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îæèäàíèÿ.

Åñëè öåïü Ìàðêîâà Γ ñîñòîèò èç k ðåãóëÿðíûõ (ýðãîäè÷åñêèõ)
êëàññîâ è l ïåðèîäè÷åñêèõ êëàññîâ, òî ñðåäíèé âûèãðûø áåñêîíå÷íîé
êîàëèöèîííîé èãðû áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Âû÷èñëÿåì ñðåäíèé âûèãðûø äëÿ êàæäîãî èç k + l êëàññîâ ïî
ôîðìóëàì, äàííûì âûøå. Îáîçíà÷èì ýòè âûèãðûøè ÷åðåç vmi

, i ∈
1 : (k + l).



122 È.Ì. Ïðóäíèêîâ

Г1

Г2

Гk

Ðèñóíîê 2.

2. Âû÷èñëÿåì ñðåäíèé âûèãðûø âñåé èãðû

vm =
k+l∑
i=1

pivmi
, (4.5)

ãäå pi � âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â êëàññ Γi, âû÷èñëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå
(4.4).

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé ìàðêîâñêîé öåïè. Èçâåñòíî, ÷òî
ïðîèçâîëüíàÿ öåïü Ìàðêîâà ïîñëå ïåðåíóìåðàöèè ñòðîê è ñòîëáöîâ
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå [1], èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 3, ãäå ïó-
ñòûå, íåçàïîëíåííûå ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþò íóëåâûì ýëåìåíòàì.
C0 � åñòü êëàññ íåñóùåñòâåííûõ ñîñòîÿíèé, à Γ1, Γ2, ..., Γk � íåïåðå-
ñåêàþùèåñÿ êëàññû ñóùåñòâåííûõ ñîîáùàþùèõñÿ ñîñòîÿíèé.

Ïóñòü èçâåñòíî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ïî ñîñòîÿ-
íèÿì, êîòîðîå åñòü âåêòîð-ñòðîêà (p0,1, ..., p0,n0 , p1,1, p1,2, ..., p1,n1 , ..., pk,1,

..., pk,nk
). Çäåñü k- ÷èñëî èçîëèðîâàííûõ êëàññîâ ñ ìàòðèöàìè Γi,

i ∈ 1 : k, n0, n1, ..., nk � ÷èñëî ñòîëáöîâ ìàòðèö C0, C1, C2, ..., Ck ñî-
îòâåòñòâåííî, ñòîÿùèõ â ïåðâîé ñòðîêå ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿò-
íîñòåé ìàðêîâñêîé öåïè M (ñì. ðèñ. 3).

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåêòîð-ñòðîê p0 = (p0,1, p0,2, ...,

p0,n0), p1 = (p1,1, p1,2, ..., p1,n1),...,pk = (pk,1, pk,2, ..., pk,nk
). Âû÷èñëèì âå-

ðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ïåðâûé êëàññ Γ1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòà
âåðîÿòíîñòü ðàâíà

p̄1 =

n1∑
j=1

b1j,
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Г1

Г2

Гk

C
1

C
2

C
0

C
k

Ðèñóíîê 3.

ãäå b1j � ýëåìåíòû âåêòîðà-ñòðîêè b1, âû÷èñëÿåìîé ïî ôîðìóëå

b1 = p1 Γ1 + p0 C1.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòè p̄i, i ∈ 1 : k, ïîïàäàíèÿ âî
âòîðîé è ïîñëåäóþùèå êëàññû.

Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî âûèãðûøà áåñêîíå÷íîé êîàëèöè-
îííîé èãðû VN ñ ãðàôîì ΓV , ïðåäñòàâëåííîì íà ðèñ. 3, íàäî ïî-
âòîðèòü âñå îïèñàííûå âûøå îïåðàöèè è çàìåíèòü ôîðìóëó (4.5) íà
ôîðìóëó

vm =
k+l∑
i=1

p̄ivmi
,

ãäå vmi
, i ∈ 1 : k � ñðåäíèå âûèãðûøè äëÿ êàæäîãî èç k êëàññîâ.

Çàìå÷àíèå 4.2. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñèòóàöèþ, êîãäà âåðîÿòíîñòè
ïåðåõîäà i-îãî ó÷àñòíèêà â j-óþ êîàëèöèþ Mj çàâèñèò îò ìîìåíòà
âðåìåíè t = n, ò.å. pi(Mj) = pi,j(n). Âñå ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû
íåòðóäíî ïåðåïèñàòü ñ ó÷åòîì ýòîãî ôàêòà.

Çàìå÷àíèå 4.3. Ïðèâåäåííàÿ îöåíêà ñðåäíåé âåëè÷èíû âûèãðûøà â
èãðå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ îöåíêè íåêîòîðûõ ðåàëüíûõ ïîëè-
òè÷åñêèõ ñèòóàöèé. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå èãðîêîâ ìîãóò âûñòóïàòü
ñòðàíû, âîåííûå áëîêè, ðûíêè è ò.ä.
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THE AVERAGE VALUE OF PROFIT IN INFINITE
COALITION GAMES

I.M. Prudnikov, Saint-Peterburg State University, Saint-Peterburg,
Cand. Sc. (pim 10@hotmail.com).

Abstract : The in�nite coalition games are considered in the article.
The risk and con�icts of these games are introduced. The algorithm is
suggested how to construct games without con�icts. It is shown how to
confront any coalition game with a Markov's chain. The study of these
games can be reduced to the study of the Markov's chaines. The average
value of pro�t and an algorithm of it's calculation is suggested.

Keywords : coalition games, in�nite games, risks and con�icts in coalition
games, superadditive hulls, the mean value of pro�t, Markov's chains.
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