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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèå èãðû ñî ñëó÷àé-
íûì ìîìåíòîì îêîí÷àíèÿ â êëàññå ÷èñòûõ ñòàöèîíàðíûõ ñòðà-
òåãèé. Ïîñòðîåí êîîïåðàòèâíûé âàðèàíò äëÿ òàêîãî êëàññà ñòî-
õàñòè÷åñêèõ èãð, íàéäåíî êîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå. Ïîëó÷åíû
óñëîâèÿ óñòîé÷èâîé êîîïåðàöèè äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ èãð. Ïðèí-
öèïû óñòîé÷èâîé êîîïåðàöèè âêëþ÷àþò òðè óñëîâèÿ: ïîçèöè-
îííóþ ñîñòîÿòåëüíîñòü (äèíàìè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü), ñòðàòå-
ãè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü, çàùèòó îò èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäå-
íèÿ. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ïðèìåð, äëÿ êîòîðîãî íàéäåíî êî-
îïåðàòèâíîå ñîãëàøåíèå, è ïðîâåðåíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîé êî-
îïåðàöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîîïåðàòèâíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ èãðà, ïîçèöèîííàÿ
ñîñòîÿòåëüíîñòü, äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, ïðîöåäóðà ðàñïðåäå-
ëåíèÿ äåëåæà, ñòðàòåãè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, óñëîâèå çàùèòû îò èð-
ðàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ.

1. Ââåäåíèå
Ñòîõàñòè÷åñêèå èãðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äèíàìè÷åñêèé èãðîâîé

ïðîöåññ. Åñëè â èãðå âîçìîæíà êîîïåðàöèÿ, òî âàæíûì å¼ ñâîéñòâîì
ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîñòü â äèíàìèêå. Â ðàáîòå [5] ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè
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ïðèíöèïà óñòîé÷èâîé êîîïåðàöèè: ñîñòîÿòåëüíîñòü âî âðåìåíè (äè-
íàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü), ñòðàòåãè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü è çàùèòà îò
èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ.

Âïåðâûå ïîíÿòèå äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè áûëî ââåäåíî Ë. À.
Ïåòðîñÿíîì â 1977 ã. äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð [2]. Ýòî óñëîâèå
îêàçàëîñü àêòóàëüíûì è äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ èãð [13]. Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèå èãðû â ñòàöèîíàðíûõ ñòðà-
òåãèÿõ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì èãðîâûõ ýëåìåíòîâ, ëþáîé èç êîòîðûõ
ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ íà êàæäîì øàãå èãðû. Ïðè òàêîì ñïîñîáå çàäà-
íèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ èãð ñîñòîÿòåëüíîñòü êîîïåðàòèâíîãî ñîãëàøåíèÿ
äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ â êàæäîé ïîçèöèè (èãðîâîì ýëåìåíòå) èãðîâî-
ãî ïðîöåññà. Òî åñòü äëÿ êîîïåðàòèâíîãî ñîãëàøåíèÿ ïðåäúÿâëÿåòñÿ
òðåáîâàíèå ïîçèöèîííîé ñîñòîÿòåëüíîñòè. Ïîçèöèîííàÿ ñîñòîÿòåëü-
íîñòü êîîïåðàòèâíîãî ñîãëàøåíèÿ ïîçâîëÿåò èãðîêàì íà êàæäîì øà-
ãå èãðû ðàññ÷èòûâàòü íà ïîëó÷åíèå äåëåæà, óäîâëåòâîðÿþùåãî îä-
íîìó è òîìó æå ïðèíöèïó îïòèìàëüíîñòè.

Óñëîâèå ñòðàòåãè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ãàðàíòèðóåò íàëè÷èå ðàâ-
íîâåñèÿ ïî Íýøó â ðåãóëÿðèçîâàííîé èãðå ñ âûèãðûøàìè, êîòîðûå
èãðîêè ðàññ÷èòûâàþò ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå êîîïåðàòèâíîãî ñîãëà-
øåíèÿ. Ðåãóëÿðèçàöèÿ èãðû ñòðîèòñÿ íà îñíîâå èñõîäíîé ñòîõàñòè-
÷åñêîé èãðû ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà [4]. Óñëî-
âèÿ ñòðàòåãè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ èãð áûëè òàê-
æå ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [1,11].

Â ñëó÷àå, êîãäà êîîïåðàöèÿ ðàñïàäàåòñÿ ïî êàêèì-ëèáî ïðè÷èíàì
(íàïðèìåð, êàêîé-ëèáî èç èãðîêîâ (ãðóïïà èãðîêîâ) ðåøàåò ðàñòîðã-
íóòü ñîãëàøåíèå íà íåêîòîðîì øàãå èãðû), òî èãðîêè ìîãóò ãàðàí-
òèðîâàòü ñåáå îæèäàåìûé âûèãðûø íå ìåíüøå, ÷åì, åñëè áû îíè
äåéñòâîâàëè ñàìîñòîÿòåëüíî ñ íà÷àëà èãðû, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå
çàùèòû îò èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ [15],

Âïåðâûå ïîíÿòèå ñòîõàñòè÷åñêèõ èãð áûëî ââåäåíîØåïëè â 1953 ã.
[14]. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èññëåäîâàíèåì ñòîõàñòè÷åñêèõ èãð ïîñâÿ-
ùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò, íåêîòîðûå èç íèõ � ñì. [3,9,12,16]. Øèðîêîå
ïðèìåíåíèå ñòîõàñòè÷åñêèå èãðû íàøëè â îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ
òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñèñòåì [6,7] è â ýêîíîìèêå [8].
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2. Ñòîõàñòè÷åñêèå èãðû â ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèÿõ
Ñòîõàñòè÷åñêàÿ èãðà ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èãðà íà÷è-

íàåòñÿ ñî ñëó÷àéíîãî õîäà, ò. å. ñ âûáîðà íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ èãðû
(èãðîâîãî ýëåìåíòà), ñ êîòîðîãî íà÷íåòñÿ èãðîâîé ïðîöåññ. Íà êàæ-
äîì øàãå ñòîõàñòè÷åñêîé èãðû ðåàëèçóåòñÿ îäèí èãðîâîé ýëåìåíò èç
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîâðåìåííóþ
èãðó n ëèö. Â èãðîâîì ýëåìåíòå ðåàëèçóåòñÿ íåêîòîðàÿ ñèòóàöèÿ, â
çàâèñèìîñòè îò êîòîðîé ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïåðåõîä â ñëåäóþùèé èãðîâîé ýëåìåíò. Íà êàæäîì øàãå èãðà ìî-
æåò çàêîí÷èòüñÿ ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ, ïðè óñëîâèè, ÷òî îíà íå
çàêîí÷èëàñü íà ïðåäûäóùåì øàãå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòà âåðîÿò-
íîñòü íå çàâèñèò îò íîìåðà øàãà.

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ:
N = {1, . . . , n} � ìíîæåñòâî èãðîêîâ;
Γj = 〈N, Xj

1 , . . . , X
j
n, K

j
1 , . . . , K

j
n〉 � j-ûé èãðîâîé ýëåìåíò (îäíîâðå-

ìåííàÿ èãðà n ëèö â íîðìàëüíîé ôîðìå), ìíîæåñòâî èãðîêîâ N îäè-
íàêîâî äëÿ âñåõ Γj, j = 1, . . . , t, Xj

i � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé i

- ãî èãðîêà (i ∈ N) â Γj, Kj
i

(
xj

1, . . . , x
j
n

)
= Kj

i (x
j) � íåîòðèöàòåëüíàÿ

ôóíêöèÿ âûèãðûøà i-ãî èãðîêà â èãðîâîì ýëåìåíòå Γj, j = 1, . . . , t;
p(j, k; xj) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ èãðîâîé ýëåìåíò

Γk, åñëè íà ïðåäûäóùåì øàãå (â èãðîâîì ýëåìåíòå Γj) ðåàëèçîâà-
ëàñü ñèòóàöèÿ xj = (xj

1, . . . , x
j
n). Î÷åâèäíî, ÷òî p(j, k; xj) > 0, è

t∑
k=1

p(j, k; xj) = 1 äëÿ âñåõ xj ∈ Xj =
∏
i∈N

Xj
i è äëÿ ëþáûõ j, k =

1, . . . , t;
q ∈ (0, 1] � âåðîÿòíîñòü îêîí÷àíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé èãðû íà øàãå

k ïðè óñëîâèè, ÷òî èãðà íå çàêîí÷èëàñü íà øàãå k − 1;
π0 = (π0

1, . . . , π
0
t ) � âåêòîð íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-

ñòåé íà ìíîæåñòâå èãðîâûõ ýëåìåíòîâ Γ1, . . . , Γt, ãäå π0
j (j = 1, . . . , t)

� âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà ïåðâîì øàãå èãðû ðåàëèçóåòñÿ èãðîâîé
ýëåìåíò Γj,

t∑
j=1

π0
j = 1;

Ξi = {ηi} � ìíîæåñòâî ÷èñòûõ ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèé i-ãî èã-
ðîêà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè èãðîêàìè ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèé âûáîð
ñòðàòåãèè â êàæäîì èãðîâîì ýëåìåíòå èç ìíîæåñòâà {Γ1, . . . , Γt} íà
êàæäîì øàãå çàâèñèò òîëüêî îò òîãî, êàêîé èãðîâîé ýëåìåíò ðåàëè-
çóåòñÿ íà ýòîì øàãå, ò. å. ηi : Γj 7−→ xj

i ∈ Xj
i , j = 1, . . . , t.
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Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñòîõàñòè÷åñêîé èãðîé G ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì èã-
ðîâûõ ýëåìåíòîâ íàçîâåì íàáîð

G=

〈
N,

{
Γj

}t

j=1
, {Ξi}i∈N , q, π0,

{
p(j, k; xj)

}
j=1,t,k=1,t,xj∈

n∏
l=1

Xj
l

〉
. (2.1)

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ñòîõàñòè÷åñêîé ïîäûãðîé Gj, j = 1, . . . , t, ñ
êîíå÷íûì ÷èñëîì èãðîâûõ ýëåìåíòîâ íàçîâåì ñòîõàñòè÷åñêóþ èã-
ðó (2.1) ñ âåêòîðîì π0 = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) (ñ åäèíèöåé íà j-îì
ìåñòå), ò. å. ñòîõàñòè÷åñêóþ èãðó, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 íà÷èíàþùó-
þñÿ ñ èãðîâîãî ýëåìåíòà Γj.

Çàìå÷àíèå 2.1. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ èãðà â Îïðåäåëåíèè 2.1 äëÿ ëþáîé
ñèòóàöèè â ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèÿõ (η1, . . . , ηn) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êîíå÷íûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé
{Γ1, . . . , Γt}, âåêòîðîì íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé π0 è
ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé {p(j, k; xj)}j=1,t,k=1,t,xj∈Xj .

Çàìå÷àíèå 2.2. Ìîìåíò îêîí÷àíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé èãðû ÿâëÿåòñÿ ñëó-
÷àéíûì è ïîä÷èíÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêàÿ èãðà
G çàêîí÷èòñÿ íà øàãå k (k = 1, 2, . . .) ðàâíà (1− q)k−1q.

Â êà÷åñòâå âûèãðûøà èãðîêà áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ei ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå âûèãðûøà i-ãî èãðîêà â èãðå G è ÷åðåç Ej

i ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå âûèãðûøà i-ãî èãðîêà â ïîäûãðå Gj. Ñôîðìèðóåì âåêòîð
Ei(η) = (E1

i (η), . . . , Et
i (η)).

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âûèãðûøà i-ãî èãðîêà â ïîäûãðå
Gj çàïèøåì ðåêóððåíòíîå óðàâíåíèå:

Ej
i (η) = Kj

i (x
j) + (1− q)

t∑

k=1

p(j, k; xj)Ek
i (η) (2.2)

ïðè óñëîâèè, ÷òî η(Γj) = xj, ò. å. η(·) = (η1(·), . . . , ηn(·)), ãäå ηi(Γ
j) =

xj
i ∈ Xj

i , xj = (xj
1, . . . , x

j
n) äëÿ âñåõ j = 1, . . . , t, i ∈ N .

Òàê êàê ñòîõàñòè÷åñêàÿ èãðà G ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì èãðîâûõ ýëå-
ìåíòîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ â êëàññå ÷èñòûõ ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèé,
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îïðåäåëåííûõ âûøå, è ìíîæåñòâî îäíîâðåìåííûõ èãð {Γ1, . . . , Γt} êî-
íå÷íî, òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü t ïîäûãð G1, . . . , Gt, íà÷èíàþùèõñÿ
ñ èãðîâûõ ýëåìåíòîâ Γ1, . . . , Γt ñîîòâåòñòâåííî.

Â äàëüíåéøåì ïîä η(·) = (η1(·), . . . , ηn(·)) áóäåì ïîíèìàòü ñèòóà-
öèþ â ÷èñòûõ ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèÿõ, òàêóþ ÷òî ηi(Γ

j) = xj
i ∈ Xj

i

ãäå j = 1, . . . , t, i ∈ N . Î÷åâèäíî, ÷òî ñòàöèîíàðíàÿ ñòðàòåãèÿ i-ãî
èãðîêà â èãðå G áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèåé â ëþáîé
ïîäûãðå G1, . . . , Gt.

Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé â ñòîõàñòè÷åñêîé èãðå G ïðè
ðåàëèçàöèè ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèè η(·) èìååò âèä

Π(η(·)) =




p(1, 1; x1) . . . p(1, t; x1)

p(2, 1; x2) . . . p(2, t; x2)

. . . . . . . . .

p(t, 1; xt) . . . p(t, t; xt)


 . (2.3)

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âûèãðûøà i-ãî èãðîêà â ëþáîé
ïîäûãðå ñòîõàñòè÷åñêîé èãðû G ïðè ðåàëèçàöèè ñèòóàöèè â ÷èñòûõ
ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèÿõ η(·) ∈ ∏

i∈N

Ξi ìîæíî çàïèñàòü ðåêóððåíòíîå
óðàâíåíèå:

Ei(η(·)) = Ki(η(·)) + (1− q)Π(η(·))Ei(η(·)), (2.4)

ãäå Ki(η(·)) = (K1
i (x1), . . . , Kt

i (x
t)), ãäå Kj

i (x
j) � ýòî çíà÷åíèå ôóíê-

öèè âûèãðûøà i-ãî èãðîêà â èãðîâîì ýëåìåíòå Γj ïðè óñëîâèè, ÷òî â
ýòîì èãðîâîì ýëåìåíòå ðåàëèçîâàëàñü ñèòóàöèÿ xj ∈ Xj.

Óðàâíåíèå (2.4) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

Ei(η(·)) = (I− (1− q)Π(η(·)))−1 Ki(η(·)), (2.5)

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè t× t.
Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé èãðû G ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà

i-ãî èãðîêà, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç Ei(η(·)), ìîæåò áûòü íàéäåíî
ïî ôîðìóëå

Ei(η(·)) = π0Ei(η(·)). (2.6)
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3. Êîîïåðàöèÿ â ñòîõàñòè÷åñêèõ èãðàõ
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èãðîêè èç ìíîæåñòâà N ðåøèëè îáúåäèíèòü-

ñÿ ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî âûèãðûøà. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç η(·) = (η1(·), . . . , ηn(·)) ñèòóàöèþ â ÷èñòûõ ñòàöèîíàð-
íûõ ñòðàòåãèÿõ, ìàêñèìèçèðóþùóþ ñóììó ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäà-
íèé âûèãðûøåé èãðîêîâ â ñòîõàñòè÷åñêîé èãðå G, ò. å.

max
η(·)∈ ∏

i∈N
Ξi

∑
i∈N

Ei(η(·)) =
∑
i∈N

Ei(η(·)). (3.1)

Ñèòóàöèþ η(·) áóäåì íàçûâàòü êîîïåðàòèâíûì ðåøåíèåì.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîîïåðàòèâíîãî âàðèàíòà ñòîõàñòè÷åñêîé èãðû

îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ V (S) â ñòîõàñòè÷åñêîé èã-
ðå G ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V (S) = π0V (S) (3.2)

äëÿ ëþáîé êîàëèöèè S ⊂ N , ãäå V (S) = (V 1(S), . . . , V t(S)), V j(S) �
çíà÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ êîàëèöèè S, ðàññ÷èòàí-
íîå äëÿ ïîäûãðû Gj.

Äëÿ çíà÷åíèÿ V (N) ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå Áåëëìàíà â âèäå:

V (N) = max
η(·)∈ ∏

i∈N
Ξi

[∑
i∈N

Ki(η(·)) + (1− q)Π(η(·))V (N)

]
=

=
∑
i∈N

Ki(η(·)) + (1− q)Π(η(·))V (N),

ãäå η(·) � ñèòóàöèÿ â ÷èñòûõ ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèÿõ, êîòîðàÿ óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.1).

Çíà÷åíèÿ V (N) ìîæíî íàéòè èç óðàâíåíèÿ

V (N) = (I− (1− q)Π(η(·)))−1
∑
i∈N

Ki(η(·)). (3.3)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè V j(S),
j = 1,. . .,t, äëÿ êàæäîé ïîäûãðû Gj îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíóþ ñòî-
õàñòè÷åñêóþ èãðó Gj

S ñ íóëåâîé ñóììîé ìåæäó êîàëèöèåé S ⊂ N , âû-
ñòóïàþùåé â êà÷åñòâå ìàêñèìèçèðóþùåãî èãðîêà, è êîàëèöèåé N\S,
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âûñòóïàþùåé â êà÷åñòâå ìèíèìèçèðóþùåãî èãðîêà. Çíà÷åíèå ôóíê-
öèè V j(S) äëÿ ïîäûãðû Gj çàäàäèì êàê íèæíåå çíà÷åíèå àíòàãîíè-
ñòè÷åñêîé ñòîõàñòè÷åñêîé èãðû Gj

S, íàéäåííîå â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ
(ôàêòè÷åñêè, êàê íèæíåå çíà÷åíèå ìàòðè÷íîé èãðû):

V j(S) = max
ηS(·)

min
ηN\S(·)

∑
i∈S

Ej
i (ηS(·), ηN\S(·)), V j(∅) = 0, (3.4)

ãäå ïàðà (ηS(·), ηN\S(·)) îáðàçóåò íåêîòîðóþ ñèòóàöèþ â ÷èñòûõ ñòà-
öèîíàðíûõ ñòðàòåãèÿõ, à ηS(·) = (ηi1(·), . . . , ηik(·)) � âåêòîð ñòàöèî-
íàðíûõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ i1, . . . , ik ∈ S, i1

⋃
. . .

⋃
ik = S, ηS(·) ∈

k∏
j=1

Ξij � ìíîæåñòâî ÷èñòûõ ñòðàòåãèé êîàëèöèè S ⊂ N , à ηN\S(·)
� âåêòîð ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ ik+1, . . . , in ∈ N\S, ik+1⋃

. . .
⋃

in =N\S,
n∏

j=k+1

Ξij � ìíîæåñòâî ÷èñòûõ ñòðàòåãèé êîàëèöèè

N\S.
Êîîïåðàòèâíûé âàðèàíò ñòîõàñòè÷åñêîé ïîäûãðû Gj ñ êîíå÷íûì

÷èñëîì èãðîâûõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëèì íàáîðîì 〈N, V j(·)〉, V j : S −→
R � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëàìè (3.3) è
(3.4).

Êîîïåðàòèâíûé âàðèàíò ñòîõàñòè÷åñêîé èãðû G ñ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì èãðîâûõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëèì íàáîðîì 〈N, V (·)〉, ãäå N � ìíî-
æåñòâî èãðîêîâ, V : S −→ R � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îïðå-
äåëåííàÿ ôîðìóëîé (3.2).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè V (S) è V j(S) ÿâëÿþòñÿ ñóïåðàääè-
òèâíûìè.

Äåëåæîì â êîîïåðàòèâíîé ñòîõàñòè÷åñêîé ïîäûãðå Gj (j = 1, . . .,
t) áóäåì íàçûâàòü âåêòîð αj = (αj

1, . . . , α
j
n), óäîâëåòâîðÿþùèé ñâîé-

ñòâàì:
1)

∑
i∈N

αj
i = V j(N),

2) αj
i > V j({i}) äëÿ âñåõ i ∈ N .
Ìíîæåñòâî äåëåæåé â êîîïåðàòèâíîé ïîäûãðå Gj îáîçíà÷èì ÷åðåç

Ij, j = 1, . . . , t.
Äåëåæîì â êîîïåðàòèâíîé ñòîõàñòè÷åñêîé èãðå G áóäåì íàçû-

âàòü âåêòîð α = (α1, . . . , αn), ãäå αi = π0αi, αi = (α1
i , . . . , α

t
i), ãäå

(αj
1, . . . , α

j
n) = αj ∈ Ij.



28 Å.Ì. Ïàðèëèíà

Ìíîæåñòâî äåëåæåé â êîîïåðàòèâíîé ñòîõàñòè÷åñêîé èãðå G îáî-
çíà÷èì ÷åðåç I.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî äåëåæåé â ëþáîé ïîäûãðå Gj, j =

1, . . . , t, íåïóñòî, ñëåäîâàòåëüíî, íåïóñòûì ÿâëÿåòñÿ è ìíîæåñòâî äå-
ëåæåé â êîîïåðàòèâíîé ñòîõàñòè÷åñêîé èãðå G.

4. Ïðèíöèïû óñòîé÷èâîé êîîïåðàöèè
Ïîçèöèîííàÿ ñîñòîÿòåëüíîñòü êîîïåðàòèâíîãî ñîãëàøå-

íèÿ. Ïðîâåäåì ðåãóëÿðèçàöèþ èãðû G (ïîäûãðû Gj) ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Äîïóñòèì, ÷òî èãðîêè âûáðàëè äåëåæ α = (α1, . . . , αn), ãäå
αi = π0αi, αi = (α1

i , . . . , α
t
i), (αj

1, . . . , α
j
n) = αj ∈ Ij. Òîãäà äëÿ êàæäî-

ãî äåëåæà αj ∈ Ij (j = 1, . . . , t) îïðåäåëèì íåêîîïåðàòèâíóþ ïîäûãðó
Gj

α, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò ïîäûãðû Gj òîëüêî âûèãðûøàìè â ñè-
òóàöèÿõ xj, ãäå η(Γj) = xj, j = 1, . . . , t. Òàêèì îáðàçîì, çàäàäèì
ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ âûèãðûøåé èãðîêîâ â ñèòóàöèè, êîòîðàÿ ðåàëè-
çóåòñÿ â èãðîâîì ýëåìåíòå Γj, j = 1, . . . , t, â ñëó÷àå, êîãäà èãðîêè
ïðèäåðæèâàþòñÿ êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ η. Â ñèòóàöèÿõ xj 6= xj,
j = 1, . . . , t, âûèãðûøè èãðîêîâ îñòàþòñÿ ïðåæíèìè.

Äëÿ èãðîêà i (i ∈ N), êîòîðûé ðàññ÷èòûâàåò ïîëó÷èòü α = (α1,
. . .,αn), ãäå αi = π0αi, αi = (α1

i , . . . , α
t
i), αj

i � i-àÿ êîìïîíåíòà äå-
ëåæà αj ∈ Ij, îïðåäåëèì ïðîöåäóðó ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà [4] êàê
âåêòîð-ôóíêöèþ βi = (β1

i , . . . , β
t
i) òàêóþ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþ-

ùèå óñëîâèÿ
αi = E

α

i , äëÿ âñåõ i ∈ N, (4.1)
∑
i∈N

βj
i =

∑
i∈N

Kj
i (x

j), j = 1, . . . , t, (4.2)

ãäå E
α

i � îæèäàåìûé âûèãðûø i-ãî èãðîêà â ñòîõàñòè÷åñêîé èãðå Gα,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèåé èãðû G.

Óñëîâèå (4.1) ãàðàíòèðóåò, ÷òî i-àÿ êîìïîíåíòà äåëåæà α ñîâïà-
äàåò ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì âûèãðûøà èãðîêà i â ðåãóëÿðèçî-
âàííîé èãðå. Ðàâåíñòâî (4.2) óòâåðæäàåò, ÷òî â ëþáîì èãðîâîì ýëå-
ìåíòå ñóììà âûïëàò èãðîêàì â ñîîòâåòñòâèè ñ ÏÐÄ ðàâíà ñóììå âû-
èãðûøåé èãðîêîâ ïðè óñëîâèè, ÷òî èãðîêè ïðèäåðæèâàþòñÿ êîîïå-
ðàòèâíîãî ðåøåíèÿ η(·). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè èãðîêè ïðèäåðæèâàþòñÿ
êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ η(·), îæèäàåìûé âûèãðûø i-ãî èãðîêà â èã-
ðå Gα (ïîäûãðå Gj

α) ñîâïàäàåò ñ îæèäàåìûì çíà÷åíèåì ñîîòâåòñòâó-
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þùåé êîìïîíåíòû äåëåæà â êîîïåðàòèâíîì âàðèàíòå ñòîõàñòè÷åñêîé
èãðû G.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Íåêîîïåðàòèâíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ èãðà Gα (ïî-
äûãðà Gj

α, j = 1, . . . , t) íàçûâàåòñÿ α-ðåãóëÿðèçàöèåé (α-ðåãóëÿðèçà-
öèåé) ñòîõàñòè÷åñêîé èãðû G (ïîäûãðû Gj), åñëè äëÿ ëþáîãî èãðî-
êà i ∈ N â èãðîâîì ýëåìåíòå Γj, j = 1, . . . , t, ôóíêöèÿ âûèãðûøà
Kα,j

i (xj) îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Kα,j
i (xj) =

{
βj

i , åñëè xj = xj;
Kj

i (x
j), åñëè xj 6= xj,

(4.3)

ãäå ïðîöåäóðà ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà β = (β1, . . . , βn) (ñì.[9]) îïðåäå-
ëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

βi = (I− (1− q)Π(η(·)))αi. (4.4)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî βi, îïðåäåëåííàÿ ïî ôîðìóëå (4.4), óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (4.1), (4.2). Ïîñêîëüêó E

α

i = π0Eα
i , ãäå Eα

i óäî-
âëåòâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ Eα

i = βi + (1− q)Π(η(·))Eα
i ,

òî Eα
i = (I−(1−q)Π(η))−1βi = (I−(1−q)Π(η))−1(I−(1−q)Π(η(·)))αi =

αi. Òàê êàê
∑
i∈N

βj
i = (I−(1−q)Π(η(·))) ∑

i∈N

αi = (I−(1−q)Π(η(·)))V (N),
è V (N) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (3.3), òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(4.2).

Óðàâíåíèå (4.4) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ

αi = βi + (1− q)Π(η(·))αi. (4.5)
Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4.5) âòîðîå ñëàãàåìîå � îæèäàåìîå

çíà÷åíèå êîìïîíåíòû äåëåæà â ïîäûãðå, íà÷èíàþùåéñÿ ñî ñëåäóþ-
ùåãî øàãà. Ïðè÷åì, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äåëåæ äëÿ êàæäîé ïîäûãðû
âûáèðàåòñÿ, èñõîäÿ èç òîãî æå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè, ÷òî áûë âû-
áðàí èãðîêàìè ïåðåä íà÷àëîì èãðû. Â ñëó÷àå ñòîõàñòè÷åñêîé èãðû
ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì èãðîâûõ ýëåìåíòîâ è ïðè èñïîëüçîâàíèè èãðîêà-
ìè ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèé â êàæäîé ïîäûãðå Gj âûáèðàåòñÿ îäèí è
òîò æå äåëåæ αj. Íàïðèìåð, åñëè èãðîêè ïåðåä íà÷àëîì èãðû äîãî-
âîðèëèñü î êîîïåðàöèè è ðåøèëè ðàçäåëèòü îæèäàåìûé ñóììàðíûé
âûèãðûø ïî âåêòîðó Øåïëè, òî â ëþáîé ïîäûãðå èãðîêè òàêæå â êà-
÷åñòâå äåëåæà îñòàâøåãîñÿ îæèäàåìîãî ñóììàðíîãî âûèãðûøà áóäóò
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âûáèðàòü âåêòîð Øåïëè. Ýòî óñëîâèå ãàðàíòèðóåò óðàâíåíèå (4.5). Â
êà÷åñòâå äåëåæà ìîæåò áûòü âûáðàí ëþáîé èç ïðèíöèïîâ îïòèìàëü-
íîñòè, ïðèìåíÿåìûõ â êîîïåðàòèâíîé òåîðèè èãð, íàïðèìåð, âûøå
óïîìÿíóòûé âåêòîð Øåïëè, N -ÿäðî, C-ÿäðî. Óñëîâèå (4.5) îïðåäåëÿ-
åò ïîçèöèîííóþ ñîñòîÿòåëüíîñòü (äèíàìè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü) äåëå-
æà.

Ïðîöåäóðà ðåãóëÿðèçàöèè ñòîõàñòè÷åñêîé èãðû G ïðåäëàãàåò ñïî-
ñîá ïîñòðîåíèÿ ðåàëüíûõ âûïëàò èãðîêàì íà êàæäîì øàãå èãðû,
ïðè÷åì, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî èãðîêè çàèíòåðåñîâàíû â ïåðåðàñ-
ïðåäåëåíèè ñâîèõ âûèãðûøåé, ò. ê., ïîëó÷àÿ β1

i , . . . , β
t
i â èãðîâûõ ýëå-

ìåíòàõ Γ1, . . . , Γt ñîîòâåòñòâåííî, èãðîê i â èãðå Gα ïîëó÷èò ñòîëüêî
æå (ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ), ñêîëüêî è ïëàíèðî-
âàë ïîëó÷èòü â êîîïåðàòèâíîì âàðèàíòå èãðû G, è îæèäàåìàÿ ñóì-
ìà îñòàâøèõñÿ âûïëàò áóäåò ïðèíàäëåæàòü òîìó æå ïðèíöèïó îïòè-
ìàëüíîñòè, êîòîðûé áûë âûáðàí èãðîêàìè èçíà÷àëüíî. Â òàêîì ñëó-
÷àå ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî èìååò ìåñòî ïîçèöèîííàÿ ñîñòîÿòåëüíîñòü
(äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü) âûáðàííîãî êîîïåðàòèâíîãî ñîãëàøå-
íèÿ.

Ñòðàòåãè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü êîîïåðàòèâíîãî ñîãëàøå-
íèÿ. Ââåäåì íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç Γ(k) èãðîâîé ýëåìåíò, ðåàëèçîâàâøèéñÿ íà øàãå k ñòîõàñòè÷åñêîé
èãðû G. Î÷åâèäíî, ÷òî Γ(k) ∈ {Γ1, . . . , Γt}. ×åðåç x(k) áóäåì îáîçíà-
÷àòü ñèòóàöèþ, ðåàëèçîâàâøóþñÿ â èãðîâîì ýëåìåíòå Γ(k). Ïîäûãðó
èãðû Gα, íà÷èíàþùóþñÿ ñ èãðîâîãî ýëåìåíòà Γ(k), îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç G

Γ(k)
α . Ïðåäûñòîðèåé øàãà k áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

((Γ(1), x(1)), (Γ(2), x(2)), . . . , (Γ(k − 1), x(k − 1))), êîòîðóþ îáîçíà÷èì
÷åðåç h(k).

Ïóñòü T = {(Γ1, x1), (Γ2, x2), . . . , (Γt, xt)}.
Ñòîõàñòè÷åñêàÿ èãðà G è å¼ α-ðåãóëÿðèçàöèÿ Gα ÿâëÿåòñÿ èãðîé

ñ ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé â òîì ñìûñëå, ÷òî íà êàæäîì øàãå k

(k = 1, 2, . . .) èãðîê i ∈ N çíàåò èãðîâîé ýëåìåíò Γ(k) è ïðåäûñòîðèþ
øàãà k.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ñèòóàöèÿ â ñòðàòåãèÿõ ïîâåäåíèÿ ϕ∗(·) =

(ϕ∗1(·),. . .,ϕ∗n(·)) íàçûâàåòñÿ ñèëüíûì òðàíñôåðàáåëüíûì ðàâíîâåñè-
åì â ðåãóëÿðèçîâàííîé èãðå Gα, åñëè äëÿ ëþáîé êîàëèöèè S ⊂ N ,
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S 6= ∅, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
∑
i∈S

E
α

i (ϕ∗(·)) >
∑
i∈S

E
α

i (ϕ∗(·) ‖ ϕS(·)) (4.6)

äëÿ ëþáîé ñòðàòåãèè ïîâåäåíèÿ êîàëèöèè S: ϕS(·) = {ϕi(·)}i∈S ∈∏
i∈S

Φi, E
α

i (·) � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà i-ãî èãðîêà â
ðåãóëÿðèçîâàííîé èãðå Gα.

Òåîðåìà 4.1. Åñëè â ðåãóëÿðèçîâàííîé èãðå Gα ñ äåëåæîì α äëÿ
ëþáîé êîàëèöèè S ⊂ N , S 6= ∅, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∑
i∈S

βi > (I− (1− q)Π(η(·)))F (S), (4.7)

ãäå F (S) = (F 1(S), . . . , F t(S)),
F j(S) = max

xj
S∈

∏
i∈S

Xj
i

xj
S 6=xj

S

{∑
i∈S

Kj
i (x

j ‖ xj
S) + (1− q)

t∑
l=1

p(j, l; xj ‖ xj
S)V l (S)

}
,

òîãäà â ðåãóëÿðèçîâàííîé èãðå Gα ñóùåñòâóåò ñèëüíîå òðàíñôåðà-
áåëüíîå ðàâíîâåñèå ñ âûèãðûøàìè (α1, . . . , αn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ â ñòðàòåãèÿõ ïî-
âåäåíèÿ ϕ̂(·) = (ϕ̂1(·), . . . , ϕ̂n(·)) â èãðå Gα:

ϕ̂i(h(k)) =





xj
i , åñëè Γ(k) = Γj, j = 1, t, h(k) ⊂ T ;

x̂j
i (S), åñëè Γ(k) = Γj, j = 1, t, ∃ l ∈ [1, k − 1]

è S ⊂ N , i /∈ S: h(l) ⊂ T ,
à (Γ(l), x(l)) /∈T , íî (Γ(l), (x(l)‖xS(l))∈T ,

ïðîèçâîëüíà â äðóãèõ ñëó÷àÿõ,
(4.8)

ãäå x̂j
i (S) � ÷èñòàÿ ñòðàòåãèÿ i-ãî èãðîêà â èãðîâîì ýëåìåíòå Γj, êî-

òîðàÿ âìåñòå ñî ñòðàòåãèÿìè xj
p(S), p 6= i, p /∈ S, îáðàçóåò ñòðàòå-

ãèþ êîàëèöèè {N\S} â àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå ïðîòèâ êîàëèöèè S

â ïîäûãðå GΓ(j).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ¾íàðîäíûõ òåî-

ðåì¿ (ñì. [10]), èñïîëüçóÿ ñòðóêòóðó ñòðàòåãèè ϕ̂i(h(k)), i ∈ N . Äî-
êàæåì, ÷òî ϕ̂(·) = (ϕ̂1(·), . . . , ϕ̂n(·)), îïðåäåëåííàÿ â (4.8), ÿâëÿåòñÿ
ñèëüíûì òðàíñôåðàáåëüíûì ðàâíîâåñèåì â èãðå Gα.
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Èç îïðåäåëåíèÿ (4.8) ñëåäóåò, ÷òî îæèäàåìûé âûèãðûø êîàëèöèè
S â ïîäûãðå Gj

α, j = 1, . . . , t, ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå èãðîêè ïðèäåðæè-
âàþòñÿ êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ η(·), ðàâåí

Ej
S(ϕ̂(·)) =

∑
i∈S

Ej
i (ϕ̂(·)) =

∑
i∈S

Ej
i (η(·)).

Ïóñòü ES(ϕ̂(·)) = (E1
S(ϕ̂(·)), . . . , Et

S(ϕ̂(·))), òîãäà äëÿ ëþáîé êîàëèöèè
S ⊂ N , S 6= ∅ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ES(ϕ̂(·)) = (I− (1− q)Π(η(·)))−1
∑
i∈S

βi. (4.9)

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ (ϕ̂(·) ‖ ϕS(·)), S ⊂ N , S 6= ∅, êîãäà íåêîòîðàÿ
êîàëèöèÿ S îòêëîíÿåòñÿ îò ñâîåé ñòðàòåãèè ϕ̂S(·). Ïóñòü øàã k òàêîé,
÷òî ñóùåñòâóåò íîìåð l ∈ [1, k − 1] òàêîé, ÷òî ïðåäûñòîðèÿ h(l) ⊂ T ,
à ýëåìåíò (Γ(l), x(l)) /∈ T , íî (Γ(l), (x(l) ‖ xS(l))) ∈ T . Íå óìîëÿÿ
îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ(k) = Γj. Âû÷èñëèì îæèäàåìûé âû-
èãðûø êîàëèöèè S â èãðå Gα â ñèòóàöèè (ϕ̂(·) ‖ ϕS(·)) ïî ôîðìóëå∑
i∈S

E
α

i (ϕ̂(·) ‖ ϕS(·)) = π0
∑
i∈S

Eα
i (ϕ̂(·) ‖ ϕS(·)), ãäå

∑
i∈S

Eα
i (ϕ̂(·) ‖ ϕS(·)) =

∑
i∈S

E
α,[1,k−1]
i (ϕ̂(·) ‖ ϕS(·))+

+ (1− q)k−1Πk−1(ϕ̂(·) ‖ ϕS(·))
∑
i∈S

E
α,[k,∞)
i (ϕ̂(·) ‖ ϕS(·)), (4.10)

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè � îæèäàåìûé âûèãðûø êîàëè-
öèè S íà ïåðâûõ k−1 øàãàõ èãðû Gα, âî âòîðîì ñëàãàåìîì

∑
i∈S

E
α,[k,∞)
i

(ϕ̂(·) ‖ ϕS(·)) � îæèäàåìûé âûèãðûø êîàëèöèè S â ïîäûãðå èãðû Gα,
íà÷èíàþùåéñÿ ñ øàãà k. Òàê êàê äî øàãà k− 1 âêëþ÷èòåëüíî îòêëî-
íåíèÿ íèêàêîé èç êîàëèöèé îò êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ η(·) íå áûëî,
òî, êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, äëÿ ýëåìåíòîâ èç ïðàâîé ÷àñòè (4.10)

èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:
∑
i∈S

E
α,[1,k−1]
i (ϕ̂(·) ‖ ϕS(·)) =

∑
i∈S

E
α,[1,k−1]
i (η(·)),

Πk−1(ϕ̂(·) ‖ ϕS(·)) = Πk−1(η(·)).
Âî âòîðîì ñëàãàåìîì â ïðàâîé ÷àñòè (4.10) ïîä E

α,[k,∞)
i (ϕ̂(·) ‖ ϕS(·))

ïîíèìàåòñÿ âåêòîð (Eα,1
i (ϕ̂(·) ‖ ϕS(·)), . . . , Eα,t

i (ϕ̂(·) ‖ ϕS(·))), ãäå
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Eα,j
i (ϕ̂(·) ‖ ϕS(·)) � îæèäàåìûé âûèãðûø èãðîêà i ∈ S â ðåãóëÿðèçî-

âàííîé ïîäûãðå Gj
α, íà÷èíàþùåéñÿ ñ èãðîâîãî ýëåìåíòà Γj.

Âû÷èñëèì îæèäàåìûé âûèãðûø êîàëèöèè S â ïîäûãðå Gj
α, íà÷è-

íàþùåéñÿ ñ øàãà k, è Γ(k) = Γj. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà:
∑
i∈S

Eα,j
i (ϕ̂(·) ‖ ϕS(·)) =

∑
i∈S

Kj
i (x

j ‖ xj
S) + (1− q)

t∑

l=1

p(j, l; xj ‖ xj
S)V l (S) , (4.11)

ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñèòóàöèè ϕ̂(·), èãðîêè èç êîàëèöèè
N \ S áóäóò íàêàçûâàòü êîàëèöèþ S, èãðàÿ, íà÷èíàÿ ñ øàãà k + 1, â
àíòàãîíèñòè÷åñêóþ èãðó ïðîòèâ êîàëèöèè S.

Òàê êàê îæèäàåìûå âûèãðûøè êîàëèöèè S â ñèòóàöèÿõ ϕ̂(·) è
(ϕ̂(·) ‖ ϕS(·)) äî øàãà k − 1 ñîâïàäàþò, òî â ðåçóëüòàòå îòêëîíåíèÿ
êîàëèöèÿ S ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü ñåáå óâåëè÷åíèå âûèãðûøà òîëüêî
çà ñ÷åò ÷àñòè èãðû Gα, íà÷èíàþùåéñÿ ñ øàãà k, ò. å. çà ñ÷åò îæèäà-
åìîãî âûèãðûøà â ïîäûãðå Gj

α, j = 1, . . . , t. Êîàëèöèÿ S â ñèòóàöèè
(ϕ̂(·) ‖ ϕS(·)) ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü ñåáå ñ øàãà k ñëåäóþùèé îæèäà-
åìûé âûèãðûø :

max
xj

S∈
∏

i∈S
Xj

i

xj
S 6=xj

S

{∑
i∈S

Kj
i (x

j ‖ xj
S) + (1− q)

t∑

l=1

p(j, l; xj ‖ xj
S)V l (S)

}
. (4.12)

Îæèäàåìûé âûèãðûø êîàëèöèè S â ðåãóëÿðèçîâàííîé ïîäûãðå Gj
α

â ñèòóàöèè ϕ̂(·) ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÏÐÄ ìîæåò áûòü íàéäåí èç
óðàâíåíèÿ:

∑
i∈S

Eα
i (ϕ̂(·)) = (I− (1− q)Π(η(·)))−1

∑
i∈S

βi, (4.13)

ãäå Eα
i (ϕ̂(·)) = (Eα,1

i (ϕ̂(·)), . . . , Eα,t
i (ϕ̂(·)). Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (4.7),

èç (4.12), (4.13) è ðàññóæäåíèé, ïðèâåäåííûõ âûøå, ïîëó÷àåì ñïðà-
âåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà:

Eα
S (ϕ̂(·)) > Eα

S (ϕ̂(·) ‖ ϕS(·)).
Ñëåäîâàòåëüíî, ñèòóàöèÿ ϕ̂(·) â ñòðàòåãèÿõ ïîâåäåíèÿ (4.8) ÿâëÿåòñÿ
ñèëüíûì òðàíñôåðàáåëüíûì ðàâíîâåñèåì â α-ðåãóëÿðèçàöèè èãðû G.
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Ïðè÷åì, îæèäàåìûé âûèãðûø i-ãî èãðîêà â èãðå Gα â ñèòóàöèè ϕ̂(·)
ðàâåí αi, ãäå αi = π0αi, âåêòîð αi = (α1

i , . . . , α
t
i) ñîñòîèò èç i-ûõ êîì-

ïîíåíò äåëåæåé α1, . . ., αt, ðàññ÷èòàííûõ äëÿ êîîïåðàòèâíûõ ïîäûãð
G1, . . ., Gt ñîîòâåòñòâåííî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 4.1. Åñëè â ðåãóëÿðèçîâàííîé èãðå Gα äëÿ ëþáîãî
èãðîêà i ∈ N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

βi > (I− (1− q)Π(η(·)))Wi,

ãäå Wi = (W 1
i , . . . , W t

i ),
W j

i = max
xj

i∈Xj
i

xj
i 6=xj

i

{
Kj

i (x
j ‖ xj

i ) + (1− q)
t∑

l=1

p(j, l; xj ‖ xj
i )V

l ({i})
}
, òîãäà â

ðåãóëÿðèçîâàííîé èãðå Gα ñóùåñòâóåò ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íý-
øó ñ âûèãðûøàìè (α1, . . . , αn).

Óñëîâèå çàùèòû îò èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ. Äëÿ çà-
ùèòû èãðîêîâ îò ïîòåðü â ñëó÷àÿõ, êîãäà êîîïåðàöèÿ ðàñïàäàåòñÿ íà
íåêîòîðîì øàãå èãðû, íåîáõîäèìî, ÷òîáû äëÿ âñåõ i ∈ N è ëþáîãî
k = 1, 2, . . . âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî:

V ({i}) 6 E
α,[1,k]
i + (1− q)kΠk(η(·))V ({i}), (4.14)

ãäå E
α,[1,k]
i � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà i-ãî èãðîêà íà ïåð-

âûõ k øàãàõ ðåãóëÿðèçîâàííîé èãðû Gα.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðåä íà÷àëîì î÷åðåäíîãî øàãà èãðû èãðîêè

çíàþò î òîì, ðàñïàëàñü êîîïåðàöèÿ èëè íåò, ò. å. çàäåðæêè èíôîðìà-
öèè â òàêîé ïîñòàíîâêå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà
(4.14) � çíà÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè V ({i}) = (V 1({i}), . . .,
V t({i})), ðàññ÷èòàííîå äëÿ èãðîêà i, ãäå V j({i}) � çíà÷åíèå õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ èãðîêà i â ïîäûãðå Gj. Â ïðàâîé ÷àñòè
íåðàâåíñòâà (4.14) ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàâíî îæèäàåìîìó âûèãðûøó
èãðîêà i, åñëè íà ïåðâûõ k øàãàõ èãðû èãðîêè ïðèäåðæèâàþòñÿ êî-
îïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ η(·), âòîðîå ñëàãàåìîå � îæèäàåìûé âûèãðûø
i-ãî èãðîêà íà÷èíàÿ ñ (k + 1)-ãî øàãà, åñëè ñ ýòîãî øàãà èãðîê i äåé-
ñòâóåò ñàìîñòîÿòåëüíî.

Óòâåðæäåíèå 4.1. Â ñòîõàñòè÷åñêîé èãðå G äëÿ âûïîëíåíèÿ
óñëîâèÿ çàùèòû îò èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
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äëÿ âñåõ i ∈ N èìåëî ìåñòî íåðàâåíñòâî:

(I− (1− q)Π(η(·)))(αi − V ({i})) > 0, (4.15)

ãäå αi = (α1
i , . . . , α

t
i), αj

i � i-àÿ êîìïîíåíòà äåëåæà αj ∈ Ij.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå (4.15) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷-
íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåëî ìåñòî íåðàâåíñòâî (4.14) äëÿ ëþáîãî
k = 1, 2, . . .. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè.

Çàïèøåì íåðàâåíñòâî (4.14) äëÿ k = 1:

V ({i}) 6 βi + (1− q)Π(η(·))V ({i}). (4.16)

Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî (4.15), ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå αi ÷åðåç ÏÐÄ
(4.4), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (4.16).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà (4.15) ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (4.14) ïðè k = l. Çàïèøåì íåðàâåíñòâî
(4.14) äëÿ k = l:

V ({i}) 6 βi+ . . .+(1−q)l−1Πl−1(η(·))βi+(1−q)lΠl(η(·))V ({i}). (4.17)

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ k = l+1. Íåðàâåíñòâî (4.14) ïðè k = l+1

áóäåò èìåòü âèä:

V ({i}) 6 βi+ . . .+(1−q)lΠl(η(·))βi+(1−q)l+1Πl+1(η(·))V ({i}). (4.18)

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (4.18) ïðèìåò âèä:

βi + (1− q)Π(η(·)) {βi + (1− q)Π(η(·))βi + . . .

+ (1− q)l−1Πl−1(η(·))βi + (1− q)lΠl(η(·))V ({i})}

Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (4.17), âûðàæåíèå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ íå
ìåíüøå V ({i}), ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (4.18) íå
ìåíüøå, ÷åì βi + (1 − q)Π(η(·))V ({i}). Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ÏÐÄ
(4.4), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (4.15), êîòîðîå âûïîëíåíî ïî óñëîâèþ
óòâåðæäåíèÿ.
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5. Ïðèìåð
Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêóþ èãðó äâóõ ëèö. Ïàðàìåòðû ñòîõàñòè-

÷åñêîé èãðû ñëåäóþùèå:
1. Ìíîæåñòâî èãðîêîâ N = {1, 2}.
2. Ìíîæåñòâî èãðîâûõ ýëåìåíòîâ {Γ1, Γ2}, ãäå Γj = 〈N,Xj

1 , X
j
2 , K

j
1 , K

j
2〉

(j = 1, 2), ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé ïåðâîãî èãðîêà � Xj
1 = {xj

11, x
j
12}, ìíî-

æåñòâî ñòðàòåãèé âòîðîãî èãðîêà � Xj
2 = {xj

21, x
j
22}, ôóíêöèè âûèãðû-

øåé çàïèøåì â âèäå áèìàòðèöû (èãðîê 1 âûáèðàåò ñòðîêè, èãðîê 2 �
ñòîëáöû). Äëÿ èãðîâîãî ýëåìåíòà Γ1 âûèãðûøè áóäóò ñëåäóþùèìè:

(
(3; 5) (1; 10)

(10; 4) (7; 6)

)
.

Äëÿ èãðîâîãî ýëåìåíòà Γ2 âûèãðûøè áóäóò ñëåäóþùèìè:
(

(2; 4) (2; 8)

(7; 3) (5; 4)

)
.

3. Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç èãðîâîãî ýëåìåíòà Γ1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå áèìàòðèöû (

(0,7; 0,3) (0,4; 0,6)

(0,4; 0,6) (0,3; 0,7)

)
,

ãäå ýëåìåíò (k, l) ìàòðèöû ñîäåðæèò âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç Γ1 â
èãðîâûå ýëåìåíòû Γ1, Γ2 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè óñëîâèè, ÷òî èãðîê 1
âûáèðàåò ñòðàòåãèþ íîìåð k, à èãðîê 2 ñòðàòåãèþ íîìåð l â èãðîâîì
ýëåìåíòå Γ1.

Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç èãðîâîãî ýëåìåíòà Γ2 ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå áèìàòðèöû

(
(0,9; 0,1) (0,4; 0,6)

(0,2; 0,8) (0,3; 0,7)

)
.

4. Âåðîÿòíîñòü îêîí÷àíèÿ èãðû q = 1/365.
5. Âåêòîð íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé π0 = (1/2, 1/2).

Èñïîëüçóÿ (2.6) è (3.1), ïîëó÷àåì êîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå η =

(η1, η2), ãäå η1(Γ
1) = x1

12, η1(Γ
2) = x2

11, η2(Γ
1) = x1

21, η2(Γ
2) = x2

22.
Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé äëÿ ïîäûãð ïî

ôîðìóëàì (3.3) è (3.4), ïîëó÷àåì

V ({1}) =

(
2045,4

2043,4

)
, V ({2}) =

(
1680,4

1678,4

)
, V ({1, 2}) =

(
4236,4

4232,4

)
.
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (3.2), íàõîäèì çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè V (·): V ({1}) = 2044,4; V ({2}) = 1679,4; V ({1, 2}) = 4234,4.
Â êà÷åñòâå äåëåæà âîçüìåì âåêòîð Øåïëè. Ðàññ÷èòàåì âåêòîð Øåï-
ëè äëÿ êàæäîé ïîäûãðû, ïîëó÷àåì

Sh1 =

(
2300,7

2298,7

)
, Sh2 =

(
1935,7

1933,7

)
,

ãäå Shi = (Sh1
i , Sh2

i ), Shj
i � ýòî i-àÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà Øåïëè, ðàñ-

ñ÷èòàííîãî äëÿ ïîäûãðû Gj ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè V j(·),
j = 1, 2, i ∈ N . Òîãäà, ó÷èòûâàÿ âåêòîð íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé π0, íàõîäèì äåëåæ äëÿ èãðû G: Sh = (Sh1, Sh2) =

(2299,7; 1934,7).
Ïî ôîðìóëå (4.4) îïðåäåëèì êîìïîíåíòû ÏÐÄ:

β1 =

(
7,5

5,5

)
, β2 =

(
6,5

4,5

)
.

Ïðîâåäåì ðåãóëÿðèçàöèþ ñòîõàñòè÷åñêîé èãðû G, èñïîëüçóÿ ÏÐÄ
è îïðåäåëåíèå (4.3). Â Sh-ðåãóëÿðèçîâàííîé èãðå âûèãðûøè èãðîêîâ
â èãðîâîì ýëåìåíòå Γ1 áóäóò ñëåäóþùèìè:

(
(3; 5) (1; 10)

(7,5; 6,5) (7; 6)

)
,

â èãðîâîì ýëåìåíòå Γ2 âûèãðûøè áóäóò ñëåäóþùèìè:
(

(2; 4) (5,5; 4,5)

(7; 3) (5; 4)

)

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â Sh-ðåãóëÿðèçîâàííîé ñòîõàñòè÷åñêîé èãðå èìå-
åò ìåñòî ïîçèöèîííàÿ ñîñòîÿòåëüíîñòü âûáðàííîãî èãðîêàìè êîîïå-
ðàòèâíîãî ñîãëàøåíèÿ.

Ïðîâåðèì óñëîâèå ñòðàòåãè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Âûïèøåì íåðà-
âåíñòâà (4.7) èç Òåîðåìû 4.1. Âû÷èñëèì F (S) äëÿ âñåõ S ⊂ N , ïîëó-
÷àåì F ({1}) = (2042,2; 2043,4), F ({2}) = (1680,4; 1679,6). Òîãäà ïðî-
âåðêà ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâ (4.7) ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ñïðàâåä-
ëèâîñòè ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ:

β1 =

(
7,5

5,5

)
>

(−0,72

0,48

)
= (I− (1− q)Π(η(·)))F ({1}),
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β2 =

(
6.5

4.5

)
>

(
0.48

−0.32

)
= (I− (1− q)Π(η(·)))F ({2}).

Óñëîâèÿ Òåîðåìû 4.1 âûïîëíåíû, çíà÷èò, ìîæíî ãîâîðèòü î ñòðàòåãè-
÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âûáðàííîãî èãðîêàìè êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ.

Ïðîâåðèì óñëîâèå çàùèòû îò èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ. Äîñòà-
òî÷íîå óñëîâèå äëÿ çàùèòû îò èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èç Óòâåð-
æäåíèÿ 4.1 âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó îíî ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ñïðàâåä-
ëèâîñòè ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ:

(I− (1− q)Π(η(·)))(α1 − V ({1})) =

(
0.7

0.7

)
> 0,

(I− (1− q)Π(η(·)))(α2 − V ({2})) =

(
0.7

0.7

)
> 0.

Â ðàññìîòðåííîì ÷èñëåííîì ïðèìåðå ñòîõàñòè÷åñêîé èãðû ïðè óñëî-
âèè ïðîâåäåíèÿ ðåãóëÿðèçàöèè âûïîëíåíû òðè ïðèíöèïà óñòîé÷èâîé
êîîïåðàöèè.
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STABLE COOPERATION IN STOCHASTIC GAMES

Elena M. Parilina, Faculty of Applied Mathematics and Control
Processes, Saint-Petersburg State University, Saint-Petersburg,
Cand.Sc. (barlena@gmail.com).

Abstract : The paper considers stochastic games with random duration in
the class of stationary strategies. The cooperative version for such class
of the stochastic game is constructed. The cooperative solution is found.
Conditions of stable cooperation for stochastic games are obtained.
Principles of stable cooperation include three conditions: subgame
consistency, strategic stability and condition of irrational behavior
proofness of the cooperative agreement. Also the paper considers the
example for which the cooperative agreement is found and the conditions
of dynamic stability are checked.
Keywords : cooperative stochastic game, time consistency, subgame con-
sistency, payo� distribution procedure, strategic stability, condition of
irrational behavior proofness.


