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çàäà÷ó. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä óñðåäíåíèÿ ïî-
òðåáèòåëüñêèõ õàðàêòåðèñòèê, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ó÷åñòü èç-
ìåíåíèå âî âðåìåíè êîýôôèöèåíòîâ ïðåäïî÷òåíèÿ è ïðîèçâî-
äèòåëüíîñòè òðóäà. Ðàññìîòðåíû ïðèëîæåíèÿ ê êîíêðåòíîìó
òèïó ìîäåëåé, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ êîëè÷åñòâåííûõ îöå-
íîê ñïðîñà íà ýíåðãîíîñèòåëè. Ïîêàçàíî, ÷òî ñïðîñ îäíîé ãðóï-
ïû ñ óñðåäí¼ííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè íàõîäèòñÿ â õîðîøåì
ñîãëàñèè ñ ñîâîêóïíûì ñïðîñîì íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ ãðóïï
ïîòðåáèòåëåé. Òàêèì îáðàçîì, íàø ìåòîä ïîçâîëÿåò ðàñøè-
ðèòü îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ðåïðåçåíòàòèâíîãî àãåíòà íà øè-
ðîêèé êëàññå äèíàìè÷åñêèõ ìíîãîñåêòîðíûõ ìîäåëåé ñ ìåíÿþ-
ùèìèñÿ âî âðåìåíè íåîäíîðîäíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïîòðå-
áèòåëåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà, äåìîãðàôè÷åñêàÿ íåîä-
íîðîäíîñòü, ïîòðåáèòåëüñêèå ïðåäïî÷òåíèÿ, ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðó-
äà, óñðåäíåíèå, ñïðîñ íà ýíåðãîíîñèòåëè .

1. Ââåäåíèå
Ìîäåëè îáùåãî ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïè-

ñàíèÿ çàìêíóòîé ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé, â ïðîñòåéøåì
âàðèàíòå, èç àãåíòîâ äâóõ òèïîâ: ïðîèçâîäèòåëåé è ïîòðåáèòåëåé.
Êàæäûé ïðîèçâîäèòåëü j îáëàäàåò òåõíîëîãèåé, ïîçâîëÿþùåé åìó
ïðîèçâåñòè Xj(P ) åäèíèö ïðîäóêöèè ïðè çàäàííûõ öåíàõ P . Êàæ-
äûé ïîòðåáèòåëü i íàäåë¼í íàáîðîì ðåñóðñîâ Wi è èìååò íàáîð ïðåä-
ïî÷òåíèé, ïðåäñòàâëÿåìûé åãî ôóíêöèåé ñïðîñà Yi(P ).

Â îñíîâå ìîäåëè ëåæàò äâà îñíîâíûõ ïðåäïîëîæåíèÿ. Ïåðâîå ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî ïîòðåáèòåëè è ïðîèçâîäèòåëè èìåþò ïîëíóþ èí-
ôîðìàöèþ î öåíàõ è ïðèíèìàþò ñâîè îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ, ñ÷èòàÿ
öåíû çàäàííûìè. Îïòèìàëüíîå ïîâåäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ïîòðåáèòåëè
ìîãóò ïðîâîäèòü ñðàâíåíèå íàáîðîâ ïîòðåáëÿåìûõ òîâàðîâ, ìàêñèìè-
çèðóÿ ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè Ui(Yi) â ðàìêàõ áþäæåòíîãî îãðàíè÷åíèÿ,
à êàæäûé ïðîèçâîäèòåëü îïðåäåëÿåò Xj(P ), ìàêñèìèçèðóÿ ïðèáûëü.
Âòîðîå ïðåäïîëîæåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî öåíû îáåñïå÷èâàþò
ðàâíîâåñèå íà ðûíêàõ, ò. å. ñïðîñ ðàâåí ïðåäëîæåíèþ:

∑
i

(Yi(P ) + Wi) =
∑

j

Xj(P ). (1.1)
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Êîíêóðåíòíûì ðàâíîâåñèåì íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âåëè÷èí
ñïðîñà Yi(P ), ïðåäëîæåíèÿ Xj(P ) è öåí P , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé, ñîñòîÿùåé èç óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè
äëÿ Yi(P ), óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè äëÿ Xj(P ) è ñîîòíîøåíèé áàëàíñà
(1.1). Çàïàñû ðåñóðñîâ Wi ÿâëÿþòñÿ çàäàâàåìûì ïàðàìåòðàìè ìîäå-
ëè (ïîäðîáíåå ñì., íàïð., [6]).

Ïðèêëàäíûå ìîäåëè îáùåãî ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ � comput-
able general equilibrium models (CGE ìîäåëè) � ìîãóò èìåòü ðàçëè÷-
íóþ ñòåïåíü äåòàëèçàöèè ïî êîëè÷åñòâó ðåãèîíîâ, ñåêòîðîâ ïðîèç-
âîäñòâà, òèïîâ ðåñóðñîâ è ïð., è ñîäåðæàòü ìíîæåñòâî îáîáùåíèé
ïåðâîíà÷àëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé: âêëþ÷àòü òîðãîâëþ, íàëîãè, ñóáñè-
äèè è ïð. Ýòè îáîáùåíèÿ äèêòóþòñÿ òåìè õàðàêòåðèñòèêàìè, êîòî-
ðûå íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ äàííîé ìîäåëè. Òàê, îáú¼ì
âûáðîñîâ óãëåðîäà è ñïðîñ íà ýíåðãîíîñèòåëè çàâèñÿò îò äåìîãðàôè-
÷åñêèõ ôàêòîðîâ: ðîñò íàñåëåíèÿ, ñòàðåíèå, óðáàíèçàöèÿ è ïð. (ñì.,
íàïð., [5, 11]). Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå äèíàìè÷åñêèå CGE ìîäåëè
äîëæíû ó÷èòûâàòü ñâÿçàííóþ ñ ýòèì ïîòðåáèòåëüñêóþ íåîäíîðîä-
íîñòü è å¼ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè.

Íåîäíîðîäíîñòü ïîòðåáèòåëåé ìîæíî ó÷åñòü, ðàññìàòðèâàÿ íå-
ñêîëüêî ãðóïï ïîòðåáèòåëåé ñ ðàçëè÷íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè Ui è
Wi. Ïðè ýòîì êàæäîé ãðóïïå îòâå÷àåò îòäåëüíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ îïòè-
ìèçàöèîííàÿ çàäà÷à. Äîñòîèíñòâî òàêîãî ìåòîäà ñîñòîèò â âîçìîæ-
íîñòè ÿâíî ó÷åñòü ðûíî÷íûå ýôôåêòû çà ñ÷¼ò ðàâíîâåñíûõ öåí, à
òàêæå äèíàìèêó ïîòðåáèòåëüñêèõ ïðåäïî÷òåíèé [5].

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ íàèáîëåå óäîáíûìè ÿâëÿþò-
ñÿ ìîäåëè ñ ðåïðåçåíòàòèâíûì àãåíòîì, â êîòîðûõ âñå ïîòðåáèòåëè
îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó ãðóïïó ñ óñðåäíåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè U è
W . Òàêîé ïîäõîä èìååò î÷åâèäíûå ïðåèìóùåñòâà áëàãîäàðÿ ïðîñòîòå
ìîäåëè è áûñòðîòå âû÷èñëåíèé, îäíàêî åãî èñïîëüçîâàíèå îïðàâäàíî
ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè ñïðîñ â ìîäåëè ñ ðåïðåçåíòàòèâíûì àãåíòîì
Y ðàâåí ñîâîêóïíîìó ñïðîñó

∑
i

Yi â ìîäåëè ñ íåñêîëüêèìè ãðóïïàìè
ïîòðåáèòåëåé è íå çàâèñèò îò ÷èñëà ãðóïï N . (Âîïðîñ ïðèìåíèìîñòè
ðåïðåçåíòàòèâíîãî àãåíòà äëÿ äâóõ ïîïóëÿðíûõ êëàññîâ îäíîñåêòîð-
íûõ ìîäåëåé èññëåäîâàí â [1].)

Çàäàòü ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè ðåïðåçåíòàòèâíîãî àãåíòà àíàëèòè-
÷åñêèì âûðàæåíèåì U = f(U1, . . . , UN) ìîæíî ëèøü ïðè äîâîëüíî
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îãðàíè÷èòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà Ui è Wi (ñì., íàïð., [6] è ññûëêè
òàì). Â îáùåì ñëó÷àå ìåòîä Íåãèøè ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ôóíêöèþ ïî-
ëåçíîñòè ðåïðåçåíòàòèâíîãî àãåíòà â âèäå ñóììû U =

∑
i

αiUi ñ íåêî-
òîðûìè âåñàìè αi ≥ 0,

∑
i

αi = 1, êîòîðûå íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü
êàê äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå çàäà÷è î êîíêóðåíòíîì ðàâíîâåñèè
ïðè N äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ òèïà ðàâåíñòâà (ñì., íàïð., [6]). Â
ìîäåëè ñ ôóíêöèÿìè ïîëåçíîñòè è ïðîèçâîäñòâåííûìè ôóíêöèÿìè
òèïà Êîááà-Äóãëàñà, ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæå-
íèÿõ, ôîðìóëû äëÿ âåñîâ αi óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü â ÿâíîì âèäå [10].
Îäíàêî óæå â ìîäåëÿõ ñ ôóíêöèÿìè ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòè çàìå-
ùåíèÿ � constant elasticity of substitution functions (CES-ôóíêöèÿìè)
� êîíêóðåíòíîå ðàâíîâåñèå ìîæíî íàéòè òîëüêî ÷èñëåííî.

Â ïðèêëàäíûõ ìîäåëÿõ âûðàæåíèå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ðåïðå-
çåíòàòèâíîãî àãåíòà âèäà U = f(U1, . . . , UN) íå äà¼ò ñóùåñòâåííûõ
ïðåèìóùåñòâ, òàê êàê ñàìè ôóíêöèè Ui íåîáõîäèìî êàêèì-òî îáðàçîì
îïðåäåëÿòü íà îñíîâå èìåþùèõñÿ äàííûõ. Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäè-
ìîñòè èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåííûå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ
ôóíêöèè ïîëåçíîñòè U ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû ïîòðåáèòåëåé.

Øèðîêî èñïîëüçóåìûì êëàññîì ôóíêöèé ïîëåçíîñòè â äèíàìè-
÷åñêèõ CGE-ìîäåëÿõ ÿâëÿåòñÿ êëàññ CES-ôóíêöèé íà áåñêîíå÷íîì
ïðîìåæóòêå âðåìåíè:

U(c) =
1

ψ

∞∑
t=0

βtnt

(∑
j

(
µjcjt

)ρ
)ψ

ρ

, (1.2)

ãäå cjt � îáúåì ïîòðåáëåíèÿ j-ãî òîâàðà íà äóøó íàñåëåíèÿ â ìîìåíò
âðåìåíè t, à nt � ÷èñëî ëþäåé â ãðóïïå â ìîìåíò t, ÿâëÿþùååñÿ çàäàí-
íîé ôóíêöèåé âðåìåíè. Êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ β ∈ (0, 1),
ìåæâðåìåííîé êîýôôèöèåíò çàìåùåíèÿ ψ ∈ (−∞, 1), ψ 6= 0, êîýô-
ôèöèåíò çàìåùåíèÿ ìåæäó òîâàðàìè ρ ∈ (−∞, 1), ρ 6= 0, è êîýôôè-
öèåíò ïðåäïî÷òåíèÿ j-ãî òîâàðà µj ∈ (0, 1) ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè,
çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ÷àñòî îïðåäåëÿþò íà îñíîâå äàííûõ â íà÷àëüíûé
ìîìåíò (t = 0) íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äîëè ïîòðåáëåíèÿ ðàçëè÷íûõ
òîâàðîâ ìîãóò ìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåí-
òîâ ïðåäïî÷òåíèÿ µit ôóíêöèè (1.2) è ïðîèçâîäèòåëüíîñòè òðóäà lt,
ïîçâîëÿþùèé ÿâíî ó÷åñòü çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè íà îñíîâå èìåþ-
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ùèõñÿ äàííûõ (ñì. òàêæå îáñóæäåíèå â [2]). Ïîñêîëüêó ìíîãîñåêòîð-
íûå CGE-ìîäåëè íå äîïóñêàþò àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ïðîâåðêà
ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîãî íàìè ìåòîäà òàêæå ìîæåò áûòü ïðî-
âåäåíà òîëüêî ÷èñëåííî. Â ðàçäåëå 2 ìåòîä èçëîæåí ïðèìåíèòåëüíî
ê îïèñàííîìó â ðàçäåëå 1 âàðèàíòó ìîäåëè Population-Environment-
Technology � PET [5, 3, 4]. Â ðàçäåëå 3 íà ïðèìåðå ìîäåëè PET ïîêà-
çàíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííîãî ìåòîäà ñîâîêóïíûå õàðàêòåðè-
ñòèêè íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ ãðóïï ïîòðåáèòåëåé è ðåïðåçåíòàòèâ-
íîãî àãåíòà íàõîäÿòñÿ â õîðîøåì ñîãëàñèè äðóã ñ äðóãîì, è ýòîò ðå-
çóëüòàò óñòîé÷èâ ê èçìåíåíèþ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (ïîäðîáíåå ñì. [9]).
Èíîé ìåòîä ó÷¼òà çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè êîýôôèöèåíòà ïðåäïî÷òå-
íèÿ µit, ïðåäïîëàãàþùèé åãî ëèíåéíî-ëîãàðèôìè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü
îò ÂÂÏ íà äóøó íàñåëåíèÿ, áûë èñïîëüçîâàí â [11] (ñðàâíåíèå ðåçóëü-
òàòîâ ñì. â ðàçäåëå 3).

2. Ñòðóêòóðà ìîäåëè PET
Ìîäåëü PET ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü îáùåãî

ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíî îïèñàíèå
ìîäåëè PET äëÿ ñëó÷àÿ îäíîãî ðåãèîíà è íåñêîëüêèõ ãðóïï ïîòðåáè-
òåëåé ñ ðàçëè÷íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè (ñì. òàêæå [5, 4]). Â [3] îïèñàí
ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ðåãèîíîâ è îäíîé ãðóïïû ïîòðåáèòåëåé (ìîäåëü ñ
ðåïðåçåíòàòèâíûì àãåíòîì).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé èäåîëîãèåé ìîäåëåé îáùåãî ýêîíîìè÷å-
ñêîãî ðàâíîâåñèÿ êàæäàÿ ãðóïïà ïîòðåáèòåëåé ìàêñèìèçèðóåò ôóíê-
öèþ ïîëåçíîñòè íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè, ñ÷èòàÿ öåíû
çàäàííûìè (ðàçäåë 1.1). Ïðîèçâîäèòåëè ìàêñèìèçèðóþò ïðèáûëü â
êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, òàêæå ñ÷èòàÿ öåíû èçâåñòíûìè (ðàçäåë
1.2). Ïðàâèòåëüñòâî èãðàåò íåéòðàëüíóþ ðîëü, îñóùåñòâëÿÿ òðàíñ-
ôåðòû ìåæäó ïðîèçâîäèòåëÿìè è ïîòðåáèòåëÿìè â ñîîòâåòñòâèè ñ çà-
ðàíåå îïðåäåë¼ííûìè ïðàâèëàìè (ðàçäåë 1.3). Íàêîíåö, óñëîâèå ñáà-
ëàíñèðîâàííîñòè ðûíêîâ îáåñïå÷èâàåò îáðàòíóþ ñâÿçü öåí ñî ñïðî-
ñîì è ïðåäëîæåíèåì (ðàçäåë 1.4). Ïîëó÷àþùàÿñÿ íåëèíåéíàÿ ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû (ðàçäåë
1.5). Ïàðàìåòðû ìîäåëè îïðåäåëÿþòñÿ ïî èñõîäíûì äàííûì (ðàçäåë
1.6).
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2.1. Ïîòðåáèòåëè
Ïîòðåáèòåëè îáúåäèíåíû â N ãðóïï; i-àÿ ãðóïïà ðåøàåò çàäà÷ó

âèäà

1

ψ

∑
t

βtnit

(∑
j

(µijtcijt)
ρ

)ψ
ρ

→ max, (2.1)
∑

j

pjtcijt + qtxit = (1− θit)wtlit + (1− φit)rtkit + git, (2.2)

(1 + νit)ki,t+1 = (1− δ)kit + xit, ki0 > 0, (2.3)
ãäå èíäåêñ j íóìåðóåò NC ïîòðåáèòåëüñêèõ òîâàðîâ, à t = 0, 1, . . .

� âðåìÿ. Ïåðåìåííûìè, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ïðîâîäèòñÿ ìàêñèìè-
çàöèÿ, ÿâëÿþòñÿ ïîòðåáëåíèå cijt, èíâåñòèöèè xit è êàïèòàë kit (íà
äóøó íàñåëåíèÿ). Äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå: öåíû ïîòðåáèòåëüñêèõ
òîâàðîâ pjt, ñòîèìîñòü èíâåñòèöèé qt, ñòîèìîñòü êàïèòàëà rt, çàðà-
áîòíàÿ ïëàòà wt è òðàíñôåðòû ïðàâèòåëüñòâà git (ñóáñèäèè, åñëè ïî-
ëîæèòåëüíû, è ïëàòåæè, åñëè îòðèöàòåëüíû) çäåñü ïðåäïîëàãàþòñÿ
èçâåñòíûìè1.

Çàäàííûìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ îáúåì íàñåëåíèÿ nit, ïðîèçâî-
äèòåëüíîñòü òðóäà lit, êîýôôèöèåíòû ïðåäïî÷òåíèÿ µijt, íàëîãè íà
òðóä θit è êàïèòàë φit. Êîýôôèöèåíò ðîñòà íàñåëåíèÿ â (2.3) ðàâåí
1 + νit = ni,t+1/nit, ãäå νit � îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ðîñòà íàñåëåíèÿ.
Íàêîíåö, íå çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè ïàðàìåòðàìè ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ
êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ β ∈ (0, 1), êîýôôèöèåíò çàìåùåíèÿ
ïî âðåìåíè ψ ∈ (−∞, 1), êîýôôèöèåíò çàìåùåíèÿ ñðåäè ïîòðåáè-
òåëüñêèõ òîâàðîâ ρ ∈ (−∞, 1) è êîýôôèöèåíò àìîðòèçàöèè êàïèòàëà
δ ∈ (0, 1).

Çàäà÷à (2.1)�(2.3) ðåøàåòñÿ â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà ðåøàåì ñòàòè÷å-
ñêóþ çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè ïîëåçíîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ìîìåíòà âðåìåíè t, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ðàñ-
õîäîâ

∑
j

pjtcijt → min,

(∑
j

(µijtcijt)
ρ

) 1
ρ

= c̄it (2.4)

1Ìîäåëü òàêæå ñîäåðæèò òðàíñôåðòû ìåæäó ïîòðåáèòåëÿìè, êîòîðûå ìû äëÿ
êðàòêîñòè íå ïèøåì.
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ïðè çàäàííûõ öåíàõ pjt è çàäàííîì çíà÷åíèè ôóíêöèè ïîëåçíîñòè c̄it.
Ïðèìåíÿÿ ê (2.4) óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà, íàõîäèì
ôóíêöèþ ðàñõîäîâ

min

{∑
j

pjtcijt

}
= p̄itc̄it, (2.5)

ãäå

p̄it =

(∑
j

(
pjt

µijt

) ρ
ρ−1

) ρ−1
ρ

(2.6)

� äâîéñòâåííûé èíäåêñ öåí.
Äàëåå, ïîëüçóÿñü (2.4)�(2.6), ïåðåïèñûâàåì çàäà÷ó (2.1)�(2.3) â

âèäå

1

ψ

∑
t

βtnitc̄
ψ
it → max, (2.7)

p̄itc̄it + qtxit = (1− θit)wtlit + (1− φit)rtkit + git, (2.8)
(1 + νit)ki,t+1 = (1− δ)kit + xit, ki0 > 0. (2.9)

Èñêëþ÷àÿ xit èç (2.8) è (2.9), ïðèõîäèì ê îäíîìó îãðàíè÷åíèþ

(1 + νit)ki,t+1 =

(1− δ)kit +
1

qt

[(1− θit)wtlit + (1− φit)rtkit + git − p̄itc̄it] . (2.10)

Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî àãðåãèðîâàí-
íîãî ïîòðåáëåíèÿ c̄it â çàäà÷å (2.7) è (2.10) äàþò

qt

p̄it

c̄ψ−1
it = β

(
(1− δ)qt+1 + (1− φi,t+1)rt+1

p̄i,t+1

)
c̄ψ−1
i,t+1. (2.11)

Óðàâíåíèå Ýéëåðà (2.11) è óðàâíåíèå ïîòîêà êàïèòàëà (2.10) âìåñòå
ñ óñëîâèÿìè òðàíñâåðñàëüíîñòè

lim
t→∞

λitkit = 0, (2.12)

ãäå λit � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà, ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè
îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷å (2.7)�(2.9). Áîëåå òîãî, òðàåêòîðèÿ åäèí-
ñòâåííà [12].
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Äëÿ ëó÷øåãî ñðàâíåíèÿ ñî ñëó÷àåì îäíîðîäíûõ ïîòðåáèòåëåé,
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òðàåêòîðèè âñåõ ãðóïï ïîòðåáèòåëåé âûõîäÿò íà
îáùóþ òðàåêòîðèþ ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà ïðè t →∞. Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêè âåëè÷èíû xit, kit, lit, git, à çíà÷èò è c̄it, ðàñòóò
ñ îáùåé íå çàâèñÿùåé îò âðåìåíè ñêîðîñòüþ òåõíîëîãè÷åñêîãî ðîñòà
ξ. Òîãäà ïðè t →∞ óðàâíåíèå (2.11) äà¼ò2

(1 + ξ)1−ψ = β

(
1− δ +

(1− φ)r

q

)
, (2.13)

ãäå r, φ è q � äîëãîñðî÷íûå ñòîèìîñòü êàïèòàëà, íàëîãè íà äîõîäû è
ñòîèìîñòü èíâåñòèöèé, ñîîòâåòñòâåííî.

2.2. Ïðîèçâîäèòåëè
Ôèðìû ñãðóïïèðîâàíû â ñåêòîðû ïî òèïó ïðîèçâîäèìîãî òîâà-

ðà: NC + 1 ñåêòîðîâ, ïðîèçâîäÿùèõ êîíå÷íûå ïðîäóêòû (NC ïîòðå-
áèòåëüñêèõ òîâàðîâ è èíâåñòèöèîííûé ¾òîâàð¿) è NE + 1 ñåêòîðîâ,
ïðîèçâîäÿùèõ âñïîìîãàòåëüíûå òîâàðû (NE òèïîâ ýíåðãîðåñóðñîâ è
ñîâîêóïíóþ êàòåãîðèþ âñïîìîãàòåëüíûõ òîâàðîâ, íàçûâàåìóþ ¾ìà-
òåðèàëàìè¿). Äëÿ óäîáñòâà îáùåå êîëè÷åñòâî ñåêòîðîâ îáîçíà÷åíî
÷åðåç NX = NE +1+NC +1, è èíäåêñ òîâàðà âñåãäà ïðîáåãàåò NX êà-
òåãîðèé â óêàçàííîì ïîðÿäêå (òî åñòü, ñíà÷àëà ýíåðãîðåñóðñû, çàòåì
ìàòåðèàëû, ïîòðåáèòåëüñêèå òîâàðû è, íàêîíåö, èíâåñòèöèè). Äëÿ
ïðîñòîòû ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ â êàæäîì ñåêòîðå ïðåäïîëàãà-
åòñÿ îäíîðîäíîé ïåðâîé ñòåïåíè (òî åñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿííàÿ
îòäà÷à îò ìàñøòàáà).

Â ìîìåíò âðåìåíè t êàæäûé òîâàð ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ êàïè-
òàëà K, òðóäà L, àãðåãèðîâàííîãî ýíåðãîðåñóðñà Ē è ìàòåðèàëîâ M .
Êàïèòàë è òðóä ÿâëÿþòñÿ ôàêòîðàìè ïðîèçâîäñòâà. Ïðîèçâîäñòâåí-
íàÿ ôóíêöèÿ èìååò âëîæåííóþ CES-ñòðóêòóðó (âñþäó, ãäå ðå÷ü èä¼ò
î ôèêñèðîâàííîì ìîìåíòå âðåìåíè, èíäåêñ t äëÿ êðàòêîñòè îïóñêà-
åì):

X = γX (αK(GKK)ρX + αL(GLL)ρX+

+αĒ(GĒĒ)ρX + αM(GMM)ρX
)1/ρX , (2.14)

2Èç óñëîâèé òðàíñâåðñàëüíîñòè (2.12), ïîëüçóÿñü λit = qtβ
tnitc̄

ψ−1
it /p̄it, ìû ïî-

ëó÷àåì âåðõíþþ îöåíêó íà ñêîðîñòü òåõíîëîãè÷åñêîãî ðîñòà, êîòîðàÿ äîïóñòèìà
â ìîäåëè: 1 + ξ < (1/β)1/ψ (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî nit → ni ïðè t →∞).
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ñ ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòüþ çàìåùåíèÿ σX = 1/(1− ρX). Çäåñü GI �
ïàðàìåòð ïðîèçâîäèòåëüíîñòè äëÿ I = K, L, Ē, M . Ïàðàìåòð γX ìàñ-
øòàáèðóåò ïðîèçâîäñòâåííûå êîýôôèöèåíòû αI òàê, ÷òîáû èõ ñóììà
ðàâíÿëàñü åäèíèöå. Çíà÷åíèÿ αI è GI ìîãóò ìåíÿòüñÿ îò ñåêòîðà ê
ñåêòîðó è çàâèñåòü îò âðåìåíè.

Àãðåãèðîâàííûé ýíåðãîðåñóðñ Ē ïðîèçâîäèòñÿ èç NE ýíåðãîðå-
ñóðñîâ Ei ïðè ïîìîùè ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè

Ē = γE

(∑
i

αEi
(GEi

Ei)
ρE

)1/ρE

. (2.15)

Äëÿ óäîáñòâà ñðàâíåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè [5] ìû íå ââîäèì îòäåëüíîé
âëîæåííîé ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè äëÿ ìàòåðèàëîâ.

Âñå êîýôôèöèåíòû ïðîèçâîäèòåëüíîñòè â (2.14) è (2.15), êðîìå
GL, îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè t →∞. Êîýôôèöèåíò ïðîèçâîäèòåëüíî-
ñòè òðóäà GL âî âñåõ ñåêòîðàõ ñòðåìèòñÿ ê G = 1 + ξ íà áåñêîíå÷íî-
ñòè, òî åñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ïðåäåëå ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà
ðàñò¼ò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ξ.

Ïóñòü τEi
îáîçíà÷àåò íàëîã íà èñïîëüçîâàíèå i-ãî ýíåðãîðåñóðñà,

à τM � íàëîã íà èñïîëüçîâàíèå ìàòåðèàëîâ (çàâèñèìîñòü îò ñåêòîðà
ïðîèçâîäñòâà äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàåì). Ïðè ïîìîùè òåîðèè äâîé-
ñòâåííîñòè íàõîäèì ïðåäåëüíûå çàòðàòû íà ýíåðãèþ ïîñëå óïëàòû
íàëîãà:

PĒ =
1

γE

(∑
i

α
1

1−ρE
Ei

(
(1 + τEi

)PEi

GEi

) ρE
ρE−1

) ρE−1

ρE

. (2.16)

Ïðåäåëüíûå çàòðàòû â ñåêòîðå X ðàâíû

PX =
1

γX

(
α

1
1−ρX
K

(
PK

GK

) ρX
ρX−1

+ α
1

1−ρX
L

(
PL

GL

) ρX
ρX−1

+α
1

1−ρX

Ē

(
PĒ

GĒ

) ρX
ρX−1

+ α
1

1−ρX
M

(
(1 + τM)PM

GM

) ρX
ρX−1

) ρX−1

ρX

. (2.17)

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ïðåäåëüíûõ çàòðàò â êàæäîì ïðîèçâîäñòâåí-
íîì ñåêòîðå âêëþ÷àåò íàëîãè íà èñïîëüçîâàíèå ýíåðãîðåñóðñîâ è ìà-
òåðèàëîâ.
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Ïóñòü τX � íàëîã íà åäèíèöó âûïóùåííîé ïðîäóêöèè â ñåêòîðå
X. Ïðåäïîëîæåíèå î ïîñòîÿííîé îòäà÷å îò ìàñøòàáà è êîíêóðåíò-
íûõ ðûíêàõ ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ðàâíîâåñíàÿ ïðèáûëü ðàâíà íóëþ, è
PXj

+ τXj
� öåíà, âêëþ÷àþùàÿ íàëîãè. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ëåììó Øåï-

ïàðäà, ìû íàõîäèì îòíîøåíèå îáúåìà çàòðà÷åííîãî ðåñóðñà ê îáú¼ìó
âûïóñêà, êîòîðîå ìèíèìèçèðóåò çàòðàòû:

AI =

(
1

αI(γXGI)ρX
· PI

PX

) 1
ρX−1

, (2.18)

äëÿ I = K,L, Ē è äëÿ I = M :

AM =

(
1

αM(γXGM)ρX
· (1 + τM)PM

PX

) 1
ρX−1

. (2.19)

Àíàëîãè÷íî, ìèíèìèçèðóþùåå çàòðàòû îòíîøåíèå îáúåìà çàòðà÷åí-
íîãî ýíåðãîðåñóðñà ê îáú¼ìó âûïóñêà AEi

= Ei/Ē ðàâíî

AEi
=

(
1

αEi
(γEGEi

)ρE
· (1 + τEi

)PEi

PĒ

) 1
ρE−1

. (2.20)

2.3. Ïðàâèòåëüñòâî
Â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò t ïðàâèòåëüñòâåííûå íàëîãîâûå ñáîðû

GREV ðàâíû ñóììå íàëîãîâ íà êàïèòàë è çàðàáîòíóþ ïëàòó, ñîáðàí-
íûõ ñî âñåõ ãðóïï ïîòðåáèòåëåé, è ñóììå íàëîãîâ íà ïðèáûëü ïî âñåì
ñåêòîðàì ïðîèçâîäñòâà:

GREV =

Nd∑
i=1

ni(φirki + θiwli) +

NX∑
j=1

(
τXj

Xj+

NE∑
s=1

τEsj
PEsj

Esj
+τMj

Mj

)

=

Nd∑
i=1

(φiPKKi +θiPLLi)+

NX∑
j=1

(
τXj

+

NE∑
s=1

τEsj
PEsj

AEsj
AĒj

+τMj
AMj

)
Xj.

(2.21)

Íåéòðàëüíîñòü ïðàâèòåëüñòâà äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷¼ò òîãî, ÷òî çàêóïêè
GPt ðàâíû íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ GP0 â ðåàëüíîì âûðàæåíèè:

GPt =
p̄t

p̄0

(1 + ξ)tGP0, (2.22)
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ãäå p̄t = N−1
d

∑
i

p̄it � ïîòðåáèòåëüñêèé èíäåêñ öåí. Ïðàâèòåëüñòâåí-
íûå òðàíñôåðòû ñîñòîÿò èç ñóììû òðàíñôåðòîâ ïîòðåáèòåëÿì â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò è êîððåêòèðóþùèõ òðàíñôåðòîâ (LSAt), êîòîðûå
ïðèçâàíû ñáàëàíñèðîâàòü áþäæåò ïðàâèòåëüñòâà â ìîìåíò t. Â ðå-
çóëüòàòå òðàíñôåðòû i-îé ãðóïïå (íà äóøó íàñåëåíèÿ) ðàâíû

git =
p̄t

p̄0

(1 + ξ)tgi0 +
LSAt

nt

, (2.23)

ãäå gi0 � òðàíñôåðòû i-îé ãðóïïå ïîòðåáèòåëåé â íà÷àëüíûé ìîìåíò
è nt =

∑
i

nit � îáùèé îáúåì íàñåëåíèÿ. Òîãäà ïðàâèòåëüñòâåííûå
ðàñõîäû ñêëàäûâàþòñÿ èç çàêóïîê è ñóììàðíûõ òðàñôåðòîâ:

GEXPt = GPt + GTt, GTt =
p̄t

p̄0

(1 + ξ)t

Nd∑
i=1

nitgi0 + LSAt. (2.24)

Îòìåòèì, ÷òî LSA0 = 0, ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò
áåðóòñÿ èç òàáëèöû ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïðîñà ïðàâèòåëüñòâà åãî çàêóïêè îïðåäåëÿþòñÿ
ôóíêöèåé òèïà Êîááà-Äóãëàñà îò ïåðåìåííûõ K, L, Ei, M :

GP = KαKLαL · · ·EαEi
i · · ·MαM .

Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå AGP
I = I/GP èñïîëüçóåìîãî ðåñóðñà I

ê îáùåìó îáú¼ìó çàêóïîê GP ðàâíî AGP
K = αK/PK äëÿ êàïèòàëà,

AGP
L = αL/PL äëÿ òðóäà, AGP

Ei
= αEi

/PEi
äëÿ ýíåðãèè è AGP

M = αM/PM

äëÿ ìàòåðèàëîâ.

2.4. Ðûíêè
Â êîíêóðåíòíîì ðàâíîâåñèè ðûíêè ñáàëàíñèðîâàíû. Äðóãèìè ñëî-

âàìè, â êàæäûé ìîìåíò t, ñîâîêóïíîå ïðåäëîæåíèå ðàâíî ñîâîêóï-
íîìó ñïðîñó äëÿ ôàêòîðîâ ïðîèçâîäñòâà:

KAD = KAS, LAD = LAS, (2.25)

è êàæäîãî ïðîèçâîäèìîãî ïðîäóêòà:

XAD
j = XAS

j , j = 1, NX . (2.26)
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Ñîâîêóïíîå ïðåäëîæåíèå j-ãî òîâàðà XAS
j = Xj îïðåäåëåíî ïðî-

èçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé (2.14). Ñîâîêóïíûé ñïðîñ íà j-ûé êîíå÷íûé
ïðîäóêò (ïîòðåáëåíèå èëè èíâåñòèöèè) èìååò âèä

XAD
NE+1+j =

Nd∑
i=1

nicij, j = 1, NC , XAD
NX

=

Nd∑
i=1

nixi. (2.27)

Ñïðîñ íà êàæäûé êîíå÷íûé ïðîäóêò îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé êàïèòàëà (ñì. äàëåå îïèñàíèå âû÷èñëèòåëü-
íîé ïðîöåäóðû). À èìåííî, èíâåñòèöèè îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ,
îïèñûâàþùåãî äèíàìèêó êàïèòàëà (2.3), ïîñëå ÷åãî ïîòðåáëåíèå âû-
÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ áþäæåòíîãî îãðàíè÷åíèÿ (2.2).

Ñîâîêóïíûé ñïðîñ íà êàïèòàë è òðóä èìåþò âèä

KAD =

NX∑
j=1

Aj
KXj + AGP

K GP, LAD =

NX∑
j=1

Aj
LXj + AGP

L GP. (2.28)

Ñîâîêóïíîå ïðåäëîæåíèå êàïèòàëà è òðóäà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïðåäëî-
æåíèé âñåõ ïîòðåáèòåëüñêèõ ãðóïï:

KAS =

Nd∑
i=1

niki, LAS =

Nd∑
i=1

nili. (2.29)

Ñîâîêóïíûé ñïðîñ íà ýíåðãîðåñóðñû Ei è ìàòåðèàëû M åñòü ñóì-
ìà ñïðîñîâ ñåêòîðîâ, ïðîèçâîäÿùèõ êîíå÷íûå ïðîäóêòû è âñïîìîãà-
òåëüíûå ïðîäóêòû (òî åñòü ñàìè ýíåðãîðåñóðñû è ìàòåðèàëû):

XAD
i =

NE+1∑
j=1

Aj
iX

AD
j + Yi, i = 1, NE + 1, (2.30)

ãäå Yi =
∑

j>NE+1

Aj
iXj + AGP

i GP . Èñïîëüçóÿ âåêòîðíûå îáîçíà÷åíèÿ

x = (XAD
1 , . . . , XAD

NE+1)
′ è y = (Y1, . . . , YNE+1)

′, ìîæåì ïåðåïèñàòü
(2.30) â âèäå

x = Ax + y èëè x = (1− A)−1 y. (2.31)

Çäåñü A = (Aj
i ) � êâàäðàòíàÿ (NE +1)× (NE +1)-ìàòðèöà îòíîøåíèé

çàòðàò ê âûïóñêàì, à 1 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà òàêîãî æå ðàçìåðà.
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Íàêîíåö, ñîîòíîøåíèå, ðåãóëèðóþùåå ïðàâèòåëüñòâåííûé áþä-
æåò èìååò âèä

GREV = GEXP, (2.32)

ãäå äîõîäû è ðàñõîäû îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (2.21) è (2.24).
Òàêèì îáðàçîì, êîíêóðåíòíîå ðàâíîâåñèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøå-

íèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, ñîñòîÿùåé èç óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè äëÿ
ïîòðåáèòåëåé, óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè äëÿ ïðîèçâîäèòåëåé è óðàâíå-
íèé áàëàíñà (2.25), (2.26) è (2.32). Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ
îòíîñèòåëüíî âåëè÷èí ïîòðåáëåíèÿ cij, èíâåñòèöèé xi, êàïèòàëà ki è
öåí PXj

, PK , PL è LSA, ïðè âñåõ t. Ïîòðåáèòåëüñêèå öåíû íà òîâàðû
è ñòîèìîñòü èíâåñòèöèé âêëþ÷àþò íàëîãè:

pj = PNE+1+j + τNE+1+j, q = PNX
+ τXNX

,

ãäå j = 1, NC . Ñòîèìîñòü êàïèòàëà è òðóäà îäèíàêîâû äëÿ ïîòðåáèòå-
ëåé è ïðîèçâîäèòåëåé: r = PK è w = PL. Âñëåäñòâèå çàêîíà Âàëüðàñà
îäíà èç öåí ìîæåò áûòü âûáðàíà â êà÷åñòâå åäèíèöû èçìåðåíèÿ. Â
ìîäåëè PET òàêîé öåíîé ÿâëÿåòñÿ çàðïëàòà, êîòîðàÿ íîðìèðîâàíà
íà åäèíèöó: w = 1. Ïðè ýòîì áàëàíñîâîå ñîîòíîøåíèå äëÿ òðóäà îò-
áðàñûâàåòñÿ.

2.5. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîöåäóðà

Äèíàìèêà ïîòðåáèòåëüñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìîæåò ðàññìàòðèâàòü-
ñÿ êàê ïåðåõîä èç îäíîãî ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå. Ïîñêîëüêó
íàñ èíòåðåñóåò ñàì ïåðåõîäíûé ïðîöåññ, à íå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâå-
äåíèå, ìû çàìåíÿåì áåñêîíå÷íûé èíòåðâàë äîñòàòî÷íî áîëüøèì êî-
íå÷íûì îòðåçêîì [0, T ]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñ ìîìåíòà t = T äèíàìè-
êà îïðåäåëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà (2.13). Òàêèì
îáðàçîì, çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ ñâåäåíà ê
ñèñòåìå êîíå÷íîãî ÷èñëà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñòàðòóåò ñ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé êàïèòàëà kit, i = 1, Nd è t = 0, 1, . . . , T , êî-
òîðàÿ îïðåäåëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíâåñòèöèé xit â ñîîòâåòñòâèè
ñ (2.9). Ïîñëå òîãî, êàê îïðåäåëåíû èíâåñòèöèè, ïîòðåáëåíèå c̄it âû-
÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè áþäæåòíîãî îãðàíè÷åíèÿ (2.8). Ïðàâèòåëü-
ñòâåííûå çàêóïêè GPt îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (2.22). Êàê òîëüêî
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êîíå÷íûé ñïðîñ Yj (ïîòðåáëåíèå ïëþñ èíâåñòèöèè ïëþñ ïðàâèòåëü-
ñòâåííûå çàêóïêè) îïðåäåëåíû, óðîâåíü ïðîèçâîäñòâà Xj âñïîìîãà-
òåëüíûõ ïðîäóêòîâ (ýíåðãîðåñóðñîâ è ìàòåðèàëîâ) âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëå (2.30), ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü äà¼ò âåëè÷èíû ïðîèçâåä¼ííûõ
êîíå÷íûõ ïðîäóêòîâ. Öåíû PXj

è PK âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè ìå-
òîäà Íüþòîíà íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ âåëè÷èí. Îòñþäà íàõîäèì íîâîå
ïðèáëèæåíèå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé êàïèòàëà kit.

Îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà èòåðèðóåòñÿ äî òåõ ïîð ïîêà íå âûïîëíèò-
ñÿ óðàâíåíèå Ýéëåðà (2.11). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ
àëãîðèòìà Ãàóññà-Çåéäåëÿ (ïîäðîáíåå ñì. [5, 4]).

2.6. Íà÷àëüíûå äàííûå è ïàðàìåòðû
Êàëèáðîâêà ôóíêöèè ïîëåçíîñòè îïèñàíà â ðàçäåëå 2. Ïðîèçâîä-

ñòâåííûå êîýôôèöèåíòû αXj
è ìàñøòàáíûå ìíîæèòåëè γXj

êàëèá-
ðóþòñÿ ïî äàííûì òàáëèöû ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà â íà÷àëüíûé
ìîìåíò. Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ çàìåùåíèÿ ρXj

îïðåäåëÿþòñÿ âå-
ëè÷èíàìè íàëîãà íà âûáðîñû óãëåðîäà. Ïðîèçâîäèòåëüíîñòè Gj ÿâ-
ëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè ïàðàìåòðàìè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíà-
ìè âàëîâîãî íàöèîíàëüíîãî ïðîäóêòà, âûáðîñîâ óãëåðîäà è ñïðîñà íà
ýíåðãîíîñèòåëè íà îïðåäåë¼ííîì îòðåçêå âðåìåíè. Ïàðàìåòðû ïðà-
âèòåëüñòâà êàëèáðóþòñÿ ïî âåëè÷èíàì íàëîãîâ è çàêóïîê èç òàáëèöû
ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà â íà÷àëüíûé ìîìåíò.

Âåëè÷èíà èíâåñòèöèé â òàáëèöå ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò ìàñøòàáèðóåòñÿ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøå-
íèå

[(1 + ν0)− (1− δ)]k0 = x0,

ãäå k0 =
∑
i

ki0 è x0 =
∑
i

xi0. Çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà àìîðòèçàöèè êà-
ïèòàëà ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì δ = 0.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîõðàíèòü óñëî-
âèÿ áàëàíñà â íà÷àëüíûé ìîìåíò, âåêòîð ïîòðåáëåíèÿ ìàñøòàáèðó-
åòñÿ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ðàâåíñòâà ñîâîêóïíîãî ñïðîñà
è ñîâîêóïíîé äîáàâëåííîé ñòîèìîñòè. Ïîñëå ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ìå-
òîä RAS [7], îáåñïå÷èâàþùèé ðàâåíñòâî ñîâîêóïíîãî ïðåäëîæåíèÿ è
ñïðîñà â íà÷àëüíûé ìîìåíò äëÿ êàæäîãî ðåñóðñà â ïðîèçâîäñòâå.

Ïî èçâåñòíîìó çíà÷åíèþ ñòàâêè ïðîöåíòà R êîýôôèöèåíò äèñ-
êîíòèðîâàíèÿ β âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

1/β = (1 + R)(1 + ξ)ψ−1. (2.33)
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Ýòî ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç ïðåäåëüíîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (2.13).
Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ

1 + Rt =
(1− δ)qt + (1 + ψt)rt

qt−1

.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè t →∞, ïîëó÷èì R = −δ + (1− φ)r/q. Ïîä-
ñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (2.13), ïðèõîäèì ê (2.33). Âìåñòå ñ îöåíêîé
(1 + ξ)ψ < 1/β (ñì. ñíîñêó ïåðåä ôîðìóëîé (2.13)), âûðàæåíèå (2.33)
äà¼ò ξ < R. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ξ = 0 è R = 0.05, ïîëó÷àåì çíà÷åíèå
β ≈ 0.95, èñïîëüçóåìîå â ðàñ÷¼òàõ.

3. Óñðåäíåíèå õàðàêòåðèñòèê ïîòðåáèòåëåé
3.1. Êàëèáðîâêà ôóíêöèé CES ïî íà÷àëüíûì äàííûì

Òðàäèöèîííûé ñïîñîá êàëèáðîâêè CES-ôóíêöèè ïîëåçíîñòè âè-
äà (2.1) ñëåäóþùèé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè
ïîëåçíîñòè â íà÷àëüíûé ìîìåíò (íîìåð ãðóïïû i çäåñü äëÿ êðàòêîñòè
îïóñêàåì) (∑

j

(
µjcj0

)ρ
) 1

ρ

→ max (3.1)

ïðè áþäæåòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ
∑

j

pj0cj0 = m0, (3.2)

ãäå pj0 è m0 � öåíû è ðàñõîäû â íà÷àëüíûé ìîìåíò. Òîãäà ïðè ρ 6= 0

ïîòðåáèòåëüñêèé ñïðîñ â çàäà÷å (3.1) è (3.2) äà¼òñÿ ôîðìóëîé

cj0 =

(
µρ

j

pj0

) 1
1−ρ

∑

j′
µρ

j′

(
µρ

j′

pj′0

) ρ
1−ρ

m0. (3.3)

Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî öåíû â íà÷àëüíûé ìîìåíò pj0 âçÿòû çà åäè-
íèöó è êîýôôèöèåíòû ïðåäïî÷òåíèÿ íîðìèðîâàíû ñîîòíîøåíèåì

∑
j

µ
1

1−ρ

j = 1.
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Òîãäà â ñèëó (3.2) è (3.3) êîýôôèöèåíò ïðåäïî÷òåíèÿ j-ãî òîâàðà
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

µj =

(
cj0∑

j′
cj′0

) 1−ρ
ρ

. (3.4)

Ñîîòâåòñòâåííî êîýôôèöèåíò ïðåäïî÷òåíèÿ j-ãî òîâàðà â i-îé ãðóïïå
ïîòðåáèòåëåé âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

µij =

(
cij0∑

j′
cij′0

) 1−ρ
ρ

. (3.5)

Äîëè ïîòðåáëåíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò â ôîðìóëàõ (3.4) è (3.5) îïðå-
äåëÿþòñÿ ïî èñõîäíûì äàííûì.

Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ρ → 0 ôîðìóëà (3.1) äà¼ò ôóíêöèþ ïîëåçíî-
ñòè Êîááà-Äóãëàñà, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè u(ct) =

∑
j

µj log cjt.

Âìåñòî ôîðìóë (3.4) è (3.5) èìååì

µj =
cj0∑

j′
cj′0

, µij =
cij0∑

j′
cij′0

.

Íåïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

µj =
∑

i

νiµij, ãäå νi =

∑
j

cij0

∑
j

cj0

.

Òåì íå ìåíåå ðàâíîâåñèå â ìîäåëè ñ íåñêîëüêèìè ãðóïïàìè ïîòðå-
áèòåëåé è â ìîäåëè ñ ðåïðåçåíòàòèâíûì àãåíòîì äà¼ò ðàçíûé ñîâî-
êóïíûé ñïðîñ, åñëè òîëüêî ïðîèçâîäñòâåííûé ñåêòîð íå îïèñûâàåòñÿ
ôóíêöèÿìè Êîááà-Äóãëàñà (ïîäðîáíîñòè ñì. â [10]).

Êîëè÷åñòâåííûå ðàçëè÷èÿ ñîâîêóïíîãî ñïðîñà
∑
j

cijt íåñêîëüêèõ

ãðóïï ïîòðåáèòåëåé è ðåïðåçåíòàòèâíîãî àãåíòà cjt ìû èññëåäóåì íà
ïðèìåðå ìîäåëè PET â ðàçäåëå 3 (àíàëèç ñòàòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ ñì. â
[8]).
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3.2. Êîýôôèöèåíòû ïðåäïî÷òåíèÿ, çàâèñÿùèå îò âðåìåíè
Êàê õîðîøî èçâåñòíî, èñïîëüçîâàíèå ïîñòîÿííîé îòäà÷è îò ìàñ-

øòàáà, ò.å. CES-ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, íå äîñòàòî÷íî õîðîøî ïîäòâåð-
æäàåòñÿ ýêîíîìåòðè÷åñêèì àíàëèçîì. Ïîýòîìó ìû ââîäèì çàâèñÿùèå
îò âðåìåíè êîýôôèöèåíòû ïðåäïî÷òåíèÿ, ïåðåïèñûâàÿ ôóíêöèþ ïî-
ëåçíîñòè (2.1) â âèäå

U(c) =
1

ψ

∑
t

βtnt

(∑
j

(
µjtcjt

)ρ
)ψ

ρ

.

Çäåñü â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ ïðåäïî÷òåíèÿ ìû èñïîëüçóåì ïðî-
ãíîçèðóåìûå äîëè ïîòðåáëåíèÿ:

µjt =

(
c∗jt∑

j′
c∗j′t

) 1−ρ
ρ

. (3.6)

Ñ÷èòàåì, ÷òî èçìåíåíèå ïîòðåáëåíèÿ âî âðåìåíè â îñíîâíîì ñâÿçàíî
ñ èçìåíåíèåì ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ. Ïîýòîìó

c∗jt =
1

nt

∑
i

θij0nitci0, (3.7)

ãäå θij0 � äîëÿ j-ãî òîâàðà â îáùåì ïîòðåáëåíèè i-îé ãðóïïû è ci0

� ïîòðåáëåíèå íà äóøó â íà÷àëüíûé ìîìåíò; nit � ïðîãíîçèðóåìàÿ
÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ â i-îé ãðóïïå è nt =

∑
i

nit � îáùàÿ ïðîãíîçè-
ðóåìàÿ ÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ.

3.3. Óñðåäíåíèå òðóäà è êàïèòàëà
Èç-çà îãðàíè÷åííîãî îáú¼ìà äàííûõ ðåñóðñû òðóäà è êàïèòàëà

îáû÷íî âû÷èñëÿþòñÿ íà îñíîâå ñðåäíåãî îáú¼ìà ñáåðåæåíèé k0 íà
äóøó è ñðåäíåé çàðàáîòíîé ïëàòû l0 â íà÷àëüíûé ìîìåíò. Äàëåå k0

ñëóæèò íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé kt,
êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè ìîäåëè. Òðóä ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì
L̃AS

t = ntl0. Â ýòîì ñëó÷àå, òðóä çàâèñèò ëèøü îò ðîñòà íàñåëåíèÿ, íî
íå îò èçìåíåíèÿ ñîñòàâà íàñåëåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò èçâåñòíû ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòè li0 ðàçëè÷íûõ ãðóïï ïîòðåáèòåëåé. Òîãäà ïðîèçâîäèòåëüíîñòü
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ðåïðåçåíòàòèâíîãî àãåíòà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

l0 =

∑
i

ni0li0
∑
i

ni0

.

Åñëè ìû èãíîðèðóåì èçìåíåíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè âî âðåìåíè, òî
îáúåì òðóäîâîãî ðåñóðñà çàïèñûâàåòñÿ êàê è ðàíåå ôîðìóëîé

L̃AS
t = ntl0 =

nt

n0

LAS
0 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ìîæåì ó÷åñòü èçìåíåíèå ñîñòàâà íàñåëåíèÿ,
ââîäÿ çàâèñÿùóþ îò âðåìåíè ïðîèçâîäèòåëüíîñòü:

lt =

∑
i

nitli0
∑
i

nit

. (3.8)

Òîãäà ìû ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

LAS
t = ntlt =

∑
i

nitli0.

Â ìîäåëè ñ íåñêîëüêèìè ãðóïïàìè ïîòðåáèòåëåé ñîâîêóïíîå ïðåä-
ëîæåíèå òðóäà ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì LAS

it = nitli0, à çíà÷åíèÿ ñðåäíèõ
ñáåðåæåíèé íà äóøó íàñåëåíèÿ ki0 èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ïðåäëîæåíèÿ êàïèòàëà.

4. Ðåçóëüòàòû è îáñóæäåíèå
Ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà óñðåäíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòüþ

ðåçóëüòàòîâ îò ñòåïåíè óñðåäíåíèÿ (ò.å. îò ÷èñëà ðàññìàòðèâàåìûõ
â ìîäåëè ãðóïï ïîòðåáèòåëåé). Íàìè ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå çíà÷åíèé
ñîâîêóïíûõ õàðàêòåðèñòèê, âû÷èñëåííûõ â ìîäåëè PET ñ ðåïðåçåí-
òàòèâíûì àãåíòîì (îäíà ãðóïïà ñ óñðåäíåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè)
è ñ íåñêîëüêèìè ãðóïïàìè, êîòîðûå îáëàäàþò ðàçíûìè õàðàêòåðè-
ñòèêàìè.

Äàííûå óêàçûâàþò, ÷òî íàèáîëüøàÿ íåîäíîðîäíîñòü ïîòðåáèòå-
ëåé íàáëþäàåòñÿ â ðàçâèâàþùèõñÿ ñòðàíàõ [13], ïîýòîìó ðàñ÷¼òû
ïðîâîäèëèñü ïî ðåàëüíûì äàííûì äëÿ Èíäèè (ïîäðîáíîñòè ñì. â
[10]). Â ñëó÷àå ñ íåçàâèñÿùèìè îò âðåìåíè ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ è
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êîýôôèöèåíòàìè ïðåäïî÷òåíèÿ, êàëèáðîâàííûìè ïî íà÷àëüíûì äàí-
íûì (µ0 è l0), âåëè÷èíû ñîâîêóïíîãî ñïðîñà íà ïîòðåáèòåëüñêèå òîâà-
ðû è ýíåðãîíîñèòåëè â ìîäåëè ñ ðåïðåçåíòàòèâíûì àãåíòîì è íåñêîëü-
êèìè ãðóïïàìè ìîãóò èìåòü çíà÷èòåëüíûå ðàçëè÷èÿ (1.5�2 ðàçà). Â
ñëó÷àå ñ íåçàâèñÿùèì îò âðåìåíè êîýôôèöèåíòàìè ïðåäïî÷òåíèÿ,
íî çàâèñÿùåé îò âðåìåíè ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ (µ0 è lt) ðàçëè÷èÿ
ñóùåñòâåííî óìåíüøàþòñÿ, íî òåì íå ìåíåå ìîãóò äîñòèãàòü 25%.
Íàêîíåö, â ñëó÷àå, êîãäà è ïðîèçâîäèòåëüíîñòü, è êîýôôèöèåíòû
ïðåäïî÷òåíèÿ ó÷èòûâàþò çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (µt è lt), ðàçëè-
÷èÿ ñòàíîâÿòñÿ íåçíà÷èòåëüíûìè (â ïðåäåëàõ 1%). Òàêèì îáðàçîì,
ðûíî÷íûå ýôôåêòû â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñòàíîâÿòñÿ íåñóùåñòâåííû-
ìè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðåäëîæåí-
íûé íàìè ìåòîä óñðåäíåíèÿ õîðîøî îòðàæàåò äèíàìèêó â ìîäåëè ñ
íåîäíîðîäíûìè ïîòðåáèòåëÿìè. Òîò ôàêò, ÷òî çàâèñèìîñòü îò âðåìå-
íè êîýôôèöèåíòîâ ïðåäïî÷òåíèÿ ñëàáî âëèÿåò íà ðåçóëüòàòû, ñîãëà-
ñóåòñÿ ñ ðàñ÷¼òàìè [11]. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîñòðîå-
íèÿ ðåïðåçåíòàòèâíîãî àãåíòà íå èñïîëüçóåò ñïåöèôèêè ìîäåëè PET
è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â øèðîêîì êëàññå äèíàìè÷åñêèõ ìíîãî-
ñåêòîðíûõ CGE-ìîäåëåé.

Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â êëàññå ôóíêöèé ïîëåçíîñòè îäíîðîäíûõ
(ïåðâîé ñòåïåíè) îòíîñèòåëüíî ïîòðåáëåíèÿ è èìåþùèõ çàâèñÿùèå îò
âðåìåíè êîýôôèöèåíòû ïðåäïî÷òåíèÿ. Ýòî ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî îòíî-
ñèòåëüíàÿ öåííîñòü êàæäîãî òîâàðà ìîæåò ìåíÿòüñÿ, íî ñòåïåíü âçà-
èìîçàìåíÿåìîñòè òîâàðîâ îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííîé. Â íàñòîÿùèé ìîìåíò
âåä¼òñÿ ðàáîòà ïî îáîáùåíèþ òåîðèè ðåïðåçåíòàòèâíîãî àãåíòà íà
êëàññ íåîäíîðîäíûõ ôóíêöèé, à òàêæå íàä âîçìîæíîñòüþ óñðåäíå-
íèÿ âåëè÷èí çàìåùåíèÿ ìåæäó òîâàðàìè. Â áóäóùåì ìû ïëàíèðóåì
èññëåäîâàòü ýòè æå âîïðîñû îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòà çàìåùåíèÿ
ïî âðåìåíè.
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Abstract : Accounting for demographic heterogeneity in the general
equilibrium framework leads to solving separate optimization problem
for several consumer groups with di�erent characteristics. In the present
paper, an aggregation method of consumer characteristics is proposed
that allows to take into account time variations in the preference
coe�cients and labor productivity. The method is applied to a particular
type of models that are used to assess energy demand. We show that
demand of the single population group that has averaged characteristics
of the whole population is in good agreement with total demand of several
di�erent consumer groups. Thus, our method allows to extend the scope
of application for the representative consumer approach to a wide class
of multisector models with heterogeneous consumer characteristics that
can change over time.

Keywords : economic growth, computable general equilibrium, demographic
heterogeneity, consumer preferences, labor productivity, aggregation, energy
demand.


