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1. Ââåäåíèå

Â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ èãð ñ òðàíñôåðàáåëü-
íûìè ïîëåçíîñòÿìè ïðåäëàãàëèñü ðàçëè÷íûå âèäû ìîíîòîííîñòè ðå-
øåíèé, îäíîé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ àãðåãèðîâàííàÿ ìîíîòîííîñòü îä-
íîòî÷å÷íûõ ðåøåíèé, ââåäåííàÿ Í. Ìåãèääî [8]. Îäíàêî ÷àñòî ãëàâ-
íûì òðåáîâàíèåì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê ðåøåíèþ ÒÏ-êîîïåðàòèâíîé èã-
ðû, ÿâëÿåòñÿ åãî ïðèíàäëåæíîñòü C-ÿäðó. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âûèã-
ðûøåé, îáðàçóåìîå âñåâîçìîæíûìè îäíîòî÷å÷íûìè ðåøåíèÿìè, óäî-
âëåòâîðÿþùèìè ñâîéñòâó àãðåãèðîâàííîé ìîíîòîííîñòè è îäíîâðå-
ìåííî ïðèíàäëåæàùèìè C-ÿäðó, áûëî íàçâàíî àãðåãèðîâàííî-ìîíî-
òîííûì C-ÿäðîì [7]. Â òîé æå ñòàòüå äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðî-
âàòü òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå àãðåãèðîâàííî-ìîíîòîííîãî C-
ÿäðà, áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå êîðíåâîé èãðû ïî îòíîøåíèþ ê èñõîäíîé
ÒÏ-êîîïåðàòèâíîé èãðå.

Ðàíåå, èñõîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, áûëî ïðåäëîæåíî
ìíîæåñòâåííîå ðåøåíèå ÒÏ-êîîïåðàòèâíûõ èãð, íàçâàííîå áîëüøèì
SC-ÿäðîì [13]. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî áîëüøîå SC-ÿäðî íå ïóñòî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà èãðà ñáàëàíñèðîâàíà. Ïîçäíåå áûëî ïðåäëîæå-
íî áîëüøîå òåíåâîå SC-ÿäðî êàê àíàëîã áîëüøîãî SC-ÿäðà â êëàññå
íåñáàëàíñèðîâàííûõ ÒÏ-êîîïåðàòèâíûõ èãð [ 5, 14, 15]. Ñëåäóåò çà-
ìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ðåøåíèé áûëè ñôîðìóëèðîâàíû ñ ïî-
ìîùüþ ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé X0(v) ñïåöèàëüíîé çàäà-
÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðîå áûëî íàçâàíî îñíîâàíèåì
áîëüøîãî SC-ÿäðà â ñëó÷àå ñáàëàíñèðîâàííîé èãðû è îñíîâàíèåì
áîëüøîãî òåíåâîãî SC-ÿäðà â ñëó÷àå íåñáàëàíñèðîâàííîé èãðû.

Â ýòîé ñòàòüå ìû ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî C-ÿäðî êîðíåâîé èã-
ðû ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì X0(v), à àãðåãèðîâàííî-ìîíîòîííîå C-
ÿäðî, êàê ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, ôîðìàëüíî ñîâïàäàåò ëèáî ñ áîëü-
øèì SC-ÿäðîì, ëèáî ñ áîëüøèì òåíåâûì SC-ÿäðîì â çàâèñèìîñòè
îò ñáàëàíñèðîâàííîñòè èãðû. Çàòåì ìû äîêàæåì òåîðåìó î âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ìåæäó ìíîæåñòâîì ïîòåíöèàëüíî-îïòè-
ìàëüíûõ ãðàíåé è ìíîæåñòâîì ìèíèìàëüíûõ ñáàëàíñèðîâàííûõ íà-
áîðîâ êîàëèöèé â èãðå ñ n èãðîêàìè, è íà îñíîâå ýòîé òåîðåìû ñôîð-
ìóëèðóåì ìåòîä íàõîæäåíèÿ C-ÿäðà êîðíåâîé èãðû (èëè ìíîæåñòâà
X0(v)) â ÒÏ-êîîïåðàòèâíîé èãðå ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì èãðîêîâ.
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2. Áîëüøîå SC-ÿäðî, áîëüøîå òåíåâîå SC-ÿäðî è
àãðåãèðîâàííî-ìîíîòîííîå C-ÿäðî

Ïóñòü N = {1, . . . , n} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èãðîêîâ. Ëþáîå
íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà èãðîêîâ S ⊆ N íàçûâàåòñÿ êî-
àëèöèåé. Êàæäîé êîàëèöèè S ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåùåñòâåííîå
÷èñëî v(S), íàçûâàåìîå çíà÷åíèåì êîàëèöèè S, êîòîðîå ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé îáùèé ãàðàíòèðîâàííûé äîõîä ýòîé êîàëèöèè, ïîëó÷àå-
ìûé ïðè êîîïåðàöèè åå ÷ëåíîâ. Ïîñòðîåííàÿ â ðåçóëüòàòå ôóíêöèÿ
v : 2N → IR, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå âñåõ ïîäìíîæåñòâ èç N

(S ∈ 2N), ñ âåùåñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè è åñòåñòâåííûì óñëîâèåì
v(∅) = 0, íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé èãðû.

Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà Γ = (N, v) íàçûâàåòñÿ êîîïåðàòèâíîé èãðîé
ñ òðàíñôåðàáåëüíûìè ïîëåçíîñòÿìè èãðîêîâ (èëè ÒÏ-êîîïåðàòèâ-
íîé èãðîé, èëè ÒÏ-èãðîé) â ôîðìå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç GN êëàññ âñåõ ÒÏ-êîîïåðàòèâíûõ èãð ñ ìíîæåñòâîì
èãðîêîâ N , à ÷åðåç BN � ìíîæåñòâî âñåõ ñáàëàíñèðîâàííûõ èãð èç
êëàññà GN .

Äîïóñòèìûì âåêòîðîì âûèãðûøåé èãðû (N, v) íàçûâàåòñÿ âåê-
òîð ξ ∈ IRn òàêîé, ÷òî

∑
i∈N

ξi ≤ v(N). Ïðåääåëåæîì èãðû (N, v) íà-
çûâàåòñÿ âåêòîð ξ ∈ IRn òàêîé, ÷òî

∑
i∈N

ξi = v(N). Äåëåæîì èãðû
(N, v) íàçûâàåòñÿ ïðåääåëåæ ξ ∈ IRn, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì
èíäèâèäóàëüíîé ðàöèîíàëüíîñòè: ξi ≥ v({i}) ∀ i ∈ N . Ìíîæåñòâî
âñåõ äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ âûèãðûøåé îáîçíà÷èì ÷åðåç X∗(v), ìíî-
æåñòâî âñåõ ïðåääåëåæåé � ÷åðåç I∗(v), à ìíîæåñòâî âñåõ äåëåæåé �
÷åðåç I(v).

Ðåøåíèåì íà íåêîòîðîì êëàññå ÒÏ-êîîïåðàòèâíûõ èãð G′ ⊆ GN

íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå φ, êîòîðîå êàæäîé èãðå (N, v) ∈ G′ ñòàâèò
â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ âåê-
òîðîâ âûèãðûøåé φ(v) ⊂ X∗(v). Åñëè äëÿ ëþáîé èãðû (N, v) ∈ G′

ìíîæåñòâî φ(v) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî äîïóñòèìîãî âåêòîðà âûèã-
ðûøåé, òî ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ îäíîòî÷å÷íûì èëè çíà÷åíèåì èãðû.
Ïðåääåëåæ èç ìíîæåñòâà φ(v) íàçûâàþò òàêæå ðàñïðåäåëåíèåì.

Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ îäíîé èç íàèáîëåå âàæíûõ êîí-
öåïöèé ðåøåíèé ÒÏ-êîîïåðàòèâíûõ èãð, C-ÿäðà, áóäåì èñõîäèòü èç
óòâåðæäåíèÿ Îóýíà [9].
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Òåîðåìà 2.1. Ïðåääåëåæ ξ ∈ I∗(v) ïðèíàäëåæèò C-ÿäðó ÒÏ-êîî-
ïåðàòèâíîé èãðû (N, v) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîé
êîàëèöèè S ⊂ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

∑
i∈S

ξi ≥ v(S).

Äðóãèìè ñëîâàìè, C-ÿäðî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî êîàëèöè-
îííî-ðàöèîíàëüíûõ (ïðåä)äåëåæåé:

C(v) =
{

ξ ∈ IRn | ∑
i∈N

ξi = v(N);
∑
i∈S

ξi ≥ v(S), ∀S ⊂ N, S 6= ∅, N
}

.
(2.1)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

min
∑
i∈N

ξi , (2.2)
∑
i∈S

ξi ≥ v(S) , ∀S ⊂ N , S 6= ∅, N . (2.3)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ0 = (ξ0
1 , . . . , ξ

0
n) ïðîèçâîëüíîå îïòèìàëüíîå ðåøå-

íèå, à ÷åðåç X0(v) ìíîæåñòâî âñåõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ÇËÏ (2.2)�
(2.3).

Èçâåñòíî (ñì., íàïð., [[6], [13]), ÷òî C-ÿäðî èãðû (N, v) íå ïóñòî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ξ0 ∈ X0(v) âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî: ∑

i∈N

ξ0
i ≤ v(N) . (2.4)

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå SC-ÿäðà ÒÏ-êîîïåðàòèâíîé èãðû (N, v),
âïåðâûå èçëîæåííîå â [13].

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

SC(v, ξ0) =
{

ξ ∈ IRn | ξ ∈ I∗(v), ξi ≥ ξ0
i , ∀ i ∈ N

}
= (2.5)

èëè â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

=
{

ξ ∈ IRn | ξi = ξ0
i + αi

(
v(N)−

∑
i∈N

ξ0
i

)
, ãäå

αi ≥ 0,
∑
i∈N

αi = 1, è
∑
i∈N

ξ0
i ≤ v(N)

}
(2.6)

íàçûâàåòñÿ SC-ÿäðîì ÒÏ-êîîïåðàòèâíîé èãðû (N, v) îòíîñèòåëüíî
âåêòîðà ξ0 ∈ X0(v), à âåêòîð ξ0 � îñíîâàíèåì äàííîãî SC-ÿäðà.



Ìåòîä íàõîæäåíèÿ Ñ-ÿäðà êîðíåâîé èãðû 7

Ðàñïðîñòðàíåíèå ïîíÿòèÿ SC-ÿäðà îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ξ0 íà
âñå ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé X0(v) ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ
áîëüøîãî SC-ÿäðà [16].

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

GSC(v) =
⋃

∀ ξ0∈X0(v)

SC(v, ξ0)

íàçûâàåòñÿ áîëüøèì SC-ÿäðîì ÒÏ-êîîïåðàòèâíîé èãðû (N, v).
Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî âñåõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (2.2)�(2.3)
X0(v) áóäåì íàçûâàòü îñíîâàíèåì áîëüøîãî SC-ÿäðà.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [16].

Òåîðåìà 2.2. Â ëþáîé ñáàëàíñèðîâàííîé ÒÏ-êîîïåðàòèâíîé èãðå
(N, v) áîëüøîå SC-ÿäðî ñîäåðæèòñÿ â C-ÿäðå: GSC(v) ⊆ C(v).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî C-ÿäðî èãðû (N, v) ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì.
Â êëàññå íåñáàëàíñèðîâàííûõ èãð áûëè ââåäåíû �òåíåâûå� àíàëîãè
SC-ÿäðà è áîëüøîãî SC-ÿäðà [14].

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

SC(v, ξ0) =
{

ξ ∈ IRn | ξ ∈ I∗(v), ξi ≤ ξ0
i , ∀ i ∈ N

}
= (2.7)

èëè â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

=
{

ξ ∈ IRn | ξi = ξ0
i + αi

(
v(N)−

∑
i∈N

ξ0
i

)
, ãäå

αi ≥ 0,
∑
i∈N

αi = 1, è
∑
i∈N

ξ0
i > v(N)

}
(2.8)

áóäåì íàçûâàòü òåíåâûì SC-ÿäðîì ÒÏ-êîîïåðàòèâíîé èãðû (N, v)

îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ξ0 ∈ X0(v).

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

GSC(v) =
⋃

∀ ξ0∈X0(v)

SC(v, ξ0).

íàçûâàåòñÿ áîëüøèì òåíåâûì SC-ÿäðîì ÒÏ-êîîïåðàòèâíîé èãðû
(N, v).
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Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî âñåõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (2.2)�
(2.3) X0(v) áóäåì íàçûâàòü îñíîâàíèåì áîëüøîãî òåíåâîãî SC-ÿäðà.

Òàê êàê â íåñáàëàíñèðîâàííîé èãðå äëÿ ëþáîãî ξ0 ∈ X0(v) âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî, ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâó (2.4), ò. å.

∑
i∈N

ξ0
i > v(N) ,

òî ëþáîå òåíåâîå SC-ÿäðî îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ξ0 íå ïóñòî, à, ñëå-
äîâàòåëüíî, íå ïóñòî è áîëüøîå òåíåâîå SC-ÿäðî.

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå ñâîéñòâà àãðåãèðîâàííîé ìîíîòîííîñòè
îäíîòî÷å÷íûõ ðåøåíèé, ïðåäëîæåííîãî Í.Ìåãèääî [8].

Îïðåäåëåíèå 2.5. Çíà÷åíèå φ íà êëàññå èãð GN íàçûâàåòñÿ àãðå-
ãèðîâàííî-ìîíîòîííûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ èãð v, v′ ∈ GN òàêèõ,
÷òî v(S) = v′(S) äëÿ âñåõ S ⊂ N è v(N) < v′(N), èìååò ìåñòî íåðà-
âåíñòâî φ(v) ≤ φ(v′).

Â ñòàòüå [7] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå àãðåãèðîâàííî-ìîíîòîííîãî
C-ÿäðà è ïîíÿòèå êîðíåâîé èãðû.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Àãðåãèðîâàííî-ìîíîòîííûì C-ÿäðîì ÒÏ-êîîïå-
ðàòèâíîé èãðû (N, v) íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ïðåääå-
ëåæåé I∗(v), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ íàéäåííûõ äëÿ äàííîé
èãðû (N, v) âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé èç êëàññà èãð GN , îáëàäàþùèõ
ñâîéñòâîì àãðåãèðîâàííîé ìîíîòîííîñòè è ïðèíàäëåæàùèõ C-ÿäðó,
åñëè ïîñëåäíåå íå ïóñòî.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ÒÏ-èãðû (N, v) îáîçíà÷èì ÷åðåç BN
v ìíîæåñò-

âî ñáàëàíñèðîâàííûõ èãð, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò èãðû (N, v) òîëüêî
çíà÷åíèåì êîàëèöèè N :

BN
v = { v′ ∈ BN | v′(S) = v(S)∀S ⊂ N } . (2.9)

Îïðåäåëåíèå 2.7. Êîðíåâîé èãðîé (N, vr) ïî îòíîøåíèþ ê ÒÏ-èãðå
(N, v) íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøàÿ ñáàëàíñèðîâàííàÿ èãðà èç ìíîæåñòâà
BN

v , ò. å. vr ∈ BN
v è vr(N) ≤ w(N) äëÿ ëþáîé äðóãîé èãðû w ∈ BN

v .
Ðàññìîòðèì ÇËÏ (2.2)�(2.3) äëÿ ïðîèçâîëüíîé èãðû (N, v′) èç

ìíîæåñòâà ñáàëàíñèðîâàííûõ èãð (2.9). Òàê êàê v′(S) = v(S) äëÿ
ëþáîé êîàëèöèè S ⊂ N , òî

X0(v′) = X0(v) ,∀ v′ ∈ BN
v . (2.10)
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Íåðàâåíñòâî (2.4), êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé ñáàëàíñèðîâàí-
íîé èãðû, òàêæå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ èãð èç ìíîæåñòâà (2.9), è ñ
ó÷åòîì (2.10) èìååò âèä:

∑
i∈N

ξ0
i ≤ v′(N) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ξ0 ∈ X0(v).

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ 2.7 çíà÷åíèå vr(N) êîðíåâîé èãðû ðàâíî

vr(N) =
∑
i∈N

ξ0
i . (2.11)

Óòâåðæäåíèå 2.1. Ïóñòü (N, v) � ïðîèçâîëüíàÿ ÒÏ-êîîïåðàòèâ-
íàÿ èãðà. C-ÿäðî êîðíåâîé èãðû (N, vr) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé X0(v) ÇËÏ (2.2)�(2.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïóñòîå C-ÿäðî èãðû (N, vr) ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ñëåäóþùåé ÇËÏ (ñì.,
íàïð., [9]):

min
∑
i∈N

ξi , (2.12)
∑
i∈S

ξi ≥ v(S) , ∀S ⊂ N , S 6= ∅ , (2.13)
∑
i∈N

ξi = vr(N) , (2.14)

êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò çàäà÷è (2.2)�(2.3) òîëüêî äîïîëíèòåëüíûì îã-
ðàíè÷åíèåì (2.14). Ïîñêîëüêó C(vr) 6= ∅, òî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå
ÇËÏ (2.12)�(2.14) ðàâíî vr(N). Òîãäà èç (2.11) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñò-
âà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷ (2.2)�(2.3) è (2.12)�(2.14) ñîâïàäàþò
äðóã ñ äðóãîì, ò. å. X0(v) = C(vr).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îáåñïå÷èâàåò òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå
àãðåãèðîâàííî-ìîíîòîííîãî C-ÿäðà [7].

Òåîðåìà 2.3. Äëÿ àãðåãèðîâàííî-ìîíîòîííîãî C-ÿäðà ÒÏ-êîîïåðà-
òèâíîé èãðû (N, v) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

AC(v) = C(vr) +
(
v(N)− vr(N)

)
∆N ,

ãäå C(vr) � C-ÿäðî êîðíåâîé èãðû (N, vr) è ∆N = {x ∈ Rn | x1 + . . .+

xn = 1, xi ≥ 0 ∀ i ∈ N}.
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Óòâåðæäåíèå 2.2. Ïóñòü (N, v) � ïðîèçâîëüíàÿ ÒÏ-êîîïåðàòèâ-
íàÿ èãðà. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ èç àãðåãèðîâàííî-ìîíîòîííîãî C-
ÿäðà ñîâïàäàåò ñ áîëüøèì SC-ÿäðîì, åñëè èãðà (N, v) ñáàëàíñèðîâà-
íà, è ñ áîëüøèì òåíåâûì SC-ÿäðîì, åñëè èãðà (N, v) íåñáàëàíñèðî-
âàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî îïèñàíèÿ SC-ÿäðà è òåíåâîãî SC-
ÿäðà â ôîðìå (2.6) è (2.8) îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî óñëîâèÿ-
ìè ñáàëàíñèðîâàííîñòè èëè íåñáàëàíñèðîâàííîñòè èãðû (N, v) â âè-
äå íåðàâåíñòâà (2.4) è ïðîòèâîïîëîæíîãî åìó íåðàâåíñòâà. Ïîýòîìó
îáúåäèíÿÿ èõ â îäíî îïðåäåëåíèå è ðàñïðîñòðàíÿÿ åãî íà âñå ìíî-
æåñòâî X0(v), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå îáùåå âûðàæåíèå äëÿ áîëüøîãî
SC-ÿäðà è áîëüøîãî òåíåâîãî SC-ÿäðà.

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

X = X0(v) +
(
v(N)−

∑
i∈N

ξ0
i

)
∆N (2.15)

ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì SC-ÿäðîì, åñëè èãðà (N, v) ñáàëàíñèðîâàíà, è
áîëüøèì òåíåâûì SC-ÿäðîì, åñëè èãðà (N, v) íåñáàëàíñèðîâàíà.

Ñðàâíèì âûðàæåíèå (2.15) ñ ïðåäñòàâëåíèåì àãðåãèðîâàííî-ìî-
íîòîííîãî C-ÿäðà èç òåîðåìû 2.3. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óòâåðæäå-
íèå 2.1 è ðàâåíñòâî (2.11), ïðèõîäèì ê äîêàçûâàåìîìó óòâåðæäå-
íèþ.

3. Òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ìåòîäà
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåòîäà íàõîæäåíèÿ C-ÿäðà êîðíåâîé èãðû áó-

äåì èñõîäèòü èç óòâåðæäåíèÿ 2.1 î ñîâïàäåíèè C(vr) ñ ìíîæåñòâîì
X0(v). Êàê èçâåñòíî, ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ëþáîé ÇËÏ
ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðåøåíèåì íåêîòîðîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
è íåðàâåíñòâ (ñì., íàïð., [4]). Ïîýòîìó ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäå-
íèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé, îïèñûâàþùåé C-ÿäðî êîðíåâîé
èãðû (èëè ìíîæåñòâî X0(v)), ìèíèìàëüíîé ïî îáùåìó ÷èñëó îãðàíè-
÷åíèé è ñîäåðæàùåé íàèáîëüøåå ÷èñëî îãðàíè÷åíèé òèïà ðàâåíñòâ.

Ïðåäñòàâèì ÇËÏ (2.2)�(2.3) â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå:

min (ξ, I) , (3.1)
ξ A ≥ V , (3.2)
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ãäå (ξ, I) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξn) è n-ìåð-
íîãî âåêòîðà I = (1, . . . , 1)T . Åñëè íåêîòîðûì îáðàçîì ïåðåíóìåðî-
âàòü âñå êîàëèöèè S ⊂ N (S 6= ∅, N): S1, . . . , Sp, ãäå p = 2n − 2 �
îáùåå ÷èñëî îãðàíè÷åíèé â ñèñòåìå (2.3), òî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ýëå-
ìåíòû ìàòðèöû A è âåêòîðà V â âèäå:

aij =

{
1 , åñëè i ∈ Sj ,

0 , åñëè i /∈ Sj ,
ãäå i = 1, n , j = 1, p ,

V =
(
v(S1), . . . , v(Sp)

)
.

(3.3)

Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé (3.2) ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì çàìêíóòûì ìíîãîãðàííûì ìíîæåñòâîì,
êîòîðîå îáîçíà÷èì M . Ïîýòîìó ìíîæåñòâîì îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé
X0(v) ìîæåò áûòü òîëüêî íåêîòîðàÿ ãðàíü Γ ìíîæåñòâà M . Ëþáóþ
ãðàíü Γ ∈ M òàêóþ, ÷òî Γ ⊆ X0(v), áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíîé
ãðàíüþ.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ãðàíü Γ ∈ M áóäåì íàçûâàòü ïîòåíöèàëüíî-îï-
òèìàëüíîé â êëàññå èãð GN , åñëè ñóùåñòâóåò èãðà (N, v) èç êëàññà
GN òàêàÿ, ÷òî X0(v) = Γ è äëÿ ëþáîé äðóãîé îïòèìàëüíîé ãðàíè
Γ′ ⊆ X0(v) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Γ′ ⊂ Γ.
Ìíîæåñòâî âñåõ ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíûõ ãðàíåé â êëàññå èãð GN

îáîçíà÷èì ÷åðåç P 0
N .

Çàäà÷à (3.1)�(3.2) ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîé ê çàäà÷å:

max

p∑
j=1

λj v(Sj) , (3.4)




∑
j : i∈Sj

λj = 1 , ∀ i ∈ N ,

λj ≥ 0 , j = 1, p ,
(3.5)

èëè â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå
max (V, λ) ,{

Aλ = I ,
λ = 0 .

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ÇËÏ (3.4)�(3.5) ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèÿìè ñáà-
ëàíñèðîâàííîãî è ìèíèìàëüíîãî ñáàëàíñèðîâàííîãî íàáîðà êîàëè-
öèé (èëè ïîêðûòèÿ), ïðåäëîæåííûìè Áîíäàðåâîé [2, 3] è Øåïëè [11].
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Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü B = {S1, . . . , Sk} � íåêîòîðûé íàáîð êîà-
ëèöèé Sj ⊂ N , Sj 6= ∅. Íàáîð êîàëèöèé B íàçûâàåòñÿ ñáàëàíñèðîâàí-
íûì, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà λj > 0, ∀Sj ∈ B,
÷òî ∑

j : Sj∈B
i∈Sj

λj = 1 , ∀ i ∈ N . (3.6)

Íàáîð ÷èñåë (λj)Sj∈B íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé áàëàíñèðóþùèõ âåñîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ñáàëàíñèðîâàííûé íàáîð êîàëèöèé B íàçûâàåò-
ñÿ ìèíèìàëüíûì, åñëè îí íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ñîáñòâåííîãî ïîä-
ìíîæåñòâà B∗ ( B, òàêæå ÿâëÿþùåãîñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì íàáîðîì
êîàëèöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî íåîáõîäèìîãî è äîñòàòî÷íîãî óñëî-
âèÿ ìèíèìàëüíîñòè ñáàëàíñèðîâàííîãî íàáîðà ìîæíî íàéòè, íàïðè-
ìåð, â êíèãå Îóýíà [9].

Òåîðåìà 3.1. Ñáàëàíñèðîâàííûé íàáîð êîàëèöèé B ÿâëÿåòñÿ ìèíè-
ìàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ ñèñòåìà áàëàíñèðóþùèõ âåñîâ (λj)Sj∈B.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè âñå ìèíèìàëüíûå ñáàëàíñèðîâàííûå íàáî-
ðû êîàëèöèé â êëàññå èãð GN , Á. Ïåëåãîì áûë ðàçðàáîòàí èíäóêòèâ-
íûé ìåòîä [10], ñóùíîñòü êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì
íàõîæäåíèè âñåõ ìèíèìàëüíûõ ñáàëàíñèðîâàííûõ íàáîðîâ êîàëèöèé
äëÿ èãð ñ n èãðîêàìè, åñëè èçâåñòíû âñå ìèíèìàëüíûå ñáàëàíñèðî-
âàííûå íàáîðû êîàëèöèé äëÿ èãð ñ n − 1 èãðîêàìè. Çàìåòèì, ÷òî
â ðàáîòå Øåïëè [11] ïðèâåäåíû âñå ìèíèìàëüíûå ñáàëàíñèðîâàííûå
íàáîðû êîàëèöèé äëÿ èãð ñ ÷èñëîì èãðîêîâ n = 3, 4, 5, 6.

Êàê èçâåñòíî, ìåæäó îïòèìàëüíûìè ðåøåíèÿìè ïàðû äâîéñòâåí-
íûõ çàäà÷ ñóùåñòâóþò ñîîòíîøåíèÿ, óñòàíàâëèâàåìûå òåîðåìàìè î
äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè, à òàêæå òåîðåìîé äâîéñòâåííîñòè. Äëÿ
ïàðû äâîéñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ñòàíäàðò-
íîì âèäå:

min (x, c) ,{
xD ≥ b ,

x = 0 ,

(∗)
max (b, y) ,{

D y ≤ c ,

y = 0 ,

(∗∗)
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ãäå D � ìàòðèöà, x è b � âåêòîð-ñòðîêè, y è c � âåêòîð-ñòîëáöû, ýòè
òåîðåìû ôîðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì., íàïð., [12]).

Òåîðåìà 3.2 (Òåîðåìà î äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè â ñëàáîé ôîð-
ìå). Äîïóñòèìûå âåêòîðû x è y çàäà÷ (∗) è (∗∗) îïòèìàëüíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(b− xD) y = 0 ,

x (D y − c) = 0 .

Òåîðåìà 3.3 (Òåîðåìà î äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè â ñèëüíîé ôîð-
ìå). Äëÿ çàäàííîé ïàðû ðàçðåøèìûõ äâîéñòâåííûõ çàäà÷ (∗) è (∗∗)
ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ïàðà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé x è
y, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì:

(b− xD) + yT > 0 ,

(D y − c) + xT > 0 .

Òåîðåìà 3.4 (Òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè). Äëÿ òîãî ÷òîáû äîïóñòè-
ìûé âåêòîð x (âåêòîð y) ÿâëÿëñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì ÇËÏ (∗)
(ÇËÏ (∗∗), ñîîòâåòñòâåííî), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñó-
ùåñòâîâàë äîïóñòèìûé âåêòîð y (âåêòîð x) äâîéñòâåííîé çàäà÷è
òàêîé, ÷òî (x, c) = (b, y). Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ äâîéñòâåííûõ
çàäà÷ ðàâíû äëÿ ëþáîé ïàðû èõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé.

Êðîìå òîãî, äëÿ äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ äâîéñòâåííûé çàäà÷ ñïðà-
âåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà(ñì., íàïð., [12]).

Òåîðåìà 3.5. Äëÿ ëþáûõ äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ x è y çàäà÷ (∗)
è (∗∗), ñîîòâåòñòâåííî, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: (x, c) ≥ (b, y).

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ïîòåíöèàëüíî-
îïòèìàëüíûõ ãðàíåé P 0

N âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñâÿçàíî ñ ìíîæåñòâîì
ìèíèìàëüíûõ ñáàëàíñèðîâàííûõ íàáîðîâ êîàëèöèé â êëàññå èãð GN .

Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé, îïèñûâàþ-
ùàÿ ïðîèçâîëüíóþ ãðàíü Γ ∈ M , ïîëó÷àåòñÿ èç ñèñòåìû (3.2) ïóòåì
çàìåíû â íåé íåêîòîðûõ k íåðàâåíñòâ íà óðàâíåíèÿ (k ≤ n):

ξ Ã = Ṽ , (3.7)
ξ Â ≥ V̂ , (3.8)
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ïðè÷åì ñòîëáöû ìàòðèöû Ã äîëæíû áûòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè,
ò. å. rank Ã = k. Ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòü ãðàíè Γ îïðåäåëÿåòñÿ êàê q =

n − k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U(Γ) = (Si1 , . . . , Sik) ìíîæåñòâî êîàëèöèé,
ñîîòâåòñòâóþùèõ íåðàâåíñòâàì â (3.2), êîòîðûå çàìåíÿþòñÿ íà óðàâ-
íåíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñèñòåìû (3.7)�(3.8).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.6. Ãðàíü Γ ∈ M ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíîé
â êëàññå èãð GN òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî êîàëèöèé
U(Γ) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ñáàëàíñèðîâàííûì íàáîðîì â êëàññå
èãð GN .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ
ãðàíü Γ ∈ M ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíîé â êëàññå èãð GN

è çàäàåòñÿ ñèñòåìîé îãðàíè÷åíèé (3.7)�(3.8), ãäå ñòîëáöû ìàòðèöû
Ã = {ãj}k

j=1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à U(Γ) = (S1, . . . , Sk) � ìíîæåñò-
âî êîàëèöèé, ïåðåíóìåðîâàííûõ â òîì æå ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè
ñîîòâåòñòâóþò ñòîëáöàì ìàòðèöû Ã. Ïî îïðåäåëåíèþ 3.1, ñóùåñòâó-
åò èãðà (N, v) èç êëàññà GN òàêàÿ, ÷òî X0(v) = Γ. Ðàññìîòðèì ñâÿçü
ìåæäó îïòèìàëüíûìè ðåøåíèÿìè çàäà÷ (2.2)�(2.3) è (3.4)�(3.5) äëÿ
äàííîé èãðû. Ïóñòü ξ0 ∈ X0(v) è λ0 � ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîëü-
íûå îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷.

Çàìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è íå ÿâëÿþòñÿ çàäà÷àìè ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ñòàíäàðòíîì âèäå, ïîýòîìó äëÿ íèõ óñ-
ëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè â ñëàáîé ôîðìå ñâîäÿòñÿ ê åäèíñò-
âåííîìó ðàâåíñòâó: (V − ξ A) λ = 0, êîòîðîå ðàâíîñèëüíî óñëîâèÿì:





åñëè λj > 0 , òî
n∑

i=1

ξi aij = v(Sj) , j ∈ {1, . . . , p} ,

åñëè
n∑

i=1

ξi aij > v(Sj) , òî λj = 0 , j ∈ {1, . . . , p} ,
(3.9)

à óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè â ñèëüíîé ôîðìå � ê åäèíñò-
âåííîìó íåðàâåíñòâó: (V − ξ A) + λT > 0, êîòîðîå ðàâíîñèëüíî óñëî-
âèÿì:





åñëè λj = 0 , òî
n∑

i=1

ξi aij > v(Sj) , j ∈ {1, . . . , p} ,

åñëè
n∑

i=1

ξi aij = v(Sj) , òî λj > 0 , j ∈ {1, . . . , p} .
(3.10)
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Ïî òåîðåìå 3.2 óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè â ñëàáîé ôîð-
ìå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ëþáîé ïàðû îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé äâîéñòâåí-
íûõ çàäà÷ ξ0 è λ0. Ïðè ýòîì äëÿ íåêîòîðûõ ïàð îïòèìàëüíûõ ðå-
øåíèé ðàâåíñòâà λ0

j = 0 è
n∑

i=1

ξ0
i aij = v(Sj) ïðè íåêîòîðûõ Sj ìîãóò

âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî. Ïî òåîðåìå 3.3 óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé
íåæåñòêîñòè â ñèëüíîé ôîðìå ãàðàíòèðóþò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïî êðàé-
íåé ìåðå îäíà ïàðà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ξ0 è λ0, äëÿ êîòîðûõ óñëî-
âèÿ λ0

j = 0 è
n∑

i=1

ξ0
i aij = v(Sj) íå ìîãóò èìåòü ìåñòî îäíîâðåìåííî.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà ïàðà îïòèìàëü-
íûõ ðåøåíèé ξ0 è λ0 ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ òàêàÿ, ÷òî

{
ξ0 Ã = Ṽ ,

ξ0 Â > V̂ ,
è

{
λ0

j > 0 ∀Sj ∈ U(Γ) ,

λ0
j = 0 ∀Sj /∈ U(Γ) .

Ïîäñòàâëÿÿ λ0 â îãðàíè÷åíèÿ-ðàâåíñòâà èç (3.5), ïîëó÷èì, ÷òî
íåíóëåâûå êîìïîíåíòû λ0 óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå:

∑
j : i∈Sj
Sj∈B

λ0
j = 1 , ∀ i ∈ N .

Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ 3.2 ñëåäóåò, ÷òî U(Γ) ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàí-
íûì íàáîðîì êîàëèöèé.

Èç íåíóëåâûõ êîìïîíåíò âåêòîðà λ0 îáðàçóåì âåêòîð

λ̃0 = (λ0
1, . . . , λ0

k) ,

ðàñïîëàãàÿ λ0
j â òîì æå ïîðÿäêå, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîàëèöèè

èç ìíîæåñòâà U(Γ). Òàê êàê ñòîëáöû ìàòðèöû Ã = {ãj}k
j=1 ëèíåéíî

íåçàâèñèìû, òî âåêòîð λ̃0 ÿâëÿåòñÿ åäèñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû
óðàâíåíèé Ã λ = I. Òîãäà ïî òåîðåìå 3.1 ïîëó÷àåì, ÷òî U(Γ) ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíûì ñáàëàíñèðîâàííûì íàáîðîì êîàëèöèé.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü (N, v) � ïðîèçâîëüíàÿ èãðà èç êëàñ-
ñà GN . Ðàññìîòðèì ÇËÏ (3.4)�(3.5) äëÿ äàííîé èãðû. Çàìåòèì, ÷òî
êðàéíèìè òî÷êàìè âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà M ′, îïèñûâàåìîãî ñè-
ñòåìîé îãðàíè÷åíèé (3.5), ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû λ, íåíóëåâûå êîìïîíåí-
òû êîòîðûõ îáðàçóþò ñèñòåìû áàëàíñèðóþùèõ âåñîâ, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ìèíèìàëüíûì ñáàëàíñèðîâàííûì íàáîðàì êîàëèöèé. Ñëåäî-
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âàòåëüíî, ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé λ0 çàäà-
÷è (3.4)�(3.5) ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé M ′ è îòâå÷àåò íåêîòîðîìó ìè-
íèìàëüíîìó ñáàëàíñèðîâàííîìó íàáîðó êîàëèöèé B = (S1, . . . , Sk).
Îáîçíà÷èì ñèñòåìó áàëàíñèðóþùèõ âåñîâ äëÿ B ÷åðåç

λ̃0 = (λ0
1, . . . , λ0

k) ,

ðàñïîëàãàÿ êîìïîíåíòû λ0
j > 0 îïòèìàëüíîãî âåêòîðà λ0 â òîì æå

ïîðÿäêå, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîàëèöèè èç ìíîæåñòâà B.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1 ñèñòåìà áàëàíñèðóþùèõ âåñîâ λ̃0 ÿâëÿåòñÿ

åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé:




∑
j : i∈Sj
Sj∈B

λj = 1 , ∀ i ∈ N ,

λj > 0 , ∀Sj ∈ B ,

êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå êàê

Ã λ = I , λ > 0 . (3.11)

Òîãäà ñòîëáöû ìàòðèöû Ã = {ãj}k
j=1 � ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à èõ

÷èñëî k ≤ n.
Ïîêàæåì, ÷òî åñëè U(Γ) = B, òî X0(v) = Γ. Ïóñòü ãðàíü Γ îïè-

ñûâàåòñÿ ñèñòåìîé (3.7)�(3.8) ñ U(Γ) = B. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé
âåêòîð ξ ∈ Γ, è óìíîæèì ðàâåíñòâî (3.7), êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò
ýòîò âåêòîð, ñïðàâà ñêàëÿðíî íà âåêòîð λ̃0:

ξ Ã λ̃0 = Ṽ λ̃0 . (3.12)

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ ìîæíî ïðåîáðàçî-
âàòü ñîãëàñíî (3.11):

ξ Ã λ̃0 = ξ I =
∑
i∈N

ξi . (3.13)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðàâàÿ ÷àñòü (3.12) ðàâíà îïòèìàëüíîìó çíà÷å-
íèþ ÇËÏ (3.4)�(3.5), òàê êàê

Ṽ λ̃0 =
∑

j : Sj∈B
λ0

j v(Sj) =

p∑
j=1

λ0
j v(Sj) = max

p∑
j=1

λj v(Sj) . (3.14)
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Òîãäà ïî òåîðåìå 3.4
∑
i∈N

ξi ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì ÇËÏ
(2.2)�(2.3), è, ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà âåêòîðà
ξ ∈ Γ, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Γ ⊆ X0(v).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ ⊂ X0(v), ò. å. Γ 6= X0(v). Òîãäà ñóùåñòâóåò
äðóãàÿ îïòèìàëüíàÿ ãðàíü Γ′ = X0(v) òàêàÿ, ÷òî Γ ⊂ Γ′. Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.7)�(3.8) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ñèñòåìû, îïèñûâàþùåé ãðàíü Γ′:

ξ Ã′ = Ṽ ′ , (3.15)
ξ Â′ ≥ V̂ ′ , (3.16)

ïðè÷åì âñå ñòîëáöû ìàòðèöû Ã′ òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöàìè ìàòðè-
öû Ã, è, ñëåäîâàòåëüíî, U(Γ′) ⊂ U(Γ) = B. Ïî äîêàçàííîìó â ïåð-
âîé ÷àñòè äàííîé òåîðåìû ìíîæåñòâî U(Γ′) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì
ñáàëàíñèðîâàííûì íàáîðîì êîàëèöèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñáàëàíñèðî-
âàííûé íàáîð êîàëèöèé B íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èò äîêàçûâàåò, ÷òî ñäåëàííîå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, è
Γ = X0(v).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ãðàíü Γ ÿâëÿëàñü ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíîé,
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3.1 íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ èãðà
èç êëàññà GN , ÷òî X0(v) = Γ è äëÿ ëþáîé äðóãîé îïòèìàëüíîé ãðàíè
Γ∗ ⊆ X0(v) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Γ∗ ⊂ Γ.

Òàê êàê X0(v) = Γ â èñõîäíîé èãðå (N, v), òî äëÿ ëþáîé äðóãîé
îïòèìàëüíîé ãðàíè Γ∗ ⊆ X0(v) âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: ëèáî Γ∗ ⊂ Γ,
ëèáî Γ∗ * Γ. Â ïåðâîì ñëó÷àå èãðà (N, v) ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé èãðîé, à
ãðàíü Γ � ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíîé ãðàíüþ.

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò,
ïî êðàéíåé ìåðå, åùå îäíà îïòèìàëüíàÿ ãðàíü Γ̂ = X0(v), Γ̂ 6= Γ,
òàêàÿ, ÷òî Γ∗ ⊆ Γ̂. Ïîñòðîèì íîâóþ èãðó (N, v̂):

{
v̂(S) = v(S)− ε äëÿ ∀S ⊂ N : S ∈ (

U(Γ̂) \ U(Γ)
)
,

v̂(S) = v(S) äëÿ îñòàëüíûõ êîàëèöèé S ⊂ N ,
(3.17)

ãäå ε > 0.
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Ðàññìîòðèì ÇËÏ (3.4)�(3.5) äëÿ íîâîé èãðû (N, v̂):

max

p∑
j=1

λj v̂(Sj) , (3.18)




∑
j : i∈Sj

λj = 1 , ∀ i ∈ N .

λj ≥ 0 , j = 1, p .
(3.19)

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ (3.19) ïðè èçìåíåíèè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè èãðû íå ìåíÿåòñÿ, à çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè (3.18) äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî âåêòîðà λ ìîæåò, ðàçâå ÷òî,
óìåíüøèòüñÿ:

p∑
j=1

λj v̂(Sj) =
∑

j : Sj∈U(Γ̂)\U(Γ)

λj

(
v(Sj)− ε

)
+

∑
j : Sj /∈U(Γ̂)\U(Γ)

λj v(Sj) ≤

≤
p∑

j=1

λj v(Sj) .

Áîëåå òîãî, çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè (3.18) äëÿ âåêòîðà λ0 îñòàåòñÿ
òåì æå, ÷òî è â èñõîäíîé èãðå (N, v), òàê êàê λ0

j > 0 òîëüêî ïðè
Sj ∈ U(Γ) = B, à äðóãèå êîìïîíåíòû λ0

j = 0:
p∑

j=1

λ0
j v̂(Sj) =

∑
j : Sj∈U(Γ̂)\U(Γ)

λ0
j

(
v(Sj)− ε

)
+

∑
j : Sj∈U(Γ)

λ0
j v(Sj)+

+
∑

j : Sj /∈U(Γ̂)∪U(Γ)

λ0
j v(Sj) =

∑
j : Sj∈B

λ0
j v(Sj) =

p∑
j=1

λ0
j v(Sj) .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäëîæåííîå èçìåíåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè íå ïîâëèÿåò íà îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå çàäà÷è, à âåêòîð λ0 òàêæå
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì íîâîé ÇËÏ (3.18)�(3.19). Òîãäà ïî
òåîðåìå 3.4 îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå çàäà÷è (2.2)�(2.3) ïðè ïåðåõîäå îò
èãðû (N, v) ê èãðå (N, v̂) òàêæå íå ìåíÿåòñÿ. À ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ
v̂(S) = v(S) äëÿ S ∈ U(Γ), òî â íîâîé èãðå X0(v̂) = Γ.

Ïîêàæåì, ÷òî Γ̂ * X0(v̂). Ïóñòü â èãðå (N, v) ãðàíü Γ̂ îïèñûâàåòñÿ
ñèñòåìîé îãðàíè÷åíèé:





∑
i∈S

ξi = v(S) ïðè ∀S ∈ U(Γ̂) ,
∑
i∈S

ξi ≥ v(S) ïðè ∀S /∈ U(Γ̂) ,
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èëè â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå:

ξ Ă = V̆ , (3.20)
ξ Ā ≥ V̄ , (3.21)

ïðè÷åì U(Γ̂) * U(Γ) è U(Γ) * U(Γ̂). Òàê êàê â èñõîäíîé èãðå X0(v) =

Γ̂, òî ïî íåîáõîäèìîñòè ìíîæåñòâî U(Γ̂) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ñáà-
ëàíñèðîâàííûì íàáîðîì êîàëèöèé è ñóùåñòâóåò ñèñòåìà áàëàíñè-
ðóþùèõ âåñîâ λ̂0, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû
óðàâíåíèé:

Ă λ = I , λ > 0 . (3.22)

Òîãäà â èãðå (N, v̂) ãðàíü Γ̂ ìîæíî îïèñàòü ñèñòåìîé îãðàíè÷åíèé:




∑
i∈S

ξi = v(S)− ε ïðè ∀S ∈ U(Γ̂) \ U(Γ) ,
∑
i∈S

ξi = v(S) ïðè ∀S ∈ U(Γ̂) ∩ U(Γ) ,
∑
i∈S

ξi ≥ v̂(S) ïðè ∀S /∈ U(Γ̂) ,

êîòîðóþ ïðåäñòàâèì â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

ξ Ă′ = V̆ ′ , (3.23)
ξ Ă′′ = V̆ ′′ , (3.24)
ξ Ā ≥ V̄ ′ , (3.25)

ãäå áåç óìåíüøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî (Ă′|Ă′′) = Ă è,
ñîîòâåòñòâåííî, (V̆ ′|V̆ ′′) = V̆ .

Ïóñòü ξ̂ ∈ Γ̂ � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ãðàíè Γ̂. Ïðåäñòàâèì óðàâ-
íåíèÿ (3.23) è (3.24) â âèäå îäíîãî: ξ (Ă′|Ă′′) = (V̆ ′|V̆ ′′), ïîäñòàâèì â
íåãî ξ̂ è óìíîæèì åãî ñïðàâà ñêàëÿðíî íà âåêòîð λ̂0:

ξ̂ (Ă′|Ă′′) λ̂0 = (V̆ ′|V̆ ′′) λ̂0 . (3.26)

Ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ ïðåîáðàçóåì ñîãëàñíî (3.22):

ξ̂ (Ă′|Ă′′) λ̂0 = ξ̂ Ă λ̂0 = ξ̂ I =
∑
i∈N

ξ̂i .
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Ïðàâóþ ÷àñòü (3.26) ïðåäñòàâèì â âèäå

(V̆ ′|V̆ ′′) λ̂0 =
∑

j : Sj∈U(Γ̂)\U(Γ)

λ̂0
j (v(Sj)− ε) +

∑
j : Sj∈U(Γ̂)∩U(Γ)

λ̂0
j v(Sj) <

<
∑

j : Sj∈U(Γ̂)

λ̂0
j v(Sj) .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
∑
i∈N

ξ̂i <
∑

j : Sj∈U(Γ̂)

λ̂0
j v(Sj) .

Òàê êàê ñóììà ñïðàâà ðàâíà îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ÇËÏ (3.4)�
(3.5), ñîâïàäàþùåìó ñ îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì ÇËÏ (3.18)�(3.19), òî
ïî òåîðåìå 3.5 âåêòîð ξ̂ íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì âåêòîðîì ÇËÏ (2.2)�
(2.3) äëÿ èãðû (N, v̂). Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàíü Γ̂ íå ìîæåò áûòü îïòè-
ìàëüíîé â íîâîé èãðå, ò. å. Γ̂ * X0(v̂).

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, êîãäà êðîìå ãðàíè Γ = X0(v) ñóùåñòâóåò
îïòèìàëüíàÿ ãðàíü Γ∗ ⊆ X0(v) òàêàÿ, ÷òî Γ∗ * Γ, ïîñòðîåííàÿ èãðà
(N, v̂) ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé èãðîé èç îïðåäåëåíèÿ 3.1, è, ñëåäîâàòåëüíî,
ãðàíü Γ ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíîé.

Èç òåîðåìû 3.6 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ìíîæåñòâî
ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíûõ ãðàíåé P 0

N , äîñòàòî÷íî íàéòè ìíîæåñòâî
âñåõ ìèíèìàëüíûõ ñáàëàíñèðîâàííûõ íàáîðîâ êîàëèöèé â êëàññå èãð
GN , è íàîáîðîò.

Òàê êàê äëÿ êàæäîé ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíîé ãðàíè Γ, ïî îï-
ðåäåëåíèþ 3.1, íàéäåòñÿ èãðà èç êëàññà GN òàêàÿ, ÷òî X0(v) = Γ, òî
çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè (2.2) ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé äëÿ
ëþáîãî âåêòîðà ξ ∈ Γ. Ïîýòîìó ââåäåì äëÿ íåå ñïåöèàëüíîå îáîçíà-
÷åíèå:

σ(Γ) =
∑
i∈N

ξi , ∀ ξ ∈ Γ , Γ ∈ P 0
N . (3.27)

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè òåîðåìû 3.6 áûëè ïîëó÷åíû
ñîîòíîøåíèÿ (3.12)�(3.14), èç êîòîðûõ ñ ó÷åòîì B = U(Γ) ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ëþáîé ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíîé ãðàíè Γ è ñîîòâåòñòâóþùåé
ñèñòåìû áàëàíñèðóþùèõ âåñîâ λ̃ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

∑
i∈N

ξi =
∑

j : Sj∈U(Γ)

λ̃j v(Sj) . (3.28)
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò êðèòåðèé âûáîðà îïòèìàëüíîé ãðà-
íè Γ = X0(v) èç ìíîæåñòâà P 0

N .

Óòâåðæäåíèå 3.1. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ÇËÏ (2.2)�(2.3) ðàâíî

z0 = max
Γ∈P 0

N

σ(Γ) . (3.29)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì íåêîòîðóþ ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíóþ
ãðàíü Γ1 ∈ P 0

N è ðàññìîòðèì èãðó (N, v), â êîòîðîé X0(v) = Γ1.
Ïóñòü Γ2 ∈ P 0

N � ëþáàÿ äðóãàÿ ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíàÿ ãðàíü.
Ïî òåîðåìå 3.6 ìíîæåñòâà U(Γ1) è U(Γ2) ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíû-

ìè ñáàëàíñèðîâàííûìè íàáîðàìè êîàëèöèé, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò
ñèñòåìû áàëàíñèðóþùèõ âåñîâ λ̃1 è λ̃2.

Òàê êàê X0(v) = Γ1, òî èç (3.27), (3.28) è òåîðåìû äâîéñòâåííî-
ñòè 3.4 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî:

min
∑
i∈N

ξi = σ(Γ1) =
∑

j : Sj∈U(Γ1)

λ̃1
j v(Sj) = max

p∑
j=1

λj v(Sj) . (3.30)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñèñòåì áàëàíñèðóþùèõ âåñîâ λ̃1 è λ̃2 ñïðàâåäëè-
âî íåðàâåíñòâî:

∑

j : Sj∈U(Γ1)

λ̃1
j v(Sj) ≥

∑

j : Sj∈U(Γ2)

λ̃2
j v(Sj) ,

ýêâèâàëåíòíîå íåðàâåíñòâó σ(Γ1) ≥ σ(Γ2).
Îòêóäà, ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà Γ2 ∈ P 0

N , ñëåäóåò:

σ(Γ1) = max
Γ∈P 0

N

σ(Γ) . (3.31)

Îáîçíà÷àÿ îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ÇËÏ (2.2)�(2.3) ÷åðåç z0, èç (3.30)
è (3.31) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (3.29).

Èç óòâåðæäåíèÿ 3.1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè íàèáîëüøåå çíà÷åíèå σ(Γ)

äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà îäíîé ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíîé ãðàíè:

arg max
Γ∈P 0

N

σ(Γ) = Γ∗ ,

òî èìåííî ýòà ãðàíü ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì îïòèìàëüíûõ âåêòîðîâ
ÇËÏ (2.2)�(2.3): X0(v) = Γ∗.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ(Γ) äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ
íà íåñêîëüêèõ ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíûõ ãðàíÿõ:

arg max
Γ∈P 0

N

σ(Γ) = {Γ1, . . . , Γk} .

Òîãäà âîçíèêàåò ïðîáëåìà âûáîðà X0(v) èç äàííîé ñîâîêóïíîñòè ãðà-
íåé.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà σ(Γ) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ
òîëüêî íà äâóõ ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíûõ ãðàíÿõ Γ1, Γ2 ∈ P 0

N . Ïî-
êàæåì, ÷òî òîãäà ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ãðàíè Γ1, ñîâ-
ïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ãðàíè Γ2.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû ξ1 ∈ Γ1 è ξ2 ∈ Γ2 è ðàññìîòðèì
âåêòîð ξ = α ξ1 + (1 − α) ξ2, ãäå α ∈ [0; 1]. Òàê êàê ìíîãîãðàííîå
ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, òî ξ ∈ M .

Çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè (2.2) äëÿ äàííîãî âåêòîðà ξ ïðè ëþáîì
α ∈ [0; 1] ðàâíî:

∑
i∈N

ξi = α
∑
i∈N

ξ1
i + (1− α)

∑
i∈N

ξ2
i =

= α max
Γ∈P 0

N

σ(Γ) + (1− α) max
Γ∈P 0

N

σ(Γ) = max
Γ∈P 0

N

σ(Γ) .

Íî ïî óñëîâèþ arg max
Γ∈P 0

N

σ(Γ) = {Γ1, Γ2}. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð ξ ïðè-

íàäëåæèò ëèáî Γ1, ëèáî Γ2, ëèáî îáåèì ãðàíÿì îäíîâðåìåííî. Òàêèì
îáðàçîì, ìåæäó ãðàíÿìè Γ1 è Γ2 íåò íèêàêîé äðóãîé ãðàíè ìíîæå-
ñòâà M è íèêàêèõ âíóòðåííèõ âåêòîðîâ èç M . Òîãäà

à) ëèáî îäíà èç ãðàíåé ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì äðóãîé: íàïðè-
ìåð, Γ2 ⊂ Γ1;

á) ëèáî ìíîæåñòâà âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ãðàíÿì Γ1 è Γ2, ñîâ-
ïàäàþò äðóã ñ äðóãîì.

Íî ïî îïðåäåëåíèþ 3.1 íè îäíà èç ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíûõ
ãðàíåé íå ìîæåò áûòü ïîäìíîæåñòâîì äðóãîé ïîòåíöèàëüíî-îïòè-
ìàëüíîé ãðàíè. Ñëåäîâàòåëüíî, ï. à) íåâîçìîæåí, è â ðåçóëüòàòå îñòà-
åòñÿ òîëüêî ï. á).

Îáîáùàÿ ýòî ðàññóæäåíèå íà íåñêîëüêî ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëü-
íûõ ãðàíåé, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî åñëè

arg max
Γ∈P 0

N

σ(Γ) = {Γ1, . . . , Γk} , (3.32)
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òî ìíîæåñòâà âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ãðàíÿì Γ1, . . . , Γk, ñîâïà-
äàþò äðóã ñ äðóãîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâîì X0(v) ÿâëÿåòñÿ ëþ-
áàÿ èç ãðàíåé Γ1, . . . , Γk.

Çàìå÷àíèå 3.1. Ïóñòü Γ1, . . . , Γk � ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíûå ãðà-
íè èç (3.32). Òîãäà êàæäûé âåêòîð ξ0 ∈ X0(v) óäîâëåòâîðÿåò âñåì
îãðàíè÷åíèÿì òèïà ðàâåíñòâ, êîòîðûå âõîäÿò â ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé,
îïèñûâàþùóþ êàêóþ-ëèáî èç ðàññìàòðèâàåìûõ ãðàíåé.

4. Ôîðìóëèðîâêà ìåòîäà
Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 3.6, óòâåðæäåíèÿ 3.1 è çàìå÷àíèÿ 3.1 ïî-

ëó÷àåì ñëåäóþùèé ìåòîä íàõîæäåíèÿ C-ÿäðà êîðíåâîé èãðû ñ n èã-
ðîêàìè.

1. Íàéòè, èñïîëüçóÿ èíäóêòèâíûé ìåòîä Á. Ïåëåãà, ìíîæåñòâî
âñåõ ìèíèìàëüíûõ ñáàëàíñèðîâàííûõ íàáîðîâ êîàëèöèé â êëàñ-
ñå èãð GN . Ïî òåîðåìå 3.6 êàæäîìó ìèíèìàëüíîìó ñáàëàíñèðî-
âàííîìó íàáîðó êîàëèöèé B âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò
íåêîòîðàÿ ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíàÿ ãðàíü Γ ∈ P 0

N ñ U(Γ) = B.

2. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ σ(Γ) äëÿ âñåõ Γ ∈ P 0
N è îïðåäåëèòü íàè-

áîëüøåå çíà÷åíèå σ(Γ) íà ìíîæåñòâå P 0
N :

z0 = max
Γ∈P 0

N

σ(Γ) .

Ïî óòâåðæäåíèþ 3.1 âåëè÷èíà z0 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì çíà-
÷åíèåì ÇËÏ (2.2)�(2.3) èëè îáùèì ãàðàíòèðîâàííûì äîõîäîì
êîàëèöèè N â êîðíåâîé èãðå: vr(N) = z0.

3. Âûäåëèòü âñå ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíûå ãðàíè, íà êîòîðûõ
äîñòèãàåòñÿ íàèáîëüøåå çíà÷åíèå σ(Γ):

{Γ1, . . . , Γk} = arg max
Γ∈P 0

N

σ(Γ)

è íàéòè ìíîæåñòâî êîàëèöèé

Y = U(Γ1) ∪ . . . ∪ U(Γk) .
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4. Ñîñòàâèòü ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé äëÿ ìíîæåñòâà X0(v), ïðèíè-
ìàÿ âî âíèìàíèå çàìå÷àíèå 3.1:





∑
i∈S

ξi = v(S) ïðè S ⊂ N : S ∈ Y ,
∑
i∈S

ξi ≥ v(S) ïðè S ⊂ N : S /∈ Y .
(4.1)

Ïî óòâåðæäåíèþ 2.1 ñèñòåìà (4.1) îïèñûâàåò C-ÿäðî êîðíåâîé
èãðû (N, vr). Ýòà ñèñòåìà, âî-ïåðâûõ, ñîäåðæèò íà îäíî îãðàíè÷å-
íèå ìåíüøå, ÷åì êëàññè÷åñêîå îïèñàíèå C-ÿäðà èç òåîðåìû 2.1. Âî-
âòîðûõ, â ýòîé ñèñòåìå èìååòñÿ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî îãðàíè÷åíèé òè-
ïà ðàâåíñòâ. Äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî íàõîæäåíèÿ C-ÿäðà êîðíåâîé èãðû
îñòàåòñÿ íàéòè åãî êðàéíèå òî÷êè, èñõîäÿ èç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû.

5. Çàêëþ÷åíèå
Â ýòîé ñòàòüå ìû ïîêàçàëè, ÷òî C-ÿäðî êîðíåâîé èãðû ñîâïà-

äàåò ñ ìíîæåñòâîì îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé X0(v) çàäà÷è ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ (2.2)�(2.3), à àãðåãèðîâàííî-ìîíîòîííîå C-ÿäðî,
êàê ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ïðåääåëåæåé, ôîðìàëüíî ãåîìåòðè÷å-
ñêè ñîâïàäàåò ëèáî ñ áîëüøèì SC-ÿäðîì, ëèáî ñ áîëüøèì òåíåâûì
SC-ÿäðîì.

Ñîâïàäåíèå C-ÿäðà êîðíåâîé èãðû ñ ìíîæåñòâîì X0(v) ïîçâîëèëî
îáîñíîâàòü è ñôîðìóëèðîâàòü ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû îãðà-
íè÷åíèé íàèáîëåå ïðîñòîãî âèäà, îïèñûâàþùåé C-ÿäðî êîðíåâîé èã-
ðû.
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A METHOD FOR ESTIMATING THE CORE OF ROOT
GAME

Arina N. Akimova, Faculty of Applied Mathematics and Control
Processes, St. Petersburg State University, assistant
(arina_akimova@mail.ru)
Vicktor V. Zakharov, Faculty of Applied Mathematics and Control
Processes, St. Petersburg State University, Dr.Sc., professor
(mcvictor@mail.ru).

Abstract : It is showen that the base of grand (shadow) subcore coincides
with the core of the root game in any TU-cooperative game. Comparing
de�nitions of grand subcore and grand shadow subcore with description
of aggregate-monotonic core leads to the formal geometrical coincidence
of aggregate-monotonic core with either grand subcore or grand shadow
subcore. The method for estimating the simplest set of equations and
inequalities describing the core of a root game in TU-game with any
number of players (n ≥ 3) is proposed. To develop the method dual
theory and inductive method by B.Peleg are used.

Keywords : TU-cooperative game, core, grand (shadow) subcore, root
game, aggregate-monotonic core, linear programming, balanced collec-
tion of coalitions.
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Â ñòàòüå îïèñàíà è èññëåäîâàíà çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ ðå-
ñóðñîâ â èåðàðõè÷åñêèõ ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ êà÷åñòâîì ðå÷-
íîé âîäû ïóòåì íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Øòàêåëüáåðãó. Ñè-
ñòåìà ñîñòîèò èç äâóõ öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ, êàæäîìó èç êî-
òîðûõ ïîä÷èíÿþòñÿ âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû. Ýêîíîìè÷åñêèé
öåíòð ðàñïðåäåëÿåò ðåñóðñû, à ýêîëîãè÷åñêèé öåíòð ñëåäèò çà
ñîñòîÿíèåì îêðóæàþùåé ñðåäû. Çàäà÷ó ìîæíî ðàçáèòü íà äâå
áîëåå ïðîñòûå ïîäçàäà÷è: çàäà÷ó ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ è çà-
äà÷ó ðàñïðåäåëåíèÿ êà÷åñòâîì ðå÷íîé âîäû. Ìîäåëü ðàñïðå-
äåëåíèÿ ðåñóðñîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëó÷àÿõ îòñóòñòâèÿ ìåõà-
íèçìà êîððóïöèè, â ñëó÷àÿõ ïîïóñòèòåëüñòâà è âûìîãàòåëü-
ñòâà ïðè ðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ è êîíòðîëå íàä èñïîëüçî-
âàíèåì ðåñóðñîâ. Ìîäåëü óïðàâëåíèÿ êà÷åñòâîì ðå÷íîé âîäû
ó÷èòûâàåò ðàçëè÷íûå ñëó÷àè íàðóøåíèÿ íîðì ñáðîñà çàãðÿç-
íÿþùèõ âåùåñòâ â ðå÷íûå âîäû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äðåâîâèäíàÿ èåðàðõè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ìåõàíèçìû êîð-
ðóïöèè, òåîðåòèêî-èãðîâûå ìîäåëè.

c©2010 Î.È. Ãîðáàíåâà



28 Î.È. Ãîðáàíåâà

1. Ââåäåíèå
Ðûíî÷íàÿ ýêîíîìèêà òðåáóåò âûñîêîãî óðîâíÿ èñïîëüçîâàíèÿ ðå-

ñóðñîâ õîçÿéñòâóþùèõ ñóáúåêòîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äåéñòâèÿ ñóáú-
åêòîâ ðûíêà âñåãäà ñâÿçàíû ñ ðèñêîì è êîíôëèêòîì èíòåðåñîâ. Ïî-
ýòîìó çàäà÷è îïòèìèçàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ñëåäóåò ðàññìàò-
ðèâàòü ñ òåîðåòèêî-èãðîâûõ ïîçèöèé. Îñíîâíàÿ ÷àñòü îáúåäèíåíèé
ñóáúåêòîâ ýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíûå
ìíîãîóðîâíåâûå îáðàçîâàíèÿ, ñîñòîÿùèå èç ñëåäóþùèõ ñòðóêòóðíûõ
ñîñòàâëÿþùèõ: Öåíòðà, ïðåðîãàòèâîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå
îáùèõ ñòðàòåãè÷åñêèõ öåëåé; îáúåêòîâ, îðãàíèçàöèîííî ïîä÷èíåí-
íûõ Öåíòðó, èìåþùèå ñâîè ñîáñòâåííûå öåëè è äîâîëüíî áîëüøóþ
ñâîáîäó â âûáîðå ñâîåãî áóäóùåãî ñîñòîÿíèÿ; è îáúåêòîâ, íå ïîä÷è-
íÿþùèõñÿ Öåíòðó îðãàíèçàöèîííî, à ñâÿçàííûõ ñ íèì íåôîðìàëüíî
â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâåííîé, õîçÿéñòâåííîé, ôèíàíñîâîé è èíôîð-
ìàöèîííîé äåÿòåëüíîñòè (ïîòðåáèòåëè ïðîäóêöèè äàííîãî ïðåäïðè-
ÿòèÿ, ñåðâèñíûå îðãàíèçàöèè è ò.ä.). Íîðìàëüíîé äåÿòåëüíîñòè ýêî-
íîìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðåïÿòñòâóåò êîððóïöèÿ [4]. Ýòî ñëîæíîå ÿâëåíèå
òåñíî ñâÿçàíî ñ ìíîæåñòâîì ýêîíîìè÷åñêèõ, ïîëèòè÷åñêèõ, ñîöèàëüíî-
ïñèõîëîãè÷åñêèõ è äðóãèõ òðóäíî ôîðìàëèçóåìûõ ïðîöåññîâ, ïðîòå-
êàþùèõ â îáùåñòâå, è òðåáóåò ó÷åòà ïðè ìîäåëèðîâàíèè.
Â äàííîé ñòàòüå çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â èåðàðõè÷åñêèõ ñè-
ñòåìàõ óïðàâëåíèÿ ðåøàåòñÿ íàõîæäåíèåì ðàâíîâåñèÿ ïî Øòàêåëü-
áåðãó [2] ïðè íàëè÷èè äâóõ ìåõàíèçìîâ êîððóïöèè: ñâÿçàííûõ ñ âåëè-
÷èíîé ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ è ñ âåëè÷èíîé êîíòðîëÿ íàä èñïîëü-
çîâàíèåì ðåñóðñîâ, ïðè÷åì â êà÷åñòâå ôóíêöèé çàâèñèìîñòè äàííûõ
âåëè÷èí îò âçÿòêè áðàëèñü ëèíåéíûå. Â êàæäîì ñëó÷àå ðàññìàòðè-
âàëèñü êàê ¾æåñòêàÿ¿, òàê è ¾ìÿãêàÿ¿ ðàçíîâèäíîñòè êîððóïöèè [4].
Çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü ïðè ïîìîùè àïïàðàòà êîîïåðàòèâíûõ èãð.
Â ýòîì ñëó÷àå íàéäåíû äîõîäû è êîîïåðàòèâíûå ýôôåêòû âñåõ êî-
àëèöèé, âû÷èñëåíû âåêòîðû Øåïëè è ïðîïîðöèîíàëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ [1].
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2. Çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â äðåâîâèäíûõ ñèñòåìàõ
óïðàâëåíèÿ êà÷åñòâîì âîäíûõ îáúåêòîâ è åå ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü

Ðàññìàòðèâàåòñÿ èåðàðõè÷åñêè óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (ðèñ.1) âêëþ-
÷àþùàÿ â ñåáÿ ñëåäóþùèå ýëåìåíòû:

• äâà èñòî÷íèêà âîçäåéñòâèÿ âåðõíåãî óðîâíÿ:

� Ýêîíîìè÷åñêèé Öåíòð;

� Ýêîëîãè÷åñêèé Öåíòð;

• N èñòî÷íèêîâ íèæíåãî óðîâíÿ � ïîäðàçäåëåíèÿ ýêîíîìè÷åñêîãî
Öåíòðà, êîòîðîå ìû íàçîâåì Ïîä÷èíåííûìè;

• óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà � âîäíûé îáúåêò.

Экономический Центр Экологический Центр

Речная система

Подразде-

ление N

Подразде-

ление 1

Подразде-

ление 2

Ðèñóíîê 1. Èåðàðõè÷åñêè óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà

Öåíòðû âîçäåéñòâóþò íà Ïîä÷èíåííûõ, à Ïîä÷èíåííûå íà Ðå÷-
íóþ ñèñòåìó. Ýêîíîìè÷åñêèé Öåíòð íà ðå÷íóþ ñèñòåìó íå âîçäåé-
ñòâóåò, à Ýêîëîãè÷åñêèé Öåíòð ìîæåò âîçäåéñòâîâàòü òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè Ïîä÷èíåííûå î÷èñòèëè ñòî÷íûå âîäû íåäîñòàòî÷íî äëÿ
òîãî, ÷òîáû ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îñòàëîñü â äîïóñòèìûõ ïðåäåëàõ.
Ðàññìîòðèì êàæäûé èç ýòèõ ýëåìåíòîâ â îòäåëüíîñòè:
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1. Ýêîíîìè÷åñêèé Öåíòð. Öåíòðó ñëåäóåò ðàñïðåäåëèòü ðåñóðñû
ìåæäó Ïîä÷èíåííûìè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â ïðîöåññå ïðî-
èçâîäñòâà Ïîä÷èíåííûõ ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü, ò.å.,
÷òîá áûëà ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíà

n∑
i=1

gi(uiri), ãäå gi(uiri) � âû-
èãðûø ñèñòåìû îò äåÿòåëüíîñòè i-ãî Ïîä÷èíåííîãî, ri � äîëÿ
ðåñóðñà, âûäåëÿåìàÿ i-ìó Ïîä÷èíåííîìó Öåíòðîì (îò R), ui �
äîëÿ âûäåëåííîãî ðåñóðñà, èñïîëüçóåìàÿ i-ì Ïîä÷èíåííûì äëÿ
ðåøåíèÿ îáùåñèñòåìíûõ çàäà÷.
Íóæíî ó÷åñòü ñëåäóþùèå ôàêòîðû:

(a) Öåíòð ìîæåò çàäàòü Ïîä÷èíåííîìó ìèíèìàëüíóþ äîëþ
ðåñóðñîâ qi, ìåíüøå êîòîðîé îí íå ìîæåò ïîòðàòèòü íà öå-
ëè âñåé ñèñòåìû

0 ≤ qi ≤ 1 ,

ò.å. qi � íèæíÿÿ ãðàíèöà çíà÷åíèé ui, êîíòðîëèðóåìàÿ Öåí-
òðîì (îò ri);

(b) Öåíòð òàêæå ìîæåò èìåòü ñâîþ ÷àñòíóþ íåñèñòåìíóþ öåëü,
âûðàæàåìóþ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé H(x), äëÿ äî-
ñòèæåíèÿ êîòîðîé îí íàïðàâëÿåò âñå ðåñóðñû, êîòîðûå îñòà-
ëèñü ó Öåíòðà ïîñëå ðàñïðåäåëåíèÿ Ïîä÷èíåííûì � â êî-
ëè÷åñòâå

(
1−

n∑
i=1

ri

)
. Òî åñòü, Öåíòð òàêæå ñòðåìèòñÿ ìàê-

ñèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó H

(
1−

n∑
i=1

ri

)
.

(c) Â ñëó÷àå, åñëè Ïîä÷èíåííûé ïðåäëàãàåò Öåíòðó âçÿòêó bi,
òî îíà ìîæåò ïîâëèÿòü èëè íà âåëè÷èíó ðàñïðåäåëåííûõ
åìó ðåñóðñîâ ri = ri(bi) èëè íà âåëè÷èíó êîíòðîëÿ íàä èñ-
ïîëüçîâàíèåì ðåñóðñîâ qi = qi(bi). Ïðèáûëü îò ïîëó÷åíèÿ
âçÿòêè Öåíòðîì òàêæå íóæíî ó÷åñòü â öåëåâîé ôóíêöèè
Öåíòðà.

Èòàê, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ Öåíòðà ñîñòîèò èç òðåõ ñëàãàåìûõ: äî-
õîä îò ïðîèçâîäñòâà âñåõ Ïîä÷èíåííûõ, äîõîä îò íåöåëåâîãî
èñïîëüçîâàíèÿ ðåñóðñîâ, äîõîä îò âçÿòêè.
Êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ, âûäåëåííûõ Öåíòðîì Ïîä÷èíåííîìó, áó-
äåì èçìåðÿòü â ïðîöåíòàõ èëè â äîëå îò âñåõ èìåþùèõñÿ ó Öåí-
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òðà ðåñóðñîâ. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à Ýêîíîìè÷åñêîãî Öåíòðà
ñîñòîèò â ìàêñèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè (2.1) ïðè îãðàíè÷å-
íèÿõ (2.2) � (2.4):

J0 =H

(
1−

n∑
i=1

ri (bi)

)
+

n∑
i=1

gi (uiri)+
n∑

i=1

biri (bi) → max(2.1)

0 ≤ qi (bi) ≤ 1 (2.2)
0 ≤ ri (bi) ≤ 1 (2.3)

n∑
i=1

ri (bi) ≤ 1 (2.4)

Îò âûáîðà Öåíòðà çàâèñÿò ñëåäóþùèå âåëè÷èíû: âåëè÷èíû ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ Ïîä÷èíåííûì ri è âåëè÷èíû êîíòðîëÿ íàä
èñïîëüçîâàíèåì ðåñóðñîâ qi.

2. Ýêîëîãè÷åñêèé Öåíòð. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ýêîëîãè÷åñêîé îáñòà-
íîâêè îáúåêòà Ýêîëîãè÷åñêèé Öåíòð íàçíà÷àåò Ïîä÷èíåííîìó
ñëåäóþùèå âèäû øòðàôîâ:

(a) øòðàôû çà çàãðÿçíåíèÿ Kch, ïðåâûøàþùèå äîïóñòèìûå
ïðåäåëû, íî íå ïðåâûøàþùèå êðèòè÷åñêèå ïðåäåëû,

(b) øòðàôû çà çàãðÿçíåíèÿ Kca, ïðåâûøàþùèå êðèòè÷åñêèå
ïðåäåëû.

Ñóùåñòâóþò ìàêñèìàëüíûå ïðåäåëû øòðàôîâ Kchmax, Kcamax,
ò.å.

0 ≤ Kch ≤ Kchmax ,

0 ≤ Kca ≤ Kcamax .

Â ñëó÷àå, åñëè îáúåì ñáðîñà çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ Ïîä÷è-
íåííîãî íå ïðåâûøàåò äîïóñòèìûé óðîâåíü, òî Ïîä÷èíåííûé
øòðàô çà ïðåâûøåíèå íîðì ñáðîñîâ íå ïëàòèò.
Â ñëó÷àå, åñëè îáúåì ñáðîñà çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ Ïîä÷èíåí-
íîãî ïîñëå î÷èñòêè ïðåâûøàåò äîïóñòèìûé óðîâåíü w̃1, íî íå
ïðåâûøàþò êðèòè÷åñêèé óðîâåíü w̃2, Öåíòð íàçíà÷àåò Ïîä÷è-
íåííîìó øòðàô Kch çà åäèíèöó ñáðîñà çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ
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ñâåðõ äîïóñòèìîé íîðìû w̃1, ò.å. Ïîä÷èíåííûé ïëàòèò øòðàô çà
(wi (1− pi)− w̃1) åäèíèö çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ, ãäå si � ôóíê-
öèÿ øòðàôà Ïîä÷èíåííîãî çà çàãðÿçíåíèå âîäû, íàçíà÷àåìàÿ
çà ïðåäåëàìè ðàññìàòðèâàåìîé ýêîëîãè÷åñêîé ñèñòåìû, íàïðè-
ìåð, ãîñóäàðñòâîì; wi � îáúåì ñáðîñà çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ
äî î÷èñòêè Ïîä÷èíåííûì; pi � óðîâåíü î÷èñòêè Ïîä÷èíåííûì
ñòî÷íûõ âîä; wi(1 − pi) � îáúåì ñáðîñà çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ
ïîñëå î÷èñòêè Ïîä÷èíåííûì.

Ñòî÷íûå âîäû, íåäîñòàòî÷íî î÷èùåííûå Ïîä÷èíåííûìè, î÷è-
ùàåò ñàì Ýêîëîãè÷åñêèé Öåíòð. Ôóíêöèÿ çàòðàò Öåíòðà íà
î÷èñòêó ðå÷íûõ âîä � ca(y), ãäå y � îáúåì çàãðÿçíÿþùèõ âå-
ùåñòâ âñåõ Ïîä÷èíåííûõ ïîñëå î÷èñòêè, ò.å.

y =
n∑

i=1

wi (1− pi) .

Èòàê, çàäà÷à ýêîëîãè÷åñêîãî Öåíòðà ñîñòîèò â ìàêñèìèçàöèè
öåëåâîé ôóíêöèè

G0 = −ca (y) +
n∑

j=1

Kchsi (wi (1− pi)− w̃1) → max
Kch

(2.5)

ïðè îãðàíè÷åíèè
0 ≤ Kch ≤ Kchmax .

Â ñëó÷àå, åñëè îáúåì ñáðîñà çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ Ïîä÷èíåí-
íîãî ïîñëå î÷èñòêè ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêèé óðîâåíü w̃2, Öåíòð
íàçíà÷àåò Ïîä÷èíåííîìó øòðàô Kch çà åäèíèöó ñáðîñà çàãðÿç-
íÿþùèõ âåùåñòâ ñâåðõ äîïóñòèìîé íîðìû w̃1, è øòðàô Kca çà
åäèíèöó ñáðîñà çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ ñâåðõ êðèòè÷åñêîé íîð-
ìû w̃2. Òî åñòü Ïîä÷èíåííûé ïëàòèò ïåðâûé âèä øòðàôà çà
(w̃2 − w̃1) åäèíèö çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ, à âòîðîé âèä øòðàôà
çà (wi (1− pi)− w̃2) åäèíèö çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ.

Îáúåì çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ ïîñëå î÷èñòêè Ïîä÷èíåííûìè â
ðàçìåðå (wi (1− pi)− w̃1) î÷èùàåòñÿ Ýêîëîãè÷åñêèì Öåíòðîì ñ
ôóíêöèåé çàòðàò ca(y).
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Òàêèì îáðàçîì, â öåëåâóþ ôóíêöèþ Öåíòðà âõîäÿò ñðåäñòâà,
ïîëó÷åííûå â êà÷åñòâå øòðàôîâ Ïîä÷èíåííûõ, ìèíóñ ñðåäñòâà,
ïîòðà÷åííûå íà î÷èñòêó âîäû:

G0 = −ca (y) +
n∑

j=1

Kchsi (w̃2 − w̃1) +

+
n∑

j=1

Kcasi (wi (1− pi)− w̃2) → max
Kch,Kca

(2.6)

ïðè îãðàíè÷åíèè

0 ≤ Kch ≤ Kchmax , (2.7)
0 ≤ Kca ≤ Kcamax . (2.8)

3. Ïîä÷èíåííûé. Ïîä÷èíåííûé èñïîëüçóåò ðåñóðñû, âûäåëåííûå
åìó Öåíòðîì, äëÿ ïðîèçâîäñòâà â îáùåñèñòåìíûõ öåëÿõ, äîõîä
îò êîòîðîãî âûðàæàåòñÿ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé gi(x). Íå
èñêëþ÷åíî, ÷òî ó Ïîä÷èíåííîãî êðîìå îáùåñèñòåìíûõ ýêîíî-
ìè÷åñêèõ öåëåé èìåþòñÿ è ñâîè ÷àñòíûå öåëè, äîõîä îò ðåàëè-
çàöèè êîòîðûõ âûðàæàåòñÿ â âèäå ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè
hi(x). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êàê ìîæíî áîëüøåãî êîëè÷åñòâà ðåñóð-
ñîâ Ïîä÷èíåííûé ìîæåò ïðåäëîæèòü Ýêîíîìè÷åñêîìó Öåíòðó
âçÿòêó â ðàçìåðå îïðåäåëåííîé äîëè bi îò òîãî êîëè÷åñòâà ðå-
ñóðñîâ ri, êîòîðîå åìó âûäåëèò Öåíòð. Èç êîëè÷åñòâà ðåñóð-
ñîâ ri, ïîëó÷åííûõ îò Öåíòðà, ÷àñòü ñðåäñòâ â ðàçìåðå uiri

Ïîä÷èíåííûé òðàòèò íà îáùèå öåëè, ÷àñòü íà âçÿòêó (â êî-
ëè÷åñòâå biri), à îñòàâøèåñÿ � íà ñâîè ÷àñòíûå öåëè (â ðàçìåðå
ri − uiri − biri = (1− bi − ui)ri ), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

bi + ui ≤ 1 . (2.9)

Ïîä÷èíåííûé íå ìîæåò ïîòðàòèòü íà îáùèå öåëè ðåñóðñîâ ìåíü-
øå îïðåäåëåííîé äîëè qi, óêàçûâàåìîé Öåíòðîì, ò.å.

qi(bi) ≤ ui ≤ 1 . (2.10)

Òàê êàê âçÿòêà � äîëÿ îò ðåñóðñîâ, âûäåëåííûõ Öåíòðîì Ïîä-
÷èíåííîìó, òî

0 ≤ bi ≤ 1 . (2.11)
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Íî ïðè ïðîèçâîäñòâå ïðîäóêöèè Ïîä÷èíåííûé çàãðÿçíÿåò ðå-
êó ñòî÷íûìè âîäàìè, çà ÷òî ïëàòèò øòðàô, íàçíà÷àåìûé ãîñó-
äàðñòâîì â ðàçìåðå si çà åäèíèöó ñáðîøåííûõ âåùåñòâ. Åñëè
îáúåì ñáðîñîâ ñòî÷íûõ âîä áîëüøå äîïóñòèìîãî èëè êðèòè÷å-
ñêîãî óðîâíåé, Ïîä÷èíåííûé ëèáî âûïëà÷èâàåò äîïîëíèòåëü-
íûå øòðàôû, íàçíà÷àåìûå Ýêîëîãè÷åñêèì Öåíòðîì çà ïðåâû-
øåíèå ëèìèòîâ ñáðîñà çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ, ëèáî î÷èùàåò
ñâîè ñòî÷íûå âîäû ñ âûáðàííûì èì óðîâíåì î÷èñòêè pi, èçìå-
ðÿåìîì â äîëå èëè ïðîöåíòàõ îò îáúåìà ñáðîøåííûõ âåùåñòâ
wi, è ôóíêöèåé çàòðàò cp(pi). Óðîâåíü î÷èñòêè pi ìîæåò èìåòü
ñëåäóþùèå ïðåäåëû:

0 ≤ pi ≤ 1− ε . (2.12)

Ïîëíîñòüþ ñòî÷íûå âîäû î÷èñòèòü íåëüçÿ, ìîæíî ïðèáëèçèòü-
ñÿ ê 100% î÷èñòêè òîëüêî íà îïðåäåëåííûé óðîâåíü ε, êîòîðûé
îïðåäåëÿåòñÿ òåõíè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè, ïðèìåíÿåìûìè äëÿ
î÷èñòêè âîä Ïîä÷èíåííûì.
Åñëè ïîñëå î÷èñòêè ñòî÷íûõ âîä êîëè÷åñòâî çàãðÿçíÿþùèõ âå-
ùåñòâ âñå-òàêè ïðåâûøàåò äîïóñòèìûé èëè êðèòè÷åñêèé ïðå-
äåë, òî Ïîä÷èíåííûé ïëàòèò ñîîòâåòñòâóþùèé øòðàô.
Òàêèì îáðàçîì, â öåëåâóþ ôóíêöèþ Ïîä÷èíåííîãî âõîäèò äî-
õîä îò äåÿòåëüíîñòè â îáùèõ è â ñâîèõ ÷àñòíûõ öåëÿõ çà âû÷å-
òîì ñðåäñòâ, âûïëà÷èâàåìûõ ãîñóäàðñòâó èëè Ýêîëîãè÷åñêîìó
Öåíòðó â êà÷åñòâå øòðàôîâ è ïîòðà÷åííûõ íà î÷èñòêó ñòî÷íûõ
âîä.
Â ñëó÷àå, åñëè îáúåì ñáðîñà çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ ïîñëå î÷èñò-
êè ìåíüøå äîïóñòèìîãî óðîâíÿ, ò.å. 0 ≤ wi(1−pi) ≤ w̃1, öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ Ïîä÷èíåííîãî èìååò âèä

y
(0)
i = hi ((1− bi − ui) ri) + gi (uiri)−

−wiCp (pi)− siwi (1− pi) → max
ui,bi,pi

(2.13)

Â ñëó÷àå, åñëè îáúåì ñáðîñà çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ ïîñëå î÷èñò-
êè áîëüøå äîïóñòèìîãî óðîâíÿ, íî ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî, ò.å.
w̃1 ≤ wi(1− pi) ≤ w̃2, òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ Ïîä÷èíåííîãî èìååò
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âèä

y
(1)
i = hi ((1− bi − ui) ri) + gi (uiri)− wiCp (pi)−

−siw̃1 −Kchsi (wi (1− pi)− w̃1) → max
ui,bi,pi

(2.14)

Â ñëó÷àå, åñëè îáúåì ñáðîñà çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ ïîñëå î÷èñò-
êè áîëüøå êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ, ò.å. wi (1− pi) ≥ w̃2 , òî öåëå-
âàÿ ôóíêöèÿ Ïîä÷èíåííîãî èìååò âèä

y
(2)
i = hi ((1− bi − ui) ri) + gi (uiri)− wiCp (pi)− siw̃1−
−Kchsi (w̃2 − w̃1)−Kcasi (wi (1− pi)− w̃2) → max

ui,bi,pi

(2.15)

Òî åñòü â çàäà÷ó Ïîä÷èíåííîãî âêëþ÷àåòñÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ
(2.13), (2.14) èëè (2.15) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2.9)-(2.12).
Îò âûáîðà Ïîä÷èíåííîãî çàâèñÿò ñëåäóþùèå âåëè÷èíû: ui �
äîëÿ âûäåëåííîãî ðåñóðñà, èñïîëüçóåìàÿ i-ì Ïîä÷èíåííûì äëÿ
ðåøåíèÿ îáùåñèñòåìíûõ çàäà÷; bi � äîëÿ âûäåëåííîãî ðåñóðñà,
âîçâðàùàåìàÿ i-ì Ïîä÷èíåííûì Öåíòðó â êà÷åñòâå âçÿòêè (îò
ri) è pi � óðîâåíü î÷èñòêè ñáðîøåííûõ â ðåêó ñòî÷íûõ âîä.

4. Ðå÷íàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïàññèâíûì îáúåêòîì, íå èìååò öåëå-
âûõ ôóíêöèé è óïðàâëÿåìûõ âåëè÷èí.

Èòàê, ñîîòíîøåíèÿ (2.1) � (2.15) ñîñòàâëÿþò ìîäåëü ðàñïðåäåëå-
íèÿ ðåñóðñîâ â äðåâîâèäíûõ ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ êà÷åñòâîì âîäíûõ
îáúåêòîâ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èåðàðõè÷åñêîé èãðîé (n + 2)-õ ëèö: Ýêî-
íîìè÷åñêîãî Öåíòðà, Ýêîëîãè÷åñêîãî Öåíòðà è n Ïîä÷èíåííûõ.

Çàìåòèì, ÷òî äâà Öåíòðà: Ýêîëîãè÷åñêèé è Ýêîíîìè÷åñêèé � íå
çàâèñÿò îò äåéñòâèé äðóã äðóãà, ò.å. ñòðàòåãèè êàæäîãî èç íèõ íèêàê
íå âëèÿþò íè íà çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, íè íà îãðàíè÷åíèÿ äðó-
ãîãî.
Êðîìå òîãî, â ñîñòàâå öåëåâîé ôóíêöèè Ïîä÷èíåííîãî ìîæíî âûäå-
ëèòü äâå ÷àñòè:

1. ¾ýêîíîìè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ¿, êîòîðóþ îáðàçóþò ïåðâûå 2

ñëàãàåìûõ hi ((1− bi − ui) ri)+gi (uiri). Ýòà ÷àñòü öåëåâîé ôóíê-
öèè çàâèñÿò îò ñòðàòåãèé Ïîä÷èíåííîãî ui è bi, êîòîðûå íå âëèÿ-
þò è íå çàâèñÿò îò äåéñòâèé Ýêîëîãè÷åñêîãî Öåíòðà, è îò ñòðà-
òåãèé Ýêîíîìè÷åñêîãî Öåíòðà ri è qi. Êðîìå òîãî, ýòà ÷àñòü
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öåëåâîé ôóíêöèè Ïîä÷èíåííîãî íå çàâèñèò îò äåéñòâèé Ýêî-
ëîãè÷åñêîãî Öåíòðà è, â ñâîþ î÷åðåäü, íèêàê íå âëèÿåò íà åãî
äåéñòâèÿ.

2. ¾ýêîëîãè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ¿, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç îñòàëüíûõ
ñëàãàåìûõ ôóíêöèè (2.13), (2.14) èëè (2.15). Ýòà ñîñòàâëÿþùàÿ
çàâèñèò òîëüêî îò ñòðàòåãèé Ýêîëîãè÷åñêîãî Öåíòðà Kch è Kca

è îò ñòðàòåãèè Ïîä÷èíåííîãî pi, êîòîðàÿ íå âëèÿåò íà äåéñòâèÿ
è öåëåâóþ ôóíêöèþ Ýêîíîìè÷åñêîãî Öåíòðà è íå çàâèñèò îò
íèõ.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äâà Öåíòðà íå âëèÿþò íà äåÿòåëüíîñòü äðóã äðó-
ãà, è öåëåâàÿ ôóíêöèÿ Ïîä÷èíåííîãî ñîñòîèò èç äâóõ íåçàâèñÿùèõ
äðóã îò äðóãà ÷àñòåé, ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â äðåâîâèäíûõ
ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ êà÷åñòâîì âîäíûõ îáúåêòîâ ìîæíî ðàçáèòü íà
äâå ìîäåëè: ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ è ìîäåëü óïðàâëåíèÿ êà-
÷åñòâîì ðå÷íîé âîäû.

Ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â äðåâîâèäíîé ñèñòåìå óïðàâëå-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ èãðîé (n + 1) ëèö: Ýêîíîìè÷åñêîãî Öåíòðà è n Ïîä÷è-
íåííûõ. Çàäà÷à ýêîíîìè÷åñêîãî Öåíòðà èìååò âèä (2.1)-(2.4).
Çàäà÷à Ïîä÷èíåííîãî èìååò âèä:

Ji = hi ((1− bi − ui) ri) + gi (uiri) → max (2.16)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2.9)-(2.11).
Ñòðàòåãèÿìè Ýêîíîìè÷åñêîãî Öåíòðà ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíû ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ Ïîä÷èíåííûì ri è âåëè÷èíû êîíòðîëÿ íàä èñ-
ïîëüçîâàíèåì ðåñóðñîâ qi.

Ìîäåëü óïðàâëåíèÿ êà÷åñòâîì ðå÷íîé âîäû ÿâëÿåòñÿ èãðîé (n+1)
ëèö: Ýêîëîãè÷åñêîãî Öåíòðà è n Ïîä÷èíåííûõ.

Â ñëó÷àå, åñëè îáúåì ñáðîñà çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ ïîñëå î÷èñòêè
ìåíüøå äîïóñòèìîãî óðîâíÿ, ò.å. 0 ≤ wi (1− pi) ≤ w̃1, çàäà÷à Ïîä÷è-
íåííîãî èìååò âèä (2.13), (2.12), à âûèãðûø Ýêîëîãè÷åñêîãî Öåíòðà
íàõîäèòñÿ êàê

G0 = −Ca (y) .

Çäåñü Ýêîëîãè÷åñêèé Öåíòð íå ðåøàåò ñâîþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè,
òàê êàê åãî ñòðàòåãèÿìè ÿâëÿþòñÿ íàçíà÷åíèå øòðàôîâ, äî êîòîðûõ
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çäåñü äåëî íå äîõîäèò, ïîñêîëüêó Ïîä÷èíåííûé íå íàðóøàåò ïðåäåëû
ñáðîñîâ ñòî÷íûõ âîä â ðåêó.

Â ñëó÷àå, åñëè îáúåì ñáðîñà çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ ïîñëå î÷èñò-
êè áîëüøå äîïóñòèìîãî óðîâíÿ, íî ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî, ò.å. w̃1 ≤
wi (1− pi) ≤ w̃2, òî çàäà÷à Ïîä÷èíåííîãî èìååò âèä (2.14), (2.12), à
çàäà÷à Ýêîëîãè÷åñêîãî Öåíòðà èìååò âèä (2.5), (2.7).

Â ñëó÷àå, åñëè îáúåì ñáðîñà çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ ïîñëå î÷èñò-
êè áîëüøå êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ, ò.å. wi (1− pi) ≥ w̃2, òî çàäà÷à Ïîä-
÷èíåííîãî èìååò âèä (2.15), (2.12), à çàäà÷à Ýêîëîãè÷åñêîãî Öåíòðà
èìååò âèä (2.6)-(2.8).

Òàêèì îáðàçîì ñòðàòåãèÿìè Ýêîëîãè÷åñêîãî Öåíòðà ÿâëÿþòñÿ íà-
çíà÷åíèå øòðàôîâ Kch è Kca, à ñòðàòåãèåé Ïîä÷èíåííîãî � óðîâåíü
î÷èñòêè ñòî÷íûõ âîä pi.

3. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â äðåâî-
âèäíûõ ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ êà÷åñòâîì âîäíûõ îáúåêòîâ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ òåîðèè èãð â íîðìàëüíîé ôîðìå

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóõóðîâíåâàÿ äðåâîâèäíàÿ
ìîäåëü óïðàâëåíèÿ êà÷åñòâîì âîäíûõ îáúåêòîâ [2-3], ñîñòîÿùàÿ èç
îäíîãî Öåíòðà è n ïîä÷èíåííûõ åìó ïîäðàçäåëåíèé. Öåíòð èìååò
íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ R, êîòîðîå íåîáõîäèìî ðàñïðåäåëèòü
ìåæäó Ïîä÷èíåííûìè. Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî Öåíòð îñòàâëÿåò ÷àñòü
ðåñóðñîâ íà ñîáñòâåííûå öåëè, è ÷òî Ïîä÷èíåííûå, â ñâîþ î÷åðåäü,
ìîãóò ðàñïðåäåëèòü äîñòàâøååñÿ èì êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ êàê íà îá-
ùåñèñòåìíûå öåëè, òàê è íà ñâîè ÷àñòíûå öåëè. Ó÷òåíà âîçìîæíîñòü
âëèÿíèÿ Ïîä÷èíåííûõ íà êîëè÷åñòâî ðàñïðåäåëåííûõ èì ðåñóðñîâ
ïðè ïîìîùè ìåõàíèçìà êîððóïöèè. È Öåíòð, è Ïîä÷èíåííûå ñòðå-
ìÿòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîè öåëåâûå ôóíêöèè îò èñïîëüçîâàíèÿ ðå-
ñóðñîâ J0 è Ji, i = 1, . . . , n, ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ïðîñòîòû ïðèìåì
êîëè÷åñòâî R = 1.

Â öåëåâóþ ôóíêöèþ Öåíòðà âêëþ÷àþòñÿ ñðåäñòâà, ïîëó÷åííûå
îò èñïîëüçîâàíèÿ ðåñóðñîâ Ïîä÷èíåííûìè â îáùèõ öåëÿõ, ñðåäñòâà,
ïîëó÷åííûå îò èñïîëüçîâàíèÿ îñòàâøèõñÿ ðåñóðñîâ â ñâîèõ ñîáñòâåí-
íûõ èíòåðåñàõ, è ñðåäñòâà, ïîëó÷åííûå îò Ïîä÷èíåííûõ â êà÷åñòâå
âçÿòêè.
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Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ Ïîä÷èíåííîãî ñîñòîèò èç äîõîäà îò åãî äåÿòåëü-
íîñòè, íàïðàâëåííîé íà îáùåñèñòåìíûå öåëè, è îò äåÿòåëüíîñòè, íà-
ïðàâëåííîé íà ñâîè ÷àñòíûå öåëè [3].

Çàäà÷è (2.1)�(2.4), (2.16), (2.9)�(2.11) � èåðàðõè÷åñêàÿ èãðà (n+1)-
ãî ëèöà â íîðìàëüíîé ôîðìå: Öåíòðà è n Ïîä÷èíåííûõ. Öåíòð èìå-
åò ïðàâî ïåðâîãî õîäà. Ñòðàòåãèÿìè Öåíòðà ÿâëÿþòñÿ ðàñïðåäåëå-
íèå ðåñóðñîâ ri è íàçíà÷åíèå êîíòðîëÿ íàä èñïîëüçîâàíèåì ðåñóðñîâ
qi. Ñòðàòåãèÿìè Ïîä÷èíåííûõ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå âåëè÷èíû: äîëÿ
ðåñóðñà ui, âûäåëåííîãî Öåíòðîì, èñïîëüçóåìàÿ íà îáùåñèñòåìíûå
öåëè, è äîëÿ ðåñóðñîâ bi, âîçâðàùàåìàÿ Öåíòðó â êà÷åñòâå âçÿòêè.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ìåõàíèçìû êîððóïöèè [4]:

1. ri = ri (bi) � êîððóïöèÿ ïðè âûäåëåíèè ðåñóðñîâ;

2. qi = qi (bi) � êîððóïöèÿ ïðè êîíòðîëå âûïîëíåíèÿ îáùåñèñòåì-
íûõ òðåáîâàíèé.

È q-êîððóïöèÿ, è r-êîððóïöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â äâóõ ñëó÷àÿõ: â
ñëó÷àÿõ ìÿãêîé êîððóïöèè (ïîïóñòèòåëüñòâî) è æåñòêîé êîððóïöèè
(âûìîãàòåëüñòâà) (ðèñ.2).
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3.1. Ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ ïðè îòñóòñòâèè êîððóïöèè (ri (bi) ≡
ri0)

Òåîðåòèêî-èãðîâàÿ ìîäåëü âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
çàäà÷à Öåíòðà

J0 = H

(
1−

n∑
i=1

ri

)
+

n∑
i=1

gi (uiri) → max (3.1)

0 ≤ qi ≤ 1

0 ≤ ri ≤ 1
n∑

i=1

ri ≤ 1 (3.2)

çàäà÷à Ïîä÷èíåííîãî

Ji = gi (uiri) + hi ((1− bi − ui) ri) → max (3.3)
qi ≤ ui ≤ 1, i = 1, . . . , n.

Ðàâíîâåñèåì èãðû ïî Øòàêåëüáåðãó (3.1)-(3.3) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèé íàáîð ñòðàòåãèé ó÷àñòíèêîâ ñèñòåìû:

ïðè β = 1, ui = 1, bi = 0, qi = 1, ri =

{
1, i = im,

0, i 6= im,
ãäå gim (1) ≥ gi (1) , i = 0, . . . , n, (ò.å. â im äîñòèãàåòñÿ max

i=0,...,n
gi (1)),

ïðè β 6= 1, ui = 1, bi = 0, qi = 1, r∗i =
1−β
√

gi(x)
n∑

i=1

1−β
√

gi(x)+ 1−β
√

H(x)
.

Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë: Öåíòð íàçíà÷àåò âåëè÷èíó êîíòðîëÿ íàä
èñïîëüçîâàíèåì ðåñóðñîâ � 100%, ò.å. íå ìåíåå 100%, ïîëó÷åííûõ îò
Öåíòðà ðåñóðñîâ Ïîä÷èíåííûé äîëæåí ïîòðàòèòü íà îáùåñèñòåìíûå
öåëè. Â ñëó÷àå β = 1 (ò.å. êîãäà ýëàñòè÷íîñòü ïðîèçâîäñòâà ðàâíà 1)
Öåíòðó âûãîäíî âñå ðåñóðñû îòäàòü òîìó Ïîä÷èíåííîìó, ó êîòîðîãî
ïðîèçâîäñòâåííàÿ ìîùíîñòü áîëüøå. Â òîì ÷èñëå çäåñü (ïðè β = 1)
âîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà âñå ðåñóðñû Öåíòðó âûãîäíåå âñåãî îñòàâèòü
ñåáå, åñëè åãî ïðîèçâîäñòâåííàÿ ìîùíîñòü íåöåëåâîé äåÿòåëüíîñòè
áîëüøå ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíîñòåé âñåõ Ïîä÷èíåííûõ.

Â ñëó÷àå ïîïóñòèòåëüñòâà ïðè êîíòðîëå íàä èñïîëüçîâàíèåì ðå-
ñóðñîâ Öåíòð ìîæåò ñïîñîáñòâîâàòü òîìó, ÷òîáû âñå ïîëó÷åííûå îò
Öåíòðà ðåñóðñû Ïîä÷èíåííûé èñïîëüçîâàë íà äîñòèæåíèå îáùåñè-
ñòåìíûõ öåëåé, ïîñêîëüêó âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ðåñóðñîâ äëÿ
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äîñòèæåíèÿ ëè÷íûõ öåëåé ó Ïîä÷èíåííîãî íåò, à âçÿòêó ïëàòèòü
Ïîä÷èíåííîìó íåâûãîäíî, ò.ê. íà êîëè÷åñòâî âûäàííûõ ðåñóðñîâ ýòà
âçÿòêà íå ïîâëèÿåò.

3.2. Ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ ïðè âûìîãàòåëüñòâå (ri (bi) = bi

n
)

Ðàâíîâåñèåì ïî Øòàêåëüáåðãó â èãðå:

J0 = H

(
1−

n∑
i=1

bi

n

)
+

n∑
i=1

gi

(
uibi

n

)
+

n∑
i=1

bi

n2
→ max

0 ≤ qi ≤ 1

0 ≤ bi

n
≤ 1

n∑
i=1

bi

n
≤ 1

Ji = gi

(
uibi

n

)
+ hi

(
(1− bi − ui) bi

n

)
→ max

qi ≤ ui ≤ 1, bi + ui ≤ 1, i = 1, . . . , n.

ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé íàáîð ñòðàòåãèé ó÷àñòíèêîâ ñèñòåìû ïðè β 6= 1

ri = max

{
1−β
√

gi(x)

2
(

1−β
√

gi(x)+ 1−β
√

hi(x)
) , qi

}
, ãäå ñòðàòåãèÿ qi íàõîäèòñÿ ìåòî-

äîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ,

bi =

{
1
2
, ui 6= qi,

íàõîäèòñÿ ìåòîäîì äèõîòîìèè, ui = qi.

Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë: åñëè Öåíòð íå ïðåïÿòñòâóåò Ïîä÷èíåí-
íîìó â äîñòèæåíèè íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ åãî öåëåâîé ôóíêöèè (ò.å.
ïðèíóæäàåò Ïîä÷èíåííîãî èñïîëüçîâàòü â îáùèõ öåëÿõ êîëè÷åñòâî
ðåñóðñîâ, íå áîëüøåå ÷åì âûãîäíî Ïîä÷èíåííîìó, òî 50% ðåñóðñîâ
Ïîä÷èíåííûé âîçâðàùàåò Öåíòðó â êà÷åñòâå âçÿòêè [3]

Äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷ó Öåíòðà ìîæíî ðåøèòü ïðè ïîìîùè ìåòîäà
èòåðàöèé, à çàäà÷ó Ïîä÷èíåííîãî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì äèõîòîìèè.

Â ñòàòüå òàêæå èññëåäîâàí ñëó÷àé ââåäåíèÿ ìåõàíèçìà êîððóï-
öèè (ïîïóñòèòåëüñòâà) qi (bi) = qi0 (1− bi) íà âåëè÷èíó êîíòðîëÿ íàä
èñïîëüçîâàíèåì ðåñóðñîâû, è â ýòîì ñëó÷àå ðàâíîâåñèå ïî Øòàêåëü-
áåðãó â èãðå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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qi0 = 1, bi = 1
2
. Ñëåäîâàòåëüíî, ri = 1

2n
.

Çàìåòèì, ÷òî:
1. Öåíòð çäåñü íå îñòàâëÿåò Ïîä÷èíåííûì âîçìîæíîñòè èñïîëü-

çîâàòü ðåñóðñû íà ñâîè ÷àñòíûå öåëè, ò.ê. âñå ðåñóðñû, íå ïîøåäøèå
íà îáùåñèñòåìíûå öåëè, Öåíòð çàáèðàåò ñåáå â êà÷åñòâå âçÿòêè;

2. Ðîâíî ïîëîâèíó ðåñóðñîâ Ïîä÷èíåííûé âîçâðàùàåò Öåíòðó â
êà÷åñòâå âçÿòêè.

3.3. Ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ ïðè ïîïóñòèòåëüñòâå (ri (bi) =

ri0 + (k−1)bi

n
)

Òåîðåòèêî-èãðîâàÿ ìîäåëü âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

J0 = H

(
1−

n∑
i=1

ri0 − k − 1

n

n∑
i=1

bi

)
+

+
n∑

i=1

gi

(
ui

[
ri0 +

(k − 1) bi

n

])
+

n∑
i=1

bi

(
ri0 +

(k − 1) bi

n

)
→ max(3.4)

0 ≤ qi ≤ 1

0 ≤ ri0 +
(k − 1) bi

n
≤ 1 (3.5)

n∑
i=1

(
ri0 +

(k − 1) bi

n

)
≤ 1 (3.6)

� çàäà÷à Öåíòðà,

Ji = gi

(
ui

[
ri0 +

(k − 1) bi

n

])
+

hi

(
(1− bi − ui) [ri0 +

(k − 1) bi

n
]

)
→ max (3.7)

qi ≤ ui ≤ 1, bi + ui ≤ 1, i = 1, . . . , n

� çàäà÷à Ïîä÷èíåííîãî.
Îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé Ïîä÷èíåííîãî â èãðå (3.4)-(3.7), ñîîòâåò-

ñòâóþùåé çàäàííîé ñòðàòåãèè Öåíòðà (qi, ri0) , i = 1, . . . , n ÿâëÿåòñÿ

ui = max





1−β
√

gi (x)

2
(

1−β
√

gi (x) + 1−β
√

hi (x)
)

(
1 +

nri0

k − 1

)
, qi




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bi =

{
1
2
− nri0

2(k−1)
, ui 6= qi,

íàõîäèòñÿ ìåòîäîì äèõîòîìèè, ui = qi.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè Öåíòð íå ïðåïÿòñòâóåò Ïîä÷èíåííîìó â äî-
ñòèæåíèè íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ åãî öåëåâîé ôóíêöèè (ò.å. ïðèíóæ-
äàåò Ïîä÷èíåííîãî èñïîëüçîâàòü â îáùèõ öåëÿõ êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ,
íå áîëüøåå ÷åì âûãîäíî Ïîä÷èíåííîìó), òî ìåíåå 50% ðåñóðñîâ Ïîä-
÷èíåííûé âîçâðàùàåò Öåíòðó â êà÷åñòâå âçÿòêè, ÷òî ìåíüøå, ÷åì â
ñëó÷àå âûìîãàòåëüñòâà ïðè ðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ [3].

Â ðàáîòå òàêæå èññëåäîâàí ñëó÷àé ââåäåíèÿ ìåõàíèçìà êîððóï-
öèè (ïîïóñòèòåëüñòâà) qi (bi) = qi0 (1− bi) íà âåëè÷èíó êîíòðîëÿ íàä
èñïîëüçîâàíèåì ðåñóðñîâ, è â òîì ñëó÷àå ðàâíîâåñèå ïî Øòàêåëüáåð-
ãó âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
qi0 = 1, bi = 1

2
− nri0

2(k−1)
. Ñëåäîâàòåëüíî, ri = nri0+k−1

2n
.

Çàìåòèì, ÷òî:
1. Öåíòð çäåñü íå îñòàâëÿåò Ïîä÷èíåííûì âîçìîæíîñòè èñïîëü-

çîâàòü ðåñóðñû íà ñâîè ÷àñòíûå öåëè, ò.ê. âñå ðåñóðñû, íå ïîøåäøèå
íà îáùåñèñòåìíûå öåëè, Öåíòð çàáèðàåò ñåáå â êà÷åñòâå âçÿòêè;

2. Ìåíåå ïîëîâèíû ðåñóðñîâ Ïîä÷èíåííûé âîçâðàùàåò Öåíòðó â
êà÷åñòâå âçÿòêè.

4. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â äðåâî-
âèäíûõ ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ êà÷åñòâîì âîäíûõ îáúåêòîâ ñ
èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ èãð

Â ñòàòüå íàéäåíû âåëè÷èíû âûèãðûøåé âñåõ âîçìîæíûõ êîàëè-
öèé, èõ êîîïåðàòèâíûå ýôôåêòû, è îïòèìàëüíûå äåëåæè â âèäå âåê-
òîðà Øåïëè è âåêòîðà ïðîïîðöèîíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [1] â èãðî-
âîé ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â èåðàðõè÷åñêèõ ñèñòåìàõ óïðàâ-
ëåíèÿ êà÷åñòâîì âîäíûõ îáúåêòîâ.

Çíà÷åíèÿ âûèãðûøåé âñåõ âîçìîæíûõ êîàëèöèé â èãðå (2.1)-(2.4),
(2.13), (2.9)-(2.11) â ñëó÷àå β 6= 1.

v (0) = J0 =

(
n∑

i=1

gi (1)
1

1−β + H (1)
1

1−β

)β

,
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v (i) = Ji =
gi (1)

1
1−β

(
n∑

i=1

gi (1)
1

1−β + H (1)
1

1−β

)β
, i = 1, . . . , n,

v (L) =

∑
i∈L

gi (1)
1

1−β

(
n∑

i=1

gi (1)
1

1−β + H (1)
1

1−β

)β
,

v
(
{0}

⋃
{i}

)
=

(∑

j 6=i

1−β

√
gj (1) + 1−β

√
2gi (1) + 1−β

√
hi (1) +

1−β
√

H

)1−β

,

v
(
{0}

⋃
L

)
=

(∑

i/∈L

1−β
√

gi (1) +
∑
i∈L

(
1−β
√

2gi (1) + 1−β
√

hi (1)
)

+
1−β
√

H

)1−β

,

v (N) =

(
n∑

i=1

(
1−β
√

2gi (1) + 1−β
√

hi (1)
)

+
1−β
√

H

)1−β

,

Çäåñü Öåíòð â êà÷åñòâå ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíîñòåé âõîäÿùèõ ñ
íèì â îäíó êîàëèöèþ Ïîä÷èíåííûõ ïðèíèìàåò óäâîåííûå âåëè÷è-
íû ïëþñ ôàêòè÷åñêóþ âåëè÷èíó ìîùíîñòè ïðè íåöåëåâîì èñïîëüçî-
âàíèè ðåñóðñîâ, çà ñ÷åò ÷åãî ïîâûøàåò äîëþ ðåñóðñîâ, âûäåëåííûõ
äàííûì Ïîä÷èíåííûì.
Âåêòîð Øåïëè äëÿ âñåõ ó÷àñòíèêîâ ñèñòåìû èìååò âèä [2-3]:

Φ0 =
1

n + 1

(
n∑

i=1

(
1−β
√

2gi(1) + + 1−β
√

hi(1)
)

+ 1−β
√

H(1)

)1−β

−

− n− 1

2 (n + 1)

(
n∑

i=1

1−β
√

hi (1) + 1−β
√

H (1)

)1−β

+

+
n∑

s=2

γ (s)
∑

∀K,|K|=s−1

(∑
i3K

1−β
√

gi (1) +
∑
i∈K

(
1−β
√

2gi (1) + 1−β
√

hi (1)
)

+

+ 1−β
√

H (1)
)1−β
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Φl =
1

2
·

∑
i∈M

gi (1)
1

1−β

(
n∑

i=1

gi (1)
1

1−β + H (1)
1

1−β

)β
+

+
n∑

s=2

γ (s)
∑

∀K,|K|=s−1,l∈K

[(∑

i/∈K

1−β
√

gi (1)+

+
∑
i∈K

(
1−β
√

2gi (1) + 1−β
√

hi (1) + 1−β
√

H(1)
))1−β

−

−
n∑

s=2

γ (s)
∑

∀K,|K|=s−1


 ∑

i3K−{l}

1−β
√

gi (1) +
∑

i∈K−{l}

(
1−β
√

2gi (1)+

+ 1−β
√

hi (1) 1−β
√

H(1)
)1−β

)]

l = 1, . . . , n.

Çäåñü Öåíòð â êà÷åñòâå ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíîñòåé âõîäÿùèõ
ñ íèì â îäíó êîàëèöèþ Ïîä÷èíåííûõ ïðèíèìàåò óäâîåííûå âåëè÷è-
íû ïëþñ ôàêòè÷åñêóþ âåëè÷èíó ìîùíîñòè ïðè íåöåëåâîì èñïîëüçî-
âàíèè ðåñóðñîâ, çà ñ÷åò ÷åãî ïîâûøàåò äîëþ ðåñóðñîâ, âûäåëåííûõ
äàííûì Ïîä÷èíåííûì [2-3].

Âåêòîð ïðîïîðöèîíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [1] äëÿ âñåõ ó÷àñòíè-
êîâ èìååò âèä:

x0 =

(∑
i∈N

( 1−β
√

2gi (1) + 1−β
√

hi (1)) + 1−β
√

H (1)

)1−β

·

·

n∑
i=1

gi (1)
1

1−β + H (1)
1

1−β

2
n∑

i=1

gi (1)
1

1−β + H (1)
1

1−β

xl =

(∑
i∈N

(
1−β
√

2gi (1) + 1−β
√

hi (1)
)

+ 1−β
√

H (1)

)1−β

·

· gi (1)
1

1−β

2
n∑

i=1

gi (1)
1

1−β + H (1)
1

1−β

.

Èòàê, áîëüøå ïîëîâèíû âûèãðûøà êîàëèöèè Öåíòð çàáèðàåò ñåáå.
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5. Ìîäåëü óïðàâëåíèÿ êà÷åñòâîì ðå÷íîé âîäû â ýêîëîãî-
ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìå

Ðåøåíèåì çàäà÷è (2.13), (2.12) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñòðàòåãèÿ Ïîä-
÷èíåííîãî

pi =





max{1− w̃1

wi
, 0}, si < D

(1−v)
·max2{ w̃1

wi
, 1},

1−
√

D
(1−v)si

, D
(1−v)

·max2{ w̃1

wi
, 1} ≤ si ≤ D

(1−v)ε2 ,

1− ε, si > D
(1−v)ε2 .

Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ Ïîä÷èíåííîãî â çàäà÷å (2.5), (2.7), (2.14),
(2.12)

pi =





max{1− w̃2

wi
, 0}, Kch < D

si
·max2{ w̃2

wi
, 1},

1−
√

D
Kchsi

, D
si
·max2{ w̃2

wi
, 1} ≤ Kch ≤ D

siε2 ,

1− ε, Kch > D
siε2 .

Îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè ó÷àñòíèêîâ â çàäà÷å (2.6) - (2.8), (2.15), (2.12)

pi =





0, Kca < D
si

,

1−
√

D
Kcasi

, D
si
≤ Kca ≤ D

si max2{ w̃2
wi

,ε} ,

1− ε, Kca > D

si max2{ w̃2
wi

,ε} .

6. Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà èãðîâàÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ

â èåðàðõè÷åñêèõ ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ êà÷åñòâîì âîäíûõ ðåñóðñîâ.
Äàííàÿ ìîäåëü ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ÷àñòíûå ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ
ñóáúåêòîâ ýêîëîãî-ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû, âêëþ÷àþùåé Ýêîíîìè÷å-
ñêèé Öåíòð, Ýêîëîãè÷åñêèé Öåíòð è Ïîä÷èíåííûõ. Â ïåðâîé ìîäå-
ëè èçó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ Ýêîíîìè÷åñêèì Öåíòðîì ìåæäó
Ïîä÷èíåííûìè ñ ó÷åòîì âîçìîæíîñòè íåöåëåâîãî èñïîëüçîâàíèÿ è
êîððóïöèè. Èññëåäîâàí íîâûé ñëó÷àé ââåäåíèÿ êîððóïöèè: êîððóï-
öèÿ ïðè êîíòðîëå íàä èñïîëüçîâàíèåì ðåñóðñîâ. Íàéäåíû âûèãðû-
øè âñåõ âîçìîæíûõ êîàëèöèé ìåæäó âñåìè ó÷àñòíèêàìè ñèñòåìû.
Âî âòîðîé ìîäåëè èññëåäîâàíà âîçìîæíîñòü îáåñïå÷åíèÿ ýêîëîãè÷å-
ñêèõ òðåáîâàíèé ïóòåì ýêîíîìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ Ýêîëîãè÷åñêèì
Öåíòðîì íà Ïîä÷èíåííîãî.
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RESOURCE ALLOCATION GAME-MODELS IN THE
HIERARCHICAL SYSTEMS OF RIVER WATER
QUALITY CONTROL

Olga I. Gorbaneva, Southern Federal University, Cand.Sc.
(gorbaneva@mail.ru).

Abstract : The resource allocation problem in the hierarchical systems
of river water quality control described and investigated by Stackelberg
equilibrium �nding. The problem may be divided into two subproblems:
the resource allocation problem in hierarchical systems and the river
water quality control problem. Three cases of allocation resource model
are considered: no corruption mechanism, connivance and racket under
resource allocation and the resource using controlling.

Keywords : tree-type hierarchical system, corruption mechanisms, game-
theoretic models.
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+"��/�0��x!�%���1�!�%��� "9"1�4�:" "�v!#15����w�2"15-p1�+" �)�45���768%(45�� "9"1�4�:" {6�:8�~%�z
 "'" "��+9¼
+"0O6� ",�2|+;%u��4�+"��/�1F/�0�9" "4Kz
1�+" �)���t���t(�p1�+"+"��,���BDCFE£¼G/�1�:�����2;%�*O/�/�1�w�1�+9¼
+"��,��</��"1�2"/�0�1�/}� Ë * Ê�� :{%(:�2"15-p1�+" �)>:8�~%�z
 "'" "��+"+"0O6� ",�2 ;8� 2"1�w;z
�&�.1�+"+"0��
!#15����w� {z"z
��45��2" "2�@�15��4�)�+;%��"2" "!#1�2"1#w�/(@~6{-.%(,���/����A45���768%(45�� "9"1�4�:8���� ",�2"0
��2"1K6�z
 "'�4<�"1�2"1�!#1�+"+"����:8�~%�z
 "'" "��+"+"����45��2�@{:��(@{2"��� ;
=<%(�"��!#+" "!�*�9����.� ���7�
�;�;�
�&�;�
�&���
�����&� )"/�z;)"15��4�). ",�2;%�*�/�:8�(����2"���p�"2" 9¼

+" "!�%(���p "1�2"15-p1�+" "1� ",�2"��:" .��t(��1�w� "+"1�+"0�/��< ":84� "2"��/~%(+"+"0�1�:8�~%�z
 "'" " .4
'"1Kz
���v�"��z;@{9"1�+" �)�!�%(:84� "!�%�z
��+"�}/��($7!#�&�>+"��,��}/�0� ",�2"0Q-.%�*
% �5�}�5�;���5�.�;�
��
�� � �&�}�
�����&� )"/�z;)"15��4�)�!#+"��,��(-.%(,���/~%�)< ",�2;%�4�� 4Kz;@{9;%(�"+"0�!# A�"1�2"1K6~��w¡%(!# 
 �$�4���45���&)"+" �)�/}4���45���&)"+" "1(*�2;%�$70�,�2"0�/~%(1�!�%�)���w�+" "!¢ �t���z
1�1< ",�2"��:{%(!# ;
£ _#¤�j�¥�¦8n"rhj
m
§�n©¨8n8q#n8ªhg
� @�45���`$&%&w¡%(+«:8��+"1�9"+"0��¬w�2"1�/���/� 8w�+"0��¢,�2;%(� Γ = (Z, L) *e,Yw�1 Z −!#+"�&�.1�45��/���/�1�2�-p "+u,�2;%(��%�*Ú¿ L − ����9"1�9"+"�	¼G!#+"�&�.1�45��/�1�+"+"��1>�(����t�2;%��.1½¼

+" "1(*h$&%&w¡%(+"+"��1c+;%�!#+"�&�.1�45��/�1 Z Å L (z) ⊂ Z, z ∈ Z.
4 ��+"1�9"+"0��`w�2"1�/��	¼

/� 8w�+"0��},�2;%(�­4�+;%&9;%�z
��+"���./�1�2�-p "+"��� z0
t(@7w�1�!®��t��($7+;%&9;%����<9"1�2"15$ Γ (z0)

;
s :{%��.w�����/�1�2�-p "+"1 z ∈ Z ,�2;%(��% Γ (z0)

$&%&w¡%(+;% �
���8���>�
�M�8¯3�7�
°~�
�&�
± �M�8¯<


G (z) = 〈N, X1, . . . , Xn, K1, . . . , Kn〉 ,

,Yw�1

• N = {1, . . . , n} − !#+"�&�.1�45��/��� ",�2"��:8��/"*~��w� "+;%(:8��/���1Ow;z;)�/�4�1K6}/�1�29¼-p "+ z ∈ Z ²
• Xj =

{

xz
j

∣

∣ xz
j = k , k = 1 , mj

}

− !#+"�&�.1�45��/���9" "45��0O6u45��2;%���1�,� "�
 ",�2"��:{% j ∈ N *;��w� "+;%(:8��/���1�w;z;)�/�4�1K6�/�1�2�-p "+ z ∈ Z ²
• mj − 9" "4Kz
��9" "45��0O6�45��2;%���1�,� "�F ",�2"��:{% j ∈ N /}!#+"�&�.1�45��/�1 Xj ²
• xz

j − 9" "45��%�)�45��2;%���1�,� �)F ",�2"��:{% j ∈ N /}/�1�2�-p "+"1 z ∈ Z ²
• µz

j =
{

µ
j
k

}

k=1,mj
∈ Σj − 4�!#15-.%(+"+;%�)�45��2;%���1�,� �)F ",�2"��:{% j ∈ N /

/�1�2�-p "+"1 z ∈ Z *³,Yw�1 µ
j
k − /�1�2"�&)���+"��45����/�0�t���2;% j ¼G!­ ",�2"��:8��! k ¼G�

9" "45������45��2;%���1�,� " ãÅ µ
j
k ≥ 0 , j = 1 , n , k = 1 , mj ,

mj
∑

k=1

µ
j
k = 1 ²
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• Σj − !#+"�&�.1�45��/���/�4�1K6�4�!#15-.%(+"+"0O6�45��2;%���1�,� "� j ¼G,��} ",�2"��:{% ²
• +;%(t���2�9" "45��0O6�45��2;%���1�,� "� xz = (xz

1, . . . , x
z
n) ∈ X , xz

j ∈ Xj, j =

1, n *"+;%�$70�/~%(15��4�) �5�;�.¼~�(�;�

5�F�
���
� G (z) /}/�1�2�-p "+"1 z ∈ Z ²
• X =

∏

i=1, n

Xi −
!#+"�&�.1�45��/��A4� ��(@~%('" "��*���w� "+;%(:8��/���1Ow;z;)�/�4�1K6>/�1�29¼

-p "+ z ∈ Z ²
• +;%(t���2½4�!#15-.%(+"+"0O6¾45��2;%���1�,� "� µz = (µz

1, . . . , µ
z
n) ∈ Σ , µz

j ∈

Σj, j = 1, n *e+;%�$70�/~%(15��4�) �5�;�.¼~�(�;�

5�«�
���
� G (z)
�®�Y¯<
5¿.�(�;�;�h�

�5���8�(�}
����{À{� /}/�1�2�-p "+"1 z ∈ Z ²
• Σ =

∏

j=1, n

Σj − !#+"�&�.1�45��/��}4� ��(@~%('" "��/.4�!#15-.%(+"+"0O6�45��2;%���1�,� �){6¡*
��w� "+;%(:8��/���1�w;z;)�/�4�1K6�/�1�2�-p "+ z ∈ Z ²

• Kj (xz) , xz ∈ X, − �3@{+":"'" �)�/�0� ",�2"0Q-.% j ¼G,��� ",�2"��:{%�*
��w�+;%� ���%�.1�w;z;)|/�4�1K6|/�1�2�-p "+ z ∈ Z ² �"2"1�w��"��z�%(,K%(15��4�)�*Q9���� Kj (xz) ≥ 0

∀ xz ∈ X  ∀ j ∈ N.

2 %�z
1�1(*
��@�45����/�:{%��.w�����/�1�2�-p "+"1 z ∈ Z ,�2;%(��% Γ (z0)
$&%&w¡%(+"��:8�~%�z
 "'" 9¼

��+"+"��1<2;%�$7t� "1�+" "1�!#+"�&�.1�45��/~% N

Σz = {S1, . . . , Sl} , l ≤ n , Si ∩ Sj = ∅ , ∀ i 6= j ,

l
⋃

i=1

Si = N ,

� ; 1 ; !#+"�&�.1�45��/��` ",�2"��:8��/ N 2;%�$Kw�1Kz
1�+"�u+;% l :8�~%�z
 "'" "��*�:{%��.w¡%�)� �$�:8�	¼����2"0O6Fw�1��"45��/(@�15�©:{%(:®��w� "+` ",�2"��: ;�4 �~%�z
 "'" "��+"+"0�1}2;%�$7t� "1�+" �)�*³/�����t(�p1
,���/���2~)�*;2;%�$5z
 "9"+"0½w;z;)�2;%�$7+"0O6�/�1�2�-p "+ z

;
Á ��,Yw¡%>/c:{%��.w����F/�1�2�-p "+"1 z ∈ Z !#0v "!#1�1�! �&Â��
������
Y¯<
5�;�;¼~	 � ���7�
�;�

�;�
�&�;�;¼~	Ã�
���
¼
l
�
�;���©�
�M�8¯3�7�
°~�
�&� ± �M�8¯<
��������&�;�;�(�������(�;�;¼~	Ä���
�����&�

G (z)

G (z , Σz) =
〈

N, X̃z
S1

, . . . , X̃z
Sl

, Hz
S1

, . . . , Hz
Sl

〉

,

,Yw�1

• X̃z
Si

=
∏

j∈Si

Xj − !#+"�&�.1�45��/���45��2;%���1�,� "� x̃z
Si

:8�~%�z
 "'" " Si, i = 1, l,

,Yw�1 �5���8�(�}
����{À x̃z
Si

∈ X̃z
Si

� ���7�
�;�;�;� Si − ?5���u+;%(t���2«45��2;%���1�,� "�
 ",�2"��:8��/� �$�:8�~%�z
 "'" " Si

*"� ; 1 ; x̃z
Si

=
{

xz
j ∈ Xj

∣

∣ j ∈ Si

} ²
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• +;%(t���2«45��2;%���1�,� "� x̃z =
(

x̃z
S1

, . . . , x̃z
Sl

)

∈ X̃z, x̃z
Si

∈ X̃z
Si

, i =

1, l, +;%�$70�/~%(15��4�) �5�;�.¼~�(�;�

5�®���
����
 G (z , Σz) ²
• X̃z =

∏

i=1, l

X̃z
Si

− !#+"�&�.1�45��/��®4� ��(@~%('" "�«/F��w�+"��/�2"1�!#1�+"+"���� ",�2"1

G (z , Σz) ²
• µ̃z

i − 4�!#15-.%(+"+;%�)u45��2;%���1�,� �)y:8�~%�z
 "'" " Si , i = 1, l *³/�/�1�2�-p "+"1
z ∈ Z ²
• Σ̃z

i − !#+"�&�.1�45��/���4�!#15-.%(+"+"0O6�45��2;%���1�,� "�©:8�~%�z
 "'" " Si , i = 1, l */}/�1�2�-p "+"1 z ∈ Z ²
• +;%(t���2½4�!#15-.%(+"+"0O6¾45��2;%���1�,� "� µ̃z = (µ̃z

1, . . . , µ̃
z
l ) ∈ Σ̃z , µ̃z

i ∈

Σ̃z
i , i = 1, l, +;%�$70�/~%(15��4�) �5�;�.¼~�(�;�

5�½�
���
� G (z)

�¬�Y¯<
5¿.�(�;�;�h�
�5���8�(�}
����{À{� /}/�1�2�-p "+"1 z ∈ Z ²
• Σ̃z =

∏

i=1, l

Σ̃z
i − !#+"�&�.1�45��/���4� ��(@~%('" "�©/�4�!#15-.%(+"+"0O6�45��2;%���1�,� �){6

/}/�1�2�-p "+"1 z ∈ Z ²
• �3@{+":"'" �)�/�0� ",�2"0Q-.%©:8�~%�z
 "'" " Si

���"2"1�w�1Kz;)"15��4�)«:{%(:y45@{!#!�%F/�0p¼
 ",�2"0Q-p1��F ",�2"��:8��/� �$�:8�~%�z
 "'" " Si

*�� ; 1 ;

Hz
Si

(x̃z) =
∑

j∈Si

Kj (x) , i = 1, l ,

,Yw�1 xz = (xz
1, . . . , x

z
n)  x̃z =

(

x̃z
S1

, . . . , x̃z
Sl

)

− ��w�+;%¬ |��%y�.1
4� ��(@~%('" �)¾/� ",�2;%�6 G (z)  G (z , Σz)

*O��%(:{%�)�*�9����yw;z;)­:{%��.w����
:8��!#�"��+"1�+���0 xz

j , j = 1, n *e �$�4� ��(@~%('" " xz 4Kz
1�w
@�15��*D9����®?5��%F�.1
:8��!#�"��+"1�+���% xz, j ∈ Si

*&/�6~��w� ���/�4���45��%(/�45��2;%���1�,� " x̃z
Si

 �$O4� ��(@~%('" " 
x̃z

;

� 2" "!#1�!�1�w� "+"��13��t��($7+;%&9"1�+" "1 xz w;z;)�4� ��(@~%('" " �/p ",�2;%�6 G (z)  G (z, Σz)
;

Æ $�?5����,�����w�+;%(:8��+"1<4Kz
1�w
@�15��*¡9���� µz = µ̃z
;

2 %�z
1�1(*
w;z;)`:{%��.w����©/�1�2�-p "+"0 z ∈ Z ,�2;%(��% Γ (z0)
���"2"1�w�1Kz
1�+"0Ç/�1½¼

2"�&)���+"��45�� ��"1�2"1K6~��w¡% p (z, y ; xz) /p4Kz
1�w
@{���p "1</�1�2�-p "+"0 y ∈ L (z) ,�2;%º¼��% Γ (z0)
*�:8�(����2"0�1.$&%(/� "4�)����(��4� ��(@~%('" " xz *�2"17%�z
 �$7��/~%(/(-p1��"4�)`/� ",�2"1

G (z , Σz)
4<�< ":84� "2"��/~%(+"+"0�!¢/�+"1���:8�~%�z
 "'" "��+"+"0�!|2;%�$7t� "1�+" "1�!�Å

p (z, y ; xz) ≥ 0 ,
∑

y∈L(z)

p (z, y ; xz) = 1 .
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´}µ fhl(q#l~ºSl8rhghl £ _ o _��A�&�

5�{�
�&¿.���K���(�&� � ���7�
�;�;�
�&�;�
�&�®�5�}�5�;���5�.�;��
�� � �&�
�
�����&�

Γ̃ (z0) È ¼~Â�
Y¯É�;��Ê������(�.°��
���
¼¢�;� � �&�

5�{�
��¯ÉÂ���
��(�����;Â��
��¯Ë���8� ± 

Γ (z0)

���;�(�{�7�
°~�
�&�®�(
G�
¿.�;�
�&�
z0 Ì

Γ̃ (z0) =
〈

N, Γ (z0) , {G (z, Σz)}z∈Z , {p (z, y ; xz)}z∈Z,y∈L(z), xz∈XZ , kΓ̃

〉

,

��Â�


• N = {1, . . . , n} −
¯3�
�7Íx
��5�}�(�¬�
����� � ���&Î>�&Â��;�;� � ���(��
`Â5��Àv�(��
��

�(
G�
¿.�;�
z ∈ Z Ï

• Γ (z0) −
Â���
��(�����;Â��;�#�`���8� ± ���;�(�{�7�
°~�
�&�®�(
G�
¿.�;�
�&�

z0 Ï
• {G (z, Σz)} z∈Z −

�&Â��
������
Y¯<
5�;�;��
 � ���7�
�;�;�
�&�;�;��
¬�
���
� l
�
�;�Ð�

�
�M�8¯3�7�
°~�
�&� ± �M�8¯<
�Î�Ê��(Â��(�;�;��
�� � ��Í¾Â��&���(
G�
¿.�;�

 z ∈ Z
���8� ± �

Γ (z0) Ï
• {p (z, y; xz)}z∈Z , y∈L(z) , xz∈XZ −

�(
G���5À;�.�
���5�.�|��
Y�7�
��Ê��(�;�;� � ���(�
�
�;�;�
�&�;�
�&�¾�
���
�

G (y , Σy)
�¬�(
G�
¿.�;�



y ∈ L (z) Ñ �
�¾¼8���������;��Î�{�}�>�;� Ñ ��
5Â��#Â�¼~Ò}
Y¯Ó¿.���K
.���&Â��
������
Y¯<
5�;�
�&�u�
����
 G (z , Σz)
��
Y�(�

�
��Ê(�����7�
���5°��5�;�.¼~�(�;�{À
xz Ï

• kΓ̃ −
�{�
������¿.���K�������5�}�5�;���5�.�;��
�� � �&�.�
����
 Γ̃ (z0)

Î � �&�

5�{�
��
D� ± � � �
�5�(�������(�;�
��
 Ï ¿.��� k

���(
G�
¿.�;�


zk ∈ Z

� Ñ ��
5Â�
���À

5�}��À���Ê�¼8���������{À
zk ∈ (L (z0))

k Î ��ÔÕ
7ÔD�(
G�
¿.�;�;�
zk

Â����5�.�
����
5�}��À¬��Ê��(
G�
¿.�;�;�
z0
Ê��

k
¿.���K����Ô

Ö ��45���&)"+" �)"!# �/Aw¡%(+"+"�����"�($7 "'" "��+"+"����45���768%(45�� "9"1�4�:8���® ",�2"1 Γ̃ )"/�z;)9¼����4�)F/�1�2�-p "+"0�,�2;%(��% z ∈ Z 43$&%&w¡%(+"+"0�!# �/�+" {6�:8�~%�z
 "'" "��+"+"0�!# F2;%�$&¼
t� "1�+" �)"!# Σz

*&� ; 1 ; �;%(2;%�/� 8w¡% (z , Σz)
;(Æ ,�2;% Γ̃ )"/�z;)"15��4�).45���768%(45�� "9"1�4�:8����*��%(:F:{%(:��"1�2"1K6~��w` �$A4���45���&)"+" �) (z , Σz)
/�4���45���&)"+" "1 (y , Σy)

* y ∈ L (z) *���"2"1�w�1Kz;)"15��4�)F$&%&w¡%(+"+"����/�1�2"�&)���+"��45�������"1�2"1K6~��w¡% p (z, y ; xz)
;

Æ ,�2;%F�"2"�� "4M6~��w� ��y4Kz
1�w
@{���p "!Ð��t�2;%�$7��! ;eÆ ,�2;% Γ̃ (z0)
+;%&9" "+;%(15��4�)¢/

/�1�2�-p "+"1 z0
*�,Yw�1}2"17%�z
 �$�@�15��4�)y ",�2;% G (z0 , Σz0)

4.+"1�:8�(����2"0�!x:8�~%�z
 "'" 9¼
��+"+"0�!`2;%�$7t� "1�+" "1�! Σz0

;�Æ ,�2"��:" }/�0�t� "2;%(���<4�/��� .45��2;%���1�,� " �*8��t�2;%�$�@�15��4�)
4� ��(@~%('" �)� ",�2"0 xz0

;;× %���1�!«4�$&%&w¡%(+"+"0�!# �/�1�2"�&)���+"��45�&)"!# p (z0, z1 ; xz0)/�$&%(/� "4� "!#��45�� `�(��4� ��(@~%('" " xz0 ��45@8�p1�45��/�z;)"15��4�)y�"1�2"1K6~��w� �$�/�1�2�-p "+"0
z0
+;%®w�2"1�/���/� 8w�+"��!Ç,�2;%(�<1 Γ (z0)

/y ",�2"0 G (z1 , Σz1) , z1 ∈ L (z0)
;Os
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 ",�2"1 G (z1 , Σz1)
 ",�2"��:" |4�+"��/~%`/�0�t� "2;%(���y4�/��� ¢45��2;%���1�,� " �*Q��t�2;%�$�@�15�	¼

4�)½4� ��(@~%('" �)­ ",�2"0 xz1
;�× %���1�!Ø �$®/�1�2�-p "+"0 z1 ∈ L (z0)

w�1Kz�%(15��4�)­�"1½¼
2"1K6~��wv+;%�,�2;%(�<1®/�/�1�2�-p "+�@ z2 ∈ (L (z0))

2 *�4�+"��/~%¬��t�2;%�$�@�15��4�)x4� ��(@~%º¼
'" �)© ",�2"0 xz2 *¡ F��%(:�w��c��1K6©�"��2�*¡�"��:{%c+"1pt(@7w
@8�>w���45�� ",�+�@8��0Ç/�1�2�-p "+"0
zkΓ̃

∈ (L (z0))
kΓ̃ , L

(

zkΓ̃

)

= ∅
;

Ù t��($7+;%&9" "!Ø9"1�2"15$ Γ̃ (z) �"��w�0�,�2�@½ ",�2"0 Γ̃ (z0)
*Qt�1�2�@8�A@{�Ú+;%&9;%�z
��/

/�1�2�-p "+"1 z ∈ Z ,�2;%(��% Γ (z0)
*Q� ; 1 ; 4®:8�~%�z
 "'" "��+"+"���­ ",�2"0 G (z , Σz)

;
� ��w�0�,�2;% Γ̃ (z) ��9"1�/� 8w�+"�}��%(:��.1<)"/�z;)"15��4�)�45���768%(45�� "9"1�4�:8���® ",�2"��� ;
s /�1�w�1�!¢��t��($7+;%&9"1�+" �)ãÅ

• uz
j (·) − 45��2;%���1�,� �)| ",�2"��:{% j, j = 1, n , /`�"��w�0�,�2"1 Γ̃ (z) *#:8�(���	¼2;%�)�:{%��.w����c/�1�2�-p "+"1 y ∈ Z 45��%(/� ���/.4����(��/�15��45��/� "1�45��2;%���1�,� "� x

y
j ",�2"��:{% j /}��w�+"��/�2"1�!#1�+"+"���� ",�2"1 G (y, Σy)

�"2" y ∈ Γ (z) *"� ; 1 ;

uz
j (y) =

{

x
y
j

∣

∣ y ∈ Γ (z)
}

;

• uz
Si

(·) − 45��2;%���1�,� �)¬:8�~%�z
 "'" " Si
/��"��w�0�,�2"1 Γ̃ (z) *³:8�(����2;%�)`1�45���+;%(t���2�45��2;%���1�,� "� uz

j (·) , j ∈ Si ²
• uz (·) = (uz

1 (·) , . . . , uz
n (·)) =

(

uz
S1

(·) , . . . , uz
Sn

(·)
)

− 4� ��(@~%('" �)
/}�"��w�0�,�2"1 Γ̃ (z)

;

=315��2�@7w�+"�u�"��:{%�$&%����"*�9����`/�0� ",�2"0Q- Ez
j (uz (·))  ",�2"��:{% j, j = 1, n,/�z
��t����¬�"��w�0�,�2"1 Γ̃ (z) ���"2"1�w�1Kz;)"15��4�)¢:{%(:¬!�%���1�!�%��� "9"1�4�:8��1��&�> 8w¡%(+" "1/�0� ",�2"0Q-.%> ",�2"��:{% j �"��4Kz
1�w
@{���p1��F�<��2"!e@&z
1>ÛY� B�� *"4 ;Ú8º6Â=~Ü Å

Ez
j (uz (·)) = Kj (xz) +

∑

y∈L(z)

[

p (z, y ; xz) E
y
j (uy (·))

]

. Û B9;D8�Ü

s 0� ",�2"0Q- Hz
Si

(xz) :8�~%�z
 "'" " Si ∈ Σz, i = 1, l , /.:{%��.w�����:8�~%�z
 "'" 9¼��+"+"���} ",�2"1 G (z , Σz)
 ",�2"0 Γ̃ (z0)

/3/�1�2�-p "+"1 z ∈ Z /3:{%��.w����}4� ��(@~%('" " 
xz ���"2"1�w�1Kz;)"15��4�)F:{%(:�45@{!#!�%}/�0� ",�2"0Q-p1��F ",�2"��:8��/� �$�:8�~%�z
 "'" " Si

Å

Hz
Si

(xz) =
∑

j∈Si

Kj (xz) . Û B9; B�Ü
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s 0� ",�2"0Q-Ç:8�~%�z
 "'" " Hz
Si

(uz (·)) , Si ∈ Σz, i = 1, l , /A�"��w�0�,�2"1 Γ̃ (z) ",�2"0 Γ̃ (z0)
/y/�1�2�-p "+"1 z ∈ Z ���"2"1�w�1Kz;)"15��4�)­:{%(:|45@{!#!�%y/�0� ",�2"0Q-p1��

 ",�2"��:8��/� �$�:8�~%�z
 "'" " Si
/}�"��w�0�,�2"1 Γ̃ (z) /}/�1�2�-p "+"1 z ∈ Z Å

Hz
Si

(uz (·)) =
∑

j∈Si

Ez
j (uz (·)) =

=
∑

j∈Si







Kj (xz) +
∑

y∈L(z)

[

p (z, y ; xz) E
y
j (uy (·))

]







. Û B9; >~Ü

Ù 9"1�/� 8w�+"�"*{9����./<z
��t����c/�1�2�-p "+"1 z ∈ Z �"2" �:8�~%�z
 "'" "��+"+"��!¬2;%�$7t� "1½¼
+" " Σz

 ",�2;% Γ̃ (z) 4Q/�0� ",�2"0Q-.%(!# Ez
j
 ",�2"��:8��/ j = 1, n *(���"2"1�w�1Kz
1�+"+"0�!# �<��2"!e@&z
����Û B9;D8�Ü *�)"/�z;)"15��4�)}t�1�4�:8�~%�z
 "'" "��+"+"���} ",�2"���.!#15�.w
@A:8�~%�z
 "'" �)"!# 

Si ∈ Σz
43/�0� ",�2"0Q-.%(!# �:8�~%�z
 "'" "� Hz

Si
(uz (·)) *����"2"1�w�1Kz
1�+"+"0�!# F�<��2"!e@£¼z
���`Û B9; >~Ü½;?2 z;)c:8��+"1�9"+"0O6�t�1�4�:8�~%�z
 "'" "��+"+"0O6� ",�2�45@8�p1�45��/���/~%(+" "1<4� ��(@~%º¼

'" " �2;%(/�+"��/�1�4� �)�/}4�!#15-.%(+"+"0O6�45��2;%���1�,� �){6�w���:{%�$&%(+"��� > *;4 ;Ú8�>£Ì���;
=<%(�"��!#+" "!�*�9����A4� ��(@~%('" "1��c2;%(/�+"��/�1�4� �)��"��=3?5-A@�ÛÞÝë¿ÂÇMß>à#á Ï ÁÄÃÄÁãâ Î Á Ï ¾�*

Ý�à Ü +;%�$70�/~%(15��4�)F4� ��(@~%('" �) ūz (·) Å

Hz
Si

(ūz (·)) ≥ Hz
Si

(

ūz (·) || uz
Si

(·)
)

∀ uz
Si

(·) ∈ U z
Si

, ∀ Si ∈ Σz, i = 1, l ,

,Yw�1 U z
Si

− !#+"�&�.1�45��/��¬45��2;%���1�,� "� uz
Si

(·) :8�~%�z
 "'" " Si ∈ Σz, i = 1, l *%�$&%(�" "4�� (

ūz (·) || uz
Si

(·)
) �($7+;%&9;%(15��*e9����®:8�~%�z
 "'" �) Si

�(��:{z
��+�)"15��4�)«�(�
4� ��(@~%('" " ūz (·) *¡/�0�t� "2;%�)©45��2;%���1�,� "� uz

Si
(·) /�!#1�45����45��2;%���1�,� " ūz

Si
(·) ∈

ūz (·)
;
� ��4�:8��z
��:�@./�0� ",�2"0Q-p c ",�2"��:8��/ j, j = 1, n , +"1 /�0Dw�1Kz
1�+"0� �$�:8�~%�z
 9¼'" "��+"+"��,��A/�0� ",�2"0Q-.%A/<�"��w�0�,�2"1 Γ̃ (z) *����A+;%<4Kz
1�w
@{���p1�!¬-.%(,�1�/��"��w�0�,½¼2"1 Γ̃ (y) , y ∈ L (z) , �"2" >w�2�@{,���!¢:8�~%�z
 "'" "��+"+"��!«2;%�$7t� "1�+" " �/./�1�2�-p "+"1

y *h/�0�t���2y ",�2"��:{% j !#�&�.15�©��:{%�$&%�����4�)¬+"15��2" "/� ;%�z
��+"0�!� y�(�7z
 "9"+"0�!��(�4����(��/�15��45��/(@{���p1�,��./�0�t���2;%�*(/�6~��w
)��p1�,���/32;%(/�+"��/�1�4�+�@{�½45��2;%���1�,� "� ūz
j (·)/��"��w�0�,�2"1 Γ̃ (z)

;
Á %(:" "!���t�2;%�$7��!�*S2"15-p ����®:8�~%�z
 "'" "��+"+�@{�Ä45���768%(45�� "9"1�4�:�@{�ä�"��w�0�,�2�@

Γ̃ (z) �($7+;%&9;%(15� Ñ ���5�����&�;�.° 4� ��(@~%('" "�¾2;%(/�+"��/�1�4� �) ūz (·) /��"��w�0�,�2"1 Γ̃ (z)4<@{9"15����!½+;%�z
 "9" �)�:8�~%�z
 "'" "��+"+"0O6�45��2�@{:��(@{2®/>�"��w�0�,�2;%�6¡*�/�:{z
��9"1�+"+"0O6
/>�"��w�0�,�2�@ Γ̃ (z) *;/>9;%(45��+"��45�� �*���@8��1�!½/�0�9" "4Kz
1�+" �)©BDCFE£¼G/�1�:�����2;%�/�0� ",½¼2"0Q-p1��F ",�2"��:8��/�/��}/�4�1K6��"��w�0�,�2;%�6¡*
/�:{z
��9"1�+"+"0O6�/}�"��w�0�,�2�@ Γ̃ (z)

;



6	Ë ^`_bac_ed�fhghi(j
fhk
l8m
n

� ��45��%(/� "!�4Kz
1�w
@{���A@{�å$&%&w¡%&9�@"ÅS�"��45��2"�� ����©2"15-p1�+" "1�:8�~%�z
 "'" "��+"+"���
45���768%(45�� "9"1�4�:8���� ",�2"0 Γ̃ (z0)

*��"��45��2"�� "/�4� ��(@~%('" "�|2;%(/�+"��/�1�4� �) ūz (·) /� ",½¼2"1 Γ̃ (z0)
*� "4��"��z
�($�@()�/<:{%&9"1�45��/�1������� "!�%�z
��+"��,���2"15-p1�+" �)�:8�~%�z
 "'" "��+"+"0O6

 ",�2���t���t(�p1�+"+"0���BDCFE£¼G/�1�:�����2�*
4�! ; � Ë(��;

æ _�¤�j�¥�¦"fhj
l8rhghl.fhl8ç`l8rhg�¸®m�¶3rhj
i(j
ç`n"i(j
m
j
èy¥�¦"j{¹�n;¥�¦"ghªhl{¥�§�j
è©ghi(fhl

� 2"1�w;z
�&�> "!½4��"��4���t��"��45��2"��1�+" �)`2"15-p1�+" �)®!#+"��,��(-.%(,���/����®45���768%(45�� 9¼
9"1�4�:8���. ",�2"0 Γ̃ (z) 4�/���1�,���2"��w¡%�!#15����w���!©��t�2;%���+"���p "+8w
@{:"'" " �*�� ; 1 ; w�/� ",K%º¼)"4��3�(�<��:8��+"9;%���1Kz
��+"���}�"�($7 "'" " }:}+;%&9;%�z
��+"���}%(+;%�z
��,� "9"+"�34M6~1�!#1��"��45��2"�	¼
1�+" �)�%(t�4���z
����+"��,��}2;%(/�+"��/�1�4� �)��"��=3?5-A@�/.�"�($7 "'" "��+"+"���� ",�2"1<43�"��z
+"���
 "+"�<��2"!�%('" "1���� B * >���;�s :{%&9"1�45��/�1������� "!�%�z
��+"��,���2"15-p1�+" �)p:8�~%�z
 "'" "��+"+"0O6
 ",�2�t(@7w�1�!« "4��"��z
�($7��/~%����>��t���t(�p1�+"+"0���BDCFE£¼G/�1�:�����2¬ÛY� Ë * Ê��éÜ½;
=<%(�"��!#+" "!|%�z
,���2" ���!��"��45��2"��1�+" �)F��t���t(�p1�+"+"��,��cBDCFE£¼G/�1�:�����2;%>/�:8�	¼

%�z
 "'" "��+"+"���| ",�2"1 ;Qs 0�9" "4Kz
 "!�w;z;)|/�4�1K6¢:8�~%�z
 "'" "� Si ∈ Σz, i = 1, l ,:8�~%�z
 "'" "��+"+"���y ",�2"0 G (z , Σz)
$7+;%&9"1�+" �)y/�0� ",�2"0Q-.% Hz

Si
(xz) �"���<��29¼!e@&z
1>Û B9; B�Ü Å

Hz
Si

(xz) =
∑

j∈Si

Kj (xz) .

� 2"1�w��"��z�%(,K%�)y2;%('" "��+;%�z
��+"��45����/��"��/�1�w�1�+" " y ",�2"��:8��/"*�/� ",�2"1 G (z, Σz)+;%(�8w�1�!½4� ��(@~%('" "�ØÝ�à x̄z =
(

x̄z
S1

, . . . , x̄z
Sl

)  {z
 µ̄z =
(

µ̄z
S1

, . . . , µ̄z
Sl

) ; Ö  9¼
�(@~%('" "��Ý�à®/� ",�2"1Q!#�&�.15�3t�0Q���3!#+"��,��.� 6�� *�����,Yw¡%�2"15-p1�+" "1�:8�~%�z
 "'" "��+"+"���
 ",�2"0x���"2"1�w�1Kz;)"15��4�)F+"1���w�+"�($7+;%&9"+"� ;
Ù ��!#15�� "!�*�9�����/c4Kz;@{9;%(1 l = 1 $&%&w¡%&9;%c�"�� "4�:{%c4� ��(@~%('" " ®2;%(/�+"��/�1�4� �))"/�z;)"15��4�)«$&%&w¡%&9"1��¢!�%(:84� "!# �$&%('" " |45@{!#!�%(2"+"��,��u/�0� ",�2"0Q-.%` ",�2"��:8��/u �$

:8�~%�z
 "'" " S1
*�/�4Kz;@{9;%(1 l = 2 − $&%&w¡%&9"1��`�"�� "4�:{%�4� ��(@~%('" " u2;%(/�+"��/�1�4� �)

/`t� "!�%���2" "9"+"���¢ ",�2"1(*�/��®/�4�1K6«��45��%�z
��+"0O6¢4Kz;@{9;%�){6 − $&%&w¡%&9"1��«�"�� "4�:{%
4� ��(@~%('" " F2;%(/�+"��/�1�4� �)�/}t�1�4�:8�~%�z
 "'" "��+"+"���� ",�2"1 ;
s 0� ",�2"0Q-ê:{%��.w����F:8�~%�z
 "'" " ©/�4� ��(@~%('" " `2;%(/�+"��/�1�4� �) Hz

Si
(µ̄z) 2;%�$&¼w�1Kz
 "!¢/}4����(��/�15��45��/� " F43/�1�:�����2"��!|ë�1��{z
 u� Ì�� Sh(Si) = (Sh(Si : 1), . . . ,

Sh(Si : s)) Å

Sh (Si : j) =
∑

S′
⊂Si

S′
3j

(s′−1) ! (s−s′) !

s !
[v (S ′) − v (S ′\ {j})] ∀ j = 1, s ,
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,Yw�1 s = |Si| (s′ = |S ′|) − :8��z
 "9"1�45��/��F?Kz
1�!#1�+�����/�!#+"�&�.1�45��/ Si (S ′) *�%
v (S ′) − !�%(:84� "!�%�z
��+"0��c,K%(2;%(+��� "2"��/~%(+"+"0��c/�0� ",�2"0Q-Ð:8�~%�z
 "'" " S ′ ⊂ SiÛY� B�� *;4 ;"698�Ü½;;� 2" �?5����!

v (Si) =
s

∑

j=1

Sh (Si : j) .

Á ��,Yw¡%<BDCFE£¼G/�1�:�����2�/<4� ��(@~%('" " cÝ�àu/<4�!#15-.%(+"+"0O6�45��2;%���1�,� �){6>/< ",�2"1
G (z , Σz)

���"2"1�w�1Kz;)"15��4�)F:{%(:

PMS (µ̄z) = (PMS1 (µ̄z) , . . . , PMSn (µ̄z)) ,

,Yw�1
PMSj (µ̄z) = Sh (Si : j) , j ∈ Si, i = 1, l.

@ ��z
1�1��"��w�2"��t�+"�}��t}?5����!|4�! ; � Ë(��;
ì �&¯<
5�{�(�;�

R><;D88Ô =<%(���� |4� ��(@~%('" "�íÝ�à − �(��w�1Kz
��+;%�)|4Kz
�&�>+;%�)«$&%&w¡%&9;%�*
����,Yw¡%>/�0�9" "4Kz
1�+" "1pBDCFE£¼G/�1�:�����2;%�*
4����(��/�15��45��/�1�+"+"�"*���1K6�+" "9"1�4�:" ©$&%���2�@7w�¼
+"1�+"� ;³s ?5����!­4Kz;@{9;%(1./c:{%&9"1�45��/�1}2"15-p1�+" �)`:8�~%�z
 "'" "��+"+"���© ",�2"0�!#�&�>+"�
�"2"1�w;z
�&�> ����A "4��"��z
�($7��/~%����<z
��t���1Ow�2�@{,���1pî������� "!�%�z
��+"��1(ïA2"15-p1�+" "1(*{+;%º¼
�"2" "!#1�2�*{������ "!�%�z
��+"��45���A�"� � %(2"15���� {z
 c%(2"t� ���2;%��>+�@{�­4M6~1�!e@>=3?5-.%�� 8���;
� 1�2"1��8w�1�!|+"1��"��4�2"1�w�45��/�1�+"+"�c:��"��45��2"��1�+" "��2"15-p1�+" �)�/� ",�2"1 Γ̃ (z0)

;
ðñn"i o _es 0�9" "4Kz
 "!�w;z;)®/�4�1K6©:8�~%�z
 "'" "� Si ∈ Σz, i = 1, l , :{%��.w����:8�~%�z
 "'" "��+"+"���� ",�2"0 G (z , Σz)

* L (z) = ∅, BDCFE£¼G/�1�:�����2�/.4� ��(@~%('" " FÝ�à/�4�!#15-.%(+"+"0O6�45��2;%���1�,� �){6�Å

PMS (z) = (PMS1 (z) , . . . , PMSn (z)) ,

,Yw�1 PMS (z) := PMS (µ̄z)  PMSj (z) := PMSj (µ̄z) − BDCFE£¼G/�1�:�����2« 
BDCFE£¼G:8��!#�"��+"1�+���0�4����(��/�15��45��/�1�+"+"��/c��w�+"�(-.%(,���/����F:8�~%�z
 "'" "��+"+"���F ",�2"1
G (z , Σz)

* L (z) = ∅
;

ðñn"i £ _3� @�45���| ",�2"��:" ½w�1��"45��/(@{����+"1®����z
��:8�¢+;%��"��4Kz
1�w�+"1�!Ã-.%º¼
,�1� ",�2"0 Γ̃ (z0)

������ "!�%�z
��+"�"*#%�+;%F�"2"�(�&)��.1�+" " �/�4�1��¬ ",�2"0 ;eÁ ��,Yw¡%F2;%(4½¼
4�!#�(��2" "!Ð4�:8��+"';%® ",�2"0 Γ̃ (z0)

/�4�1>w�/(@~6{-.%(,���/�0�1��"��w�0�,�2"0 Γ̃ (z) , y ∈

L (z) , L (y) = ∅ , 4</�0� ",�2"0Q-.%(!# �:8�~%�z
 "'" "�
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fhk
l8m
n

Hz
Si

(uz (·)) =
∑

j∈Si







Kj (xz) +
∑

y∈L(z)

[p (z, y ; xz) PMSj (y)]







Û ><;D8�Ü

∀ Si ∈ Σz, i = 1, l . =<%(�8w�1�!�4� ��(@~%('" "�ØÝ�à x̄z  {z
 µ̄z  ©4����(��/�15��45��/�1�+9¼
+"� ūz (·) /©�"��w�0�,�2"1 Γ̃ (z) 4�/�0� ",�2"0Q-.%(!# �*����"2"1�w�1Kz
1�+"+"0�!# ¢�<��2"!e@&z
���Û ><;D8�Ü½;Q× %(!#15�� "!�*D9����y�"��z;@{9"1�+"+;%�)|$Kw�1�4��¬4� ��(@~%('" �) x̄z /y��t(�p1�!Ç4Kz;@{9;%(1
+"1�)"/�z;)"15��4�)�Ý�ày/p��w�+"��/�2"1�!#1�+"+"���c ",�2"1 G (z , Σz)

;�s 0�9" "4Kz
 "!uw;z;)>/�4�1K6
:8�~%�z
 "'" "� Si ∈ Σz, i = 1, l , BDCFE£¼G/�1�:�����2�/}4� ��(@~%('" " ©Ý�à ūz (·) Å

PMS (z) =
(

PMS1 (z) , . . . , PMSn (z)
)

,

,Yw�1 PMS (z) := PMS (ūz (·))  PMSj (z) := PMSj (ūz (·)) − BDCFE£¼G/�1�:�����2
 �BDCFE£¼G:8��!#�"��+"1�+���0�4����(��/�15��45��/�1�+"+"� ;
ðñn"i

k
_
ò %(4�4�!#�(��2" "!���1��"1�2"�p4�:8��+"';%A/�4�1 k ¼ó-.%(,���/�0�1��"��w�0�,�2"0 Γ̃(z) *

y ∈ [L(z)]k−1 , L(y) = ∅
;O� @�45���¬@8�.1��"��45��2"��1�+"��Ý�à ūz′(·)  |+;%(�8w�1�+BDCFE£¼G/�1�:�����2 PMS(z′) /��©/�4�1K6 (k − 1) ¼ó-.%(,���/�0O6y�"��w�0�,�2;%�6 Γ̃(z′) , z′ ∈

L(z)
;
s 0�9" "4Kz
 "!|/�0� ",�2"0Q-p F:8�~%�z
 "'" "�

Hz
Si

(uz (·)) =
∑

j∈Si







Kj (xz) +
∑

z′∈L(z)

[

p (z, z′ ; xz) PMSj (z′)
]







Û ><; B�Ü

∀ Si ∈ Σz, i = 1, l . =<%(�8w�1�!y4� ��(@~%('" "�vÝ�à x̄z  {z
 µ̄z  >4����(��/�15��45��/�1�+"+"�
ūz (·) /3�"��w�0�,�2"1 Γ̃ (z) 4�/�0� ",�2"0Q-.%(!# �*~���"2"1�w�1Kz
1�+"+"0�!# >�<��2"!e@&z
����Û ><; B�Ü½;
s /�1�w�1�! � Ñ 
G�8�(�}�M� PMS⊕ *�:8�(����2"0��y:{%��.w���!e@©:8�~%�z
 "'" "��+"+"��!e@®2;%�$&¼t� "1�+" "� Σz

 >+;%(t���2�@�/�0� ",�2"0Q-p1�� Hz
Si

(uz (·)) :8�~%�z
 "'" "�c �$�?5����,��p2;%�$7t� 9¼1�+" �)F45��%(/� ��c/>4����(��/�15��45��/� "1p:8��!#�"��+"1�+���0�BDCFE£¼G/�1�:�����2;%>4����(��/�15��45��/(@{�n¼
�p1���:8�~%�z
 "'" "��+"+"���� ",�2"0 G (z, Σz)

Å

PMSj(z)=PMS⊕
∑

j∈Si







Kj (xz)+
∑

z′∈L(z)

[

p (z, z′ ; xz) PMSj (z′)
]







Û ><; >~Ü

,Yw�1 PMSj (z ) := PMSj (ūz (·)) * PMSj (z′ ) := PMSj

(

ūz′ (·)
)

, j = 1 , n
;

2 1��"45��/� "1O���"1�2;%�����2;% PMS⊕ 4�/���w� ���4�)p:A/�0�9" "4Kz
1�+" "�|Ý�à x̄z  {z
 µ̄z  
4����(��/�15��45��/�1�+"+"� ūz (·) /}�"��w�0�,�2"1 Γ̃ (z) 4</�0� ",�2"0Q-.%(!# �:8�~%�z
 "'" "��*;���"2"1½¼w�1Kz
1�+"+"0�!# ¢�<��2"!e@&z
���­Û ><; B�Ü *e%�$&%���1�!�:�/�0�9" "4Kz
1�+" "�êBDCFE£¼G:8��!#�"��+"1�+��
:8�~%�z
 "'" " Si ∈ Σz, i = 1, l, /�4� ��(@~%('" " ūz (·)

;



´}µ ¦"gh¶3g�¨8n"·hg�¸¢m¬¥�¦"j{¹�n;¥�¦"ghªhl{¥�§hg�¹�§�j
n�ºSgh·hghj
rhrh».¹�ghi(fhn�¹ 6?Ì

Á %(:" "!���t�2;%�$7��!�*�w;z;)�z
��t���,�� k = 3, kΓ̃
�"2" "!#1�+"1�+" "1D���"1�2;%�����2;% PMS⊕:��"2;%(/����c9;%(45�� ��<��2"!e@&z
0�Û ><; B�Ü *~� ; 1 ; �<��2"!e@&z�%�Û Ë�;D8�Ü *8���"2"1�w�1Kz;)"15�}2"1�:�@{29¼

2"1�+���+"��1�/�0�9" "4Kz
1�+" "1�BDCFE£¼G/�1�:�����2;%©+;%�:{%��.w���!��"��4Kz
1�w
@{���p1�!�-.%(,�1 k ",�2"0 Γ̃ (z0)
/.$&%(/� "4� "!#��45�� ��(���"2"1�w�0Dw
@8�p1�,�� k − 1

;

ô _#ap»}ghi(fh»}çõghi(fhj
§�n`rhn`§�n�ö`q#j
¶Øç`n"i(l�mu§�j
n�ºSgh·hghj
rhrhj
è¾¥�¦"j{¹�n{÷
¥�¦"ghªhl{¥�§�j
è|ghi(fhl
� @�45���p+;%(�8w�1�+"�p2"15-p1�+" "1�/A!#+"��,��(-.%(,���/����c45���768%(45�� "9"1�4�:8����:8�~%�z
 "'" 9¼

��+"+"���p ",�2"1 Γ̃ (z0)
;�Æ ,�2"��:" p+;%&9" "+;%(���3 ",�2�@A/�/�1�2�-p "+"1 z0

/�4����(��/�15��45��/� " 
4>?5�� "!v2"15-p1�+" "1�! ;#s ���"2"��4ÂÅh:{%(:u���"2"1�w�1Kz
 ����"*e:{%(:8���y/�0� ",�2"0Q-ø��+" y�"�	¼
z;@{9;%��>+;%}:{%��.w���!�-.%(,�1< ",�2"0�ù
Æ ,�2"��:" j = 1, n +;%F:{%��.w���!x-.%(,�1c ",�2"0 Γ̃ (z0)

/©:{%&9"1�45��/�1�:8��!#�"�	¼
+"1�+���w�1Kz
15�}%�/�0� ",�2"0Q-.%�4����(��/�15��45��/(@{���p1��«:8�~%�z
 "'" " ut(@7w
@8���"��z;@{9;%����
/�1Kz
 "9" "+�@ wj

*¡2;%(/�+�@{��$7+;%&9"1�+" "�Ç2;%�$7+"��45�� `!#15�.w
@�/�0� ",�2"0Q-p1�!¾ ",�2"��:{%
j = 1, n /��"��w�0�,�2"1 Γ̃ (z)  u!�%���1�!�%��� "9"1�4�:" "!��&�> 8w¡%(+" "1�!�/�0� ",�2"0Q-p1�� ",�2"��:{% j = 1, n /}�"��w�0�,�2;%�6 Γ̃ (y) +;%}4Kz
1�w
@{���p1�!|-.%(,�1ÂÅ

wj (x̄z) = PMSj(z) −
∑

y∈L(z)

[p(z, y ; x̄z) PMSj(y)] , Û Ë�;D8�Ü

,Yw�1 x̄z ∈ ūz(·).

ú _#¤�fhgh¶3l8fh»
û��
�{¯<
G�¾ü~Ôéý~ÔD� @�45���u/` ",�2"1�@{9;%(45��/(@{���y��2" ¢ ",�2"��:{%�*#@�:{%��.w���,��` �$

:8�(����2"0O6`�"��w�/�1.45��2;%���1�,� " �*h%>��%(:��.1}���"2"1�w�1Kz
1�+"0�/�0� ",�2"0Q-p u:{%��.w���,��
 ",�2"��:{%�/��}/�4�1K6�4� ��(@~%('" �){6� ",�2"03*
4�! ; ��%(t�z ;Ú8?;
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Ö ��2;%���1�,� " s 0� ",�2"0Q-p s 0� ",�2"0Q-p 
 ",�2"��:8��/  ",�2"��:8��/ :8�~%�z
 "'" "�
� ��� ����� � ��� ����� Û � * ���YÜ Û � * ��� * �����YÜ
8 8 8 Ë B 8 Ê Ì
8 8 B 8 B B > 6
8 B 8 > 8 6 Ë :
8 B B 6 8 > Ê :
B 8 8 6 > 8 = :
B 8 B 8 B B > 6
B B 8 Å Ë > Ë Ì
B B B Å Ë B Ë Ê

8?;7ò 15-p "!F:8�~%�z
 "'" "��+"+�@{�� ",�2�@ G (Σ1)
* Σ1 ={S ={I, II} , N\S ={III}} */�0�9" "4Kz
 "/cBDCFE£¼G/�1�:�����2¬ÛY� Ë(�éÜ 4Kz
1�w
@{���p "!���t�2;%�$7��! ;

8?;D8?; =<%(�8w�1�!|Ý�à¢/}4�!#15-.%(+"+"0O6�45��2;%���1�,� �){6�/� ",�2"1ÂÅ

η = 3/7 1 − η = 4/7

0

0

ξ = 1/3

1 − ξ = 2/3

1 2

(1, 1) [6, 1] [3, 2]

(2, 2) [4, 3] [4, 2]

(1, 2) [4, 5] [6, 3]

(2, 1) [8, 1] [3, 2] .
Ù 9"1�/� 8w�+"�"*�9������"1�2"/~%�)`45��2"��:{%�w���!# "+" "2�@�15��4�)¬�"��4Kz
1�w�+"1���*S%�/(����2;%�)

¼O��2"15����1�� ;³Æ 4��"��z
�($�@()���1���2"1�!e@��c/��"��z
+"1�4�!#15-.%(+"+"��!½2;%(/�+"��/�1�4� " ¬� > *�� ;
8�>£6�� *"�"��z;@{9" "!

ȳ =
(

3/7 , 4/7
)

, x̄ =
(

0 , 0 , 1/3 , 2/3
)

.

ò 17%�z
 �$&%('" �)F/�0� ",�2"0Q-p1��F:8�~%�z
 "'" "� S  N\S />4�!#15-.%(+"+"0O6F45��2;%���1½¼,� �){6� "!#1�15�>!#1�45���>4��}4Kz
1�w
@{���p "!# F/�1�2"�&)���+"��45�&)"!# ãÅ
η1 η2

ξ1 0 0

ξ2 0 0

ξ3
1/7

4/21
ξ4

2/7
8/21



´}µ ¦"gh¶3g�¨8n"·hg�¸¢m¬¥�¦"j{¹�n;¥�¦"ghªhl{¥�§hg�¹�§�j
n�ºSgh·hghj
rhrh».¹�ghi(fhn�¹ 6Â:

s 0�9" "4Kz
 "!y!�%���1�!�%��� "9"1�4�:8��13�&�> 8w¡%(+" "1 /�0� ",�2"0Q-p1��c/AÝ�ày/�4�!#15-.%(+9¼
+"0O6�45��2;%���1�,� �){6�Å

E (x̄, ȳ) =
1

7
[4, 5]+

2

7
[8, 1]+

4

21
[6, 3]+

8

21
[3, 2] =

[

36

7
,

7

3

]

=

[

5
1

7
, 2

1

3

]

.

8?; B9; =<%(�8w�1�!u,K%(2;%(+��� "2"��/~%(+"+"0�1�/�0� ",�2"0Q-p v {I}  v {II}  ",�2"��:8��/ �  ��� *{4�! ; ��%(t�z ;�B9;Â2 z;)>?5����,��p$&%(�< ":84� "2�@�1�!«4�!#15-.%(+"+�@{�x45��2;%���1�,� "�v ",�2"��:{%
�����

ȳ =
(

3/7 , 4/7
)

.
Á ��,Yw¡% !�%���1�!�%��� "9"1�4�:8��1O�&�> 8w¡%(+" "1�/�0� ",�2"0Q-p1��p ",�2"��:8��/�:8�~%�z
 "'" " S �"2" �< ":84� "2"��/~%(+"+"����45��2;%���1�,� " F:8�~%�z
 "'" " N\S  "!#1�15�>/� 8w�Å

ES(1, 1) (ȳ) =
(

3
7
· 4 + 4

7
· 1 , 3

7
· 2 + 4

7
· 2

)

=
(

22
7
, 2

)

;

ES(1, 2) (ȳ) =
(

3
7
· 3 + 4

7
· 5 , 3

7
· 1 + 4

7
· 1

)

=
(

41
7
, 1

)

;

ES(2, 1) (ȳ) =
(

3
7
· 5 + 4

7
· 1 , 3

7
· 3 + 4

7
· 2

)

=
(

25
7
, 23

7

)

;

ES(2,2) (ȳ) =
(

3
7
· 0 + 4

7
· 0 , 3

7
· 4 + 4

7
· 4

)

= (0, 4) .
Ö z
1�w���/~%���1Kz
��+"�"*�,K%(2;%(+��� "2"��/~%(+"+"0�1`/�0� ",�2"0Q-p ­/�0�9" "4Kz;)"����4�)¾4Kz
1�w
@{�n¼
�p "!|��t�2;%�$7��!�Å

min H1 (x1 = 1, x2, ȳ) = min
{

22
7
; 41

7

}

=22
7
;

min H1 (x1 = 2, x2, ȳ) = min
{

25
7
; 0

}

= 0;

∣

∣

∣

∣

v {I}=max
{

22
7
; 0

}

=22
7
;

min H2 (x1, x2 = 1, ȳ) = min
{

2; 23
7

}

= 2 ;

min H2 (x1, x2 = 2, ȳ) = min {1; 4} = 1;

∣

∣

∣

∣

v {II} = max {2; 1} = 2.

Á %(:" "!���t�2;%�$7��!�*�,K%(2;%(+��� "2"��/~%(+"+"0�1D/�0� ",�2"0Q-p �2;%(/�+"0tÅ v {I} = 22
7
* v {II} =

2
;

8?; ><;;ò %�$Kw�1Kz
 "!|/�0� ",�2"0Q- E1 (x̄, ȳ) = 5 1
7
�"��/�1�:�����2�@�ë�1��{z
 y� Ì�� Å

Sh1 = v {I} + 1
2
(v {I, II} − v {II} − v {I}) = 2 2

7
+ 1

2

(

51
7
− 22

7
− 2

)

= 25
7
;

Sh2 = v {II} + 1
2
(v {I, II} − v {II} − v {I}) = 2 3

7
.

Á %(:" "!«��t�2;%�$7��!�*
BDCFE£¼G/�1�:�����2�2;%(/�1�+ãÅ

PMS1 = 2
5

7
; PMS2 = 2

3

7
; PMS3 = 2

1

3
.

B9;�ò 15-p "!�:8�����"1�2;%��� "/�+�@{�Ð ",�2�@ G (Σ2)
* Σ2 = {N = {I, II, III}} *
4�! ;

��%(t�z ;?><; =<%(�8w�1�!©!�%(:84� "!�%�z
��+"0��./�0� ",�2"0Q- HN
:8�~%�z
 "'" " N  p2;%�$Kw�1Kz
 "!

1�,����"��/�1�:�����2�@�ë�1��{z
 y� Ì�� Å

Sh1 =
1

6
[v {I, II}+v {I, III}−v {II}−v {III}]+

1

3
[v {N}−v {II, III}+v {I}] ;



Ê�Å ^`_bac_ed�fhghi(j
fhk
l8m
n

þOn"ÿ;ºSgh·hn £ _

Sh2 =
1

6
[v {II, I}+v {II, III}−v {I}−v {III}]+

1

3
[v {N}−v {I, III}+v {II}] ;

Sh3 =
1

6
[v {III, I}+v {III, II}−v {I}−v {II}]+

1

3
[v {N}−v {I, II}+v {III}] .

=<%(�8w�1�!«,K%(2;%(+��� "2"��/~%(+"+"0�1A/�0� ",�2"0Q-p ãÅ

v {I, II} = max {4, 3} = 4; v {I, III} = max {3, 2} = 3;

v {II, III} = max {3, 4} = 4 ;

v {I} = max {1, 0} = 1 ; v {II} = max {2, 1} = 2; v {III} = max {1, 2} = 2 .

þOn"ÿ;ºSgh·hn æ _

Ö ��2;%���1�,� " s 0� ",�2"0Q-p s 0� ",�2"0Q- s 1�:�����2
 ",�2"��:8��/  ",�2"��:8��/ :8�~%�z
 "'" " ë�1��{z
 
� ��� ����� � ��� �����

HN(I, II, III) λ1HN λ2HN λ3HN8 8 8 Ë B 8 Ì
8 8 B 8 B B 6
8 B 8 > 8 6 : B9; 6 ><; 6 >
8 B B 6 8 > : B9; 6 ><; 6 >
B 8 8 6 > 8 : B9; 6 ><; 6 >
B 8 B 8 B B 6
B B 8 Å Ë > Ì
B B B Å Ë B Ê



´}µ ¦"gh¶3g�¨8n"·hg�¸¢m¬¥�¦"j{¹�n;¥�¦"ghªhl{¥�§hg�¹�§�j
n�ºSgh·hghj
rhrh».¹�ghi(fhn�¹ Ê<8

Á ��,Yw¡%

Sh
(2, 1, 1)
1 =Sh

(1, 2, 2)
1 =Sh

(1, 2, 1)
1 =

1

3
+

1

6
+

1

3
[9 − 4]+

1

3
=

1

3
+

1

6
+

5

3
+

1

3
=2

1

2
,

Sh
(2, 1, 1)
2 =Sh

(1, 2, 2)
2 =Sh

(1, 2, 1)
2 =

1

2
+

1

3
+

1

3
[9 − 3]+

2

3
=

1

2
+

1

3
+

6

3
+

2

3
=3

1

2
,

Sh
(2, 1, 1)
3 =Sh

(1, 2, 2)
3 =Sh

(1, 2, 1)
3 =

1

3
+

1

3
+

1

3
[9 − 4]+

2

3
=

1

3
+

1

3
+

5

3
+

2

3
=3.

><;�ò 15-p "! t�1�4�:8�~%�z
 "'" "��+"+�@{�  ",�2�@ G (Σ3)
* Σ3 = {S1 = {I} , S2 =

{II} , S3 = { III}}.
s 9" "45��0O6�45��2;%���1�,� �){6©Ý�à¢+"1<45@8�p1�45��/(@�15� ;

s ��4��"��z
�($�@�1�!#4�)F/�0�9" "4Kz
1�+"+"0�!# F/}� ;"B ,K%(2;%(+��� "2"��/~%(+"+"0�!# �/�0� ",�2"0p¼
-.%(!# v {I} = 1 ; v {II} = 2; v {III} = 2 . =<%(�8w�1�!|������ "!�%�z
��+"0�1A45��2;%º¼��1�,� " �*�4���,Mz�%(4�+"��%(2"t� ���2;%��>+"���®4M6~1�!#1>=3?5-.%`ÛY� 8��éÜ *�4�! ; ��%(t�z ;ÚË *¡,Yw�1�î − ï�($7+;%&9;%(15��*D9����u45��2;%���1�,� " �+"1������� "!�%�z
��+"0Ã�"� � %(2"15���"*D%¢î + ï − ������ 9¼
!�%�z
��+"0í�"� � %(2"15��� ;�Á ��,Yw¡%¢������ "!�%�z
��+"0�!# �t(@7w�1�!Ä4�9" ���%����½4� ��(@~%('" " 
(1, 1, 2)  (2, 1, 2) *O:8�(����2"0�1�w¡%(������w� "+;%(:8��/�0��½/�0� ",�2"0Q- (1, 2, 2)/���t�1� {6�4� ��(@~%('" �){6 ;
Á %(:" "!«��t�2;%�$7��!�*"�"��z;@{9"1�+�4Kz
1�w
@{���p "1A2"15$�@&z
�&��%���0tÅ

•
2 z;) Σ1 ={S={I,II} , N\S ={III}} *7 "!#1�1�!�/�0� ",�2"0Q- ((

25
7
, 23

7

)

, 21
3

) ;

•
2 z;) Σ2 = {N = {I, II, III}} −

(

21
2
, 31

2
, 3

) ;

•
2 z;) Σ3 = {S1 = {I} , S2 = {II} , S3 = { III}} − ������ "!�%�z
��+"0��
/�0� ",�2"0Q- (1, 2, 2) /�4� ��(@~%('" �){6 (1, 1, 2)  (2, 1, 2)

;
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Ö ��2;%���1�,� " s 0� ",�2"0Q-p Ù ���� "!�%�z
��+"��45���>�"� � %(2"15���FÛÞB Ü
 ",�2"��:8��/  ",�2"��:8��/  �%(2"t� ���2;%��>+;%�)�4M6~1�!�%>=3?5-.%
� ��� ����� � ��� ����� � 2"t� ���2;%��>+;%�)�4M6~1�!�%>=3?5-.% B
8 8 8 Ë B 8

(4 − 1) (2 − 2) (1 − 2) < 0 ¼
8 8 B 8 B B

(1 − 1) (2 − 2) (2 − 2) = 0 �8 B 8 > 8 6
(3 − 1) (1 − 2) (5 − 2) < 0 ¼

8 B B 6 8 >
(5 − 1) (1 − 2) (3 − 2) < 0 ¼

B 8 8 6 > 8
(5 − 1) (3 − 2) (1 − 2) < 0 ¼

B 8 B 8 B B
(1 − 1) (2 − 2) (2 − 2) = 0 �B B 8 Å Ë >
(0 − 1) (4 − 2) (3 − 2) < 0 ¼

B B B Å Ë B
(0 − 1) (4 − 2) (2 − 2) < 0 ¼

û��
�{¯<
G�|ü~Ô��{ÔSò %(4�4�!#�(��2" "!�+;%��"2" "!#1�2"1 69;D8 w�/(@~6{-.%(,���/(@{�Ã45���768%(45�� 9¼
9"1�4�:�@{�Ä ",�2�@ Γ̃

(

G(I)∪(II, III)

) *e4�! ; 2" "4 ;A8?; =<%F,�2;%(�<1(*e �$7��t�2;%��.1�+"+"��!v+;%
2" "4 ;�8 *"@{:{%�$&%(+"0�/�1�2"�&)���+"��45�� F�"1�2"1K6~��w¡%> �$A��w�+"������w�+"��/�2"1�!#1�+"+"���� ",�2"0
G />w�2�@{,5@{�Ø��w�+"��/�2"1�!#1�+"+�@{�Ø ",�2�@�*³�"2" `?5����!­��2"���":{% (p1, p2, p3)

���"2"1½¼
w�1Kz;)"15��4�)� �$���%(t�z ;�69; Ù ���� "!�%�z
��+"0�1�/�0� ",�2"0Q-p � ",�2"��:8��/A/A:{%��.w����� ",�2"1
G �"��z;@{9"1�+"0x/}�"2" "!#1�2"1 69;D8 Å

PMSG(I, II)∪(III)
=

(

2
5

7
, 2

3

7
, 2

1

3

)

, PMS �-���	� =

(

2
1

2
, 3

1

2
, 3

)

,

PMS 
 ��
��-����� = (1, 2, 2) .

8?;&s 0��" �-p1�!©/�1�:�����2A/�0� ",�2"0Q-p1��p/� ",�2"1 Γ̃
(

G(I)∪(II, III)

)

, 4�! ; �<��2"!e@&z;@
Û ><; B�Ü Å

EΓ̃(G(I)∪(II, III)) (2, 2, 2) = K (2, 2, 2) +

+p1

(

G(I)∪(II, III)||G 
 ��
��-����� , (2, 2, 2)
)

PMS 
 ��
��-����� +
+p2

(

G(I)∪(II, III)||G(I, II)∪(III), (2, 2, 2)
)

PMSG(I, II)∪(III)
+

+p3

(

G(I)∪(II, III)||G �-���	� , (2, 2, 2)
)

PMS �-���	� .
Æ $3��%(t�z ;�6 4Kz
1�w
@�15��*�9���� K (2, 2, 2) = (0, 4, 2)

;;Á ��,Yw¡%

EΓ̃(G(I)∪(II, III)) (2, 2, 2) = (0, 4, 2) + 0.25 · (1, 2, 2) + 0.5 ·
(

25
7
, 23

7
, 21

3

)

+

+0.25 · (2.5, 3.5, 3) ≈ (2.23, 6.59, 4.42) .
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ò 15-p1�+"+;%�)� ",�2;%
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þOn"ÿ;ºSgh·hn ú _

� 1�2"1K6~��w�+"0�1
/�1�2"�&)���+"��45�� s 0� ",�2"0Q-p � ",�2"��:8��/

Ö ��2;%���1�,� " s 0� ",�2"0Q-p /} ",�2"0  �:8�~%�z
 "'" "��/} ",�2"1
 ",�2"��:8��/  ",�2"��:8��/ G(I, II)∪(III), Γ̃

(

G(I)∪(II, III)

)

G �-���	� , G 
 ��
��-������ ��� ����� � ��� �����
p1 p2 p3 E1 E2 E3 H(II, III)8 8 8 Ë B 8 Å Å<; 6 Å<; 6 69; Ì?6 Ë�; Ì?6 ><; 6(Å =<; B?6

8 8 B 8 B B Å<; 6 Å Å<; 6 B9; =?Ê Ë�; B98 Ë�;D8ºÌ =<; >?=
8 B 8 > 8 6 Å<; 6 Å<; 6 Å 69; Ê<8 ><; :?Ê Ì9; Ê£Ì 8?8?; Ê?>
8 B B 6 8 > Å<; >?> Å<; >?> Å<; >?> Ì9; Å£6 ><; Ê£B 69; Ë�B :<; ÅÂË
B 8 8 6 > 8 Å Å<; >?> Å<; Ê£Ì Ê<; 6(Å 69; 6(Å ><; >?> =<; =?>
B 8 B 8 B B Å<; >?> Å Å<; Ê£Ì B9; 6?Ì Ë�;D8ÔË Ë�;D8?8 =<; B?6
B B 8 Å Ë > Å<; Ê£Ì Å Å<; >?> B9;D8º6 Ê<; BÂ: 69; B?B 8?8?; 698
B B B Å Ë B Å<; 6 Å<; B?6 Å<; B?6 B9; BÂ> Ê<; 6Â: Ë�; Ë�B 8?8?; Å<8

� +;%�z
��,� "9"+"��/�0�9" "4Kz
 "!F�"���<��2"!e@&z�%(!¬Û ><;D8�Ü ¼5Û ><; B�Ü /�1�:�����2A/�0� ",�2"0Q-p1��
/� ",�2"1 Γ̃

(

G(I)∪(II, III)

) /��}/�4�1K6���45��%�z
��+"0O6�4� ��(@~%('" �){6¡*�4�! ; ��%(t�z ;�69;
B9;7ò 15-p "!F:8�~%�z
 "'" "��+"+�@{�� ",�2�@ Γ̃

(

G(I)∪(II, III)

) 4#/�0� ",�2"0Q-.%(!# H (II, III) E1
*���%(t�z ;�69;

B9;D8?; =<%(�8w�1�!|Ý�à¢/}4�!#15-.%(+"+"0O6�45��2;%���1�,� �){6�/�t� "!�%���2" "9"+"���� ",�2"1ÂÅ

η = 1

+1

1 − η = 0

−2

0 − (1 , 1)

0 − (2 , 2)

ξ = 0 − (1 , 2)

1 − ξ = 1 + (2 , 1)











(8.25 , 5.75) (8.83 , 6.5)

(9.04 , 7.05) (11.01 , 2.23)

(8.38 , 2.86) (8.25 , 2.57)

(11.63 , 5.61) (11.51 , 2.15)











� 1�2"/~%�)�*D/(����2;%�)� ¢��2"15���()½45��2"��:" ¢w���!# "+" "2�@{����4�)­9"15��/�1�2������ ;�s ����2"���
45����z
t�1�'>w���!# "+" "2�@�15��4�)��"1�2"/�0�! ;;× w�1�4��p "!#1�15�}!#1�45���.4� ��(@~%('" �)�2;%(/�+"��/�1½¼
4� �)�/}9" "45��0O6�45��2;%���1�,� �){6�Å µ1 =

(

0, 0, 0, 1
)

; µ2 =
(

1, 0
) ;

B9; B9;�� %(2;%(+��� "2"��/~%(+"+"0�1�/�0� ",�2"0Q-p «4����(��/�15��45��/�1�+"+"�y2;%(/�+"0 v {II} =

4.21 * v {III} = 4.17
;
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n�ºSgh·hghj
rhrh».¹�ghi(fhn�¹ Ê£6

B9; ><;8ò %�$Kw�1Kz
 "!¬4�2"1�w�+" "�c/�0� ",�2"0Q-Ð:8�~%�z
 "'" " {II, III} /�4� ��(@~%('" " �Ý�à
E (µ1 , µ2) = 11.63 !#15�.w
@�1�1` ",�2"��:{%(!# ¾/«4����(��/�15��45��/� " x4`/�1�:�����2"��!ë�1��{z
 ãÅ

Sh2 = v {II} +
1

2
[v {II, III} − v {II} − v {III}] = 5.84,

Sh3 = v {III} +
1

2
[v {II, III} − v {II} − v {III}] = 5.8.

BDCFE£¼G/�1�:�����2` ",�2"��:8��/ II  III :8�~%�z
 "'" " {II, III} �"2" "+" "!�%(15��4Kz
1�w
@£¼���p "1<$7+;%&9"1�+" �)ãÅ

PMS1 = 5.61; PMS2 = 5.84; PMS3 = 5.8 .

><; � ��4�:8��z
��:�@½ ",�2;% Γ̃
(

G(I)∪(II, III)

)

− w�/(@~6{-.%(,���/~%�)�*����"*��"2" "!#1�+�)�)
�<��2"!e@&z;@cÛ Ë�;D8�Ü *�+;%��"1�2"/���!F-.%(,�1O ",�2"��:" p�"��z;@{9;%���4Kz
1�w
@{���p "�}/�0� ",�2"0Q-ýÅ

w =
(

3.86, 3.09, 3.3
)

.

4 2"��!#1.����,��"*�/������� "!# �$7 "2"��/~%(+"+"��!x/~%(2" ;%(+���1�2;%(4�4�!#�(��2"1�+"+;%�)®w�/(@~6�¼
-.%(,���/~%�)y45���768%(45�� "9"1�4�:{%�)« ",�2;%� "!#1�15�©/� 8wh*h�(�7z
 "9"+"0��¬�(�F,�2;%(��%�*h�"2"1�w�¼
45��%(/�z
1�+"+"��,��c+;%.2" "4 ;Ú8?;
Æ $7��t�2;%�$7 "!«2"15-p1�+"+�@{�� ",�2�@�+;%}2" "4 ;"B9;

Ö �<Æ Ö�Ù 4�
AÆ3Á���ò��#Á�13ò��

8?;�� 2" ",���2"��1�/~% 45; së;��O� È �;���8��Í¾�;�&À����

Y¯3������¿.�p����
5¿}
5�;�;� È �{¯3�(�.��
�;�{�;�h� � ���7�
�;�;�
�&�;�;�h�}�
��������� 15�>/(@8$7��/�4�:" "�3��1�!�%��� "9"1�4�:" "�p4�t���29¼
+" ":���2�@7w���/ Ö � t ��� Ö 1n;"B(Å�Å?:<;��c8º69; Ö ;"6ÂÊ! <Ê<8?;

B9;�× 1�+":81�/� "9�= ; �y; * � 15��2"��4�)"+ 
¯; �y; *#"3+", 2ý; së; 45;%$��;�;�&¯3�;��
�� � �

��
���
�
�®�{� Ñ �
�8���7Íx
5�;�{À`�.¯<
5�

5Â&Í�¯<
5�;�}
&; Ö %(+":��	¼ � 15��1�2"t(@{2",ÂÅ s 0�45-.%�)ë�:8��z�% � 1�+"1�w
�>!#1�+���% ;�B(Å�Å?:<;

><; � 15��2"��4�)"+ 
¯; �y; * × 1�+":81�/� "9F= ; �y; * Ö 1�!# "+;% ��;'&;
��M�
�{À©�
��� * � ��4�:"/~%<Å
s 0�45-.%�)Fë�:8��z�% ;Ú8�:?:?=<;

Ë�;�(tÎ Á�)�* Î ÁÄ»,+Â¿�- ; *�Câ¿Â¾¯Æ�ÁÄÈ�¿ E ;/.10%243�57680%9#:;0=<�>�6@?BA/57CD6FEHGI0JA/246@57680%9�A/2LK�A/?NMO:
����P *?ÈRQ Î Áãâ Ï Q�Á�*?È�ÇSQT*')£¿Â¾¯»�¿ÂÈLU�¾À¿ÂÈ�¿/)?»%¾¯»%ÈRQ ;!P *?ÃÄÃÄ»WV,Q�»WUX��¿/�"» Î ÇY� Î ÁÄÈRQ�»WU
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*?ÈBQ�ß�»�E9»WVW*?ÈLU � ÈRQ�» Î È�¿%Q�Á�*?È�¿ÂÃ P *?È#Z�» Î »%ÈLV%»}î ( ¿Â¾¯»'[�ß�»W* Î ÉÀ¿ÂÈLU�Câ¿ÂÈ�¿º¼
)?»%¾¯»%ÈRQ7ï½� ( [�C]\ B(Å�Å?=�� *�à^U�Á_Q�»WU|â£Éa`Ú»W*?Èab ; B�»,Q Î *?Ç@c�¿ÂÈ�*QÝöÁÄÆ/*?Ã ¿ÔÉdb ;
e »%È�ÆÂ»,+9Á�V�ß ;
(tÎ ¿/U Ï ¿%Q�»�E�V�ßL*�*?ÃY*/Z#Câ¿ÂÈ�¿/)?»%¾¯»%ÈRQ7*�E��"â
E#f ;"B(Å�Å?:<; B ;Ú8ÔË�ÌJ "8º6Â><;

69; Ýë¿ÂÇMßNg ;�h�0%9;��iO0!0OjkM,C�A/576@l/MmK�A/?NMO:^��� bëÈ�È ; Câ¿%Q�ß�»%¾À¿%Q�Á�V%Ç ;<8�:£698?;%nþ;�6	Ë�;
B ;"BÂ=?Ê! �BÂ:£69;

Ê<; B�»,Q Î *?Ç@c�¿ÂÈo` ; *
Câ¿Â¾¯Æ�ÁÄÈ�¿.E ;�pmq%9�A/?r68isK�A/?NMO:Xt^6@5@u]GI0JA/246@57680%9�A/2�.�57CD3ki5�
573�CTMO:^����� ÈRQ�» Î Ç�»WV,Q�Á�*?È�¿ÂÃ ( ¿Â¾¯»I[�ß�»W* Î Érvn»,+9ÁÄ»,w ;£B(Å�Å?Ê<;xnþ;Â= Û B�Ü½; B ;£BÂ:£6J 
>�Å£Ì9;

Ì9; E{ß�¿/��ÃÄ»&Éy` ; E ;'z|{kA/243kM�<J0%C}9;�8~�M,CT:!0%9�K�A/?NMO:������ ÈãÅ P *?ÈRQ Î Áãâ Ï Q�Á�*?È�Ç
QT*�Q�ß�»r[�ß�»W* Î É�*/Z ( ¿Â¾¯»%Ç&Û�� Ï ß�È�*�� ;��a; ¿ÂÈLU�b ;��a; [ Ï V ÆÂ» Î *�»WU�Ç ; Ü½;
B Î ÁÄÈLV%»,QT*?È}föÈ�Á_+?» Î Ç�Á_Q�É�B Î »%Ç�Ç ;�8�:£6Â><; B ;�>�Å£ÌJ <><8ºÌ9;

�������N���D���������������B���}�����������B�B�}�����D�
�B�N�}���T���D���B�}�����������

 }¡W¢�£¥¤@¦�§�¨®_�©�ª%¤¬«�­�ª%¤¬¢R®L§ *;E<¿ÂÁÄÈRQ-¼�B�»,Q�» Î ÇMâ Ï�Î ßFE�Q ¿%Q�»�föÈ�Á_+?» Î Ç�Á_Q�É�*
E<¿ÂÁÄÈRQ-¼�B�»,Q�» Î ÇMâ Ï�Î )"* P ¿ÂÈLU ; E�V ; Û�Æ�Ç�»%È�ÁDÉ£¿ 8�:?Ê£B	Ë�Ì?Í ¾À¿ÂÁÄÃ ; Î�Ï
Ü½;
zX¯D:,57C�A�i,5 Å � È°Q�ß�»±��¿/�"» Î *?È�»±*/ZBV%Ã ¿ÂÇ�Ç�»%Ç�*/Z¯¾ Ï Ã_Q�ÁÄÇ²Q ¿/)?»iÇ²QT*�V�ß�¿ÂÇ²Q�Á�V±)£¿Â¾¯»%Ç
wnÁ_Q�ß³+Â¿ Î Á�* Ï Ç�VW*£¿ÂÃÄÁ_Q�Á�*?ÈóÇ²Q Î�Ï V,Q Ï�Î »%ÇíÁÄÇ�VW*?È�Ç�Á�U�» Î »WU ;´( ¿Â¾¯» Î »%Ç�»Ô¿ Î V�ß�»WUxß�» Î »
ÁÄÇ5Ç�»,QN*?È±Q�ß�»�Q Î »%»�) Î ¿/�"ß±w ß�» Î »íÁÄÈ »Ô¿/V�ßµ+?» Î Q�»D¶d·�VW*£¿ÂÃÄÁ_Q�Á�*?ÈiÇ²Q Î�Ï V,Q Ï�Î »%ÇN*/Z
��Ã ¿ÔÉ?» Î Ç�*#Z Ï ÈLV,Q�Á�*?È�*/Z�¿H��¿ÔÉ�*/¸�*/Z�VW*£¿ÂÃÄÁ_Q�Á�*?È�Çp¿ÂÈLU�� Î *�â�¿(â�ÁÄÃÄÁ_Q�És*/Z�Q Î ¿ÂÈ�Ç�Á_Q�Á�*?ÈÀÁÄÈ
Z¬*?ÃÄÃ�*!wnÁÄÈL)'+?» Î Q�»D¶<»%Ç^U�»W�"»%ÈLU�ÁÄÈL)�*?È5¿öÇ�Á_Q Ï ¿%Q�Á�*?È Î »Ô¿ÂÃÄÁÄÇ�»WUyÁÄÈ�)£¿Â¾¯»(*ºÇ�»,Q�ÁÄÈm+?» Î Q�»D¶
·ýÁÄÇ�U�»,¹�È�»WU ; b È�»,wG¾À¿%Q�ß�»%¾À¿%Q�Á�VÔ¿ÂÃ�¾¯»,Q�ßL*�Uº*/Z;Q�ß�»�U�»WV%ÁÄÇ�Á�*?È�*/ZnÇ²QT*�V�ß�¿ÂÇ²Q�Á�V
VW*£¿ÂÃÄÁ_Q�Á�*?ÈH)£¿Â¾¯»%Ç�*?ÈsQ�ß�» â�¿ÂÇ�ÁÄÇ�*/Z1VÔ¿ÂÃ�V Ï Ã ¿%Q�Á�*?ÈH*/ZSQ�ß�»�)?»%È�» Î ¿ÂÃÄÁÄÇ�»WU>BDCFE£¼»+?»WV,QT* Î
¿ÂÇ¥U�»WV%ÁÄÇ�Á�*?È�Ç�*/ZLVW*£¿ÂÃÄÁ_Q�Á�*?È�)£¿Â¾¯»%Ç�ÁÄÇY*/¸�» Î »WU ; [�ß�»I*/¸�» Î »WUy¾¯»,Q�ßL*�U�ÁÄÇ�ÁÄÃÄÃ Ï Ç²Q Î ¿%Q�»WU
â£Éí»D¶�¿Â¾B��ÃÄ»�*/Z�Q�ß Î »%»½¼�Ç²Q�»W�}Ç²QT*�V�ß�¿ÂÇ²Q�Á�V�)£¿Â¾¯»m*/Z�Q�ß Î »%»��"» Î Ç�*?È�Ç�wnÁ_Q�ßo+Â¿ Î Á ¿(â�ÃÄ»
VW*£¿ÂÃÄÁ_Q�Á�*?ÈýÇ²Q Î�Ï V,Q Ï�Î » ;
¼rM,q%t�0%C�½x: ÅJ*��#Q�ÁÄ¾¯Á�·Ô¿%Q�Á�*?È�* ¾ Ï Ã_Q�ÁÄÇ²Q ¿/)?»�)£¿Â¾¯»%Ç�*%Ç²QT*�V�ß�¿ÂÇ²Q�Á�V^)£¿Â¾¯»%Ç�*7Ýë¿ÂÇMßr»�á Ï ÁÄÃÄÁãâ Î Á Ï ¾�*
BDCFE£¼»+?»WV,QT* Î%;
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øåíèÿ îáùåãî çàãðÿçíåíèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû. Íàéäåíî àáñî-
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óñòîé÷èâîñòü êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ, äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü,
ñòðàòåãè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, óñòîé÷èâîñòü ïðîòèâ èððàöèîíàëüíîãî
ïîâåäåíèÿ.

1. Ââåäåíèå
Â ñòàòüå èññëåäîâàíà òåîðåòèêî-èãðîâàÿ ìîäåëü òåððèòîðèàëüíî-

ãî ýêîëîãè÷åñêîãî ïðîèçâîäñòâà, êîòîðàÿ îñíîâàíà íà ðàáîòå Ë.À.
Ïåòðîñÿíà è Ã. Çàêêóðà [8]. Â ñòàòüå [8] ìîäåëèðîâàëîñü ìåæäóíà-
ðîäíîå ýêîëîãè÷åñêîå ñîãëàøåíèå, ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî ÿâèëîñü äè-
íàìè÷åñêè óñòîé÷èâîå (ñîñòîÿòåëüíîå âî âðåìåíè) ðàñïðåäåëåíèå ñî-
âîêóïíûõ çàòðàò ïðè óñëîâèè ñíèæåíèÿ îáùåãî óðîâíÿ çàãðÿçíåíèÿ.
Çàòðàòû ñêëàäûâàëèñü èç äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ: âûðàæåííûé â äåíåæ-
íîì ýêâèâàëåíòå ýêîíîìè÷åñêèé óùåðá, âêëþ÷àþùèé ìàòåðèàëüíûé
óùåðá, óùåðá çäîðîâüþ ãðàæäàí è îêðóæàþùåé ñðåäå, è çàòðàòû
íà ñíèæåíèå âûáðîñîâ ñ ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ äî íåêîòîðîãî äîïó-
ñòèìîãî. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà îïðàâäàíà è ëîãè÷íà, êîãäà ðå÷ü èäåò î
ìåæãîñóäàðñòâåííûõ ñîãëàøåíèÿõ, íàïðàâëåííûõ íà çàáîòó î áëàãî-
ñîñòîÿíèè è ýêîëîãè÷åñêîé áåçîïàñíîñòè ãðàæäàí.

Â òîì ñëó÷àå, åñëè ýêîëîãè÷åñêèå ïðîáëåìû ðàññìàòðèâàþòñÿ íà
ðåãèîíàëüíîì óðîâíå, à ó÷àñòíèêàìè êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðî-
öåññà ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûå âèíîâíèêè çàãðÿçíåíèÿ - ïðîìûø-
ëåííûå ïðåäïðèÿòèÿ, ïðîâåäåíèå ïðèðîäîîõðàííûõ ìåðîïðèÿòèé è
ïëàòà çà íàíåñåííûé óùåðá îêðóæàþùåé ñðåäå îñòàþòñÿ âàæíåéøè-
ìè çàäà÷àìè íàðÿäó ñ ïîëó÷åíèåì ïðèáûëè îò õîçÿéñòâåííîé äåÿ-
òåëüíîñòè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìû íàáëþäàåì íåäîñòàòî÷íóþ ýôôåêòèâíîñòü
ðûíî÷íîãî ìåõàíèçìà ïðèìåíèòåëüíî ê ðåñóðñàì îáùåãî ïîëüçîâà-
íèÿ, òàêèì êàê âîäà è âîçäóõ. Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì
ïðîöåññ ðåãóëèðîâàíèÿ âûáðîñîâ â àòìîñôåðó, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî
èçäåðæêè âíåøíåãî ýôôåêòà ïåðåíîñÿòñÿ íà åãî âèíîâíèêà. Òàêîé
ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ èíòåðíàëèçàöèåé [4]. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýêî-
ëîãè÷åñêîå ðåãóëèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ñèñòåìîé èíñòðóìåíòîâ
óïðàâëåíèÿ, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò ðàçëè÷íûå ðû÷àãè, ñòèìóëû, ñòàí-
äàðòû è íîðìàòèâû, áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ ìåõàíèçìîâ íåýôôåê-
òèâíî â ñèëó ñïåöèôè÷íîñòè ñàìîãî îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ.

Â ñòàòüå èññëåäîâàíà ïðîáëåìà êîîïåðàòèâíîãî ñîöèàëüíî- îòâåò-
ñòâåííîãî ñîãëàøåíèÿ, êîãäà ïðåäïðèÿòèÿ äîáðîâîëüíî ïðèíèìàþò
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ðåøåíèÿ î äîïîëíèòåëüíîì ðåãóëèðîâàíèè, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî
îíè ñóùåñòâåííî ñíèæàþò îáúåìû âûáðîñîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ çàêî-
íîäàòåëüíî äîïóñòèìûì óðîâíåì. Äîáðîâîëüíûé ïîäõîä ê ýêîëîãè-
÷åñêîìó ðåãóëèðîâàíèþ óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ â ðÿäå ýêîíîìè÷åñêè
ðàçâèòûõ ñòðàí [3]. Äîáðîâîëüíîå ðåãóëèðîâàíèå, êàê ïðàâèëî, ïðè-
âîäèò êàê ê êîîïåðàöèè ó÷àñòíèêîâ ñîãëàøåíèÿ ìåæäó ñîáîé, òàê è
ê ñîòðóäíè÷åñòâó ñ ãîñóäàðñòâîì. Ðàíåå ïîäîáíûå ìîäåëè ýêîëîãè÷å-
ñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ [6, 11].

Â ðàáîòå [9] òàêæå èññëåäîâàíî ðàñøèðåíèå ìîäåëè [8] íà ñëó-
÷àé àñèììåòðèè èãðîêîâ, ÷òî ïðèâåëî ê ñóùåñòâåííûì òåõíè÷åñêèì
óñëîæíåíèÿì. Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à, êîãäà îñíîâ-
íàÿ öåëü ïðåäïðèÿòèé çàêëþ÷àåòñÿ íå â ìèíèìèçàöèè çàòðàò, à â ìàê-
ñèìèçàöèè ïðèáûëè. Äëÿ ýòîãî ââîäÿòñÿ ôóíêöèÿ ïðèáûëè è ôóíê-
öèÿ öåíû, ãäå ïîñëåäíÿÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ôóíêöèè ñïðîñà. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåãèîíàëüíûå ïðåäïðèÿòèÿ êîíêóðèðóþò ïî Êóðíî.
Â ìîäåëè íàéäåíî ðàâíîâåñèå ïî Íýøó [7], êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþò-
íûì, ò.å. îíî îñòàåòñÿ ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó â ëþáîé ïîäûãðå, íà÷è-
íàþùåéñÿ ñ ëþáîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ìîìåíòà âðåìåíè èç ëþáîãî íà-
÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåãèîíàëüíîãî êîîïåðàòèâíî-
ãî ñîãëàøåíèÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîñòðîåíà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ èãðû è äîêàçàíà å¼ ñóïåðàääèòèâíîñòü. Öåëü äàííîãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ � ïîñòðîåíèå óñòîé÷èâîãî ìåõàíèçìà ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ
ïðèáûëè ïðè äîëãîñðî÷íîé êîîïåðàöèè. Â êà÷åñòâå êîîïåðàòèâíîãî
ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû âûáðàí äèíàìè÷åñêèé âåêòîð Øå-
ïëè [10], êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì.

Èñïîëüçóåìàÿ êîíöåïöèÿ óñòîé÷èâîñòè êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ
âîñõîäèò ê ðàáîòå [2], ãäå âûäåëåíû òðè ñâîéñòâà óñòîé÷èâîé êî-
îïåðàöèè: äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü (ñîñòîÿòåëüíîñòü âî âðåìåíè),
ñòðàòåãè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü è óñòîé÷èâîñòü ïðîòèâ èððàöèîíàëü-
íîãî ïîâåäåíèÿ. Ïåðâîå ñâîéñòâî - ýòî äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü
êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ. Âïåðâûå ïîíÿòèå äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷è-
âîñòè áûëî ââåäåíî Ë.À. Ïåòðîñÿíîì â ðàáîòå [1]. Ïðè ýòîì ðåøåíèå
ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè îíî îáëàäàåò òàêèì ñâîé-
ñòâîì, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïðè äâèæåíèè âäîëü îïòèìàëü-
íîé òðàåêòîðèè èãðîêè ïðèäåðæèâàþòñÿ çàðàíåå âûáðàííîãî ïðèí-
öèïà îïòèìàëüíîñòè. Êîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñòðàòåãè÷å-
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ñêè óñòîé÷èâûì â òîì ñëó÷àå, åñëè èíäèâèäóàëüíûå îòêëîíåíèÿ èã-
ðîêîâ îêàçûâàþòñÿ íå âûãîäíû, ò. å. ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå ïî Íýøó
êîòîðîå îñóùåñòâëÿåò ïîääåðæêó äàííîãî êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ.
Óñòîé÷èâîñòü îò èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ äîëæíà ðàññìàòðèâàòü-
ñÿ, ïîñêîëüêó íåò óâåðåííîñòè â òîì, ÷òî âñå ó÷àñòíèêè êîîïåðàöèè
áóäóò âåñòè ñåáÿ ðàöèîíàëüíî íà âñåì ïðîäîëæèòåëüíîì ïðîìåæóò-
êå ðåàëèçàöèè êîîïåðàòèâíîãî ñîãëàøåíèÿ. Ó÷àñòíèêè äîëæíû áûòü
óâåðåíû, ÷òî äàæå â ñëó÷àå ðåàëèçàöèè íàèõóäøåãî ñöåíàðèÿ (íàïðè-
ìåð, àííóëèðîâàíèÿ êîîïåðàòèâíîãî ñîãëàøåíèÿ) èõ âûèãðûø áóäåò
íå ìåíüøå, ÷åì ïðè èçíà÷àëüíîì íåêîîïåðàòèâíîì ïîâåäåíèè.

2. Ðåøåíèå çàäà÷è â ñëó÷àå êîíêóðåíöèè ïðåäïðèÿòèé

2.1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ðåãèîíàëüíîì ðûíêå n ïðåäïðèÿòèé (èãðî-

êîâ) ïðîèçâîäÿò îäíîðîäíûé òîâàð. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî èãðîêîâ
÷åðåç I = {1, 2, . . . , n}.

Îáîçíà÷èì òàêæå qi = qi(t) � îáúåì âûïóñêà ïðåäïðèÿòèÿ i â
ìîìåíò âðåìåíè t. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî öåíà òîâàðà p = p(t) â
êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t èìååò âèä:

p(t) = a− bQ(t), (2.1)

ãäå a > 0, b > 0 � ïàðàìåòðû, Q(t) =
n∑

i=1

qi(t) � îáùèé îáúåì âûïóñêà
ïðîäóêöèè. Çäåñü ôóíêöèÿ öåíû p(t) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îáðàòíîé
ôóíêöèè ñïðîñà:

Q = Q(t) =
a− p(t)

b
.

Ïðîèçâîäñòâåííûå èçäåðæêè ïðåäïðèÿòèé ïðåäïîëàãàþòñÿ ëèíåéíû-
ìè:

Ci(qi(t)) = cqi(t), c > 0, i ∈ I.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èãðà íà÷èíàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t0 èç
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ s0, ãäå s0 � ýòî îáúåì çàãðÿçíåíèÿ â ìîìåíò t0,
è èìååò íåîãðàíè÷åííóþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ei(t)

� âûáðîñû ïðåäïðèÿòèÿ i â ìîìåíò âðåìåíè t. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
âûáðîñû ëèíåéíî çàâèñÿò îò îáúåìà ïðîèçâîäñòâà ïðåäïðèÿòèÿ i:

ei(qi(t)) = αqi(t), α > 0. (2.2)
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Ïîä ïàðàìåòðîì ēi áóäåì ïîíèìàòü íîðìàòèâ äîïóñòèìîãî âîçäåé-
ñòâèÿ íà îêðóæàþùóþ ñðåäó, à èìåííî ïîêàçàòåëü ÏÄÂ (ïðåäåëüíî
äîïóñòèìûé âûáðîñ), îïðåäåëÿþùèé ìàêñèìàëüíî ðàçðåøåííûé óðî-
âåíü âûáðîñîâ äëÿ ïðåäïðèÿòèÿ i 1:

0 ≤ ei(qi(t)) ≤ ēi. (2.3)

Èç ôîðìóëû (2.3) ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíûé äîïóñòèìûé îáúåì ïðî-
èçâîäñòâà ôèðìû i ðàâåí:

qmax
i =

ēi

α
,

òîãäà ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûé îáùèé îáúåì âûïóñêà ðàâåí:

Qmax =
ē

α
,

ãäå ē =
n∑

i=1

ēi. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïàðàìåòðû ìîäåëè òàêîâû, ÷òî
âåðíî íåðàâåíñòâî:

a− c− b

α
ē ≥ 0,

êîòîðîå ãàðàíòèðóåò íåîòðèöàòåëüíîñòü öåíû (2.1).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç s = s(t) � îáùåå çàãðÿçíåíèå ê ìîìåíòó t. Ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî äèíàìèêà íàêîïëåíèÿ çàãðÿçíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:

ṡ(t) =α

n∑

k=1

qi(t)− δs(t),

s(t0) = s0,

(2.4)

ãäå δ � êîýôôèöèåíò, îïðåäåëÿþùèé äîëþ ïðèðîäíî ïîãëîùåííîãî
çàãðÿçíåíèÿ, α > 0 � ïàðàìåòð. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî êðîìå
ïðîèçâîäñòâåííûõ èçäåðæåê, êàæäîå ïðåäïðèÿòèå íåñåò åù¼ äâà òè-
ïà èçäåðæåê, íå ñâÿçàííûõ ñ îñíîâíîé äåÿòåëüíîñòüþ: èçäåðæêè íà

1Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðîññèéñêèì ïðèðîäîîõðàííûì çàêîíîäàòåëüñòâîì, ïðåäåëü-
íî äîïóñòèìûå âûáðîñû ðàçðàáàòûâàþòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî êàæäûì ïðåäïðèÿòè-
åì, à ïîòîì óòâåðæäàþòñÿ ðåãèîíàëüíûì ýêîëîãè÷åñêèì êîìèòåòîì, ïîýòîìó èõ
çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íû äëÿ êàæäîãî ïðåäïðèÿòèÿ (Ôåäåðàëüíûé çàêîí îò 10.01.2002
½Îá îõðàíå îêðóæàþùåé ñðåäû �, ñò. 23.).
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ïðèðîäîîõðàííûå ìåðîïðèÿòèÿ è èçäåðæêè íà âîçìåùåíèå óùåðáà
îò çàãðÿçíåíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçäåðæêè íà ïðèðîäîîõðàííûå
ìåðîïðèÿòèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t èìåþò âèä:

Ei(t) =
γ

2
ei(t)(2ēi − ei(t)) =

γ

2
αqi(2ēi − αqi),

γ > 0, 0 ≤ ei(t) ≤ ēi.

Ïîíÿòíî, ÷òî ôóíêöèÿ èçäåðæåê Ei(t) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé è äî-
ñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â òî÷êå qi = ēi. Ýòà ôóíêöèÿ òàêæå
âûïóêëà ââåðõ, ÷òî ñîäåðæàòåëüíî ìîæíî òðàêòîâàòü òàê: ïðè ñíè-
æåíèè íà åäèíèöó îáúåìà ïðîèçâîäñòâà çàòðàòû íà ïðèðîäîîõðàííûå
ìåðîïðèÿòèÿ óâåëè÷èâàþòñÿ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçäåðæêè íà âîçìåùåíèå óùåðáà îò çàãðÿçíå-
íèÿ ëèíåéíî çàâèñÿò îò îáúåìà çàãðÿçíåíèÿ:

Di(s(t)) = πis(t), πi > 0, i ∈ I.

Ïîä óùåðáîì îò çàãðÿçíåíèÿ áóäåì ïîíèìàòü ýêîíîìè÷åñêèé óùåðá,
ò.å. ñîâîêóïíîñòü ìàòåðèàëüíîãî óùåðáà, óùåðáà çäîðîâüþ ãðàæäàí
è óùåðáà, íàíåñåííîãî îêðóæàþùåé ñðåäå ïðîèçâîäñòâåííîé äåÿòåëü-
íîñòüþ, â äåíåæíîì âûðàæåíèè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êàæäîå
ïðåäïðèÿòèå ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîþ îáùóþ ïðèáûëü, äèñ-
êîíòèðîâàííóþ íà íà÷àëüíûé ìîìåíò t0:

Πi(s0, t0; q) =

∞∫

t0

e−ρ(t−t0){pqi − Ci(qi)−Di(s)− Ei(qi)}dt, (2.5)

ãäå q = q(t) = (q1(t), q2(t), . . . , qn(t)), t ≥ t0 � òðàåêòîðèÿ âûïóñêà
ïðîäóêöèè, à 0 < ρ < 1 � ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà.

2.2. Âû÷èñëåíèå ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó
Â ðàâíîâåñèè ïî Íýøó êàæäûé èãðîê ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü

ñâîþ ïðèáûëü (2.5):

W ({i}, s, t) = max
qi

Πi(s, t; q) = max
qi

∞∫

t

e−ρ(τ−t){qi(a− bQ)−

−cqi − πis +
γ

2
αqi(αqi − 2ēi)}dτ, i ∈ I,
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ãäå äèíàìèêà íàêîïëåíèÿ çàãðÿçíåíèÿ s çàäàåòñÿ (2.4). Äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé
Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà. Îáîçíà÷èì ôóíêöèþ Áåëëìàíà äëÿ ýòîé
çàäà÷è ÷åðåç Wi = W ({i}, s, t). Âûøåóïîìÿíóòàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρWi = max
qi

{qi(a− bQ)− cqi−πis +
γα2

2
q2
i − γαēiqi+

+
∂Wi

∂s
(αQ− δs)}, i ∈ I.

(2.6)

Äèôôåðåíöèðóÿ ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (2.6) ïî qi è ïðèðàâíèâàÿ
ïðîèçâîäíóþ íóëþ, íàõîäèì:

Pi = a− bQ− bqi − c + γα2qi − γαēi + α
∂Wi

∂s
.

Âû÷èñëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ Pi ïî qi:

dPi

dqi

= γα2 − 2b.

Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìóì ñóùåñòâóåò, êîãäà γα2 < 2b. Áóäåì èñêàòü
ôóíêöèè Áåëëìàíà Wi â ëèíåéíîé ôîðìå [5]:

Wi = Ais + Bi. (2.7)

Òîãäà
∂Wi

∂s
= Ai.

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé Pi = 0, i ∈ I îòíîñèòåëüíî qi, íàõîäèì:

q̂N
i =

1

b(n + 1)− α2γ

(
a− c− bα(A− γē)

b− α2γ

)
+

αAi − γαēi

b− α2γ
, i ∈ I,

ãäå A =
n∑

j=1

Aj, ē =
n∑

j=1

ēj.

Òîãäà ñòðàòåãèè èãðîêîâ â ðàâíîâåñèè ïî Íýøó ðàâíû:

qN
i =





0, q̂N
i < 0,

q̂N
i , 0 ≤ q̂N

i ≤ ēi

α
,

ēi

α
,

ēi

α
≤ q̂N

i .

(2.8)
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Â äàííîì èññëåäîâàíèè îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà 0 ≤ qN
i ≤ ēi

α
.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïàðàìåòðû ìîäåëè òàêîâû, ÷òî q̂N
i ∈ [0, ēi

α
].

Ïîäñòàâëÿÿ (2.7) â ñèñòåìó (2.6), íàõîäèì:

Ai = − πi

ρ + δ
,

Bi =
1

ρ

(
(a− c)qN

i − bqN
i QN+αAiQ

N +
γα2

2
(qN

i )2 − γαēiq
N
i

)
,

ãäå qN
i îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (2.8), à QN =

n∑
j=1

qN
j . Íàéäåì òåïåðü

ðàâíîâåñíóþ ïî Íýøó òðàåêòîðèþ. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ñòðàòåãèè
èãðîêîâ (2.8) â óðàâíåíèå äèíàìèêè (2.4) è ðåøàÿ åãî ïîëó÷àåì:

sN(t) = (s0 − α

δ
QN)e−δ(t−t0) +

α

δ
QN ,

ãäå
QN =

n(a− c) + αA− γαē

b(n + 1)− α2γ
. (2.9)

Â ñèëó òîãî, ÷òî ðàâíîâåñèå ïî Íýøó ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû
óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà, îíî ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì
ðàâíîâåñèåì, ò.å îñòàåòñÿ òàêîâûì â ëþáîé ïîäûãðå ñ ëþáûìè íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

3. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîîïåðàòèâíîé èãðû
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ â çàäà÷å ýêîëîãè÷åñêî-

ãî ïðîèçâîäñòâà îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ V (K, s, t)

ýòîé èãðû. Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ñëåäóþ-
ùàÿ (ñì. [8]). Êîãäà çíà÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè âû÷èñ-
ëÿåòñÿ äëÿ êîàëèöèè K, òî äåéñòâèÿ èãðîêîâ èç K ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé íàèëó÷øèé îòâåò íà ôèêñèðîâàííîå ðàâíîâåñèå ïî Íýøó. Äàí-
íûé ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè èìååò ñâîè
íåäîñòàòêè è äîñòîèíñòâà. Äîñòîèíñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî òà-
êîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü ÷èñëî âû÷èñëèòåëüíûõ
îïåðàöèé ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíûì ïîäõîäîì, êîãäà V (K, s, t)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàêñèìàëüíûé ãàðàíòèðîâàííûé âûèãðûø êîà-
ëèöèè K, åñëè äàæå îñòàëüíûå èãðîêè îáúåäèíÿþòñÿ â äîïîëíèòåëü-
íóþ êîàëèöèþ I\K. Íåäîñòàòêîì ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî
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õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, âû÷èñëåííàÿ òàêèì îáðàçîì, â îáùåì
ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ñóïåðàääèòèâíîé.

3.1. Çíà÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ ïðîèçâîëü-
íîé êîàëèöèè

Çíà÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîàëè-
öèè K áóäåì âû÷èñëÿòü, ðåøàÿ óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëë-
ìàíà. Ôóíêöèÿ Áåëëìàíà W (K, s, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé
çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè:

W (K, s, t) = max
qj∈K

∑
j∈K

Πj(s, t; q) =

= max
qj∈K

∑
j∈K

∞∫

t

e−ρ(τ−t){qi(a− bQ)− cqi − πis+

+
γ

2
αqi(αqi − 2ēi)}dτ,

(3.1)

ãäå äèíàìèêà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (2.4). Îáîçíà÷èì ÷åðåç WK =

W (K, s, t) ôóíêöèþ Áåëëìàíà çàäà÷è (3.1). Ðåøåíèå çàäà÷è (3.1)
ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-
Áåëëìàíà:

ρWK = max
qj∈K

{
∑
j∈K

qj(a− bQ)− c
∑
j∈K

qj −
∑
j∈K

πjs+

+
γα2

2

∑
j∈K

q2
j − γα

∑
j∈K

ējqj +
∂WK

∂s
(αQ− δs)}.

(3.2)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèëó÷øèõ îòâåòîâ èãðîêîâ qK
i , i ∈ K íàéäåì ïðî-

èçâîäíóþ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.2) ïî qi:

dPK

dqi

= a− bQ− b
∑
j∈K

qj − c + γα2qi − γαēi + α
∂WK

∂s
.

Âñïîìíèì, ÷òî èãðîêè, íå âõîäÿùèå â êîàëèöèþ K, äåéñòâóþò ñî-
ãëàñíî ôèêñèðîâàííûì ðàâíîâåñíûì ïî Íýøó ñòðàòåãèÿì, ò. å. qK

i =

qN
i , i ∈ I\K. Òîãäà qK

i , i ∈ K ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ñèñòåìû:

a− c− b
∑

j∈I\K
qN
j −2b

∑
j∈K

qK
j +γα2qi−γαēi +α

∂WK

∂s
= 0, i ∈ K. (3.3)



76 Í.À. Çåíêåâè÷, Í.Â. Êîçëîâñêàÿ

Ñóììèðóÿ (3.3) ïî i ∈ K, íàõîäèì:
∑
i∈K

qK
i =

1

2bk − α2γ
(k(a− c)− γαēK + αk

∂WK

∂s
− bk

∑

j∈I\K
qN
j ), (3.4)

ãäå ēK =
∑
j∈K

ēj, k = |K| � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå K.

Ïîäñòàâëÿÿ (3.4) â (3.3), íàõîäèì qK
i :

qK
i = − 1

α2γ
(a− c− b

∑

j∈I\K
qN
j − 2b

∑
j∈K

qK
j − γαēi + α

∂WK

∂s
), (3.5)

ãäå qN
j îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (2.8).

Ôóíêöèþ Áåëëìàíà áóäåì èñêàòü â ëèíåéíîé ôîðìå:

WK = AKs + BK . (3.6)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.6) è (3.5) â óðàâíåíèå (3.2), íàõîäèì êîýôôèöèåíòû:

AK =
∂WK

∂s
= −

∑
j∈K

πj

ρ + δ
,

BK =
1

ρ
((a− c)

∑
j∈K

qK
j −b

∑
j∈K

qK
j (

∑
j∈K

qK
j +

∑

j∈I\K
qN
j )+

+αAK(
∑
j∈K

qK
j +

∑

j∈I\K
qN
j )+

γα2

2

∑
j∈K

(qK
j )2 − γα

∑
j∈K

ējq
K
j ) .

(3.7)

Èç (3.4), (2.8) è (3.5) ïîëó÷àåì:

qK
i =

ēi

α
+

1

2bk − α2γ

((a− c)(b(k + 1)− α2γ)

b(n + 1)− α2γ
−

−αb(A− γē)(b(k + 1)− α2γ)

(b− α2γ)(b(n + 1)− α2γ)
+

2b− α2γ

b− α2γ
(αAK − b

α
ēK)

)
.

(3.8)

Åñëè ñôîðìèðîâàëàñü êîàëèöèÿ K, òî å¼ òðàåêòîðèÿ sK(t) èìååò âèä:

sK(t) = (s0 − α

δ
(qK +

∑

j∈I\K
qN
j ))e−δ(t−t0) +

α

δ
(qK +

∑

j∈I\K
qN
j ), (3.9)

ãäå

qK =
∑
j∈K

qK
j =

1

2bk − α2γ
(k(a− c)− γαēK + αkAK − bk

∑

j∈I\K
qN
j ).
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3.2. Çíà÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ ìàêñèìàëü-

íîé êîàëèöèè
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ïîëíîé êîîïåðàöèè, ò.å. ñëó÷àé, êî-

ãäà èãðîêè îáúåäèíÿþòñÿ â ìàêñèìàëüíóþ êîàëèöèþ. Îïòèìàëüíûå
(êîîïåðàòèâíûå) ñòðàòåãèè èãðîêîâ qI

i ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïîäñòà-
íîâêîé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ â ôîðìóëó (3.8):

qI
i =

ēi

α
+

1

2bn− α2γ
(a− c + αA− 2b

α
ē).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî 0 ≤ qI
i ≤ ēi

α
, åñëè 0 ≤ qN

i ≤ ēi

α
.

Îïòèìàëüíàÿ (êîîïåðàòèâíàÿ) òðàåêòîðèÿ sI(t) èìååò âèä:

sI(t) = (s0 − α

δ
QI)e−δ(t−t0) +

α

δ
QI , (3.10)

ãäå
QI =

∑
j∈I

qI
j =

n(a− c) + αnA− αγē

2bn− α2γ
. (3.11)

Ôóíêöèÿ Áåëëìàíà äëÿ ìàêñèìàëüíîé êîàëèöèè èìååò âèä:

WI(s, t) = W = As + B, (3.12)

ãäå

A = −

∑
j∈I

πj

ρ + δ
,

B =
1

ρ
((a− c)QI − b(qI)2 + αAQI+

γα2

2

∑
j∈I

(qI
j )

2 − γα
∑
j∈I

ējq
I
j ).

Ëåììà 3.1. Åñëè QI , QN ≥ 0, òî çàãðÿçíåíèå â ñëó÷àå ïîëíîé êî-
îïåðàöèè íå áîëüøå, ÷åì çàãðÿçíåíèå â ðàâíîâåñèè ïî Íýøó, ò.å.

sI(t) ≤ sN(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóë (2.9) è (3.11) î÷åâèäíî, ÷òî QN > QI .
Ðàññìàòðèâàÿ ðàçíîñòü, èìååì:

sN(t)− sI(t) =
α

δ
(QN −QI)(1− e−δ(t−t0)) ≥ 0.
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Ïîäûòîæèâàÿ ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 3, ïîëó÷àåì ÿâíûé âèä õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè êîîïåðàòèâíîé èãðû:

V (L, s, t) =





0, L = ∅
W ({i}, s, t), L = {i}
W (I, s, t), L = I

W (K, s, t), L = K

, (3.13)

ãäå W ({i}, s, t), W (K, s, t), W (I, s, t) çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè (2.7), (3.6),
(3.12).

4. Ñóïåðàääèòèâíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè
Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (3.13) â

îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ñóïåðàääèòèâíîé. Ïîýòîìó ïðîâåðêà ñâîé-
ñòâà ñóïåðàääèòèâíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé çàäà÷åé. Ïî ïðè-
÷èíå ãðîìîçäêîñòè ôîðìóë è âûêëàäîê ïðè äîêàçàòåëüñòâå â îáùåì
ñëó÷àå, ïðèâåäåì çäåñü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñóïåðàääèòèâíî-
ñòè òîëüêî äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî:

ei = ê, Ai = Â, i ∈ I.

Òåîðåìà 4.1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (3.13) óäîâëåòâîðÿåò
ñâîéñòâó ñóïåðàääèòèâíîñòè, äëÿ ëþáûõ s = s(t) è t ≥ t0:

V (K ∪ L, s, t) ≥ V (K, s, t) + V (L, s, t), K, L ⊂ I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà ñóïåðàääèòèâíîñòè
íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî:

V (K ∪ L, s, t)− V (K, s, t)− V (L, s, t) =

= AK∪LsK∪L − AKsK − ALsL + BK∪L −BK −BL ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïðîâîäèòü â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî

AK∪LsK∪L − AKsK − ALsL ≥ 0. (4.1)

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü (4.1):

AK∪LsK∪L − AKsK − ALsL = AK(sK∪L − sK) + AL(sK∪L − sL).
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Èç ôîðìóëû (3.9) ñëåäóåò, ÷òî

sK = s0e
−δ(t−t0) +

α

δ
(qK + qI\K)(1− e−δ(t−t0)),

ãäå qI\K =
∑

j∈I\K
qN
j . Òîãäà

sK∪L − sK =
α

δ
(1− e−δ(t−t0))(qK∪L − qK + qI\(K∪L) − qI\K) =

=
α

δ
(1− e−δ(t−t0))(

∑
K

qK∪L
j −

∑
K

qK
j +

∑
L

qK∪L
j −

∑
L

qN
j ).

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (3.8), ïîëó÷àåì:
∑
K

qK∪L
j −

∑
K

qK
j = − klb(2b− α2γ)

(2bk − α2γ)(2b(k + l)− α2γ)
(

a− c

b(n + 1)− α2γ
−

− α(A− γē)

(b− α2γ)(b(n + 1)− α2γ)
)− α2γlk

(2bk − α2γ)(2b(k + l)− α2γ)
2b− α2γ

b− α2γ
(αÂ− b

α
ê) = − klb(2b− α2γ)

(2bk − α2γ)(2b(k + l)− α2γ)
(

a− c

b(n + 1)− α2γ
−

− α(A− γē)

(b− α2γ)(b(n + 1)− α2γ)
+

α2γ

b(b− α2γ)
(αÂ− b

α
ê)) =

= − klb(2b− α2γ)

(2bk − α2γ)(2b(k + l)− α2γ)
(

a− c

b(n + 1)− α2γ
−

− α(A− γē)

(b− α2γ)(b(n + 1)− α2γ)
+

αÂ− b
α
ê

b− α2γ
− αÂ

b
+

ê

α
) =

= − lb(2b− α2γ)

(2bk − α2γ)(2b(k + l)− α2γ)
(qK − αÂ

b
) < 0.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
∑

L

qK∪L
j −

∑
L

qN
j < 0, (4.2)

à çíà÷èò è sK∪L − sK < 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî AK(sK∪L − sK) > 0 è,
àíàëîãè÷íî, AL(sK∪L − sL) > 0. Èòàê íåðàâåíñòâî (4.1) äîêàçàíî.

Äàëåå äîêàæåì, ÷òî BK∪L −BK −BL ≥ 0.
Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü, ïîäñòàâëÿÿ (3.7):

ρ(BK∪L − BK − BL) = (a − c)(qK∪L − qK − qL) + αAK∪L(qK∪L +

qI\(K∪L))−αAK(qK + qI\K)−αAL(qL + qI\L)− bqK∪L(qK∪L + qI\(K∪L))+
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bqK(qK+qI\K)+bqL(qL+qI\L)+
γα2

2
(
∑
K∪L

qK∪L
j (qK∪L

j −2ēj

α
)−

∑
K

qK
j (qK

j −
2ēj

α
)−

∑
L

qL
j (qL

j −
2ēj

α
)).

Ïîñëå íåêîòîðûõ óïðîùåíèé, ìîæíî ïîëó÷èòü:

ρ(BK∪L−BK−BL) = αAL(
1

2

∑
K

qK∪L
j +

1

2
qK−qK)+αAK(

1

2

∑
L

qK∪L
j +

1

2
qL− qL)+

b

2

∑
K

qK∪L
j (qL− qL)+

b

2
qL(qK−

∑
K

qK∪L
j )+

b

2

∑
L

qK∪L
j (qK−

qK) +
b

2
qK(qL −

∑
L

qK∪L
j ) ≥ 0,

÷òî âåðíî âñëåäñòâèå (4.2).

5. Óñòîé÷èâîñòü äèíàìè÷åñêîãî âåêòîðà Øåïëè

5.1. Êîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû
Ïóñòü sI(t), t ≥ t0 - ýòî îïòèìàëüíàÿ (êîîïåðàòèâíàÿ) òðàåêòî-

ðèÿ, ìàêñèìèçèðóþùàÿ ñóììó âûèãðûøåé èãðîêîâ è èãðîêè ñîãëàñ-
íû ðàçäåëèòü ìàêñèìàëüíûé ñóììàðíûé âûèãðûø V (I, s0, t0) â ñîîò-
âåòñòâèè ñ íåêîòîðûì äåëåæîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êà÷åñòâå äåëåæà
áûë âûáðàí äèíàìè÷åñêèé âåêòîð Øåïëè:

Sh(s, t) = (Sh1(s, t), Sh2(s, t), . . . , Shn(s, t)),

êîìïîíåíòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå:

Shi(s, t) =
∑
K3i

(n− k)!(k − 1)!

n!
[V (K, s, t)− V (K\{i}, s, t)].

Çäåñü ìû íå ïðèâîäèì ÿâíûé âèä âåêòîðà Øåïëè äëÿ äàííîé ìîäå-
ëè ââèäó å¼ ÷ðåçìåðíîé ãðîìîçäêîñòè. Ïðè ýòîì ñòðóêòóðà âåêòîðà
Øåïëè èìååò âèä:

Shi(s, t) = Ais(t) + Bshi, (5.1)
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ãäå êîýôôèöèåíò Bshi âû÷èñëÿåòñÿ êàê âåêòîð Øåïëè â ñòàòè÷åñêîé
èãðå ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé:

V (K) = BK , K ∈ I.

5.2. Äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü âåêòîðà Øåïëè
Ïîä äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâûì êîîïåðàòèâíûì ðåøåíèåì ïîíèìà-

åòñÿ òàêîé äåëåæ, êîòîðûé îñòàåòñÿ îïòèìàëüíûì â ëþáîé ïîäûãðå
âäîëü îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííûì ïðèí-
öèïîì îïòèìàëüíîñòè. Ïðèâåäåì ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè, ñëåäóÿ ðàáîòå [8]. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïîäûãðû
Γ(sI(t), t) èñõîäíîé èãðû ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (sI(t), t) íà îïòè-
ìàëüíîé òðàåêòîðèè è îáîçíà÷èì ÷åðåç Shi(s

I(t), t) âåêòîð Øåïëè, â
ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäûãðå Γ(sI(t), t).

Îïðåäåëåíèå 5.1. Âåêòîð β(t) = (β1(t), β2(t), . . . , βn(t)) íàçûâàåò-
ñÿ ïðîöåäóðîé ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà (ÏÐÄ) â ñîîòâåòñòâèè ñ âåê-
òîðîì Øåïëè, åñëè

Shi(s0, t0) =

∞∫

t0

e−ρ(t−t0)βi(t)dt, i ∈ I.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Âåêòîð β(t) = (β1(t), β2(t), . . . , βn(t)) � äèíàìè-
÷åñêè-óñòîé÷èâàÿ ÏÐÄ, åñëè ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ (sI(t), t), ïðè ëþ-
áîì t ∈ [t0,∞) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

Shi(s0, t0) =

t∫

t0

e−ρ(τ−t0)βi(τ)dτ + e−ρ(t−t0)Shi(s
I(t), t),

t ∈ [t0,∞), i ∈ I.

(5.2)

Òåîðåìà 5.1. Âåêòîð β(t) = (β1(t), β2(t), . . . , βn(t)), ãäå β(t) çàäàåò-
ñÿ ôîðìóëîé

βi(t) = ρShi(s
I(t), t)− d

dt
Shi(s

I(t), t)

- äèíàìè÷åñêè-óñòîé÷èâàÿ ÏÐÄ.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1 ïðèâåäåíî â [8]. Òàêèì îáðàçîì âåê-
òîð Øåïëè (5.1), ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêè-óñòîé÷èâûì, ïðè ýòîì ïðî-
öåäóðà ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà èìååò âèä:

βi(t) = −πis
I(t)− αQIAi + ρBshi. (5.3)

5.3. Ñâîéñòâî ñòðàòåãè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
Ïðîöåäóðà ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà (5.3) ãàðàíòèðóåò äèíàìè÷å-

ñêóþ óñòîé÷èâîñòü âåêòîðà Øåïëè, à ïîýòîìó è èíäèâèäóàëüíóþ ðà-
öèîíàëüíîñòü ðåøåíèÿ Sh(sI(t), t) â êàæäîé ïîäûãðå Γ(sI(t), t) âäîëü
êîîïåðàòèâíîé òðàåêòîðèè sI(t). Ïóñòü Vi(s0, t0) � ýòî âûèãðûø èã-
ðîêà i â èãðå Γ(x0, t0) â ðàâíîâåñèè ïî Íýøó. Ðàññìîòðèì ïîäûã-
ðû Γ(sI(t), t), t ∈ [t0,∞] âäîëü êîîïåðàòèâíîé òðàåêòîðèè sI(t). Åñ-
ëè β(t) = (β1(t), β2(t), . . . , βn(t)) � äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ ÏÐÄ, òî
äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

∞∫

t0

e−ρ(t−t0)βi(t)dt = Shi(t0, s0),

∞∫

t

e−ρ(τ−t)βi(τ)dτ ≥ Vi(s
I(t), t), i ∈ I,

ãäå Vi(s
I(t), t) � ðàâíîâåñíûé âûèãðûø èãðîêà i â ïîäûãðå Γ(sI(t), t).

Íî
∞∫
t

e−ρ(τ−t)βi(τ)dτ � ýòî âûèãðûø èãðîêà i ïðè êîîïåðàöèè â èãðå

Γ(sI(t), t), êîòîðûé èíäèâèäóàëüíî ðàöèîíàëåí. Â ñòàòüå [2] äîêàçà-
íà òåîðåìà, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
ε-ðàâíîâåñèå ïî Íýøó, ïðè÷åì âûèãðûøè èãðîêîâ â ýòîì ðàâíîâåñèè
â òî÷íîñòè ðàâíû Sh(s0, t0) = (Sh1(s0, t0), Sh2(s0, t0), . . . , Shn(s0, t0)).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð Øåïëè (êîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå) ñòðàòåãè-
÷åñêè ïîääåðæàí íåêîòîðûì ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííûì ε-ðàâíîâåñèåì
ïî Íýøó â èãðå Γ(s0, t0).

5.4. Óñëîâèå ßíãà äëÿ óñòîé÷èâîãî êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ
Êîìïîíåíòû ïîñòðîåííîãî êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ â êàæäîé ïîä-

ûãðå Γ(sI(t), t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì èíäèâèäóàëüíîé è êîëëåê-
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òèâíîé ðàöèîíàëüíîñòè. Êðîìå òîãî, âåêòîð Øåïëè ÿâëÿåòñÿ äèíà-
ìè÷åñêè è ñòðàòåãè÷åñêè óñòîé÷èâûì. Òåì íå ìåíåå, ýòî íå ãàðàí-
òèðóåò òîãî, ÷òî îòäåëüíûå èãðîêè èëè ãðóïïû èãðîêîâ íå áóäóò
ïðåäïðèíèìàòü èððàöèîíàëüíûõ äåéñòâèé, ñëåäñòâèåì êîòîðûõ ìî-
æåò ñòàòü îòêàç îñòàëüíûõ èãðîêîâ îò ïðîäîëæåíèÿ êîîïåðàòèâíî-
ãî ñîãëàøåíèÿ. Òàêóþ ñèòóàöèþ áóäåì íàçûâàòü èððàöèîíàëüíûì
ïîâåäåíèåì. Ïîýòîìó æåëàòåëüíîå ñâîéñòâî óñòîé÷èâîãî ñîãëàøåíèÿ
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äàæå â ñëó÷àå îòêàçà îò êîîïåðàòèâíîãî ñî-
ãëàøåíèÿ â ëþáîé ìîìåíò t ≥ t0, êàæäûé èãðîê îæèäàåò ïîëó÷èòü
âûèãðûø íå ìåíüøå, ÷åì åñëè áû îí äåéñòâîâàë èíäèâèäóàëüíî. Òà-
êîå ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ áóäåì íàçûâàòü
óñòîé÷èâîñòüþ ïðîòèâ èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ. Ôîðìàëüíî óêà-
çàííîå ñâîéñòâî ïåðâûå áûëî ñôîðìóëèðîâàíî Ä.Â.Ê. ßíãîì â ðàáîòå
[12] â âèäå óñëîâèÿ (óñëîâèå ßíãà):

Vi(x0, t0) ≤ Vi(x
I(t), t) +

t∫

t0

βi(τ)dτ, t ≥ t0, i ∈ I,

ãäå Vi(x, t) � ýòî âûèãðûø èãðîêà i â ðàâíîâåñèè ïî Íýøó â èãðå,
íà÷èíàþùåéñÿ â ìîìåíò t èç ñîñòîÿíèÿ x, βi(t) � ïðîöåäóðà ðàñïðå-
äåëåíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå óñëîâèå Ä.Â.Ê. ßíãà ïðèíèìàåò âèä:

Vi(s0, t0) ≤ e−ρ(t−t0)Vi(s
I(t), t)+

t∫

t0

e−ρ(τ−t0)βi(τ)dτ, t ≥ t0, i ∈ I. (5.4)

Òîãäà ïðîöåäóðà ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà βi(t), çàäàííàÿ ôîðìóëîé
(5.3), ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå:

βi(t) = −πis
I(t) + Fi,

à îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ (3.10) ïðèìåò âèä:

SI(t) = (s0 −G)e−δ(t−t0) + G,

ãäå G =
α

δ
QI . Âû÷èñëèì ñíà÷àëà èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåí-
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ñòâà (5.4):
t∫

t0

e−ρ(τ−t0)βi(τ)dτ =

t∫

t0

e−ρ(τ−t0)(−πi((s0−G)e−δ(τ−t0) +G)+Fi)dτ =

=

(
e−ρ(τ−t0)

(πi(s0 −G)

ρ + δ
e−δ(τ−t0) +

πiG

ρ
− Fi

ρ

))∣∣∣∣
t

t0

=

= e−ρ(t−t0)
(
−Ai(s0−D2)e

−δ(t−t0)+
πiG

ρ
−Fi

ρ

)
+Ai(s0−G)− πiG

ρ
+

Fi

ρ
.

Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (5.4) ïðèìåò âèä:
t∫

t0

e−ρ(τ−t0)βi(τ)dτ + e−ρ(t−t0)Vi(s
I(t), t) =

= e−ρ(t−t0)

(
−δ

ρ
AiG + Bi − Fi

ρ

)
+Ai(s0 −G)− πi

ρ
G +

Fi

ρ
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (5.4) ðàâíà:

Vi(s0, t0) = Ais0 + Bi.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàçíîñòü ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè. Äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà íåðàâåíñòâà (5.4) íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî

(
1− e−ρ(t−t0)

) (
δ

ρ
AiG−Bi +

Fi

ρ

)
≥ 0. (5.5)

Ïîíÿòíî, ÷òî 1 − e−ρ(t−t0) > 0 ïðè ëþáîì t > t0 è e−ρ(t−t0) − 1 = 0

ïðè t = t0. Ïîýòîìó óñëîâèå ßíãà âûïîëíåíî â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè t0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

θ =
δ

ρ
AiG−Bi +

Fi

ρ
.

Åñëè êîíñòàíòà θ ≥ 0, òî óñëîâèå (5.5) âûïîëíåíî ïðè ëþáîì t ≥ t0,
åñëè æå θ < 0, òî óñëîâèå âåðíî òîëüêî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìå-
íè. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè T > t0, ïðè êîòîðîì
óñëîâèå ßíãà âûïîëíåíî. Åñëè ýòî âåðíî, òî θ ≥ 0.

Ïîñêîëüêó β(t) � äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ ÏÐÄ, òî óñëîâèå (5.4)
ìîæíî ïåðåïèñàòü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (5.2), â âèäå:

Shi(s0, t0)− Vi(s0, t0) + e−ρ(t−t0)(Vi(s
I(t), t)− Shi(s

I(t), t)) ≥ 0. (5.6)
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Ïîñêîëüêó Vi(s
I(t), t) è Shi(s

I(t), t) � îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè, à e−ρ(t−t0)

� áåñêîíå÷íî ìàëà ïðè t →∞, âåðíî ÷òî

lim
t→∞

e−ρ(t−t0)(Vi(s
I(t), t)− Shi(s

I(t), t)) = 0,

à ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè t →∞ â íåðàâåíñòâå (5.6), ïîëó-
÷àåì, ÷òî

Shi(s0, t0) ≥ Vi(s0, t0).

Ýòî âåðíîå ðàâåíñòâî, âñëåäñòâèå èíäèâèäóàëüíîé ðàöèîíàëüíîñòè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ε = Shi(s0, t0)− Vi(s0, t0). Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà,
ñóùåñòâóåò òàêîå T > 0, ÷òî ïðè ëþáîì t > T âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∣∣e−ρ(t−t0)(Vi(s
I(t), t)− Shi(s

I(t), t))
∣∣ < ε.

Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî θ ≥ 0, è íåðàâåíñòâî (5.5) âåðíî ïðè
ëþáîì t ≥ 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

6. ×èñëîâîé ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ óñòîé÷èâîãî âåêòîðà Øåï-
ëè

Âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäèëèñü â ïðîãðàììíîì ïàêåòå MAPLE 10.

6.1. Ïàðàìåòðû ìîäåëè
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìîäåëü ýêîëîãè÷åñêîãî ïðîèçâîä-

ñòâà òðåõ ïðåäïðèÿòèé (èãðîêîâ). Ïóñòü ïàðàìåòðû ìîäåëè ñëåäóþ-
ùèå:
t0 = 0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò ñîãëàøåíèÿ,
s0 = 0 � íà÷àëüíûé îáúåì çàãðÿçíåíèÿ,
p(t) = 4000− 10(q1(t) + q2(t) + q3(t)) � ôóíêöèÿ öåíû,
c = 3 � óäåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå èçäåðæêè,
ρ = 0.07 � ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà,
α = 12 � óäåëüíûé îáúåì âûáðîñîâ,
δ = 0.4 � äîëÿ ïðèðîäíîãî ïîãëîùåíèÿ çàãðÿçíåíèÿ,
γ = 0.055 � êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé âåëè÷èíó çàòðàò íà ïðè-
ðîäîîõðàííûå ìåðîïðèÿòèÿ,
ē1 = 1180, ē2 = 1170, ē3 = 1167 � ïðåäåëüíî äîïóñòèìûå âûáðîñû,
π1 = 6, π2 = 6.4, π3 = 6.25 � êîýôôèöèåíòû, îòðàæàþùèå âîçìîæ-
íîñòè èãðîêîâ êîìïåíñèðîâàòü ýêîëîãè÷åñêèé óùåðá.
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Èç ôîðìóë (2.2) è (2.3) ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûå ìãíî-
âåííûå îáúåìû ïðîèçâîäñòâà èãðîêîâ ñëåäóþùèå:

qmax
1 = 98.33, qmax

2 = 97.5, qmax
3 = 97.25.

6.2. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ óñòîé÷èâîãî âåêòîðà Øåïëè

6.2.1 Ðàâíîâåñíûå îáúåìû ïðîèçâîäñòâà

Ðàâíîâåñíûå ïî Íýøó îáú¼ìû ïðîèçâîäñòâà ðàâíû:

qN
1 = 95.75, qN

2 = 94.02, qN
3 = 96.81,

ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå îáúåìû âûáðîñîâ èìåþò çíà÷åíèÿ:

eN
1 = 1149.05, eN

2 = 1128.22, eN
3 = 1161.73.

Èç ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé âèäíî, ÷òî â ðàâíîâåñèè ïî Íýøó îáúåìû
ïðîèçâîäñòâà èãðîêîâ î÷åíü áëèçêè ê ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì, à
ñîîòâåòñòâóþùèå âûáðîñû î÷åíü áëèçêè ê ÏÄÂ.

Êîîïåðàòèâíûå îáúåìû ïðîèçâîäñòâà ðàâíû:

qI
1 = 53.39, qI

2 = 52.55, qI
3 = 52.3,

ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå êîîïåðàòèâíûå îáúåìû âûáðîñîâ ïðèíè-
ìàþò çíà÷åíèÿ:

eI
1 = 640.64, eI

2 = 630.64, eI
3 = 627.64.

Çàìåòèì, ÷òî êîîïåðàòèâíûå îáúåìû ïðîèçâîäñòâà ïî÷òè â äâà ðàçà
íèæå ìàêñèìóìà, ïðè ýòîì êîîïåðàòèâíàÿ öåíà ñóùåñòâåííî âûøå
öåíû, ðåàëèçóåìîé â ðàâíîâåñèè ïî Íýøó:

pN(t) = 1134.16,

pI(t) = 2417.58.
(6.1)

Âû÷èñëèì òàêæå ñòðàòåãèè èãðîêîâ â ñëó÷àå ôîðìèðîâàíèÿ êîàëè-
öèé èç äâóõ èãðîêîâ:

q1,2
1 = 60.79, q1,2

2 = 59.96

q1,3
1 = 61.94, q1,3

3 = 60.85

q2,3
2 = 60.76, q2,3

3 = 60.51.
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6.2.2 Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

Ïî ôîðìóëàì (3.7) âû÷èñëÿåì êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè êîîïåðàòèâíîé èãðû:

A1 = −12.77, A2 =− 13.61, A3 = −13.3,

B1 = 26.147, B2 =21923.7 B3 = 26326.3,

B1,2 = 86280.33, B1,3 = 91511.86, B2,3 = 87029, 71,

B = BI =217350.63.

Êîîïåðàòèâíàÿ òðàåêòîðèÿ èìååò âèä:
sI(t) = 4747.27− 4747.27e−0.2t, t ≥ 0.

Ðàâíîâåñíàÿ ïî Íýøó òðàåêòîðèÿ:
sN(t) = 8597.51− 8597.51e−0.2t, t ≥ 0.

Ïðèâåäåì ãðàôèêè èçìåíåíèÿ äèíàìèêè çàãðÿçíåíèÿ â îáîèõ ñëó÷à-
ÿõ (ðèñ. 1).

Ðèñóíîê 1. Äèíàìèêà çàãðÿçíåíèÿ

6.2.3 Ðåøåíèÿ ìîäåëè: ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç

Ïðèáûëè èãðîêîâ â ðàâíîâåñèè ïî Íýøó â ìîìåíò t ≥ 0 ðàâíû ñîîò-
âåòñòâåííî:

V ({1}, sN(t), t) =263777.4 + 109755.5e−0.2t,

V ({2}, sN(t), t) =196123.22 + 117072.5e−0.2t,

V ({3}, sN(t), t) =261761.8 + 114328.66e−0.2t.
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Îáùèé êîîïåðàòèâíûé âûèãðûø â ìîìåíò t ≥ 0 ñîñòàâëÿåò:

V (I, sI , t) = 2916301.18 + 188707.8045e−0.2t. (6.2)

Â êà÷åñòâå ïðèíöèïà äåëåæà ïðè êîîïåðàöèè áûë âûáðàí óñòîé÷è-
âûé äèíàìè÷åñêèé âåêòîð Øåïëè. Êîîïåðàòèâíûå ïðèáûëè èãðîêîâ
â ýòîì ñëó÷àå â ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0 èìåþò âèä ñîîòâåòñòâåííî:

Sh1(s
I(t), t) =992916.94 + 60603.51e−0.2t,

Sh2(s
I(t), t) =926692.83 + 64643.66e−0.2t,

Sh3(s
I(t), t) =997023.3 + 63128.66e−0.2t.

Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû ãðàôèêè ôóíêöèé ïðèáûëè âñåõ òðåõ èãðîêîâ.
Âèäíî, ÷òî V ({1}, s, t) è V ({3}, s, t) ïåðåñåêàþòñÿ, ýòî ïðîèñõîäèò â
ìîìåíò âðåìåíè t = 4.1. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû ãðàôèêè ôóíêöèé ïðè-
áûëè â êîîïåðàòèâíîì ñëó÷àå. Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ãðàôèêè, ñðàâ-
íèâàþùèå ðàâíîâåñíóþ ïî Íýøó è êîîïåðàòèâíóþ ïðèáûëü.

Ìãíîâåííûå âûèãðûøè èãðîêîâ äî ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ îáùåé ïðè-
áûëè ðàâíû:

β̂1(t) =70080.7 + 28533.83e−0.2t,

β̂2(t) =66812.56 + 30436.09e−0.2t,

β̂3(t) =67115.06 + 29722.74e−0.2t.

Ïðîöåäóðà ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåêòîðóØåïëè,
èìååò âèä:

β1(t) =69454 + 28533.83e−0.2t,

β2(t) =64814.97 + 30436.09e−0.2t,

β3(t) =69739.36 + 29722.74e−0.2t.

Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåíû ãðàôèêè ôóíêöèé βi(t) è β̂i(t), i = 1, 2, 3,
êîòîðûå îòðàæàþò ïåðåðàñïðåäåëåíèå êîîïåðàòèâíîãî âûèãðûøà ìåæ-
äó èãðîêàìè.



Óñòîé÷èâûé âåêòîð Øåïëè 89

Ðèñóíîê 2. Ïðèáûëè
èãðîêîâ â ñëó÷àå
êîíêóðåíöèè

Ðèñóíîê 3. Ïðèáûëè
èãðîêîâ ïðè êîîïåðàöèè

Ðèñóíîê 4. Ñðàâíåíèå êîîïåðàòèâíûõ è êîíêóðåíòíûõ ïðèáûëåé
ôèðì
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Ðèñóíîê 5. Ñðàâíåíèå ìãíîâåííûõ ïðèáûëåé ôèðì ïðè êîîïåðàöèè
äî ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ è ïîñëå.
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Abstract : A game-theoretic model of territorial environmental production
is studied. The process is modeled as cooperative di�erential game. The
stable mechanism of distribution of the common cooperative bene�t
among players is proposed. We proved that the cooperative total stock
of accumulated pollution is strictly less then the pollution under Nash
equilibrium for the whole duration of the game. The perfect Nash
equilibrium is found. We design a stable Shapley value as a cooperative
solution, which is time-consistent. The Shapley value is also strategic
stable and satis�es the irrational-behavior-proofness condition. The
numerical example is given.

Keywords : di�erential game, cooperative game, dynamic programming,
Hamilton-Jacobi-Bellman equation, Shapley value, Nash equilibrium, per-
fect equilibrium, stability of cooperative solution, time-consistency, stra-
tegic stability, irrational-behavior-proofness condition.
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Âûäåëåí êëàññ ÒÏ-èãð, äëÿ êîòîðûõ ïî÷òè âñå êîíöåïöèè
ðåøåíèÿ, êðîìå êîíñåíñóñ-çíà÷åíèÿ, äàþò ïàðàäîêñàëüíûå ðå-
çóëüòàòû. Äîêàçàíî, ÷òî ýòî èãðû áîëüøîãî áîññà. Ïðåäëîæåíî
îáîáùåíèå êîíñåíñóñ-çíà÷åíèÿ äëÿ èãð ñ êîàëèöèîííîé ñòðóê-
òóðîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà, êîàëèöèîííîå çíà÷åíèå,
êîíñåíñó-çíà÷åíèå, èãðà áîëüøîãî áîññà, àêñèîìàòèçàöèÿ.

1. Ââåäåíèå
Êîàëèöèîííûå ñòðóêòóðû (îáúåäèíåíèÿ) âîçíèêàþò ïðè ôîðìè-

ðîâàíèè êàðòåëåé, ñèíäèêàòîâ, õîëäèíãîâ, ïîëèòè÷åñêèõ àëüÿíñîâ è
ò.ä. Òàêèå ñèòóàöèè ìîäåëèðóþòñÿ êîîïåðàòèâíûìè èãðàìè, ïîçâîëÿ-
þùèìè âûäåëèòü âûãîäíûå êîàëèöèè è ¾ñïðàâåäëèâî¿ ðàñïðåäåëèòü
ïðèáûëü ìåæäó èãðîêàìè. Åñëè êîàëèöèè îáðàçîâàëèñü äî íà÷àëà èã-
ðû, ò.å. èçâåñòíî ðàçáèåíèå C = {C1, . . . Cm} ìíîæåñòâà èãðîêîâ N ,
òî âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñöåíàðèè.

� Èãðîêè êàæäîé êîàëèöèè Cp ∈ C äåëÿò ìåæäó ñîáîé ïîëåçíîñòü
ν(Cp), êîòîðóþ â ñîñòîÿíèè ïîëó÷èòü êîàëèöèÿ Cp íåçàâèñèìî îò
ïîâåäåíèÿ äðóãèõ èãðîêîâ.

c©2010 À.Á. Çèí÷åíêî, Ã.Â. Ìèðîíåíêî, Ï.À. Ïðîâîòîðîâà
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� Âñå èãðîêè îáúåäèíÿþòñÿ, íî âíóòðè ìàêñèìàëüíîé êîàëèöèè N

îáðàçóþòñÿ ïîäêîàëèöèè C1, . . . , Cm (ñîþçû [5], ãðóïïû äàâëåíèÿ [9]),
äåéñòâóþùèå ïðè äåëåæå ν(N) êàê åäèíûé èãðîê. Çàòåì âûèãðûø
êàæäîé êîàëèöèè Cp ∈ C ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó åå èãðîêàìè.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü èãðû âòîðîãî òèïà. Îóýí ïðåäëîæèë êîí-
öåïöèþ ðåøåíèÿ (êîàëèöèîííîå çíà÷åíèå Îóýíà [5]), äâàæäû èñïîëü-
çóþùóþ çíà÷åíèå Øåïëè: â èãðå ìåæäó êîàëèöèÿìè è èãðàõ âíóòðè
êîàëèöèé. Ïîçæå áûëè ââåäåíû êîàëèöèîííûå çíà÷åíèÿ, ñî÷åòàþùèå
çíà÷åíèå Øåïëè ñ âçâåøåííûì çíà÷åíèåì Øåïëè, çíà÷åíèå Áàíçàôà
ñ çíà÷åíèåì Øåïëè, çíà÷åíèå Øåïëè ñ p-áèíîìèàëüíûì çíà÷åíèåì
(p ∈ [0, 1]) è äð. Ññûëêè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [2]. Îòíîñèòåëü-
íî íåäàâíî äëÿ èãð ñ òðàíñôåðàáåëüíîé ïîëåçíîñòüþ (ÒÏ-èãð) áûëî
ïðåäëîæåíî êîíñåíñóñ-çíà÷åíèå [3], êîñâåííî ó÷èòûâàþùåå âîçìîæ-
íîñòü îáðàçîâàíèå ïîäêîàëèöèé âíóòðè êîàëèöèè N .

Â äàííîé ñòàòüå âûäåëåí êëàññ èìåþùèõ ïðèëîæåíèÿ ÒÏ-èãð,
äëÿ êîòîðûõ îñíîâíûå êîíöåïöèè ðåøåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïàðàäîêñàëü-
íûì ðåçóëüòàòàì, à êîíñåíñóñ-çíà÷åíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ ìîäåëèðóåìîé
ñèòóàöèåé è äîìèíèðóåò ïî Ëîðåíöó äðóãèå ðåøåíèÿ. Äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî òàêèå èãðû ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíå ìíîãîãðàííèêà (0-1)-ðåäóöè-
ðîâàííûõ èãð áîëüøîãî áîññà. Ïðåäëàãàåòñÿ îáîáùåíèå êîíñåíñóñ-
çíà÷åíèÿ äëÿ èãð ñ êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðîé. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êî-
àëèöèîííîå êîíñåíñóñ-çíà÷åíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ àêñèîìàìè
ýôôåêòèâíîñòè, àääèòèâíîñòè, âíóòðåííåé ñèììåòðè÷íîñòè, âíåø-
íåé ñèììåòðè÷íîñòè è ñâîéñòâîì íåéòðàëüíîãî èãðîêà.

Âòîðàÿ ÷àñòü ñòàòüè ñîäåðæèò íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ. Â òðå-
òüåé ÷àñòè îïèñàíî êîíñåíñóñ-çíà÷åíèå ÒÏ-èãðû, ñôîðìóëèðîâàíû
åãî íîâûå ñâîéñòâà. ×åòâåðòàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà êîàëèöèîííîìó êîí-
ñåíñóñ-çíà÷åíèþ è åãî àêñèîìàòè÷åñêîìó îáîñíîâàíèþ.

2. Îïðåäåëåíèÿ

Èãðîé ñ òðàíñôåðàáåëüíîé ïîëåçíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ïàðà (N, ν),
ãäå N = {1, . . . , n} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ν ∈ GN = {g : 2N →
R | g(®) = 0} � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Èãðó (N, ν) ÷àñòî
îòîæäåñòâëÿþò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé. Åñëè ν, ω ∈ GN è
α ∈ R, òî ν + ω ∈ GN è αν ∈ GN , ãäå (ν + ω)(S) = ν(S) + ω(S),
(αν)(S) = αν(S), S ⊆ N . Èãðîêè i, j ∈ N ñèììåòðè÷íû â (N, ν),
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åñëè ν(S ∪ i) = ν(S ∪ j), S ⊆ N \ {i, j}. Èãðîê i ∈ N íåéòðàëåí â
(N, ν), åñëè ν(S ∪ i)− ν(S) = ν(i), S ⊆ N \ i.

Áóäåì îáîçíà÷àòü: x(S) =
∑
i∈S

xi, x̃ � âåêòîð, ïîëó÷åííûé èç

x ∈ RN óïîðÿäî÷åíèåì êîîðäèíàò ïî íåóáûâàíèþ, s =| S | � ìîù-
íîñòü ìíîæåñòâà S, PN = {g : 2N → {0, 1} | g(®) = 0, g(N) = 1} �
ìíîæåñòâî ïðîñòûõ èãð, Ne(N, ν) � ìíîæåñòâî íåéòðàëüíûõ èãðî-
êîâ èãðû (N, ν), I(N, ν) = {x ∈ RN | x(N) = ν(N); xi ≥ ν(i), i ∈ N}
� ìíîæåñòâî äåëåæåé, C(N, ν) = {x ∈ I(N, ν) | x(S) ≥ ν(S),
S ⊂ N} � C-ÿäðî, <(i)

1 (N, ν) � ïåðåãîâîðíîå ìíîæåñòâî (äëÿ êîàëè-
öèè N) [1], η(N, ν) � N -ÿäðî [6]. D-ÿäðîì D(N, ν) èãðû (N, ν) íàçûâà-
åòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ íåäîìèíèðóåìûõ äåëåæåé (äåëåæ x äîìèíèðóåò
äåëåæ y, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîàëèöèÿ S ⊂ N , ÷òî x(S) ≤ ν(S)

è xi > yi äëÿ âñåõ i ∈ S). Åñëè ν(N) ≥ ν(S) +
∑

i∈N\S
ν(i), S ⊂ N , òî

D(N, ν) = C(N, ν). Ïóñòü x, y ∈ RN è x(N) = y(N). Ãîâîðÿò, ÷òî x

äîìèíèðóåò ïî Ëîðåíöó y, åñëè
p∑

i=1

x̃i ≥
p∑

i=1

ỹi, p ∈ {1, . . . , n−1} è, ïî
êðàéíåé ìåðå, îäíî èç íåðàâåíñòâ � ñòðîãîå. Èãðà (N, ν) íàçûâàåòñÿ
èãðîé â (0-1)-ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå, åñëè ν(N) = 1, ν(i) = 0 äëÿ
i ∈ N , 0 ≤ ν(S) ≤ 1 äëÿ S ⊂ N . Èãðà (N, ν) êâàçèñáàëàíñèðîâàíà,
åñëè m(N, ν) ≤ MN(N, ν) è

∑
i∈N

mi(N, ν) ≤ ν(N) ≤ ∑
i∈N

MN
i (N, ν), ãäå

MS
i (N, ν) = ν(S)− ν(S \ i), i ∈ S ⊆ N, (2.1)

mi(N, ν) = max
S:i∈S

(ν(S)−
∑

j∈S\i
MN

j (N, ν)), i ∈ N. (2.2)

Èãðà (N, ν) ÿâëÿåòñÿ (0-1)-ðåäóöèðîâàííîé èãðîé áîëüøîãî áîññà ñ
èãðîêîì 1 â êà÷åñòâå áîññà, åñëè

0 ≤ ν(S1) ≤ ν(S2) ≤ 1, S1 ⊂ S2 ⊂ N, s1 ≥ 2, (2.3)
ν(S) = 0, s = 1 èëè 1 /∈ S, (2.4)

ν(N \ S)−
∑
i∈S

ν(N \ i) ≤ s− 1, 1 /∈ S, 2 ≤ s < n. (2.5)

Åñëè óïîðÿäî÷èòü âñå íåïóñòûå êîàëèöèè (S1, . . . , Sd), òî èãðå (N, ν)

ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Rd, d = 2n−1, i-ÿ êîîð-
äèíàòà êîòîðîãî ðàâíà ν(Si). Ìíîæåñòâî B1

n ðåøåíèé ñèñòåìû (2.3)-
(2.5) åñòü ìíîãîãðàííèê â Rd (ìíîãîãðàííèê (0-1)-ðåäóöèðîâàííûõ
èãð áîëüøîãî áîññà ñ èãðîêîì 1 â êà÷åñòâå áîññà).
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Çíà÷åíèåì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ϕ, êîòîðàÿ êàæäîé èãðå (N, ν)

ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð ϕ(N, ν) ∈ RN . Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
èãðû (N, ν) îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ(N, ν). Ïðèâåäåì íåêîòîðûå àêñèîìû
äëÿ ϕ ∈ Φ(N, ν).

Àêñèîìà 2.1. (ýôôåêòèâíîñòü).
∑
i∈N

ϕi(N, ν) = ν(N).

Àêñèîìà 2.2. (ñèììåòðè÷íîñòü). Åñëè èãðîêè i, j ∈ N ñèììåò-
ðè÷íû â (N, ν), òî ϕi(N, ν) = ϕj(N, ν).

Àêñèîìà 2.3. (àääèòèâíîñòü). ϕ(N, ν + ω) = ϕ(N, ν) + ϕ(N, ω).

Àêñèîìà 2.4. (ñâîéñòâî íåéòðàëüíîãî èãðîêà). Åñëè i ∈ Ne(N, ν),

òî ϕi(N, ν) = ν(i) +
ν(N)− ∑

j∈N
ν(j)

2n
.

Çíà÷åíèå Øåïëè sh è ðàâíîìåðíîå çíà÷åíèå e èãðû (N, ν), ν ∈ GN ,
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

shi(N, ν) =
∑
S:i∈S

(n− s)!(s− 1)!

n!
MS

i (N, ν), (2.6)

ei(N, ν) = ν(i) +

ν(N)− ∑
j∈N

ν(j)

n
, i ∈ N, (2.7)

à τ -çíà÷åíèå τ êâàçèñáàëàíñèðîâàííîé èãðû (N, ν) - ñèñòåìîé
∑
i∈N

τi(N, ν) = ν(N), τ(N, ν) = λm(N, ν) + (1− λ)MN(N, ν), λ ∈ [0, 1].

(2.8)

3. Êîíñåíñóñ-çíà÷åíèå
Êîíñåíñóñ-çíà÷åíèå [3] ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðåøåíèÿ èãðû äâóõ

ëèö. Ïóñòü π = (π1, . . . , πn) - ïåðåñòàíîâêà N , Π(N) - ìíîæåñòâî âñåõ
ïåðåñòàíîâîê. Âíà÷àëå ðàçûãðûâàåòñÿ èãðà äâóõ ëèö: èãðîêà πn è
êîàëèöèè Sn−1 = {π1, . . . , πn−1}, äåéñòâóþùåé êàê åäèíûé èãðîê. Èã-
ðîê πn ïîëó÷àåò xπn = ν(πn)+ ∆n

2
, ãäå ∆n = ν(N)− ν(Sn−1)− ν(πn), à

êîàëèöèÿ Sn−1 âûèãðûâàåò xSn−1 = ν(Sn−1) + ∆n

2
. Èãðîê πn âûõîäèò

èç èãðû. Â íîâîé èãðå ìåæäó πn−1 è êîàëèöèåé Sn−2 = {π1, . . . , πn−2}
âûèãðûøè ðàâíû: xπn−1 = ν(πn−1) + ∆n−1

2
, xSn−2 = ν(Sn−2) + ∆n−1

2
,

ãäå ∆n−1 = xSn−1 − ν(Sn−2)− ν(πn−1). Èãðîê πn−1 âûõîäèò èç èãðû è
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ò.ä. Êîíñåíñóñ-çíà÷åíèå k åñòü ñðåäíåå âåêòîðîâ xπ = (xπ1 , . . . , xπn):
k(N, ν) = 1

n!

∑
π∈Π(N)

xπ. Äîêàçàíî [3], ÷òî êîíñåíñóñ-çíà÷åíèå îäíîçíà÷-

íî îïðåäåëÿåòñÿ àêñèîìàìè 2.1-2.4 è

k(N, ν) =
e(N, ν) + sh(N, ν)

2
, (3.1)

ñëåäîâàòåëüíî k(N, ν) áàëàíñèðóåò äâà êðàéíèõ ïðèíöèïà ðàñïðåäå-
ëåíèÿ äîõîäà îò êîîïåðàöèè: ýãàëèòàðíîãî, ðåàëèçóåìîãî e(N, ν), è
óòèëèòàðíîãî ïðèíöèïà, îòðàæåííîãî â sh(N, ν). Ïðèâåäåì ïðèìå-
ðû, îáîáùåíèå êîòîðûõ ïîçâîëèò ñôîðìóëèðîâàòü íîâûå ñâîéñòâà
çíà÷åíèÿ k.

Ïðèìåð 3.1. (�Èíâåñòèöèîííàÿ èãðà�). Ðàññìîòðèì ïðîáëåìó êîîïå-
ðàòèâíîãî èíâåñòèðîâàíèÿ ([8], ñòð. 92) ñ òðåìÿ èíâåñòîðàìè è èñõîä-
íûìè êàïèòàëàìè 60, 40, 40 ä.å. Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè:
10% áàíêîâñêèé äåïîçèò è èíâåñòèðîâàíèå ïðîèçâîäñòâåííîãî ïðî-
öåññà, ïðèíîñÿùåãî 20% ïðèáûëè. Íà÷àëüíûé âêëàä â ïðîèçâîäñòâî
íå ìîæåò áûòü ìåíüøå 100. Ýòîé ñèòóàöèè ñîîòâåòñòâóåò èãðà (N, ν),
ãäå

N = {1, 2, 3}, ν(1) = 66, ν(2) = ν(3) = 44,

ν(1, 2) = ν(1, 3) = 120, ν(2, 3) = 88, ν(N) = 164.

Óñòîé÷èâûì â [8] íàçâàí åäèíñòâåííûé äåëåæ xc = (76, 44, 44) C-
ÿäðà C(N, ν). Ïîëîæèâ ν ′(S) = ν(S) − ∑

i∈S

ν(i), S ⊆ N , ïåðåéäåì ê
ñòðàòåãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîé èãðå (N, ν ′):

ν ′(i) = 0, i ∈ N, ν ′(2, 3) = 0, ν ′(1, 2) = ν ′(1, 3) = ν ′(N) = 10. (3.2)

Ïîëó÷àåì C(N, ν ′) = {(xc)′}, (xc)′ = (10, 0, 0). Òåïåðü áîëåå íàãëÿä-
íà ïàðàäîêñàëüíîñòü �ÿäåðíîãî� ðàñïðåäåëåíèÿ: âñÿ ïðèáûëü îò êî-
îïåðàöèè äîñòàåòñÿ ïåðâîìó èíâåñòîðó, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñàìî-
ñòîÿòåëüíî îí ìîæåò ïîëó÷èòü òîëüêî ν ′(1) = 0. Âåêòîð Øåïëè
sh(N, ν ′) = (20

3
, 5

3
, 5

3
) òàêæå ïðåóâåëè÷èâàåò ðîëü ïåðâîãî èãðîêà. Èã-

ðà (N, ν ′) êâàçèñáàëàíñèðîâàíà, ò.ê. C(N, ν ′) 6= ®. Ñîãëàñíî (2.1)
è (2.2) MN

1 (N, ν ′) = 10, MN
2 (N, ν ′) = MN

3 (N, ν ′) = 0, m(N, ν ′) =

MN(N, ν ′). Èç (2.8) ïîëó÷àåì, ÷òî τ(N, ν ′) = (xc)′. Èç âëîæåíèÿ



98 À.Á. Çèí÷åíêî, Ã.Â. Ìèðîíåíêî, Ï.À. Ïðîâîòîðîâà

η(N, ν ′) ⊆ C(N, ν ′) èìååì η(N, ν ′) = (xc)′. Ïðè äåëåæå k(N, ν ′) =

(5, 5
2
, 5

2
) ïåðâûé èãðîê ïîëó÷àåò ïîëîâèíó ν ′(N), à äðóãàÿ ïîëîâèíà

ýãàëèòàðíî ðàñïðåäåëÿåòñÿ ñðåäè îñòàëüíûõ èãðîêîâ. Íåòðóäíî ïðî-
âåðèòü, ÷òî k(N, ν ′) äîìèíèðóåò ïî Ëîðåíöó sh(N, ν ′), (xc)′, à ñëåäî-
âàòåëüíî η(N, ν ′) è τ(N, ν ′).

Ïðèìåð 3.2. Èãðó (N, ν) ([3], ñòð. 691), ãäå

N = {1, 2, 3}, ν(i) = 0, i ∈ N, ν(2, 3) = 0,

ν(1, 2) = ν(1, 3) = ν(N) = 1, (3.3)

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê èãðó �Ïåð÷àòêè� (èëè �Áîòèíêè�), â
êîòîðîé ïåðâûé èãðîê èìååò ëåâóþ ïåð÷àòêó (ëåâûé áîòèíîê), à
îñòàëüíûå èãðîêè èìåþò ïî îäíîé ïðàâîé ïåð÷àòêå (ïðàâîìó áî-
òèíêó). Ðûíî÷íàÿ öåíà êîìïëåêòà - 1 ä.å. C(N, ν) = {xc}, xc =

η(N, ν) = τ(N, ν) = (1, 0, 0), sh(N, ν) = (2
3
, 1

6
, 1

6
), k(N, ν) = (1

2
, 1

4
, 1

4
).

Èãðà (3.3) ÿâëÿåòñÿ (0-1)-ðåäóöèðîâàííîé ôîðìîé èãðû (3.2), ñëåäî-
âàòåëüíî, ýòè èãðû ñòðàòåãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû è âñå ïðåäûäóùèå
ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû òàêæå äëÿ (3.3).

Ïðèìåð 3.3. (�Âçâåøåííàÿ ìàæîðèòàðíàÿ èãðà�). Òðè àêöèîíåðà âëà-
äåþò 50, 30 è 20 àêöèÿìè. Ëþáîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü óòâåðæäåíî
àêöèîíåðàìè, èìåþùèìè ïðîñòîå áîëüøèíñòâî àêöèé. Ýòà âçâåøåí-
íàÿ ìàæîðèòàðíàÿ èãðà (51; 50, 30, 20) ñîâïàäàåò ñ èãðîé �Ïàðëà-
ìåíò� (òðè ïàðòèè, ÷èñëî ãîëîñîâ: 50, 30, 20) è èãðîé (3.3).

Îáîáùåíèåì (3.3) ÿâëÿåòñÿ èãðà (N, b1), ãäå n ≥ 3,

b1(S) =

{
0, åñëè s = 1 èëè 1 /∈ S,
1, â îñòàëüíûõ ñïó÷àÿõ.

(3.4)

Ïðåäïîëîæåíèå 3.1. (N, b1) ÿâëÿåòñÿ èãðîé áîëüøîãî áîññà ñ èã-
ðîêîì 1 â êà÷åñòâå áîññà è ñîîòâåòñòâóåò êðàéíåé òî÷êå ìíîãî-
ãðàííèêà B1

n.

Äîêàçàòåëüñòâî. (N, b1) ñîîòâåòñòâóåò êðàéíåé òî÷êå ãèïåðêóáà K =

{ν ∈ Rd | 0 ≤ ν(S) ≤ 1, ® 6= S ⊆ N} è B1
n ⊂ K, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî

äîêàçàòü, ÷òî b1 ∈ B1
n. Óñëîâèå (2.4) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ b1 ïî îïðå-

äåëåíèþ. Ïóñòü S1 ⊂ S2 ⊂ N , s1 ≥ 2. Åñëè 1 ∈ S2, òî b1(S2) = 1
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è b1(S1) ∈ {0, 1}, ñëåäîâàòåëüíî ñïðàâåäëèâî (2.3). Åñëè 1 /∈ S2, òî
1 /∈ S1 è b1(S1) = b1(S2) = 0, ò.å. óñëîâèå (2.3) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ.
Ïîäñòàâëÿÿ b1 â (2.5) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî b1(N \ S) = b1(N \ i) = 1 äëÿ
i ∈ S è êîàëèöèé S, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 1 /∈ S, 2 ≤ s < n,
ïîëó÷àåì âåðíîå íåðàâåíñòâî s ≥ 1.

Ïðåäïîëîæåíèå 3.2. Äëÿ èãðû (N, b1) ñïðàâåäëèâî:
(a) C(N, b1) = D(N, b1) = <(i)

1 (N, b1) = {xc}, xc = η(N, b1) =

τ(N, b1) = (1, 0, . . . , 0);
(b) sh(N, b1) = (n−1

n
, 1

n(n−1)
, . . . , 1

n(n−1)
), k(N, b1) = (1

2
, 1

2(n−1)
, . . . , 1

2(n−1)
);

(c) k(N, b1) äîìèíèðóåò ïî Ëîðåíöó xc, sh(N, b1), η(N, b1) è τ(N, b1).

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) C(N, b1) = {x ∈ RN | x(N) = ν(N); 0 ≤
xi ≤ MN

i (N, b1), i ∈ N \ {1}} [7]. Ñëåäîâàòåëüíî C(N, b1) = {xc},
xc = η(N, b1) = (1, 0, . . . , 0). Â èãðå (N, b1) ïåðåãîâîðíîå ìíîæåñòâî
ñîâïàäàåò ñ C-ÿäðîì, N -ÿäðî ñîâïàäàåò ñ τ -çíà÷åíèåì è öåíòðîì C-
ÿäðà [7]. Êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñîâïàäåíèÿ
C-ÿäðà è D-ÿäðà.

(b) Òàê êàê ei(N, b1) = 1
n
, i ∈ N , è MS

1 (N, b1) = 0 äëÿ S = {1},
MS

1 (N, b1) = 1 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, òî âåêòîðû sh(N, b1) è k(N, b1)

ëåãêî íàõîäÿòñÿ èç (2.6), (3.1)
(c) Äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâ 1

2(n−1)
>

1
n(n−1)

> 0 è ïðåäïîëîæåíèÿ î êîëè÷åñòâå èãðîêîâ (n ≥ 3) â èãðå
(N, b1).

4. Êîàëèöèîííîå êîíñåíñóñ-çíà÷åíèå
Ïóñòü C = {C1, . . . , Cm} � êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà (ðàçáèåíèå

N), S ⊆ Cp ∈ C, CS
p = {C1, . . . , Cp−1, S, Cp+1, . . . , Cm} � ðàçáèåíèå

N \ (Cp \ S), M = {l | Cl ∈ C} � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ êîìïîíåíò
ñòðóêòóðû C, (ν/C)(Q) = ν(

⋃
l∈Q

Cl) äëÿ âñåõ Q ⊆ M , (ν/CS
p )(Q) =

ν(S ∪ ⋃
l∈Q\p

Cl) äëÿ Q 3 p è (ν/CS
p )(Q) = (ν/C)(Q) äëÿ îñòàëüíûõ

Q ⊆ M . Èãðà ñ êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðîé (N, ν, C) ðàñïàäàåòñÿ íà
èãðó (M, ν/C) ìåæäó êîàëèöèÿìè Cp, p ∈ M , è ðåäóöèðîâàííûå èãðû
(Cp, ν

ψ
p ) âíóòðè êîàëèöèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â êà÷åñòâå êîíöåïöèè
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ðåøåíèÿ âíåøíåé èãðû âûáðàíî ψ ∈ Φ(M, ν/C), à âî âíóòðåííèõ èã-
ðàõ - ϕ ∈ Φ(Cp, ν

ψ
p ). Âåñ êîàëèöèè S â (Cp, ν

ψ
p ) ðàâåí åå âûèãðûøó

âî âñïîìîãàòåëüíîé èãðå (M, ν/CS
p ), ò.å. νψ

p (S) = ψp(M, ν/CS
p ). Ïàðò-

íåðû S ïî ñòðóêòóðå C â èãðå (M, ν/CS
p ) íå ó÷àñòâóþò. Êîàëèöèîí-

íîå çíà÷åíèå f ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé èãðå (N, ν, C) âåêòîð
f(N, ν, C) ∈ RN , ò.å. fi(N, ν, C) = ϕi(Cp, ν

ψ
p ), i ∈ N .

Êîàëèöèîííûì êîíñåíñóñ-çíà÷åíèåì ks íàçîâåì êîàëèöèîííîå çíà-
÷åíèå, ïðè âû÷èñëåíèè êîòîðîãî â êà÷åñòâå ôóíêöèé ϕ è ψ èñïîëü-
çóåòñÿ êîíñåíñóñ çíà÷åíèå, ò.å.

ksi(N, ν, C) = ki(Cp, ν
k
p ), i ∈ Cp ∈ C, (4.1)

ãäå
νk

p (S) = kp(M, ν/CS
p ), S ⊆ Cp. (4.2)

Ëåììà 4.1. Íåéòðàëüíûé â (N, ν) èãðîê i ∈ Cp ∈ C íåéòðàëåí â ðå-
äóöèðîâàííîé èãðå (Cp, ν

k
p ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆p(M, ν/C) =

0, ãäå
∆p(M, ν/C) = ν(N \ Cp)−

∑

l∈M\p
ν(Cl). (4.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü i ∈ Cp∩Ne(N, ν) 6= ®. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî
óñëîâèå ∆p(M, ν/C) = 0 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ âûïîëíåíèÿ
ñîîòíîøåíèé νk

p (i∪S)−νk
p (S) = νk

p (i), S ⊆ Cp\i. Èç (4.2) è (3.1) èìååì
νk

p (S) =
shp(M,ν/CS

p )+ep(M,ν/CS
p )

2
. Èñïîëüçóÿ (2.6), (2.7), (2.1) è ó÷èòûâàÿ

íåéòðàëüíîñòü èãðîêà i â (N, ν), ïîëó÷àåì νk
p (i∪S)−νk

p (S) = ν(i) äëÿ
âñåõ S ⊆ Cp \ i. Ðàññìîòðèì èãðó (M, ν/C

{i}
p ) ìåæäó êîìïîíåíòàìè

ñòðóêòóðû C
{i}
p . Ïóñòü Q ⊆ M\p, òîãäà (ν/C

{i}
p )(p∪Q)−(ν/C

{i}
p )(Q) =

ν(i ∪ ⋃
l∈Q

Cl)− ν(
⋃
l∈Q

Cl) = ν(i) = (ν/C
{i}
p )(p), ò.å. îäíîýëåìåíòíàÿ êîà-

ëèöèÿ {i} åñòü íåéòðàëüíûé èãðîê â (M, ν/C
{i}
p ), êîíñåíñóñ-âûèãðûø

êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ àêñèîìîé 2.4: kp(M, ν/C
{i}
p ) = νk

p (i) = ν(i) +
ν(i∪ ⋃

l∈M\p

Cl)−ν(i)− ∑
l∈M\p

ν(Cl)

2m
= ν(i) +

ν(N\Cp)− ∑
l∈M\p

ν(Cl)

2m
= ν(i) + ∆p(M,ν/C)

2m
.

Ðàâåíñòâî νk
p (i) = ν(i) è äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå, âûïîëíÿþòñÿ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆p(M, ν/C) = 0.

Ñôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìûå àêñèîìû äëÿ êîàëèöèîííîãî çíà÷å-
íèÿ f .
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Àêñèîìà 4.1. (ýôôåêòèâíîñòü).
∑
i∈N

fi(N, ν, C) = ν(N).

Àêñèîìà 4.2. (àääèòèâíîñòü). f(N, ν+ω, C) = f(N, ν, C)+f(N, ω,C).

Àêñèîìà 4.3. (âíóòðåííÿÿ ñèììåòðè÷íîñòü). Åñëè èãðîêè i, j ∈
Cp ∈ C ñèììåòðè÷íû â (N, ν), òî fi(N, ν, C) = fj(N, ν, C).

Àêñèîìà 4.4. (âíåøíÿÿ ñèììåòðè÷íîñòü). Åñëè èãðîêè p, r ∈ M

ñèììåòðè÷íû â (M, ν/C), òî
∑

i∈Cp

fi(N, ν, C) =
∑

i∈Cr

fi(N, ν, C).

Àêñèîìà 4.5. (ìîäèôèöèðîâàííîå ñâîéñòâî íåéòðàëüíîãî èãðîêà).
Ïóñòü p ∈ M , i ∈ Cp ∩ Ne(N, ν) 6= ®. Åñëè Cp ⊆ Ne(N, ν) òî
fi(N, ν, C) = ν(i) + ∆p(M,ν/C)

2cpm
, ãäå ∆p(M, ν/C) îïðåäåëåíî (4.3). Åñëè

Cp * Ne(N, ν) è ∆p(M, ν/C) = 0, òî

fi(N, ν, C) = ν(i) +

kp(M, ν/C)− ∑
j∈Cp

kp(M, ν/C
{j}
p )

2cp

. (4.4)

Çàìåòèì, ÷òî, ôîðìóëû äëÿ ν/C è ν/C
{j}
p ), à òàêæå (3.1), (2.6),

(2.7) è (4.3) âûðàæàþò ïðèâåäåííûå â àêñèîìå 4.5 âûèãðûøè íåé-
òðàëüíûõ â (N, ν) èãðîêîâ ÷åðåç ôóíêöèþ ν. Ïî ëåììå 4.1 íåéòðàëü-
íûé â (N, ν) èãðîê i ∈ Cp ∈ C ìîæåò óæå íå áûòü íåéòðàëüíûì â ðå-
äóöèðîâàííîé èãðå âíóòðè êîàëèöèè Cp. Àêñèîìà 4.5 îïðåäåëÿåò âû-
èãðûøè òåõ èãðîêîâ èç Ne(N, ν), êîòîðûå ïðèíàäëåæàò êîàëèöèÿì
Cp, óäîâëåòâîðÿþùèì íåêîòîðûì óñëîâèÿì. Åñëè Cp ñîñòîèò òîëüêî
èç íåéòðàëüíûõ â (N, ν) èãðîêîâ, òî i ∈ Cp ïîëó÷àåò ν(i) è �äîáàâêó�
∆p(M,ν/C)

2cpm
, îäèíàêîâóþ äëÿ âñåõ èãðîêîâ èç Cp. Åñëè íå âñå èãðîêè èç

Cp íåéòðàëüíû â (N, ν) è ∆p(M, ν/C) = 0, òî i ∈ Cp ∩ Ne(N, ν) ïî-
ëó÷àåò ν(i) ïëþñ 1

2cp
-þ ÷àñòü ðàçíîñòè ìåæäó êîíñåíñóñ-âûèãðûøåì

kp(M, ν/C) êîàëèöèè Cp â èãðå ìåæäó êîìïîíåíòàìè ñòðóêòóðû C è
ñóììîé êîíñåíñóñ-âûèãðûøåé kp(M, ν/C

{j}
p ) èãðîêîâ èç Cp, êîòîðûå

îíè ïîëó÷àþò, èãðàÿ ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîòèâ âñåõ êîàëèöèé Cl ∈ C,
l ∈ M \ p. È â ýòîì ñëó÷àå �äîáàâêà� ê ν(i) îäèíàêîâà äëÿ âñåõ
i ∈ Cp ∩ Ne(N, ν). Ôîðìóëà (4.4) àêñèîìû 4.5 ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìó-
ëû âûèãðûøà íåéòðàëüíîãî èãðîêà â àêñèîìå 2.4 çàìåíîé ôóíêöèè
ν íà νk

p . Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè
óñëîâèé Cp ⊆ Ne(N, ν) è ∆p(M, ν/C) = 0, îáå ôîðìóëû èç àêñèîìû
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4.5 ïðèíèìàþò âèä fi(N, ν, C) = ν(i), i ∈ Cp.

Ëåììà 4.2. Êîàëèöèîííîå çíà÷åíèå ks óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì
4.1-4.5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ks, ñâîéñòâ êîíñåíñóñ-çíà÷åíèÿ k

è [3] ñëåäóåò, ÷òî ks óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì 4.1-4.4. Ðàññìîòðèì ïî-
ñëåäíþþ àêñèîìó. Ïóñòü i ∈ Cp ∈ C - íåéòðàëüíûé èãðîê â (N, ν).

1. Åñëè Cp ⊆ Ne(N, ν), ò.å. Cp ñîñòîèò òîëüêî èç íåéòðàëüíûõ
â (N, ν) èãðîêîâ, òî ν(Cp) =

∑
j∈Cp

ν(j) è ν(R ∪ S) − ν(R) = ν(S),

S ⊆ Cp, R ⊆ N \ Cp. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ êîàëèöèÿ ® 6= S ⊆ Cp

ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì èãðîêîì âî âíåøíåé èãðå ìåæäó êîìïîíåí-
òàìè ñòðóêòóðû CS

p . Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4.1 áûëî ïîêàçàíî,
÷òî νk

p (i) = ν(i) + ∆p(M,ν/C)

2m
. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

νk
p (S) = ν(S)+ ∆p(M,ν/C)

2m
, ® 6= S ⊆ Cp. Ïóñòü u, ω ∈ GCp è u(S) = ν(S),

ω(S) = ∆p(M,ν/C)

2m
. Òîãäà νk

p = u + ω. Âñå èãðîêè â (Cp, ω) ñèììåòðè÷-
íû, ïîýòîìó ki(Cp, ω) = ∆p(M,ν/C)

2cpm
. Â (Cp, u) âñå èãðîêè íåéòðàëüíû

è ïî àêñèîìå 2.4: ki(Cp, u) = ν(i) +
ν(Cp)− ∑

j∈Cp

ν(j)

2cp
= ν(i). Èç (4.1) è

àêñèîìû 2.3 èìååì ksi(N, ν, C) = ki(Cp, ν
k
p ) = ν(i) + ∆p(M,ν/C)

2cpm
, ò.å. ks

óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå 4.5.
2. Åñëè Cp * Ne(N, ν) è ∆p(M, ν/C) = 0, òî èãðîê i íåéòðàëåí â

(Cp, ν
k
p ) è νk

p (i) = ν(i). Èç (4.1) è àêñèîìû 2.4 ïîëó÷àåì ksi(N, ν, C) =

νk
p (i) +

νk
p (Cp)− ∑

j∈Cp

νk
p (j)

2cp
. Ñîãëàñíî (4.2): νk

p (Cp) = kp(M, ν/C), νk
p (j) =

kp(M, ν/C
{j}
p ), j ∈ Cp. Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ks âûïîëíÿåòñÿ (4.4).

Ïðè îáîñíîâàíèÿ êîàëèöèîííîãî êîíñåíñóñ-çíà÷åíèÿ áóäåì èñïîëü-
çîâàòü èãðó (N, uT ) åäèíîãëàñèÿ êîàëèöèè T , ãäå ® 6= T ⊆ N , uT (S) =

1 äëÿ S ⊇ T , uT (S) = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Èãðîêè èç Ne(N, uT ) =

N \T ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè â (N, uT ), ò.ê. äëÿ íèõ ν(i) = 0. Ìíîæåñòâî
T ñîñòîèò èç âåòî-èãðîêîâ. Êàæäàÿ ïàðà íóëåâûõ èãðîêîâ (èëè ïàðà
âåòî-èãðîêîâ) ñèììåòðè÷íà.

Òåîðåìà 4.1. Êîàëèöèîííîå êîíñåíñóñ-çíà÷åíèå ks ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì äëÿ èãð (N, ν, C), óäîâëåòâîðÿþùèì àêñèîìàì
4.1-4.5.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f - êîàëèöèîííîå çíà÷åíèå, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå àêñèîìàì 4.1 - 4.5. Ñèñòåìà ôóíêöèé {uT}T∈2N\® ÿâëÿåòñÿ áàçè-
ñîì â GN , ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ ëåììó 4.2 è àêñèîìó 4.2, äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî f îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ èãðû (N,αuT , C), ãäå
α ∈ R, ® 6= T ⊆ N . Ïóñòü D = {l ∈ M | Cl ∩ T 6= ®} - ìíîæåñòâî èí-
äåêñîâ êîìïîíåíò ñòðóêòóðû C, ñîäåðæàùèõ ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî
èãðîêà èç T . Òàê êàê (αuT /C)(Q) = (αuT )(

⋃
l∈Q

Cl) = α äëÿ Q ⊇ D è

(αuT /C)(Q) = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, òî èãðà (M,αuT /C) ìåæäó
êîìïîíåíòàìè ñòðóêòóðû C ñîâïàäàåò ñ (M, αuD), ãäå (M,uD) - èãðà
åäèíîãëàñèÿ êîàëèöèè D. Êàæäîé êîàëèöèè Cp, p /∈ D, ñîñòîÿùåé
èç íåéòðàëüíûõ â (N,αuT ) èãðîêîâ, ñîîòâåòñòâóåò íåéòðàëüíûé è
îäíîâðåìåííî íóëåâîé èãðîê â (M,αuD). Êîàëèöèè Cp, p ∈ D, ñîîò-
âåòñòâóåò âåòî-èãðîê â (M, αuD). Èç (3.1) ïîëó÷àåì

kp(M,αuT /C) = kp(M, αuD) =
ep(M, αuD) + shp(M,αuD)

2
, p ∈ M.

(4.5)
Èçâåñòíî, ÷òî

shp(M,αuD) =

{
0, p /∈ D,
α
d
, p ∈ D.

Òàê êàê ep(M, αuD) = (αuD)(p) +
(αuD)(M)− ∑

j∈M
(αuD)(j)

m
, (αuD)(M) = α,

(αuD)(j) = α, åñëè j ∈ D è d = 1, (αuD)(j) = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,
òî

ep(M, αuD) =





0, p /∈ D, d = 1,
α, p ∈ D, d = 1,
α
m

, d ≥ 2,

kp(M,αuD) =





0, p /∈ D, d = 1,
α, p ∈ D, d = 1,
α

2m
, p /∈ D, d ≥ 2,

α(m+d)
2md

, p ∈ D, d ≥ 2.

(4.6)

Èãðà (M,αuT /C
{j}
p ) ìåæäó j ∈ Cp ∈ C è êîàëèöèÿìè Cl, l ∈ M \p, ïî-

ëó÷àåòñÿ èç (M, αuT /C) óäàëåíèåì èç êîìïîíåíòû Cp âñåõ èãðîêîâ
êðîìå j. Åñëè óäàëÿþòñÿ èãðîêè, íå ïðèíàäëåæàùèå T , òî õàðàê-
òåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íå ìåíÿåòñÿ, ò.å. (M,αuT /C

{j}
p ) ñîâïàäàåò ñ
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(M, αuT /C) è ñ (M, αuD). Äðóãèìè ñëîâàìè, (M, αuT /C
{j}
p ) ñîâïàäàåò

ñ (M, αuD), åñëè p /∈ D èëè j ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì âåòî-èãðîêîì
êîìïîíåíòû Cp. Åñëè èç Cp óäàëÿåòñÿ õîòÿ áû îäèí èãðîê, ïðèíàäëå-
æàùèé T , òî èãðà (M,αuT /C

{j}
p ) ñòàíîâèòñÿ íóëåâîé. Ñëåäîâàòåëüíî

kp(M,αuT /C{j}
p ) =

{
kp(M, αuD), åñëè p /∈ D èëè Cp ∩ T = {j},
0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

(4.7)
1. Ïóñòü p /∈ D. Òîãäà Cp ⊆ Ne(N, αuT ), ò.ê. êîìïîíåíòà Cp íå

ñîäåðæèò âåòî-èãðîêîâ, è (αuT )(i) = 0 äëÿ âñåõ i ∈ Cp. Ïî àêñèîìå
4.5: fi(N, αuT , C) = ∆p(M,αuT /C)

2cpm
, i ∈ Cp, ãäå ∆p(M, αuT /C) = α , åñëè

d ≥ 2, è ∆p(M,αuT /C) = 0 , åñëè d = 1. Òàêèì îáðàçîì, àêñèîìà 4.5
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò âûèãðûøè âñåõ èãðîêîâ êàæäîé êîàëèöèè Cp,
p /∈ D.

2. Ïóñòü p ∈ D. Òîãäà Cp * Ne(N, αuT ). Â äàííîì ñëó÷àå ∆p(M ,
αuT /C)=(αuT )(N\Cp)−

∑
l∈M\p

(αuT )(Cl) = 0. Îáîçíà÷èâ ξ = ∆p(M,αuT /C)

2m
,

èìååì
∑
p/∈D

∑
i∈Cp

fi(N, αuT , C) = (n− d)ξ. Êàæäàÿ ïàðà èãðîêîâ r, l ∈ D

ñèììåòðè÷íà â (M, αuT /C) è (αuT )(N) = α, ñëåäîâàòåëüíî ïî àêñèî-
ìàì 4.1, 4.4

∑
i∈Cp

fi(N,αuT , C) =
α− (n− d)ξ

d
, p ∈ D. (4.8)

Àêñèîìà 4.5 è ôîðìóëû (4.4)-(4.7) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò fi(N,αuT , C)

äëÿ íåéòðàëüíûõ èãðîêîâ i ∈ Cp \ T = Cp ∩Ne(N,αuT ) êîàëèöèé Cp,
p ∈ D. Èñïîëüçóÿ ýòè çíà÷åíèÿ, àêñèîìó 4.3 è ôîðìóëó (4.8), ïîëó-
÷àåì åäèíñòâåííûå çíà÷åíèÿ fi(N,αuT , C) äëÿ i ∈ T .

Òàêèì îáðàçîì, àêñèîìû 4.1, 4.3 - 4.5 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò çíà-
÷åíèÿ fi(N, αuT , C) äëÿ âñåõ i ∈ N .

Çàìå÷àíèå 4.1. Äëÿ êîàëèöèîííîãî êîíñåíñóñ-çíà÷åíèÿ âûïîëíÿåòñÿ
∑
i∈Cp

ksi(N, ν, C) = ksp(M, ν/C, {M}) = kp(M, ν/C).

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñâîéñòâîì âíåøíåé èãðû,
à ïðàâàÿ - ñâîéñòâîì ñîãëàñîâàííîñòè. Îáà ñâîéñòâà èñïîëüçóþòñÿ
äëÿ àêñèîìàòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè êîàëèöèîííûõ çíà÷åíèé.
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Çàìå÷àíèå 4.2. Êîàëèöèîííîå êîíñåíñóñ-çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
íåìíîãèõ êîàëèöèîííûõ çíà÷åíèé, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâó íó-
ëåâîãî èãðîêà (èãðîê i ∈ N , äëÿ êîòîðîãî MS

i (N, ν) = 0, S ⊆ N , äîë-
æåí ïîëó÷èòü íóëåâîé âûèãðûø). Îäíàêî â îòëè÷èå, íàïðèìåð, îò
äâóõýòàïíîãî Øåïëè-çíà÷åíèÿ [4], âûèãðûø êàæäîé êîàëèöèè Cp ∈
C ðàñïðåäåëÿåòñÿ ñ ó÷åòîì �âíåøíèõ� âîçìîæíîñòåé èãðîêîâ.
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Ñòàòüÿ íîñèò îáçîðíûé õàðàêòåð è ïîñâÿùåíà ñòðóêòóðè-
çàöèè ñîâðåìåííûõ íàïðàâëåíèé â èãðàõ íà ñåòÿõ. Ââîäèòñÿ
ñèñòåìà êëàññèôèêàöèé ïîñëåäíèõ ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè èãð
è òåîðèè ãðàôîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ èãð, òåîðèÿ ãðàôîâ, èãðû íà ñåòÿõ.

1. Ââåäåíèå
Íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò è èãðîâûå, è ãðàôîâûå ìîäåëè óñïåø-

íî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì.
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ïðèâåäåííîìó â [5], òåîðèÿ èãð � ðàçäåë

ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, èññëåäóþùèé ìîäåëè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
â óñëîâèÿõ íåñîâïàäåíèÿ èíòåðåñîâ ñòîðîí (èãðîêîâ), êîãäà êàæäàÿ
ñòîðîíà ñòðåìèòñÿ âîçäåéñòâîâàòü íà ðàçâèòèå ñèòóàöèè â ñîáñòâåí-
íûõ èíòåðåñàõ. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â òåîðèè èãð, íàøëè ìíî-
æåñòâî ïðèëîæåíèé â ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòÿõ � â ñîöèîëîãèè [37,
38, 47], ýêîíîìèêå [24, 43, 44], îðãàíèçàöèîííîì óïðàâëåíèè [12, 29],
ýêîëîãèè [3, 38], âîåííîì äåëå [4, 14] è äð.

Òåîðèÿ ãðàôîâ â êà÷åñòâå òåîðåòè÷åñêîé äèñöèïëèíû ìîæåò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê ðàçäåë äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, èññëåäóþùèé ñâîé-
ñòâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ñ çàäàííûìè îòíîøåíèÿìè ìåæäó èõ ýëå-
ìåíòàìè [2]. Êàê ïðèêëàäíàÿ äèñöèïëèíà òåîðèÿ ãðàôîâ ïîçâîëÿåò

c©2010 Ä.À. Íîâèêîâ
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îïèñûâàòü è èññëåäîâàòü ìíîãèå òåõíè÷åñêèå, ýêîíîìè÷åñêèå, áèî-
ëîãè÷åñêèå è ñîöèàëüíûå ñèñòåìû (ñì. ïðèìåðû ïðèëîæåíèé òåîðèè
ãðàôîâ â [2, 4, 37, 38, 42]).

Ãðàôû è èãðû. Ìåæäó òåîðèåé èãð è òåîðèåé ãðàôîâ ñóùå-
ñòâóåò ãëóáîêàÿ âçàèìîñâÿçü. Ìîæíî ïðèâåñòè ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ
èñïîëüçîâàíèÿ êîíñòðóêöèé è ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ãðàôîâ â èãðîâûõ
ïîñòàíîâêàõ:

� äðåâîâèäíûé ãðàô çàäàåò ñòðóêòóðó ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â èãðå
â ðàçâåðíóòîé ôîðìå [35];

� ãðàô (âåðøèíû - èãðîêè) çàäàåò ñòðóêòóðó âîçìîæíûõ êîàëè-
öèé [12]. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîîïåðàòèâíûå èã-
ðû íà ñåòÿõ, ñâÿçàííûå ñ ôîðìèðîâàíèåì êîàëèöèé (network coalition
formation games) - ñì. îáçîð â [42] è â îòêðûòîì Èíòåðíåò-èçäàíèè
�Coalition Theory Network Newsletter�;

� íà ãðàôå â äèñêðåòíîì âðåìåíè îñóùåñòâëÿåòñÿ ¾èãðà ïîèñêà¿
(âåðøèíû - ïîçèöèè èãðîêîâ, ðåáðà - âîçìîæíûå ïóòè ïåðåõîäîâ) [34];

� îðèåíòèðîâàííûé ãðàô îïèñûâàåò, îò ÷üèõ äåéñòâèé çàâèñÿò
âûèãðûøè àãåíòîâ (íàïðèìåð, äëÿ ðåàëèçóåìîñòè ðàâíîâåñèÿ Íýøà
äîñòàòî÷íî ñâÿçíîñòè ãðàôà), â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ãðàô îòðàæàåò
ñòðóêòóðó èíôîðìèðîâàííîñòè èãðîêîâ [31] èëè ñòðóêòóðó êîììóíè-
êàöèé ìåæäó èãðîêàìè [27];

� ãðàô îòðàæàåò ïîñòîÿííûå èëè âðåìåííûå ñâÿçè (èíôîðìàöè-
îííûå, òåõíîëîãè÷åñêèå, ïîä÷èíåííîñòè è ò.ï.) ìåæäó èãðîêàìè [11,
22, 27, 28];

è ò.ä.
Îòäåëüíî ñëåäóåò âûäåëèòü òåîðèþ ñåòåâûõ èãð � îòíîñèòåëü-

íî ìîëîäîé (ðàçâèâàþùèéñÿ ñ êîíöà 70-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà) ðàç-
äåë òåîðèè èãð, àêöåíòèðóþùèé âíèìàíèå êàê ðàç íà ôîðìèðîâàíèè
ñåòåâûõ ñòðóêòóð - óñòîé÷èâûõ ñâÿçåé ìåæäó èãðîêàìè - â óñëîâè-
ÿõ íåñîâïàäåíèÿ èíòåðåñîâ è/èëè ðàçëè÷íîé èíôîðìèðîâàííîñòè ïî-
ñëåäíèõ (äëÿ îçíàêîìëåíèÿ ñì. îáçîð [10] è ìîíîãðàôèþ [42]).

Íàðÿäó ñ òåðìèíîì ¾ñåòåâûå èãðû¿ (network games), âñå ÷àùå
âñòðå÷àåòñÿ òåðìèí ¾èãðû ôîðìèðîâàíèÿ ñåòåé¿ (network formation
games), áîëåå ñîîòâåòñòâóþùèì ñóòè èãðû, ðåçóëüòàòîì êîòîðîé ÿâ-
ëÿåòñÿ ñåòü, ñâÿçûâàþùàÿ èãðîêîâ. Ýòà òåíäåíöèÿ èìååò ñâîå îáîñíî-
âàíèå � ñåòåâûå èãðû ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ
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СЕТЕВЫЕ ИГРЫ

(network games)

ИГРЫ ФОРМИРОВАНИЯ СЕТЕЙ

(network formation games)

ИГРЫ НА СЕТЯХ

(network-based games)

игры маршрутизации (networking games)

«когнитивные» игры (cognitive maps games)

игры на социальных сетях (social networks games)

игры на сетевых графиках

Сеть – результат игрового
взаимодействия

Сеть фиксирована и определяет
зависимость результатов

деятельности игроков и/или их
выигрышей от действий

Ðèñóíîê 1. Ñåòåâûå èãðû

(ñì. Ðèñ. 1) èãðû ôîðìèðîâàíèÿ ñåòåé è ¾èãðû íà ñåòÿõ¿ (network-
based games), ïðè÷åì â ïîñëåäíèõ ¾ñåòü¿ ôèêñèðîâàíà. Ñðåäè èãð íà
ñåòÿõ ìîæíî, â ñâîþ î÷åðåäü, âûäåëèòü (ñì. Ðèñ. 1) [13]:

� èãðû ìàðøðóòèçàöèè (networking games);
� ¾êîãíèòèâíûå¿ èãðû (cognitive maps games);
� èãðû íà ñîöèàëüíûõ ñåòÿõ (social networks games);
� èãðû íà ñåòåâûõ ãðàôèêàõ1
Íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå ðàçëè÷èå ìåæäó èãðàìè ôîðìèðîâàíèÿ

ñåòåé è èãðàìè íà ñåòÿõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïåðâûõ ïðåäìåòîì âû-
áîðà èãðîêîâ ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå, îòíîñÿùèåñÿ ê ïàðíîìó âçàèìî-
äåéñòâèþ ìåæäó èãðîêàìè, à â èãðàõ íà ñåòÿõ - ïåðåìåííûå, îïè-
ñûâàþùèå âåðøèíû ñåòè (çíà÷åíèÿ ôàêòîðîâ â èãðàõ íà êîãíèòèâ-
íûõ êàðòàõ, ìíåíèÿ àãåíòîâ â èãðàõ íà ñîöèàëüíûõ ñåòÿõ è ò.ä.).

1Äàííîìó êëàññó èãð ïîêà íå áûëî óäåëåíî äîëæíîãî âíèìàíèÿ èññëåäîâàòå-
ëåé. Îí ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàí êàê èãðû ñóáúåêòîâ, âûäåëÿþùèõ ðåñóðñû,
íåîáõîäèìûå äëÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé ñåòåâîãî ãðàôèêà íåêîòîðîãî ïðîåêòà. Òî
åñòü, èãðû íà ñåòåâûõ ãðàôèêàõ - òåîðåòèêî-èãðîâîå îáîáùåíèå çàäà÷è ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ðåñóðñîâ íà ñåòÿõ, ÿâëÿþùåéñÿ õðåñòîìàòèéíîé äëÿ êàëåíäàðíî-ñåòåâîãî
ïëàíèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ [2].
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Â áóäóùåì ýòè ìîäåëè, íàâåðíîå, öåëåñîîáðàçíî ôîðìàëüíî îáúåäè-
íèòü (ñì. ïóíêòèðíûå ëèíèè íà Ðèñ. 1). Ýôôåêò îò òàêîãî îáúåäè-
íåíèÿ ìîæåò áûòü îáóñëîâëåí òåì, ÷òî âî ìíîãèõ èãðàõ ôîðìèðî-
âàíèÿ ñåòåé (íàïðèìåð, â ìîäåëÿõ èíôîðìàöèîííûõ êîììóíèêàöèé
â ìíîãîàãåíòíûõ ñèñòåìàõ) äëÿ ðàñ÷åòà âûèãðûøåé èãðîêîâ òðåáó-
åòñÿ ïðèâëåêàòü ìîäåëü ñåòåâîé äèíàìèêè, êàê è â èãðàõ íà ñåòÿõ.
Îáúåäèíåíèå ìîäåëåé ïðèâåäåò ê äâóõýòàïíîé èãðå, íà ïåðâîì ýòà-
ïå êîòîðîé èãðîêè ôîðìèðóþò ñåòü, à íà âòîðîì ýòàïå èñïîëüçóþò
ñôîðìèðîâàííóþ ñåòü äëÿ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè, ðåñóðñîâ è ò.ä. â
ñîîòâåòñòâèè ñ êîíöåïöèåé èãð íà ñåòÿõ.

2. Èãðû íà ñåòÿõ

Â ïîñëåäíèå ãîäû âñå ÷àùå ïîÿâëÿþòñÿ ðàçíîîáðàçíûå ñîäåðæà-
òåëüíûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ îïèñàíèÿ è èññëåäîâàíèÿ òàêîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ èãðîêîâ, ÷òî ðåçóëüòàò èõ âçàèìîäåéñòâèÿ (èëè ñâÿçü ìåæ-
äó âûáèðàåìûìè äåéñòâèÿìè èëè ñòðàòåãèÿìè è âûèãðûøàìè) îïðå-
äåëÿåòñÿ òîé èëè èíîé ¾ñåòåâîé¿ (¾òåîðåòèêî-ãðàôîâîé¿) ìîäåëüþ.
Òàêîãî ðîäà èãðû, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, íàçûâàþò èãðàìè íà ñåòÿõ.
Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ¾ïðèìåðîâ¿.

Èãðû ìàðøðóòèçàöèè íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
íå òîëüêî íàèáîëåå ðàçâèòûé, íî è î÷åíü áóðíî ðàçâèâàþùèéñÿ ðàç-
äåë ñåòåâûõ èãð. Äàííîå íàïðàâëåíèå âîçíèêëî ïîñëå ðàáîòû [45],
ïîñâÿùåííîé ìàðøðóòèçàöèè íåäåëèìîãî òðàôèêà. Âòîðîé âåõîé ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàáîòà [46] ïî ìàðøðóòèçàöèè äåëèìîãî òðàôèêà.

Â ñåòåâûõ èãðàõ çà÷àñòóþ äîìèíèðóþò òðàíñïîðòíûå è òåëåêîì-
ìóíèêàöèîííûå èíòåðïðåòàöèè (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèè [42, 46],
ïèîíåðñêóþ ñòàòüþ [48] è îáçîð [41]), òî åñòü ñåòü ÿâëÿåòñÿ ¾èíñòðó-
ìåíòîì¿ è/èëè îãðàíè÷åíèåì âçàèìîäåéñòâèÿ èãðîêîâ.

Ñëåäóåò ïðèçíàòü, ÷òî èãðû ìàðøðóòèçàöèè çàñëóæèâàþò îòäåëü-
íîãî ðóññêîÿçû÷íîãî îáçîðà â îäíîì èç âåäóùèõ òåîðåòèêî-èãðîâûõ
æóðíàëîâ, ÷òî î÷åíü âàæíî äëÿ ïðèâëå÷åíèÿ îòå÷åñòâåííûõ ñïåöèà-
ëèñòîâ ê ó÷àñòèþ â ðàçâèòèè ýòîãî ïåðñïåêòèâíîãî íàïðàâëåíèÿ.

Êîãíèòèâíûå èãðû [26], â êîòîðûõ êîãíèòèâíàÿ êàðòà [40] � âçâå-
øåííûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô (âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ôàê-
òîðû, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ èçìåðÿþòñÿ â íåïðåðûâíîé èëè íå÷åòêîé
øêàëå, à âçâåøåííûìè èëè ôóíêöèîíàëüíûìè äóãàìè îòðàæàåòñÿ
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âçàèìîâëèÿíèå ôàêòîðîâ) � èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ó÷åòà ïðè÷èííî-ñëåäñò-
âåííûõ ñâÿçåé è âçàèìîâëèÿíèÿ ôàêòîðîâ, à òàêæå äëÿ ìîäåëèðîâà-
íèÿ äèíàìèêè ñëàáîôîðìàëèçóåìûõ ñèñòåì [1, 20, 25]. Êîãíèòèâíûå
ìîäåëè èìåþò ìíîæåñòâî ïðèëîæåíèé � ñì. [25, 38, 40]. Äëÿ ïåðâî-
íà÷àëüíîãî îçíàêîìëåíèÿ ñ ýòîé îáëàñòüþ ìîæíî ïîðåêîìåíäîâàòü
êëàññè÷åñêèå ìîíîãðàôèè [38, 40] è ñîâðåìåííûå îáçîðû [1, 16, 19].

Îñíîâíîé öåëüþ èñïîëüçîâàíèÿ êîãíèòèâíûõ êàðò ÿâëÿåòñÿ êà÷å-
ñòâåííûé àíàëèç, îñíîâûâàþùèéñÿ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íà èìè-
òàöèîííîì ìîäåëèðîâàíèè (ðåæå àíàëèòè÷åñêè ðåøàþòñÿ îáðàòíûå
çàäà÷è óïðàâëåíèÿ) äèíàìèêè ñèòóàöèé (òåíäåíöèé, íàïðàâëåíèé èç-
ìåíåíèÿ çíà÷åíèé ôàêòîðîâ, èññëåäîâàíèè ñöåíàðèåâ è ò.ä.). Íàïðè-
ìåð, îïèñàâ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ôàêòîðàìè â âèäå ñèñòåìû ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà è çàäàâ íà÷àëüíûå
çíà÷åíèÿ, ìîæíî àíàëèçèðîâàòü äèíàìèêó ôàêòîðîâ, ¾óñòàíîâèâøè-
åñÿ¿ çíà÷åíèÿ è ò.ä., ðàññìàòðèâàÿ âñå ýòè àñïåêòû ñ òî÷êè çðåíèÿ
ëèö, çàèíòåðåñîâàííûõ â òîì èëè èíîì ðàçâèòèè ñèòóàöèè, èëè èñ-
ñëåäóÿ íåñîâïàäåíèå öåëåé ðàçëè÷íûõ ñóáúåêòîâ. Èìåÿ ìîäåëü ñâÿçè
ìåæäó ôàêòîðàìè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èãðîâóþ ïîñòàíîâêó - ïóñòü
èãðîêè èìåþò âîçìîæíîñòü âëèÿòü íà íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ôàêòî-
ðîâ (íàïðèìåð, äëÿ êàæäîãî èãðîêà çàäàíî ìíîæåñòâî ¾êîíòðîëèðó-
åìûõ¿ èì ôàêòîðîâ), à èõ âûèãðûøè çàâèñÿò îò ¾óñòàíîâèâøèõñÿ¿
çíà÷åíèé ôàêòîðîâ. Ïðèìåð ëèíåéíîé èãðû òàêîãî ðîäà ðàññìîòðåí
â [26].

Èãðû íà ñîöèàëüíûõ ñåòÿõ, â êîòîðûõ âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ àãåí-
òû - ó÷àñòíèêè ñîöèàëüíîé ñåòè, à âçâåøåííûå äóãè îòðàæàþò ñòåïå-
íè èõ ¾äîâåðèÿ¿ äðóã äðóãó èëè âëèÿíèÿ äðóã íà äðóãà [7, 8, 38, 42].
Ìíåíèå êàæäîãî àãåíòà ôîðìèðóåòñÿ ïîä âëèÿíèåì åãî íà÷àëüíîãî
ìíåíèÿ è ìíåíèé äðóãèõ àãåíòîâ ñ ó÷åòîì èõ äîâåðèÿ äðóã äðóãó (äè-
íàìèêà ìíåíèé îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
èëè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé). Ïîìèìî àãåíòîâ, â ìîäåëè ñóùåñòâóþò
èãðîêè, êîòîðûå ìîãóò âëèÿòü íà àãåíòîâ è èõ âçàèìîäåéñòâèå, òî
åñòü, èãðîêè ìîãóò îñóùåñòâëÿòü óïðàâëåíèå àãåíòàìè. Çíàÿ ñâÿçü
ìåæäó íà÷àëüíûìè ìíåíèÿìè, à òàêæå ñòðóêòóðîé ñîöèàëüíîé ñåòè,
è èòîãîâûìè ìíåíèÿìè, ìîæíî ñòàâèòü è ðåøàòü çàäà÷ó ôîðìèðî-
âàíèÿ èãðîêàìè òàêèõ íà÷àëüíûõ ìíåíèé ó àãåíòîâ è òàêèõ ñâÿçåé
ìåæäó íèìè (âêëþ÷àÿ êàê ñòðóêòóðó, òàê è ñòåïåíè äîâåðèÿ), êîòî-
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ðûå áûëè áû ðàâíîâåñèåì (â òîì èëè èíîì ñìûñëå) ñîîòâåòñòâóþùåé
èãðû [9].

Äðóãèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå àïïàðàòà ñåòåé Ïåòðè
[39]. È òàê äàëåå.

Îáùèì äëÿ ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ, äà è äëÿ èãð íà ñåòÿõ âîîáùå,
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå. Ñâÿçü ìåæäó äåéñòâèÿìè èãðîêîâ è ðåçóëüòà-
òîì, êîòîðûé îïðåäåëÿåò èõ âûèãðûøè, îïèñûâàåòñÿ â ðàìêàõ äî-
ñòàòî÷íî ïðîñòîé ¾ñåòè¿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé, èëè ñèñòåìîé ðàç-
íîñòíûõ óðàâíåíèé è ò.ï. Òî åñòü, ñåòü ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ âçàèìî-
äåéñòâèÿ èãðîêîâ (ôàêòîðîâ è ò.ï.). Äàëüøå âñå ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó
ñâîéñòâ ñîîòâåòñòâóþùåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, à çàòåì - ê òîé èëè
èíîé êëàññè÷åñêîé òåîðåòèêî-èãðîâîé ïîñòàíîâêå (â îáùåì ñëó÷àå -
ê äèíàìè÷åñêîé èãðå [26, 36]). Îòìåòèì, ÷òî íåñêîëüêî â ñòîðîíå íà-
õîäÿòñÿ networking games, â êîòîðûõ äèíàìèêè êàê òàêîâîé îáû÷íî
íåò, à ðåøåíèåì ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîâåñèå Íýøà (â ñëó÷àå íåäåëèìîãî
òðàôèêà) èëè ðàâíîâåñèå Âàðäðîïà (â ñëó÷àå äåëèìîãî òðàôèêà).

Áîëåå òîãî, åñëè ðàññìàòðèâàòü ñåòü êàê îáúåêò óïðàâëåíèÿ, òî,
èññëåäîâàâ ñâîéñòâà ýòîé ñåòè - óìåÿ îïèñûâàòü åå äèíàìèêó â çà-
âèñèìîñòè îò òåõ èëè èíûõ ïàðàìåòðîâ è âûäåëèâ óïðàâëÿåìûå ïå-
ðåìåííûå (ïàðàìåòðû, êîòîðûå ïîäâåðãàþòñÿ öåëåíàïðàâëåííîìó èç-
ìåíåíèþ ñî ñòîðîíû óïðàâëÿþùåãî îðãàíà), ìîæíî ñòàâèòü è ðåøàòü
çàäà÷è óïðàâëåíèÿ. Ïîÿñíèì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå.

3. Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ

Îáñóäèì êà÷åñòâåííî îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è óïðàâëåíèÿ íåêî-
òîðîé ñèñòåìîé. Ïóñòü èìååòñÿ óïðàâëÿþùèé îðãàí è óïðàâëÿåìàÿ
ñèñòåìà (îáúåêò óïðàâëåíèÿ). Ñîñòîÿíèå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû çà-
âèñèò îò âíåøíèõ âîçäåéñòâèé, âîçäåéñòâèé ñî ñòîðîíû óïðàâëÿþ-
ùåãî îðãàíà (óïðàâëåíèÿ) è, áûòü ìîæåò (åñëè îáúåêò óïðàâëåíèÿ
àêòèâåí, òî åñòü òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñóáúåêòîì � ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ
ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ, îðãàíèçàöèîííûõ ñèñòåì), äåéñòâèé ñàìîé
óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû � ñì. Ðèñ. 2. Çàäà÷à óïðàâëÿþùåãî îðãàíà çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îñóùåñòâèòü òàêèå óïðàâëÿþùèå âîçäåé-
ñòâèÿ (æèðíàÿ ëèíèÿ íà Ðèñ. 2), ÷òîáû ñ ó÷åòîì èíôîðìàöèè î âíåø-
íèõ âîçäåéñòâèÿõ (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ íà Ðèñ. 2) îáåñïå÷èòü òðåáóå-
ìîå ñîñòîÿíèå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû.
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УПРАВЛЯЮШИЙ ОРГАН

(СУБЪЕКТ УПРАВЛЕНИЯ)

УПРАВЛЯЕМАЯ СИСТЕМА

(ОБЪЕКТ УПРАВЛЕНИЯ)

Состояние

управляемой

системы

Управление

Внешние воздействия

Ðèñóíîê 2. Ñòðóêòóðà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ

Сеть

Агенты/факоры

Ðèñóíîê 3. Ñåòü êàê ìîäåëü îáúåêòà (îáúåêòà óïðàâëåíèÿ)

Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ìîæåò îïèñûâàòüñÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáà-
ìè � ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íàáîðîì ëîãè÷åñêèõ
ïðàâèë è äð., � îòðàæàþùèìè çàâèñèìîñòü ñîñòîÿíèé îò âíåøíèõ
ôàêòîðîâ, óïðàâëåíèé, ïðåäøåñòâóþùèõ ñîñòîÿíèé è ò.ä. Â ÷àñòíî-
ñòè, ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ è òà èëè èíàÿ ñåòåâàÿ ìîäåëü � ñì. Ðèñ. 3,
â êîòîðîé, íàïðèìåð, âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò êîìïîíåíòàì âåêòîðà
ñîñòîÿíèé èëè àãåíòàì - ó÷àñòíèêàì ñèñòåìû, à äóãè � èõ âëèÿíèþ
äðóã íà äðóãà.

Â [29] áûëà ïðåäëîæåíà ñèñòåìà êëàññèôèêàöèé çàäà÷ óïðàâëå-
íèÿ, â êîòîðîé îñíîâàíèåì ÿâëÿëñÿ ïðåäìåò, íà êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ
âîçäåéñòâèå â ïðîöåññå óïðàâëåíèÿ. Òàê, áûëè âûäåëåíû:
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Управляющий

орган

Сеть (объект управления)

Воздействия

(управление)

Ðèñóíîê 4. Óïðàâëåíèå îáúåêòîì, îïèñûâàåìûì ñåòüþ

� óïðàâëåíèå ñîñòàâîì (íàáîðîì ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ
óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû);

� óïðàâëåíèå ñòðóêòóðîé (ñâÿçÿìè ìåæäó ýëåìåíòàìè);
� èíñòèòóöèîíàëüíîå óïðàâëåíèå (óïðàâëåíèå îãðàíè÷åíèÿìè è

íîðìàìè äåÿòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ ñèñòåìû);
� ìîòèâàöèîííîå óïðàâëåíèå (óïðàâëåíèå ïðåäïî÷òåíèÿìè);
� èíôîðìàöèîííîå óïðàâëåíèå (óïðàâëåíèå èíôîðìèðîâàííîñòüþ

ýëåìåíòîâ ñèñòåìû - òîé èíôîðìàöèåé, êîòîðîé îíè îáëàäàþò íà ìî-
ìåíò ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé).

Â ¾ñåòåâîé¿ èíòåðïðåòàöèè, òî åñòü êîãäà îáúåêò óïðàâëåíèÿ îïè-
ñûâàåòñÿ ãðàôîì (ïðè÷åì âåðøèíû ãðàôà ¾ïàññèâíû¿, òî åñòü íå
îáëàäàþò ñîáñòâåííûìè ïðåäïî÷òåíèÿìè è èíôîðìèðîâàííîñòüþ),
ïîëó÷àåì, ÷òî óïðàâëåíèå ìîæåò çàêëþ÷àòüñÿ â öåëåíàïðàâëåííîì
âîçäåéñòâèè íà (ñì. Ðèñ. 4) ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû îáúåêòà óïðàâ-
ëåíèÿ:

� ñîñòàâ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (òî åñòü, óïðàâëåíèå ìîæåò çàêëþ-
÷àòüñÿ â óäàëåíèè èëè äîáàâëåíèè âåðøèí);

� ñòðóêòóðó (ñâÿçè ìåæäó ýëåìåíòàìè) óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (òî
åñòü, óïðàâëåíèå ìîæåò çàêëþ÷àòüñÿ â óäàëåíèè èëè äîáàâëåíèè äóã);

� çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì ãðàôà (çíà-
÷åíèÿ ñîñòîÿíèé) è åãî äóã (çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, îòðàæàþùèõ âçà-
èìîñâÿçü ìåæäó ýëåìåíòàìè ñèñòåìû).

Îòìåòèì, ÷òî èçó÷åíèå ¾óïðàâëåíèÿ ñåòüþ¿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé



Èãðû è ñåòè 115

Игроки
…

Сеть

Игра

Воздействия

Ðèñóíîê 5. Èãðà ¾íà ñåòè¿

ñàìîñòîÿòåëüíóþ íåòðèâèàëüíóþ çàäà÷ó, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé ìî-
æåò èñïîëüçîâàòüñÿ àïïàðàò èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé è îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ. Êðîìå òîãî, îòäåëüíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷è-
âîñòü, ïðè÷åì êàê óñòîé÷èâîñòü, íàïðèìåð, ïî Ëÿïóíîâó óïðàâëÿ-
åìîé ñèñòåìû, òàê è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ïî ïàðàìåòðàì ìîäåëè
(êîððåêòíîñòü çàäà÷è è ò.ä.) [21, 23].

Óñëîæíèì ðàññìàòðèâàåìóþ ìîäåëü, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ñóùåñòâó-
þò íåñêîëüêî (êàê ìèíèìóì, äâà) óïðàâëÿþùèõ îðãàíà � èãðîêà,
êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò îêàçûâàòü îïðåäåëåííûå âîçäåéñòâèÿ íà
òå èëè èíûå (êîíòðîëèðóåìûå èì) êîìïîíåíòû îáúåêòà óïðàâëåíèÿ
- ñì. Ðèñ. 5.

Åñëè ïðåäïî÷òåíèÿ êàæäîãî èç èãðîêîâ (èõ ¾êðèòåðèè ýôôåêòèâ-
íîñòè¿ èëè öåëåâûå ôóíêöèè) çàâèñÿò îò ñîñòîÿíèÿ óïðàâëÿåìîãî
îáúåêòà (îïðåäåëÿåìîãî, â îáùåì ñëó÷àå, äåéñòâèÿìè âñåõ èãðîêîâ),
òî ïîëó÷àåì èãðó (ñì. îïðåäåëåíèå âûøå) íà ñåòè (ñì. [9, 29]).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî èãðîêîâ, ìíîæåñòâà èõ äîïóñòèìûõ
äåéñòâèé, öåëåâûå ôóíêöèè (îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå äåéñòâèé
è ñîñòîÿíèé ñåòè) è ñåòü (âêëþ÷àÿ âñå åå ñâîéñòâà, â òîì ÷èñëå �
âçàèìîñâÿçü ìåæäó äåéñòâèÿìè èãðîêîâ è ñîñòîÿíèåì ñåòè), èíôîð-
ìèðîâàííîñòü èãðîêîâ è ïîðÿäîê ïðèíÿòèÿ èìè ðåøåíèé ÿâëÿþòñÿ
îáùèì çíàíèåì ñðåäè èãðîêîâ2. Ñîâîêóïíîñòü ïåðå÷èñëåííûõ ïàðà-

2Òî åñòü ïåðå÷èñëåííûå ïàðàìåòðû èçâåñòíû âñåì èãðîêàì, âñåì èçâåñòíî, ÷òî
âñåì ýòî èçâåñòíî è ò.ä. äî áåñêîíå÷íîñòè [31]. Îòêàç îò ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ
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ìåòðîâ çàäàåò äèíàìè÷åñêóþ èãðó (ñì. îáçîðû â [4, 32, 36, 44]), òî
åñòü, èãðà íà ñåòè â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê
äèíàìè÷åñêîé èãðå.

Èññëåäîâàíèå èãð íà ñåòÿõ âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå îáùèå ýòàïû:
1) îïèñàíèå ñåòè è èññëåäîâàíèå åå äèíàìèêè;
2) îïèñàíèå ìíîæåñòâà èãðîêîâ, èõ ïðåäïî÷òåíèé, èíôîðìèðî-

âàííîñòè, ìíîæåñòâ äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé è êîíòðîëèðóåìûõ èìè
ïàðàìåòðîâ;

3) ñâåäåíèå èãðû íà ñåòè ê òîé èëè èíîé èçâåñòíîé òåîðåòèêî-
èãðîâîé ìîäåëè (èãðå â ðàçâåðíóòîé ôîðìå, èãðå â íîðìàëüíîé ôîð-
ìå, êîîïåðàòèâíîé èãðå è ò.ä.).

Íà ýòîì ¾ñåòåâàÿ¿ ñïåöèôèêà çàêàí÷èâàåòñÿ è íà÷èíàåòñÿ ýòàï
êëàññè÷åñêîãî òåîðåòèêî-èãðîâîãî àíàëèçà, ðåçóëüòàòû êîòîðîãî, êî-
íå÷íî, äîëæíû áûòü çàòåì ïðîèíòåðïðåòèðîâàíû â ¾ñåòåâûõ¿ òåð-
ìèíàõ. Äðóãèìè ñëîâàìè, çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ñâåñòè
èñõîäíóþ ¾èãðó íà ñåòè¿ ê òàêîé èãðå, äëÿ êîòîðîé óæå ïðèìåí?ì
âåñü òîò áîãàòûé èíñòðóìåíòàðèé, êîòîðûé íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íà-
êîïëåí â òåîðèè èãð.

Ìíîæåñòâî âàðèàíòîâ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ¾ñåòåé¿ è îïðåäåëåíèé
èãð íà íèõ îáóñëîâëèâàþò íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé
ñèñòåìû êëàññèôèêàöèé. Ïðè ýòîì âîçìîæíû äâå ïî÷òè íåçàâèñèìûå
ñèñòåìû êëàññèôèêàöèé - ñ òî÷êè çðåíèÿ èãð è ñ òî÷êè çðåíèÿ ñåòåé,
¾íà êîòîðûõ¿ ýòè èãðû îïðåäåëÿþòñÿ.

4. Êëàññèôèêàöèÿ èãð íà ñåòÿõ
Ââåäåì ñèñòåìó îñíîâàíèé êëàññèôèêàöèè ñ òî÷êè çðåíèÿ òåî-

ðèè èãð, ïåðå÷èñëèâ îñíîâàíèÿ êëàññèôèêàöèè è âîçìîæíûå çíà÷å-
íèÿ ïðèçíàêîâ êëàññèôèêàöèè 3.

1. Âèä äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (ïðè íàëè÷èè â ñåòåâîé ìîäåëè äè-
íàìèêè). Ïî ýòîìó îñíîâàíèþ ìîæíî ðàçëè÷àòü ëèíåéíûå èãðû (êî-
ãäà ïðèðàùåíèÿ ¾çíà÷åíèé âåðøèí¿ ëèíåéíî çàâèñÿò îò çíà÷åíèé

ïðèâåäåò ê ðàññìîòðåíèþ ðåôëåêñèâíûõ èãð íà ñåòÿõ.
3Ïî êàæäîìó îñíîâàíèþ âîçìîæíî âûäåëåíèå áîëüøåãî ÷èñëà ïîäêëàññîâ

(÷èñëà çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ êëàññèôèêàöèè). Ìîæíî òàêæå óâåëè÷èâàòü è ÷èñëî
îñíîâàíèé, çàèìñòâóÿ èõ èç òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, èç èññëåäîâàíèÿ
îïåðàöèé è ò.ä.
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äðóãèõ âåðøèí, èõ ïðèðàùåíèé è ¾óïðàâëåíèÿ¿) è íåëèíåéíûå èã-
ðû.

2. Èíôîðìèðîâàííîñòü èãðîêîâ. Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ïðèçíàêîâ
êëàññèôèêàöèè � ïàðàìåòðû è òåêóùèå ðåçóëüòàòû èãðû ÿâëÿþò-
ñÿ îáùèì çíàíèåì, èëè îáùåå çíàíèå îòñóòñòâóåò. Â ïîñëåäíåì ñëó-
÷àå ïîëó÷àåì ðåôëåêñèâíûå èãðû íà ñåòÿõ (ñì. â [31] îïèñàíèå ðå-
ôëåêñèâíûõ èãð â íîðìàëüíîé ôîðìå). Èñïîëüçîâàíèå ýòîãî êëàñ-
ñà èãð ìîæåò îêàçàòüñÿ ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì ìîäåëèðîâàíèÿ
èíôîðìàöèîííîãî ïðîòèâîáîðñòâà, èíôîðìàöèîííûõ âîéí è ò.ä. [20,
30]. Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå ïàðàìåòðû íàáëþäàåìû äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ èãðîêîâ, ìîæåò èìåòü ìåñòî èíôîðìàöèîííàÿ äèñêðèìèíà-
öèÿ [35] íåêîòîðûõ èãðîêîâ.

3. Íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå íåîïðåäåëåííîñòè (êàê ñèììåòðè÷íîé,
òàê è àñèììåòðè÷íîé � êîãäà èãðîêè îáëàäàþò ðàçëè÷íîé àïðèîðíîé
÷àñòíîé èíôîðìàöèåé, è ýòîò ôàêò ÿâëÿåòñÿ îáùèì çíàíèåì). Áîëåå
ïðîñòûì ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûé ñëó÷àé, â òî âðåìÿ êàê, íà-
ïðèìåð, èãðû íà ñåòÿõ ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ (ñèììåòðè÷íîé) ìîãóò
îòðàæàòü ñèòóàöèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé è/èëè ñöåíàðíîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè.

4. Äèñêðåòíîñòü èëè íåïðåðûâíîñòü âðåìåíè. Â ñëó÷àå çàâèñèìî-
ñòè ¾çíà÷åíèé âåðøèí¿ îò äåéñòâèé òîëüêî ñîîòâåòñòâóþùèõ èãðî-
êîâ, ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû, ïðåäñòàâëÿþ-
ùèå ÷ðåçâû÷àéíî ðàçâèòîå è áîãàòîå ðåçóëüòàòàìè íàïðàâëåíèå òåî-
ðèè èãð (ñì. [12, 35] è ññûëêè â íèõ).

5. Ñòðóêòóðà öåëåâûõ ôóíêöèé èãðîêîâ. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ êàæ-
äîãî èãðîêà ìîæåò çàâèñåòü îò äèíàìèêè ¾çíà÷åíèé âñåõ âåðøèí¿
(òðàåêòîðèè) è åãî ñîáñòâåííîãî äåéñòâèÿ. Âîçìîæíû îáîáùåíèÿ, êî-
ãäà âûèãðûø êàæäîãî èãðîêà ÿâíûì îáðàçîì çàâèñèò îò äåéñòâèé
âñåõ èãðîêîâ. Âîçìîæíû èíòåãðàëüíûå êðèòåðèè � êîãäà âûèãðû-
øåì èãðîêà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë ïî âðåìåíè (áûòü ìîæåò, íîðìèðîâàí-
íûé íà ïðîäîëæèòåëüíîñòü � óñðåäíåííûé êðèòåðèé) îò òðàåêòîðèè
è äåéñòâèé èãðîêîâ, èëè òåðìèíàëüíûå êðèòåðèè � êîãäà âûèãðûøè
èãðîêîâ çàâèñÿò îò ¾çíà÷åíèé âåðøèí¿ â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè.
Âîçìîæíî âûäåëåíèå äëÿ êàæäîãî èç èãðîêîâ ñîáñòâåííîãî ìíîæå-
ñòâà öåëåâûõ âåðøèí è ò.ä.

6. Èíòåðâàë âðåìåíè, íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìèêà è
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äëÿ êîòîðîãî ðåøàåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ. Ýòîò èíòåðâàë ìîæåò
áûòü êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷íûì.

7. Ñòðóêòóðà îãðàíè÷åíèé. Ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü òîëüêî îãðàíè-
÷åíèÿ íà èíäèâèäóàëüíûå äåéñòâèÿ èãðîêîâ. Äîïîëíèòåëüíî ìîãóò
ïðèñóòñòâîâàòü è îãðàíè÷åíèÿ ñîâìåñòíîé äåÿòåëüíîñòè [27, 29],
èëè/è èíäèâèäóàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò çàäàâàòüñÿ êîíñòðóêòèâ-
íî (íàïðèìåð, â âèäå îãðàíè÷åííîñòè òåõ èëè èíûõ ¾èíòåãðàëîâ¿ ïî
âðåìåíè îò äåéñòâèé èãðîêîâ).

8. Äàëüíîâèäíîñòü èãðîêîâ. Â óñëîâèÿõ ïîëíîé èíôîðìèðîâàí-
íîñòè è îáùåãî çíàíèÿ ïðè êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè, íà êîòî-
ðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìèêà, èãðîêè ìîãóò ñðàçó âûáðàòü âåê-
òîð ñâîèõ äåéñòâèé íà âñå áóäóùèå ïåðèîäû âðåìåíè (òàê íàçûâàå-
ìîå ¾ïðîãðàììíîå¿ ïðèíÿòèå ðåøåíèé). Äàëüíîâèäíîñòü èãðîêîâ, òî
åñòü ÷èñëî ó÷èòûâàåìûõ èìè áóäóùèõ ïåðèîäîâ, ìîæåò áûòü ìåíü-
øå èíòåðâàëà âðåìåíè, íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìèêà. Òîãäà
íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ñêîëüçÿùåå ïðèíÿòèå ðåøåíèé, ïðè êî-
òîðîì èãðîêè ìîãóò áðàòü èëè íå áðàòü íà ñåáÿ îáÿçàòåëüñòâà äðóã
ïåðåä äðóãîì î âûáîðå îïðåäåëåííûõ äåéñòâèé (ñì. ìîäåëè äèíàìè-
÷åñêèõ àêòèâíûõ ñèñòåì â [32]).

9. Ìîìåíòû âðåìåíè âûáîðà èãðîêàìè ñâîèõ äåéñòâèé. Â ÷àñòíî-
ñòè, âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû: òàê íàçûâàåìîå ¾èìïóëüñíîå¿
óïðàâëåíèå � êîãäà äåéñòâèÿ èãðîêîâ ÿâíî âëèÿþò íà èçìåíåíèÿ çíà-
÷åíèé âåðøèí òîëüêî â îäíîì (êàê ïðàâèëî, â íà÷àëüíîì) ïåðèîäå
èëè â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ïåðèîäîâ, à äàëüøå èìååò ìåñòî
ðåëàêñàöèîííàÿ äèíàìèêà. Óïðàâëåíèå ìîæåò áûòü ¾íåïðåðûâíûì¿
� êîãäà äåéñòâèÿ èãðîêîâ ÿâíûì îáðàçîì âëèÿþò íà çíà÷åíèÿ âåðøèí
â êàæäîì ïåðèîäå. Íàêîíåö4, óïðàâëåíèå ìîæåò áûòü ïåðèîäè÷åñêèì.

10. Ìíîæåñòâà âåðøèí, êîíòðîëèðóåìûõ ðàçëè÷íûìè èãðîêàìè.
Â îáùåì ñëó÷àå â äèíàìè÷åñêîé èãðå äèíàìèêà çíà÷åíèÿ êàæäîé
âåðøèíû çàâèñèò îò äåéñòâèé âñåõ èãðîêîâ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå âîç-
ìîæíî âûäåëåíèå äëÿ êàæäîãî èãðîêà ìíîæåñòâà íåïîñðåäñòâåííî
óïðàâëÿåìûõ èì âåðøèí ãðàôà. Ìíîæåñòâà âåðøèí, óïðàâëÿåìûõ
ðàçëè÷íûìè èãðîêàìè, ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ èëè ïåðåñå÷åíèÿ ìîãóò

4Åñòåñòâåííî, â îáùåì ñëó÷àå ó êàæäîãî èãðîêà ìîæåò èìåòüñÿ ñîáñòâåííàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ âðåìåíè, â êîòîðûå âûáðàííûå èì äåéñòâèÿ â ÿâ-
íîì âèäå âëèÿþò íà èçìåíåíèå çíà÷åíèé òåõ èëè èíûõ âåðøèí.
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áûòü çàïðåùåíû.
11. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ. Èãðîêè ìîãóò ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ

(âûáèðàòü äåéñòâèÿ) îäíîâðåìåííî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûáîðà èã-
ðîêàìè äåéñòâèé ìîæåò áûòü ðàçëè÷íà âíóòðè îäíîãî âðåìåííåãî
èíòåðâàëà � ïîëó÷àåì â ñëó÷àå äâóõ èãðîêîâ ìíîãîøàãîâûå èåðàðõè-
÷åñêèå èãðû [6, 15, 28], â ñëó÷àå áîëüøåãî ÷èñëà èãðîêîâ - ìíîãîøà-
ãîâûå ìíîãîóðîâíåâûå èåðàðõè÷åñêèå èãðû. Èëè ðàçëè÷íûå èãðîêè
ìîãóò âûáèðàòü ñâîè äåéñòâèÿ â ðàçëè÷íûå âðåìåííûå èíòåðâàëû �
ïîëó÷àåì àíàëîã èãð â ðàçâåðíóòîé ôîðìå èëè ïîçèöèîííûõ èãð.

12. Âîçìîæíîñòü îáðàçîâàíèÿ êîàëèöèé. Ïðèíèìàÿ ðåøåíèÿ, èã-
ðîêè ìîãóò îáìåíèâàòüñÿ èíôîðìàöèåé, äîãîâàðèâàòüñÿ î ñîâìåñò-
íûõ äåéñòâèÿõ è ïåðåðàñïðåäåëåíèè âûèãðûøåé, ÷òî ïðèâåäåò ê êî-
îïåðàòèâíîé èãðå.

Âòîðàÿ ñèñòåìà îñíîâàíèé êëàññèôèêàöèè (êëàññèôèêàöèè
ñåòåâûõ ñòðóêòóð) ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè
ãðàôîâ � ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ [26]:

� ôóíêöèîíàëüíûå ãðàôû (â êîòîðûõ ¾ñèëà âëèÿíèÿ¿ îäíîé âåð-
øèíû íà äðóãóþ ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé ôóíêöèåé îò ¾çíà÷åíèé ýòèõ
âåðøèí¿);

� ãðàôû ñ çàïàçäûâàíèåì (â êîòîðûõ èçìåíåíèå ¾çíà÷åíèÿ îä-
íîé âåðøèíû¿ ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ¾çíà÷åíèÿ äðóãîé âåðøèíû¿ ñ
íåêîòîðîé çàäåðæêîé);

� ìîäóëèðóåìûå ãðàôû (â êîòîðûõ ¾ñèëà¿ âëèÿíèÿ îäíîé âåðøè-
íû íà äðóãóþ ìîæåò çàâèñåòü îò ¾çíà÷åíèÿ¿ òðåòüåé � ìîäóëèðóþ-
ùåé � âåðøèíû);

� èåðàðõè÷åñêèå ãðàôû [28];
� âåðîÿòíîñòíûå ãðàôû (â êîòîðûõ êàæäîé äóãå, ïîìèìî ñè-

ëû ñâÿçè, ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè âîçäåé-
ñòâèÿ);

� íå÷åòêèå ãðàôû [18] è ò.ä. Ðàçëè÷íûå èíòåðïðåòàöèè âåðøèí,
äóã è ¾âåñîâ¿ íà äóãàõ, à òàêæå ðàçëè÷íûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå
âçàèìîâëèÿíèå âåðøèí, ïðèâîäÿò ê ìíîãîîáðàçèþ âîçìîæíûõ ìîäå-
ëåé ñåòåâûõ ñòðóêòóð.

5. Çàêëþ÷åíèå
Êîìáèíèðóÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ïðèçíàêîâ ïî êàæäîìó èç ïåðå-

÷èñëåííûõ îñíîâàíèé êëàññèôèêàöèè, à òàêæå âûáèðàÿ òîò èëè èíîé
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âèä ñåòåâîé ñòðóêòóðû, ìîæíî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñèñòåìàòè÷åñêè ïå-
ðå÷èñëèòü ðàçëè÷íûå âèäû èãð íà ñåòÿõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáóþ
êîíêðåòíóþ èãðó ìîæíî ïîïûòàòüñÿ îòíåñòè ê òîìó èëè èíîìó êëàñ-
ñó.

Íàëè÷èå ñèñòåìû êëàññèôèêàöèé ïîçâîëÿåò, èìåÿ ðåçóëüòàòû èñ-
ñëåäîâàíèÿ íåêîòîðîé èãðû íà ñåòè, ñèñòåìàòè÷åñêè ãåíåðèðîâàòü
ñìåæíûå çàäà÷è è ïûòàòüñÿ ïåðåíîñèòü èëè/è îáîáùàòü íà íèõ ïî-
ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Ïîëó÷åííûå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ èãð
íà ñåòÿõ, çàêëþ÷àþùèåñÿ, ïî ñóòè, â êîððåêòíîì ñâåäåíèè íåêîòî-
ðûõ èç íèõ ê êëàññè÷åñêèì èãðàì â íîðìàëüíîé ôîðìå [8, 18, 26]
èëè ê ðåôëåêñèâíûì èãðàì [8, 17], ïðåäñòàâëÿþòñÿ î÷åíü ñêðîìíûìè.
Ïåðñïåêòèâíûìè íà èõ ôîíå ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âèäÿòñÿ
òàêèå çàäà÷è áóäóùèõ èññëåäîâàíèé, êàê òåîðåòè÷åñêîå èçó÷åíèå è
ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå ìîäåëåé èãð íà ñåòÿõ, ïåðå÷èñëåííûõ
âûøå â ðàìêàõ ââåäåííîé ñèñòåìû èõ êëàññèôèêàöèé: íåëèíåéíûõ,
ðåôëåêñèâíûõ, èåðàðõè÷åñêèõ, êîîïåðàòèâíûõ, îïèñûâàþùèõ ïðè-
íÿòèå êà÷åñòâåííûõ ðåøåíèé (íà îñíîâå íå÷åòêèõ è/èëè âåðîÿòíîñò-
íûõ è/èëè ôóíêöèîíàëüíûõ ãðàôîâ) â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè è
äð.

Íàðÿäó ñ òåîðåòè÷åñêèì èññëåäîâàíèåì àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé
èãð íà ñåòÿõ, ó÷èòûâàÿ áîãàòñòâî ñåòåâûõ ìîäåëåé è èõ ñîäåðæà-
òåëüíûõ èíòåðïðåòàöèé, ÷ðåçâû÷àéíî àêòóàëüíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ
èõ èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå.
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