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1. Ââåäåíèå
Êîàëèöèîííûå ñòðóêòóðû (îáúåäèíåíèÿ) âîçíèêàþò ïðè ôîðìè-

ðîâàíèè êàðòåëåé, ñèíäèêàòîâ, õîëäèíãîâ, ïîëèòè÷åñêèõ àëüÿíñîâ è
ò.ä. Òàêèå ñèòóàöèè ìîäåëèðóþòñÿ êîîïåðàòèâíûìè èãðàìè, ïîçâîëÿ-
þùèìè âûäåëèòü âûãîäíûå êîàëèöèè è ¾ñïðàâåäëèâî¿ ðàñïðåäåëèòü
ïðèáûëü ìåæäó èãðîêàìè. Åñëè êîàëèöèè îáðàçîâàëèñü äî íà÷àëà èã-
ðû, ò.å. èçâåñòíî ðàçáèåíèå C = {C1, . . . Cm} ìíîæåñòâà èãðîêîâ N ,
òî âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñöåíàðèè.

� Èãðîêè êàæäîé êîàëèöèè Cp ∈ C äåëÿò ìåæäó ñîáîé ïîëåçíîñòü
ν(Cp), êîòîðóþ â ñîñòîÿíèè ïîëó÷èòü êîàëèöèÿ Cp íåçàâèñèìî îò
ïîâåäåíèÿ äðóãèõ èãðîêîâ.
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� Âñå èãðîêè îáúåäèíÿþòñÿ, íî âíóòðè ìàêñèìàëüíîé êîàëèöèè N

îáðàçóþòñÿ ïîäêîàëèöèè C1, . . . , Cm (ñîþçû [5], ãðóïïû äàâëåíèÿ [9]),
äåéñòâóþùèå ïðè äåëåæå ν(N) êàê åäèíûé èãðîê. Çàòåì âûèãðûø
êàæäîé êîàëèöèè Cp ∈ C ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó åå èãðîêàìè.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü èãðû âòîðîãî òèïà. Îóýí ïðåäëîæèë êîí-
öåïöèþ ðåøåíèÿ (êîàëèöèîííîå çíà÷åíèå Îóýíà [5]), äâàæäû èñïîëü-
çóþùóþ çíà÷åíèå Øåïëè: â èãðå ìåæäó êîàëèöèÿìè è èãðàõ âíóòðè
êîàëèöèé. Ïîçæå áûëè ââåäåíû êîàëèöèîííûå çíà÷åíèÿ, ñî÷åòàþùèå
çíà÷åíèå Øåïëè ñ âçâåøåííûì çíà÷åíèåì Øåïëè, çíà÷åíèå Áàíçàôà
ñ çíà÷åíèåì Øåïëè, çíà÷åíèå Øåïëè ñ p-áèíîìèàëüíûì çíà÷åíèåì
(p ∈ [0, 1]) è äð. Ññûëêè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [2]. Îòíîñèòåëü-
íî íåäàâíî äëÿ èãð ñ òðàíñôåðàáåëüíîé ïîëåçíîñòüþ (ÒÏ-èãð) áûëî
ïðåäëîæåíî êîíñåíñóñ-çíà÷åíèå [3], êîñâåííî ó÷èòûâàþùåå âîçìîæ-
íîñòü îáðàçîâàíèå ïîäêîàëèöèé âíóòðè êîàëèöèè N .

Â äàííîé ñòàòüå âûäåëåí êëàññ èìåþùèõ ïðèëîæåíèÿ ÒÏ-èãð,
äëÿ êîòîðûõ îñíîâíûå êîíöåïöèè ðåøåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïàðàäîêñàëü-
íûì ðåçóëüòàòàì, à êîíñåíñóñ-çíà÷åíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ ìîäåëèðóåìîé
ñèòóàöèåé è äîìèíèðóåò ïî Ëîðåíöó äðóãèå ðåøåíèÿ. Äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî òàêèå èãðû ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíå ìíîãîãðàííèêà (0-1)-ðåäóöè-
ðîâàííûõ èãð áîëüøîãî áîññà. Ïðåäëàãàåòñÿ îáîáùåíèå êîíñåíñóñ-
çíà÷åíèÿ äëÿ èãð ñ êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðîé. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êî-
àëèöèîííîå êîíñåíñóñ-çíà÷åíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ àêñèîìàìè
ýôôåêòèâíîñòè, àääèòèâíîñòè, âíóòðåííåé ñèììåòðè÷íîñòè, âíåø-
íåé ñèììåòðè÷íîñòè è ñâîéñòâîì íåéòðàëüíîãî èãðîêà.

Âòîðàÿ ÷àñòü ñòàòüè ñîäåðæèò íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ. Â òðå-
òüåé ÷àñòè îïèñàíî êîíñåíñóñ-çíà÷åíèå ÒÏ-èãðû, ñôîðìóëèðîâàíû
åãî íîâûå ñâîéñòâà. ×åòâåðòàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà êîàëèöèîííîìó êîí-
ñåíñóñ-çíà÷åíèþ è åãî àêñèîìàòè÷åñêîìó îáîñíîâàíèþ.

2. Îïðåäåëåíèÿ

Èãðîé ñ òðàíñôåðàáåëüíîé ïîëåçíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ïàðà (N, ν),
ãäå N = {1, . . . , n} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ν ∈ GN = {g : 2N →
R | g(®) = 0} � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Èãðó (N, ν) ÷àñòî
îòîæäåñòâëÿþò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé. Åñëè ν, ω ∈ GN è
α ∈ R, òî ν + ω ∈ GN è αν ∈ GN , ãäå (ν + ω)(S) = ν(S) + ω(S),
(αν)(S) = αν(S), S ⊆ N . Èãðîêè i, j ∈ N ñèììåòðè÷íû â (N, ν),
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åñëè ν(S ∪ i) = ν(S ∪ j), S ⊆ N \ {i, j}. Èãðîê i ∈ N íåéòðàëåí â
(N, ν), åñëè ν(S ∪ i)− ν(S) = ν(i), S ⊆ N \ i.

Áóäåì îáîçíà÷àòü: x(S) =
∑
i∈S

xi, x̃ � âåêòîð, ïîëó÷åííûé èç

x ∈ RN óïîðÿäî÷åíèåì êîîðäèíàò ïî íåóáûâàíèþ, s =| S | � ìîù-
íîñòü ìíîæåñòâà S, PN = {g : 2N → {0, 1} | g(®) = 0, g(N) = 1} �
ìíîæåñòâî ïðîñòûõ èãð, Ne(N, ν) � ìíîæåñòâî íåéòðàëüíûõ èãðî-
êîâ èãðû (N, ν), I(N, ν) = {x ∈ RN | x(N) = ν(N); xi ≥ ν(i), i ∈ N}
� ìíîæåñòâî äåëåæåé, C(N, ν) = {x ∈ I(N, ν) | x(S) ≥ ν(S),
S ⊂ N} � C-ÿäðî, <(i)

1 (N, ν) � ïåðåãîâîðíîå ìíîæåñòâî (äëÿ êîàëè-
öèè N) [1], η(N, ν) � N -ÿäðî [6]. D-ÿäðîì D(N, ν) èãðû (N, ν) íàçûâà-
åòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ íåäîìèíèðóåìûõ äåëåæåé (äåëåæ x äîìèíèðóåò
äåëåæ y, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîàëèöèÿ S ⊂ N , ÷òî x(S) ≤ ν(S)

è xi > yi äëÿ âñåõ i ∈ S). Åñëè ν(N) ≥ ν(S) +
∑

i∈N\S
ν(i), S ⊂ N , òî

D(N, ν) = C(N, ν). Ïóñòü x, y ∈ RN è x(N) = y(N). Ãîâîðÿò, ÷òî x

äîìèíèðóåò ïî Ëîðåíöó y, åñëè
p∑

i=1

x̃i ≥
p∑

i=1

ỹi, p ∈ {1, . . . , n−1} è, ïî
êðàéíåé ìåðå, îäíî èç íåðàâåíñòâ � ñòðîãîå. Èãðà (N, ν) íàçûâàåòñÿ
èãðîé â (0-1)-ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå, åñëè ν(N) = 1, ν(i) = 0 äëÿ
i ∈ N , 0 ≤ ν(S) ≤ 1 äëÿ S ⊂ N . Èãðà (N, ν) êâàçèñáàëàíñèðîâàíà,
åñëè m(N, ν) ≤ MN(N, ν) è

∑
i∈N

mi(N, ν) ≤ ν(N) ≤ ∑
i∈N

MN
i (N, ν), ãäå

MS
i (N, ν) = ν(S)− ν(S \ i), i ∈ S ⊆ N, (2.1)

mi(N, ν) = max
S:i∈S

(ν(S)−
∑

j∈S\i
MN

j (N, ν)), i ∈ N. (2.2)

Èãðà (N, ν) ÿâëÿåòñÿ (0-1)-ðåäóöèðîâàííîé èãðîé áîëüøîãî áîññà ñ
èãðîêîì 1 â êà÷åñòâå áîññà, åñëè

0 ≤ ν(S1) ≤ ν(S2) ≤ 1, S1 ⊂ S2 ⊂ N, s1 ≥ 2, (2.3)
ν(S) = 0, s = 1 èëè 1 /∈ S, (2.4)

ν(N \ S)−
∑
i∈S

ν(N \ i) ≤ s− 1, 1 /∈ S, 2 ≤ s < n. (2.5)

Åñëè óïîðÿäî÷èòü âñå íåïóñòûå êîàëèöèè (S1, . . . , Sd), òî èãðå (N, ν)

ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Rd, d = 2n−1, i-ÿ êîîð-
äèíàòà êîòîðîãî ðàâíà ν(Si). Ìíîæåñòâî B1

n ðåøåíèé ñèñòåìû (2.3)-
(2.5) åñòü ìíîãîãðàííèê â Rd (ìíîãîãðàííèê (0-1)-ðåäóöèðîâàííûõ
èãð áîëüøîãî áîññà ñ èãðîêîì 1 â êà÷åñòâå áîññà).
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Çíà÷åíèåì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ϕ, êîòîðàÿ êàæäîé èãðå (N, ν)

ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð ϕ(N, ν) ∈ RN . Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
èãðû (N, ν) îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ(N, ν). Ïðèâåäåì íåêîòîðûå àêñèîìû
äëÿ ϕ ∈ Φ(N, ν).

Àêñèîìà 2.1. (ýôôåêòèâíîñòü).
∑
i∈N

ϕi(N, ν) = ν(N).

Àêñèîìà 2.2. (ñèììåòðè÷íîñòü). Åñëè èãðîêè i, j ∈ N ñèììåò-
ðè÷íû â (N, ν), òî ϕi(N, ν) = ϕj(N, ν).

Àêñèîìà 2.3. (àääèòèâíîñòü). ϕ(N, ν + ω) = ϕ(N, ν) + ϕ(N, ω).

Àêñèîìà 2.4. (ñâîéñòâî íåéòðàëüíîãî èãðîêà). Åñëè i ∈ Ne(N, ν),

òî ϕi(N, ν) = ν(i) +
ν(N)− ∑

j∈N
ν(j)

2n
.

Çíà÷åíèå Øåïëè sh è ðàâíîìåðíîå çíà÷åíèå e èãðû (N, ν), ν ∈ GN ,
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

shi(N, ν) =
∑
S:i∈S

(n− s)!(s− 1)!

n!
MS

i (N, ν), (2.6)

ei(N, ν) = ν(i) +

ν(N)− ∑
j∈N

ν(j)

n
, i ∈ N, (2.7)

à τ -çíà÷åíèå τ êâàçèñáàëàíñèðîâàííîé èãðû (N, ν) - ñèñòåìîé
∑
i∈N

τi(N, ν) = ν(N), τ(N, ν) = λm(N, ν) + (1− λ)MN(N, ν), λ ∈ [0, 1].

(2.8)

3. Êîíñåíñóñ-çíà÷åíèå
Êîíñåíñóñ-çíà÷åíèå [3] ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðåøåíèÿ èãðû äâóõ

ëèö. Ïóñòü π = (π1, . . . , πn) - ïåðåñòàíîâêà N , Π(N) - ìíîæåñòâî âñåõ
ïåðåñòàíîâîê. Âíà÷àëå ðàçûãðûâàåòñÿ èãðà äâóõ ëèö: èãðîêà πn è
êîàëèöèè Sn−1 = {π1, . . . , πn−1}, äåéñòâóþùåé êàê åäèíûé èãðîê. Èã-
ðîê πn ïîëó÷àåò xπn = ν(πn)+ ∆n

2
, ãäå ∆n = ν(N)− ν(Sn−1)− ν(πn), à

êîàëèöèÿ Sn−1 âûèãðûâàåò xSn−1 = ν(Sn−1) + ∆n

2
. Èãðîê πn âûõîäèò

èç èãðû. Â íîâîé èãðå ìåæäó πn−1 è êîàëèöèåé Sn−2 = {π1, . . . , πn−2}
âûèãðûøè ðàâíû: xπn−1 = ν(πn−1) + ∆n−1

2
, xSn−2 = ν(Sn−2) + ∆n−1

2
,

ãäå ∆n−1 = xSn−1 − ν(Sn−2)− ν(πn−1). Èãðîê πn−1 âûõîäèò èç èãðû è
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ò.ä. Êîíñåíñóñ-çíà÷åíèå k åñòü ñðåäíåå âåêòîðîâ xπ = (xπ1 , . . . , xπn):
k(N, ν) = 1

n!

∑
π∈Π(N)

xπ. Äîêàçàíî [3], ÷òî êîíñåíñóñ-çíà÷åíèå îäíîçíà÷-

íî îïðåäåëÿåòñÿ àêñèîìàìè 2.1-2.4 è

k(N, ν) =
e(N, ν) + sh(N, ν)

2
, (3.1)

ñëåäîâàòåëüíî k(N, ν) áàëàíñèðóåò äâà êðàéíèõ ïðèíöèïà ðàñïðåäå-
ëåíèÿ äîõîäà îò êîîïåðàöèè: ýãàëèòàðíîãî, ðåàëèçóåìîãî e(N, ν), è
óòèëèòàðíîãî ïðèíöèïà, îòðàæåííîãî â sh(N, ν). Ïðèâåäåì ïðèìå-
ðû, îáîáùåíèå êîòîðûõ ïîçâîëèò ñôîðìóëèðîâàòü íîâûå ñâîéñòâà
çíà÷åíèÿ k.

Ïðèìåð 3.1. (�Èíâåñòèöèîííàÿ èãðà�). Ðàññìîòðèì ïðîáëåìó êîîïå-
ðàòèâíîãî èíâåñòèðîâàíèÿ ([8], ñòð. 92) ñ òðåìÿ èíâåñòîðàìè è èñõîä-
íûìè êàïèòàëàìè 60, 40, 40 ä.å. Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè:
10% áàíêîâñêèé äåïîçèò è èíâåñòèðîâàíèå ïðîèçâîäñòâåííîãî ïðî-
öåññà, ïðèíîñÿùåãî 20% ïðèáûëè. Íà÷àëüíûé âêëàä â ïðîèçâîäñòâî
íå ìîæåò áûòü ìåíüøå 100. Ýòîé ñèòóàöèè ñîîòâåòñòâóåò èãðà (N, ν),
ãäå

N = {1, 2, 3}, ν(1) = 66, ν(2) = ν(3) = 44,

ν(1, 2) = ν(1, 3) = 120, ν(2, 3) = 88, ν(N) = 164.

Óñòîé÷èâûì â [8] íàçâàí åäèíñòâåííûé äåëåæ xc = (76, 44, 44) C-
ÿäðà C(N, ν). Ïîëîæèâ ν ′(S) = ν(S) − ∑

i∈S

ν(i), S ⊆ N , ïåðåéäåì ê
ñòðàòåãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîé èãðå (N, ν ′):

ν ′(i) = 0, i ∈ N, ν ′(2, 3) = 0, ν ′(1, 2) = ν ′(1, 3) = ν ′(N) = 10. (3.2)

Ïîëó÷àåì C(N, ν ′) = {(xc)′}, (xc)′ = (10, 0, 0). Òåïåðü áîëåå íàãëÿä-
íà ïàðàäîêñàëüíîñòü �ÿäåðíîãî� ðàñïðåäåëåíèÿ: âñÿ ïðèáûëü îò êî-
îïåðàöèè äîñòàåòñÿ ïåðâîìó èíâåñòîðó, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñàìî-
ñòîÿòåëüíî îí ìîæåò ïîëó÷èòü òîëüêî ν ′(1) = 0. Âåêòîð Øåïëè
sh(N, ν ′) = (20

3
, 5

3
, 5

3
) òàêæå ïðåóâåëè÷èâàåò ðîëü ïåðâîãî èãðîêà. Èã-

ðà (N, ν ′) êâàçèñáàëàíñèðîâàíà, ò.ê. C(N, ν ′) 6= ®. Ñîãëàñíî (2.1)
è (2.2) MN

1 (N, ν ′) = 10, MN
2 (N, ν ′) = MN

3 (N, ν ′) = 0, m(N, ν ′) =

MN(N, ν ′). Èç (2.8) ïîëó÷àåì, ÷òî τ(N, ν ′) = (xc)′. Èç âëîæåíèÿ
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η(N, ν ′) ⊆ C(N, ν ′) èìååì η(N, ν ′) = (xc)′. Ïðè äåëåæå k(N, ν ′) =

(5, 5
2
, 5

2
) ïåðâûé èãðîê ïîëó÷àåò ïîëîâèíó ν ′(N), à äðóãàÿ ïîëîâèíà

ýãàëèòàðíî ðàñïðåäåëÿåòñÿ ñðåäè îñòàëüíûõ èãðîêîâ. Íåòðóäíî ïðî-
âåðèòü, ÷òî k(N, ν ′) äîìèíèðóåò ïî Ëîðåíöó sh(N, ν ′), (xc)′, à ñëåäî-
âàòåëüíî η(N, ν ′) è τ(N, ν ′).

Ïðèìåð 3.2. Èãðó (N, ν) ([3], ñòð. 691), ãäå

N = {1, 2, 3}, ν(i) = 0, i ∈ N, ν(2, 3) = 0,

ν(1, 2) = ν(1, 3) = ν(N) = 1, (3.3)

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê èãðó �Ïåð÷àòêè� (èëè �Áîòèíêè�), â
êîòîðîé ïåðâûé èãðîê èìååò ëåâóþ ïåð÷àòêó (ëåâûé áîòèíîê), à
îñòàëüíûå èãðîêè èìåþò ïî îäíîé ïðàâîé ïåð÷àòêå (ïðàâîìó áî-
òèíêó). Ðûíî÷íàÿ öåíà êîìïëåêòà - 1 ä.å. C(N, ν) = {xc}, xc =

η(N, ν) = τ(N, ν) = (1, 0, 0), sh(N, ν) = (2
3
, 1

6
, 1

6
), k(N, ν) = (1

2
, 1

4
, 1

4
).

Èãðà (3.3) ÿâëÿåòñÿ (0-1)-ðåäóöèðîâàííîé ôîðìîé èãðû (3.2), ñëåäî-
âàòåëüíî, ýòè èãðû ñòðàòåãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû è âñå ïðåäûäóùèå
ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû òàêæå äëÿ (3.3).

Ïðèìåð 3.3. (�Âçâåøåííàÿ ìàæîðèòàðíàÿ èãðà�). Òðè àêöèîíåðà âëà-
äåþò 50, 30 è 20 àêöèÿìè. Ëþáîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü óòâåðæäåíî
àêöèîíåðàìè, èìåþùèìè ïðîñòîå áîëüøèíñòâî àêöèé. Ýòà âçâåøåí-
íàÿ ìàæîðèòàðíàÿ èãðà (51; 50, 30, 20) ñîâïàäàåò ñ èãðîé �Ïàðëà-
ìåíò� (òðè ïàðòèè, ÷èñëî ãîëîñîâ: 50, 30, 20) è èãðîé (3.3).

Îáîáùåíèåì (3.3) ÿâëÿåòñÿ èãðà (N, b1), ãäå n ≥ 3,

b1(S) =

{
0, åñëè s = 1 èëè 1 /∈ S,
1, â îñòàëüíûõ ñïó÷àÿõ.

(3.4)

Ïðåäïîëîæåíèå 3.1. (N, b1) ÿâëÿåòñÿ èãðîé áîëüøîãî áîññà ñ èã-
ðîêîì 1 â êà÷åñòâå áîññà è ñîîòâåòñòâóåò êðàéíåé òî÷êå ìíîãî-
ãðàííèêà B1

n.

Äîêàçàòåëüñòâî. (N, b1) ñîîòâåòñòâóåò êðàéíåé òî÷êå ãèïåðêóáà K =

{ν ∈ Rd | 0 ≤ ν(S) ≤ 1, ® 6= S ⊆ N} è B1
n ⊂ K, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî

äîêàçàòü, ÷òî b1 ∈ B1
n. Óñëîâèå (2.4) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ b1 ïî îïðå-

äåëåíèþ. Ïóñòü S1 ⊂ S2 ⊂ N , s1 ≥ 2. Åñëè 1 ∈ S2, òî b1(S2) = 1
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è b1(S1) ∈ {0, 1}, ñëåäîâàòåëüíî ñïðàâåäëèâî (2.3). Åñëè 1 /∈ S2, òî
1 /∈ S1 è b1(S1) = b1(S2) = 0, ò.å. óñëîâèå (2.3) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ.
Ïîäñòàâëÿÿ b1 â (2.5) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî b1(N \ S) = b1(N \ i) = 1 äëÿ
i ∈ S è êîàëèöèé S, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 1 /∈ S, 2 ≤ s < n,
ïîëó÷àåì âåðíîå íåðàâåíñòâî s ≥ 1.

Ïðåäïîëîæåíèå 3.2. Äëÿ èãðû (N, b1) ñïðàâåäëèâî:
(a) C(N, b1) = D(N, b1) = <(i)

1 (N, b1) = {xc}, xc = η(N, b1) =

τ(N, b1) = (1, 0, . . . , 0);
(b) sh(N, b1) = (n−1

n
, 1

n(n−1)
, . . . , 1

n(n−1)
), k(N, b1) = (1

2
, 1

2(n−1)
, . . . , 1

2(n−1)
);

(c) k(N, b1) äîìèíèðóåò ïî Ëîðåíöó xc, sh(N, b1), η(N, b1) è τ(N, b1).

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) C(N, b1) = {x ∈ RN | x(N) = ν(N); 0 ≤
xi ≤ MN

i (N, b1), i ∈ N \ {1}} [7]. Ñëåäîâàòåëüíî C(N, b1) = {xc},
xc = η(N, b1) = (1, 0, . . . , 0). Â èãðå (N, b1) ïåðåãîâîðíîå ìíîæåñòâî
ñîâïàäàåò ñ C-ÿäðîì, N -ÿäðî ñîâïàäàåò ñ τ -çíà÷åíèåì è öåíòðîì C-
ÿäðà [7]. Êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñîâïàäåíèÿ
C-ÿäðà è D-ÿäðà.

(b) Òàê êàê ei(N, b1) = 1
n
, i ∈ N , è MS

1 (N, b1) = 0 äëÿ S = {1},
MS

1 (N, b1) = 1 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, òî âåêòîðû sh(N, b1) è k(N, b1)

ëåãêî íàõîäÿòñÿ èç (2.6), (3.1)
(c) Äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâ 1

2(n−1)
>

1
n(n−1)

> 0 è ïðåäïîëîæåíèÿ î êîëè÷åñòâå èãðîêîâ (n ≥ 3) â èãðå
(N, b1).

4. Êîàëèöèîííîå êîíñåíñóñ-çíà÷åíèå
Ïóñòü C = {C1, . . . , Cm} � êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà (ðàçáèåíèå

N), S ⊆ Cp ∈ C, CS
p = {C1, . . . , Cp−1, S, Cp+1, . . . , Cm} � ðàçáèåíèå

N \ (Cp \ S), M = {l | Cl ∈ C} � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ êîìïîíåíò
ñòðóêòóðû C, (ν/C)(Q) = ν(

⋃
l∈Q

Cl) äëÿ âñåõ Q ⊆ M , (ν/CS
p )(Q) =

ν(S ∪ ⋃
l∈Q\p

Cl) äëÿ Q 3 p è (ν/CS
p )(Q) = (ν/C)(Q) äëÿ îñòàëüíûõ

Q ⊆ M . Èãðà ñ êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðîé (N, ν, C) ðàñïàäàåòñÿ íà
èãðó (M, ν/C) ìåæäó êîàëèöèÿìè Cp, p ∈ M , è ðåäóöèðîâàííûå èãðû
(Cp, ν

ψ
p ) âíóòðè êîàëèöèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â êà÷åñòâå êîíöåïöèè
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ðåøåíèÿ âíåøíåé èãðû âûáðàíî ψ ∈ Φ(M, ν/C), à âî âíóòðåííèõ èã-
ðàõ - ϕ ∈ Φ(Cp, ν

ψ
p ). Âåñ êîàëèöèè S â (Cp, ν

ψ
p ) ðàâåí åå âûèãðûøó

âî âñïîìîãàòåëüíîé èãðå (M, ν/CS
p ), ò.å. νψ

p (S) = ψp(M, ν/CS
p ). Ïàðò-

íåðû S ïî ñòðóêòóðå C â èãðå (M, ν/CS
p ) íå ó÷àñòâóþò. Êîàëèöèîí-

íîå çíà÷åíèå f ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé èãðå (N, ν, C) âåêòîð
f(N, ν, C) ∈ RN , ò.å. fi(N, ν, C) = ϕi(Cp, ν

ψ
p ), i ∈ N .

Êîàëèöèîííûì êîíñåíñóñ-çíà÷åíèåì ks íàçîâåì êîàëèöèîííîå çíà-
÷åíèå, ïðè âû÷èñëåíèè êîòîðîãî â êà÷åñòâå ôóíêöèé ϕ è ψ èñïîëü-
çóåòñÿ êîíñåíñóñ çíà÷åíèå, ò.å.

ksi(N, ν, C) = ki(Cp, ν
k
p ), i ∈ Cp ∈ C, (4.1)

ãäå
νk

p (S) = kp(M, ν/CS
p ), S ⊆ Cp. (4.2)

Ëåììà 4.1. Íåéòðàëüíûé â (N, ν) èãðîê i ∈ Cp ∈ C íåéòðàëåí â ðå-
äóöèðîâàííîé èãðå (Cp, ν

k
p ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆p(M, ν/C) =

0, ãäå
∆p(M, ν/C) = ν(N \ Cp)−

∑

l∈M\p
ν(Cl). (4.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü i ∈ Cp∩Ne(N, ν) 6= ®. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî
óñëîâèå ∆p(M, ν/C) = 0 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ âûïîëíåíèÿ
ñîîòíîøåíèé νk

p (i∪S)−νk
p (S) = νk

p (i), S ⊆ Cp\i. Èç (4.2) è (3.1) èìååì
νk

p (S) =
shp(M,ν/CS

p )+ep(M,ν/CS
p )

2
. Èñïîëüçóÿ (2.6), (2.7), (2.1) è ó÷èòûâàÿ

íåéòðàëüíîñòü èãðîêà i â (N, ν), ïîëó÷àåì νk
p (i∪S)−νk

p (S) = ν(i) äëÿ
âñåõ S ⊆ Cp \ i. Ðàññìîòðèì èãðó (M, ν/C

{i}
p ) ìåæäó êîìïîíåíòàìè

ñòðóêòóðû C
{i}
p . Ïóñòü Q ⊆ M\p, òîãäà (ν/C

{i}
p )(p∪Q)−(ν/C

{i}
p )(Q) =

ν(i ∪ ⋃
l∈Q

Cl)− ν(
⋃
l∈Q

Cl) = ν(i) = (ν/C
{i}
p )(p), ò.å. îäíîýëåìåíòíàÿ êîà-

ëèöèÿ {i} åñòü íåéòðàëüíûé èãðîê â (M, ν/C
{i}
p ), êîíñåíñóñ-âûèãðûø

êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ àêñèîìîé 2.4: kp(M, ν/C
{i}
p ) = νk

p (i) = ν(i) +
ν(i∪ ⋃

l∈M\p

Cl)−ν(i)− ∑
l∈M\p

ν(Cl)

2m
= ν(i) +

ν(N\Cp)− ∑
l∈M\p

ν(Cl)

2m
= ν(i) + ∆p(M,ν/C)

2m
.

Ðàâåíñòâî νk
p (i) = ν(i) è äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå, âûïîëíÿþòñÿ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆p(M, ν/C) = 0.

Ñôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìûå àêñèîìû äëÿ êîàëèöèîííîãî çíà÷å-
íèÿ f .
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Àêñèîìà 4.1. (ýôôåêòèâíîñòü).
∑
i∈N

fi(N, ν, C) = ν(N).

Àêñèîìà 4.2. (àääèòèâíîñòü). f(N, ν+ω, C) = f(N, ν, C)+f(N, ω,C).

Àêñèîìà 4.3. (âíóòðåííÿÿ ñèììåòðè÷íîñòü). Åñëè èãðîêè i, j ∈
Cp ∈ C ñèììåòðè÷íû â (N, ν), òî fi(N, ν, C) = fj(N, ν, C).

Àêñèîìà 4.4. (âíåøíÿÿ ñèììåòðè÷íîñòü). Åñëè èãðîêè p, r ∈ M

ñèììåòðè÷íû â (M, ν/C), òî
∑

i∈Cp

fi(N, ν, C) =
∑

i∈Cr

fi(N, ν, C).

Àêñèîìà 4.5. (ìîäèôèöèðîâàííîå ñâîéñòâî íåéòðàëüíîãî èãðîêà).
Ïóñòü p ∈ M , i ∈ Cp ∩ Ne(N, ν) 6= ®. Åñëè Cp ⊆ Ne(N, ν) òî
fi(N, ν, C) = ν(i) + ∆p(M,ν/C)

2cpm
, ãäå ∆p(M, ν/C) îïðåäåëåíî (4.3). Åñëè

Cp * Ne(N, ν) è ∆p(M, ν/C) = 0, òî

fi(N, ν, C) = ν(i) +

kp(M, ν/C)− ∑
j∈Cp

kp(M, ν/C
{j}
p )

2cp

. (4.4)

Çàìåòèì, ÷òî, ôîðìóëû äëÿ ν/C è ν/C
{j}
p ), à òàêæå (3.1), (2.6),

(2.7) è (4.3) âûðàæàþò ïðèâåäåííûå â àêñèîìå 4.5 âûèãðûøè íåé-
òðàëüíûõ â (N, ν) èãðîêîâ ÷åðåç ôóíêöèþ ν. Ïî ëåììå 4.1 íåéòðàëü-
íûé â (N, ν) èãðîê i ∈ Cp ∈ C ìîæåò óæå íå áûòü íåéòðàëüíûì â ðå-
äóöèðîâàííîé èãðå âíóòðè êîàëèöèè Cp. Àêñèîìà 4.5 îïðåäåëÿåò âû-
èãðûøè òåõ èãðîêîâ èç Ne(N, ν), êîòîðûå ïðèíàäëåæàò êîàëèöèÿì
Cp, óäîâëåòâîðÿþùèì íåêîòîðûì óñëîâèÿì. Åñëè Cp ñîñòîèò òîëüêî
èç íåéòðàëüíûõ â (N, ν) èãðîêîâ, òî i ∈ Cp ïîëó÷àåò ν(i) è �äîáàâêó�
∆p(M,ν/C)

2cpm
, îäèíàêîâóþ äëÿ âñåõ èãðîêîâ èç Cp. Åñëè íå âñå èãðîêè èç

Cp íåéòðàëüíû â (N, ν) è ∆p(M, ν/C) = 0, òî i ∈ Cp ∩ Ne(N, ν) ïî-
ëó÷àåò ν(i) ïëþñ 1

2cp
-þ ÷àñòü ðàçíîñòè ìåæäó êîíñåíñóñ-âûèãðûøåì

kp(M, ν/C) êîàëèöèè Cp â èãðå ìåæäó êîìïîíåíòàìè ñòðóêòóðû C è
ñóììîé êîíñåíñóñ-âûèãðûøåé kp(M, ν/C

{j}
p ) èãðîêîâ èç Cp, êîòîðûå

îíè ïîëó÷àþò, èãðàÿ ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîòèâ âñåõ êîàëèöèé Cl ∈ C,
l ∈ M \ p. È â ýòîì ñëó÷àå �äîáàâêà� ê ν(i) îäèíàêîâà äëÿ âñåõ
i ∈ Cp ∩ Ne(N, ν). Ôîðìóëà (4.4) àêñèîìû 4.5 ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìó-
ëû âûèãðûøà íåéòðàëüíîãî èãðîêà â àêñèîìå 2.4 çàìåíîé ôóíêöèè
ν íà νk

p . Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè
óñëîâèé Cp ⊆ Ne(N, ν) è ∆p(M, ν/C) = 0, îáå ôîðìóëû èç àêñèîìû
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4.5 ïðèíèìàþò âèä fi(N, ν, C) = ν(i), i ∈ Cp.

Ëåììà 4.2. Êîàëèöèîííîå çíà÷åíèå ks óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì
4.1-4.5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ks, ñâîéñòâ êîíñåíñóñ-çíà÷åíèÿ k

è [3] ñëåäóåò, ÷òî ks óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì 4.1-4.4. Ðàññìîòðèì ïî-
ñëåäíþþ àêñèîìó. Ïóñòü i ∈ Cp ∈ C - íåéòðàëüíûé èãðîê â (N, ν).

1. Åñëè Cp ⊆ Ne(N, ν), ò.å. Cp ñîñòîèò òîëüêî èç íåéòðàëüíûõ
â (N, ν) èãðîêîâ, òî ν(Cp) =

∑
j∈Cp

ν(j) è ν(R ∪ S) − ν(R) = ν(S),

S ⊆ Cp, R ⊆ N \ Cp. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ êîàëèöèÿ ® 6= S ⊆ Cp

ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì èãðîêîì âî âíåøíåé èãðå ìåæäó êîìïîíåí-
òàìè ñòðóêòóðû CS

p . Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4.1 áûëî ïîêàçàíî,
÷òî νk

p (i) = ν(i) + ∆p(M,ν/C)

2m
. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

νk
p (S) = ν(S)+ ∆p(M,ν/C)

2m
, ® 6= S ⊆ Cp. Ïóñòü u, ω ∈ GCp è u(S) = ν(S),

ω(S) = ∆p(M,ν/C)

2m
. Òîãäà νk

p = u + ω. Âñå èãðîêè â (Cp, ω) ñèììåòðè÷-
íû, ïîýòîìó ki(Cp, ω) = ∆p(M,ν/C)

2cpm
. Â (Cp, u) âñå èãðîêè íåéòðàëüíû

è ïî àêñèîìå 2.4: ki(Cp, u) = ν(i) +
ν(Cp)− ∑

j∈Cp

ν(j)

2cp
= ν(i). Èç (4.1) è

àêñèîìû 2.3 èìååì ksi(N, ν, C) = ki(Cp, ν
k
p ) = ν(i) + ∆p(M,ν/C)

2cpm
, ò.å. ks

óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå 4.5.
2. Åñëè Cp * Ne(N, ν) è ∆p(M, ν/C) = 0, òî èãðîê i íåéòðàëåí â

(Cp, ν
k
p ) è νk

p (i) = ν(i). Èç (4.1) è àêñèîìû 2.4 ïîëó÷àåì ksi(N, ν, C) =

νk
p (i) +

νk
p (Cp)− ∑

j∈Cp

νk
p (j)

2cp
. Ñîãëàñíî (4.2): νk

p (Cp) = kp(M, ν/C), νk
p (j) =

kp(M, ν/C
{j}
p ), j ∈ Cp. Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ks âûïîëíÿåòñÿ (4.4).

Ïðè îáîñíîâàíèÿ êîàëèöèîííîãî êîíñåíñóñ-çíà÷åíèÿ áóäåì èñïîëü-
çîâàòü èãðó (N, uT ) åäèíîãëàñèÿ êîàëèöèè T , ãäå ® 6= T ⊆ N , uT (S) =

1 äëÿ S ⊇ T , uT (S) = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Èãðîêè èç Ne(N, uT ) =

N \T ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè â (N, uT ), ò.ê. äëÿ íèõ ν(i) = 0. Ìíîæåñòâî
T ñîñòîèò èç âåòî-èãðîêîâ. Êàæäàÿ ïàðà íóëåâûõ èãðîêîâ (èëè ïàðà
âåòî-èãðîêîâ) ñèììåòðè÷íà.

Òåîðåìà 4.1. Êîàëèöèîííîå êîíñåíñóñ-çíà÷åíèå ks ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì äëÿ èãð (N, ν, C), óäîâëåòâîðÿþùèì àêñèîìàì
4.1-4.5.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f - êîàëèöèîííîå çíà÷åíèå, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå àêñèîìàì 4.1 - 4.5. Ñèñòåìà ôóíêöèé {uT}T∈2N\® ÿâëÿåòñÿ áàçè-
ñîì â GN , ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ ëåììó 4.2 è àêñèîìó 4.2, äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî f îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ èãðû (N,αuT , C), ãäå
α ∈ R, ® 6= T ⊆ N . Ïóñòü D = {l ∈ M | Cl ∩ T 6= ®} - ìíîæåñòâî èí-
äåêñîâ êîìïîíåíò ñòðóêòóðû C, ñîäåðæàùèõ ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî
èãðîêà èç T . Òàê êàê (αuT /C)(Q) = (αuT )(

⋃
l∈Q

Cl) = α äëÿ Q ⊇ D è

(αuT /C)(Q) = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, òî èãðà (M,αuT /C) ìåæäó
êîìïîíåíòàìè ñòðóêòóðû C ñîâïàäàåò ñ (M, αuD), ãäå (M,uD) - èãðà
åäèíîãëàñèÿ êîàëèöèè D. Êàæäîé êîàëèöèè Cp, p /∈ D, ñîñòîÿùåé
èç íåéòðàëüíûõ â (N,αuT ) èãðîêîâ, ñîîòâåòñòâóåò íåéòðàëüíûé è
îäíîâðåìåííî íóëåâîé èãðîê â (M,αuD). Êîàëèöèè Cp, p ∈ D, ñîîò-
âåòñòâóåò âåòî-èãðîê â (M, αuD). Èç (3.1) ïîëó÷àåì

kp(M,αuT /C) = kp(M, αuD) =
ep(M, αuD) + shp(M,αuD)

2
, p ∈ M.

(4.5)
Èçâåñòíî, ÷òî

shp(M,αuD) =

{
0, p /∈ D,
α
d
, p ∈ D.

Òàê êàê ep(M, αuD) = (αuD)(p) +
(αuD)(M)− ∑

j∈M
(αuD)(j)

m
, (αuD)(M) = α,

(αuD)(j) = α, åñëè j ∈ D è d = 1, (αuD)(j) = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,
òî

ep(M, αuD) =





0, p /∈ D, d = 1,
α, p ∈ D, d = 1,
α
m

, d ≥ 2,

kp(M,αuD) =





0, p /∈ D, d = 1,
α, p ∈ D, d = 1,
α

2m
, p /∈ D, d ≥ 2,

α(m+d)
2md

, p ∈ D, d ≥ 2.

(4.6)

Èãðà (M,αuT /C
{j}
p ) ìåæäó j ∈ Cp ∈ C è êîàëèöèÿìè Cl, l ∈ M \p, ïî-

ëó÷àåòñÿ èç (M, αuT /C) óäàëåíèåì èç êîìïîíåíòû Cp âñåõ èãðîêîâ
êðîìå j. Åñëè óäàëÿþòñÿ èãðîêè, íå ïðèíàäëåæàùèå T , òî õàðàê-
òåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íå ìåíÿåòñÿ, ò.å. (M,αuT /C

{j}
p ) ñîâïàäàåò ñ
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(M, αuT /C) è ñ (M, αuD). Äðóãèìè ñëîâàìè, (M, αuT /C
{j}
p ) ñîâïàäàåò

ñ (M, αuD), åñëè p /∈ D èëè j ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì âåòî-èãðîêîì
êîìïîíåíòû Cp. Åñëè èç Cp óäàëÿåòñÿ õîòÿ áû îäèí èãðîê, ïðèíàäëå-
æàùèé T , òî èãðà (M,αuT /C

{j}
p ) ñòàíîâèòñÿ íóëåâîé. Ñëåäîâàòåëüíî

kp(M,αuT /C{j}
p ) =

{
kp(M, αuD), åñëè p /∈ D èëè Cp ∩ T = {j},
0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

(4.7)
1. Ïóñòü p /∈ D. Òîãäà Cp ⊆ Ne(N, αuT ), ò.ê. êîìïîíåíòà Cp íå

ñîäåðæèò âåòî-èãðîêîâ, è (αuT )(i) = 0 äëÿ âñåõ i ∈ Cp. Ïî àêñèîìå
4.5: fi(N, αuT , C) = ∆p(M,αuT /C)

2cpm
, i ∈ Cp, ãäå ∆p(M, αuT /C) = α , åñëè

d ≥ 2, è ∆p(M,αuT /C) = 0 , åñëè d = 1. Òàêèì îáðàçîì, àêñèîìà 4.5
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò âûèãðûøè âñåõ èãðîêîâ êàæäîé êîàëèöèè Cp,
p /∈ D.

2. Ïóñòü p ∈ D. Òîãäà Cp * Ne(N, αuT ). Â äàííîì ñëó÷àå ∆p(M ,
αuT /C)=(αuT )(N\Cp)−

∑
l∈M\p

(αuT )(Cl) = 0. Îáîçíà÷èâ ξ = ∆p(M,αuT /C)

2m
,

èìååì
∑
p/∈D

∑
i∈Cp

fi(N, αuT , C) = (n− d)ξ. Êàæäàÿ ïàðà èãðîêîâ r, l ∈ D

ñèììåòðè÷íà â (M, αuT /C) è (αuT )(N) = α, ñëåäîâàòåëüíî ïî àêñèî-
ìàì 4.1, 4.4

∑
i∈Cp

fi(N,αuT , C) =
α− (n− d)ξ

d
, p ∈ D. (4.8)

Àêñèîìà 4.5 è ôîðìóëû (4.4)-(4.7) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò fi(N,αuT , C)

äëÿ íåéòðàëüíûõ èãðîêîâ i ∈ Cp \ T = Cp ∩Ne(N,αuT ) êîàëèöèé Cp,
p ∈ D. Èñïîëüçóÿ ýòè çíà÷åíèÿ, àêñèîìó 4.3 è ôîðìóëó (4.8), ïîëó-
÷àåì åäèíñòâåííûå çíà÷åíèÿ fi(N,αuT , C) äëÿ i ∈ T .

Òàêèì îáðàçîì, àêñèîìû 4.1, 4.3 - 4.5 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò çíà-
÷åíèÿ fi(N, αuT , C) äëÿ âñåõ i ∈ N .

Çàìå÷àíèå 4.1. Äëÿ êîàëèöèîííîãî êîíñåíñóñ-çíà÷åíèÿ âûïîëíÿåòñÿ
∑
i∈Cp

ksi(N, ν, C) = ksp(M, ν/C, {M}) = kp(M, ν/C).

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñâîéñòâîì âíåøíåé èãðû,
à ïðàâàÿ - ñâîéñòâîì ñîãëàñîâàííîñòè. Îáà ñâîéñòâà èñïîëüçóþòñÿ
äëÿ àêñèîìàòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè êîàëèöèîííûõ çíà÷åíèé.
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Çàìå÷àíèå 4.2. Êîàëèöèîííîå êîíñåíñóñ-çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
íåìíîãèõ êîàëèöèîííûõ çíà÷åíèé, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâó íó-
ëåâîãî èãðîêà (èãðîê i ∈ N , äëÿ êîòîðîãî MS

i (N, ν) = 0, S ⊆ N , äîë-
æåí ïîëó÷èòü íóëåâîé âûèãðûø). Îäíàêî â îòëè÷èå, íàïðèìåð, îò
äâóõýòàïíîãî Øåïëè-çíà÷åíèÿ [4], âûèãðûø êàæäîé êîàëèöèè Cp ∈
C ðàñïðåäåëÿåòñÿ ñ ó÷åòîì �âíåøíèõ� âîçìîæíîñòåé èãðîêîâ.
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Abstract : The class of TU-games for which almost all solution concepts,
except the consensus value, yield paradoxical results is selected. It is
proved, that it is big boss games. Generalisation of consensus value for
games with coalition structure is introduced.
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