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� Î	ÇÙÐ� 5�� Ê��ÞÐ�ÅÊ´ÉrÖ�ÌAÆAÇÙÐäÊ¤ëÊuÍÙÐ�Ó�ÕHË3Ð� 7�����:8B Æ�ÉrÎ	Î�ÈuÆ	ÕHÓuÆAâAÇuÆAÎïÆAâAË�Ò�åTÕHÎ	ÇuÊuÎ
Ý�ÌAÊ´ð¯ÓÙÐ�âAÆ�Ì�ÈuÓuÊuÛAÎQÕHÎ	ÇuÆ¬ÛTÓÙÐ�ì�ÕHÎ�ÉrÎ ?8Ö Ï´Ð�ÏþÊþÅÆ�ÌAÊuÛ�Ð�ÔuÊ¿Ñ¯ÛTÈuÆ�ÉrÖ�ì	ÒµÇÙÐ�ß�Î	Ø	Æ
Û�Ð�ÓuÊÙÐ�Ç¿Ì�Ð�ÅÆ	ÕHÎ�ÉrÊôÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÊuÇuØ�Ð :

Ü�Ð�ßTÐôË�ÌAÊ´ÉrÊ¿ì3ÆAÛ�Ð�ÇuÇÙÐ�Ñ ÅÆ	ÕHÎ�ÉrÖ³Óuî½ÇuÆAÍuÇuÆAÚ Ï�ÆAÇuÏ¿Ò´ÓuÎ	ÇuÔuÊuÊùÓÙÐ�Ë	Ë	Å�Ð�ÌAÓuÊ8Á
Û�Ð�Î�ÌïÓuî½ÇuÆAÏ�õjÕHÊuÛAÎ	ÓuË	Ê���ÊuÔuÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuÆAØ	Æ�÷CÌAÆAÛ�Ð�ÓÙÐ Ö Ê´ÉrÊ�Æ�ÌAÓÙÐ�Ë�ÉrÖ¶ÌAÊuÈÙÐ 1 ÊuÏ�Ë	Ê¿Ì�ÐéÁ
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× ÌAÊuØ"ÉrÊuÔÙÐ :�ü ÌAÆ�Æ�ì3ÇÙÐ�ÍÙÐ�Î�Ì�ÌAÆAÛ�Ð�ÓuÇ¿Ò´í9Ø	Ó¿Ò´ÈuÈ¿Ò(��ÇÙÐ�ÈuÓuÊuÅÎ	Ó Ö õ;ÎQÕ)Ð!÷KÊ´ÉrÊÞõ;Æ	ÕHÎ�å�Á
Õ)Ð¬÷ � ËTÏ�ÆAÇ¿ÌAÊuÇ¿Ò�Ò´ÅÆAÅ) 0, N � ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Ú Ö ØJÕHÎ�Ï´Ð�åTÕHî½Ú]ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌË	ÛAÆAí Å�Ð�ÓuÏ¿Ò9ÌAÆAÛ�Ð�ÓÙÐ Ö Ð ÍuÊuË�ÉrÆùÏ�ÆAÇuÏ¿Ò´ÓuÎ	Ç¿ÌAÆAÛ9ÆAÈuÓuÎQÕHÎ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
Ñ Ë	ÛAÆAâAÆ	ÕHÇuî½Å
Û�ð�Æ	ÕHÆAÅ :*� ÆAÛ�Ð�Óuî ÈuÓuÆ	Õ)Ð�íïÌAË
Ñ ÓuÎ	ÈuÓuÎ�ì3Î	Ç¿Ì�Ð�ÌAÊuÛAÇuÆAÅCÒ ÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�Érí ÍuÎ	ÓuÎ�ì
ÓuÎ	ÈuÓuÎ�ì3Î	Ç¿Ì�Ð�ÌAÊuÛAÇuÆAØ	ÆþÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ Ö ÛAî½Ë�Ì�Ò´ÈÙÐ�í ã Î	Ø	ÆµÏ´Ð�Ï¯ÅÆAÇuÆAÈuÆ�ÉrÊuË�Ì,+�ÅÆAÇuÆ	Á
ÈuË	ÆAÇuÊuË�Ì-��ÈuÆ¶ÏuÓÙÐ�ÚuÇuÎ	ÚvÅÎ	ÓuÎ�ÛïË	ÛAÆAÎ	Å¯Ø	ÆAÓuÆ	ÕHÎ�Ê´ÉrÊvÓÙÐ�ÚuÆAÇuÎ �+:é3 Ð�åTÕHî½Ú�ÈuÓuÆAÊ¿ì&Á
ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÖvÊuÅÎ	Î�Ì.��ÊuÏ�Ë	ÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuî½Î¶ÊTÈuÎ	ÓuÎ	ÅÎ	ÇuÇuî½Î¶Ê¿ì�ÕHÎ	Ó�å¬ÏuÊ Ö ÊTÆAÈuÓuÎQÕHÎ�ÉÙÑ8Á
Î�ÌÞÔuÎ	Ç¿ÒäË	ÛAÆAÎ	Ø	Æ�ÌAÆAÛ�Ð�ÓÙÐ : ö�ÇÙÐ!ÉrÆAØ	ÊuÍuÇuÆ Ö Ê�ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓTÊuÅÎ	Î�Ì.��ÊuÏ�Ë	ÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuî½Î
Ê³ÈuÎ	ÓuÎ	ÅÎ	ÇuÇuî½Î�Ê¿ì�ÕHÎ	Ó�å¬ÏuÊ]ÆAâAË�ÉÙÒ�å¬ÊuÛ�Ð�ÇuÊ¿Ñ�Ï´Ð�åTÕHÆAÚ�Å�Ð�ÓuÏuÊ³Ê�ÆAÈuÓuÎQÕHÎ�ÉÙÑuÎ�Ì
ÌAÆAÓuØ	ÆAÛ�Ò´íáÇÙÐ�ÕHâ�Ð�ÛAÏ¿ÒµÊ´ÉrÊ¯Å�Ð�Ó�åVÒ :

æÞÓuÎQÕHÈuÆ�ÉrÆ�åTÎ	ÇuÊuÎ�Æ½Óuî½ÇuÆAÍuÇuÆAÚvÛ�ÉHÐ�Ë�ÌAÊ�ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓuÆAÛ/��Ë�ÌAÊ´ÉrÊ¿ì3ÆAÛ�Ð�ÇuÇuÆïÈuÓuÎQÕ�Á
Ë�Ì�Ð�Û�ÉrÎ	ÇuÇuî$ðVÆ	ÕHÇuÊuÅ]ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓuÆAÅ � ÈuÓuÎQÕHË�Ì�Ð�Û�ÉÙÑuÎ�ÌAË
Ñ¬âAÆ�ÉrÎ	Î�ÓuÎ3Ð!ÉrÊuË�ÌAÊuÍuÇuî½Å Ö
ÈuÆ ÏuÓÙÐ�ÚuÇuÎ	ÚúÅÎ	ÓuÎµÕÙÉÙÑ9ÓÙÐ�ì3ÛAÊuÛ�Ð�í ã Ê´ð�Ë
Ñ Óuî½ÇuÏ�ÆAÛ Ö ÍuÎ	Å Æ�ÌAË�Ò�ÌAË�ÌAÛAÊuÎ³Ý�ÌAÆAÚ
Û�ÉHÐ�Ë�ÌAÊ :x1 Î	ÚuË�ÌAÛAÊ¿ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆ Ö Û Ý	Ï�ÆAÇuÆAÅÊuÍuÎ	Ë	ÏuÊ´ð ÈuÎ	ÓuÊuÆ	ÕHÊuÍuÎ	Ë	ÏuÊ´ð Ê¿ì�Õ)Ð�ÇuÊ¿Ñ´ð
ÆAÈuÊuË3Ð�ÇuÆùâAÆ�ÉrÖ�ß�ÆAÎ³ÍuÊuË�ÉrÆùÈuÓuÊuÅÎ	ÓuÆAÛ0��Ë	Å :  9���Ö  7	��Ö  7�1�� Ê2 ?����+Ö ØJÕHÎ³Ï´Ð�å�Á
ÕHî½Ú Ê¿ì�ÇuÎ	Ë	Ï�Æ�ÉrÖAÏuÊ´ð õ;âAÆ�ÉrÖ�ß�Ê´ð�÷³ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓuÆAÛúÈuÓuÆ�ÑuÛ�ÉÙÑ´É ì3ÇÙÐ�ÍuÊ¿ÌAÎ�ÉrÖAÇ¿Ò´í
ÈuÎ	ÓuÎ	Ø	ÆAÛAÆAÓuÇ¿Ò´í Ë	Ê´ÉÙÒ Ö ÈuÆ�Ë	ÓÙÐ�ÛAÇuÎ	ÇuÊuí Ë¬ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑuÅÊùÊ ÊuÅÈuÆAÓ¿ÌAÎ	ÓÙÐéÁ
ÅÊ¤ÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉrÖAË	ÏuÊ´ðþÌAÆAÛ�Ð�ÓuÆAÛ(� Õ)Ð�åTÎïÌ�Ð�Ï´Ð�ÑµÅÎ�åTÕrÒ´ÇÙÐ�ÓuÆ	ÕHÇÙÐ�Ñ¤Ï�ÆAÅÈÙÐ�ÇuÊ¿Ñ Ö
Ï´Ð�Ï�3sØ Ó ÃéÁ43sØ>Ç Ã Ö ÇuÎQÕHÆAË�Ì�Ð�ÌAÆAÍuÇuÆùË	Ê´ÉrÖAÇÙÐ Ö Í¿ÌAÆAâAî âAÎ�ì3ÆAØ	ÆAÛAÆAÓuÆAÍuÇuÆ ÇÙÐ�Û�Ñ¿ì3îsÁ
Û�Ð�ÌAÖVË	ÛAÆAÊþÒAË�ÉrÆAÛAÊ¿Ñ¯ÓuÆAË	Ë	ÊuÚuË	ÏuÊuÅúÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ�Å �+:

Ü�Ð�ÊuâAÆ�ÉrÎ	Î]Î	Ë�ÌAÎ	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuî½Å õKÌ�Ð�ÚuÅÊuÇuØ	ÆAÅ6÷5��ÈuÆAÛAÎQÕHÎ	ÇuÍuÎ	Ë	Ï�ÆAÚñØ	ÊuÈuÆ�ÌAÎ�ì3ÆAÚ �
Óuî½ÇuÏ´Ð ÈuÆAË�ÉrÎ]Ï�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊ ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÊuÇuØ�Ð9ÈuÓuÎQÕHË�Ì�Ð�Û�ÉÙÑuÎ�ÌAË
ÑñË�ÉrÎQÕrÒ´í ã Ð�Ñ
Ë	Ê¿Ì�Ò�Ð�ÔuÊ¿Ñ×É

• ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	Ó ÛAî½Ë�Ì�Ò´ÈÙÐ�Î�Ì]Ï´Ð�Ï]ÉrÊ�ÕHÎ	ÓøÊuØ	Óuî Ö ÆAÇ ÇÙÐ�ÍuÊuÇÙÐ�Î�Ì�Ë¬Ð�ÇuÆAÇuË	ÊuÓuÆ	Á
Û�Ð�ÇuÊ¿Ñ Ë	ÛAÆAÎ	Ú ÈuÆ�ÉrÊ¿ÌAÊuÏuÊ ÌAÆAÓuØ	ÆAÛAî$ð ÇÙÐ�ÕHâ�Ð�ÛAÆAÏ6��ÈuÓuÊ Ý�ÌAÆAÅáÈuÓÙÐ�ÛAÊ´ÉrÖ	Á
ÇuÆvÈuÓuÎQÕHÛAÊ�ÕrÑ¬ÈuÆAË�ÉrÎQÕrÒ´í ã ÊuÚ¤Æ�ÌAÛAÎ�ÌäÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ � ÊVÆ	ÕHÇuÆAÛAÓuÎ	ÅÎ	Ç8Á
ÇuÆTÛAî½âAÊuÓÙÐ�Î�ÌVË	ÈuÎ	Ï¿ÌAÓ¯ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3Ê¿ÑµÈuÓuÆ	ÕrÒ´Ï¿ÌAÆAÛ Ö ÈuÓuÊuÆAâAÓuÎ�Ì�Ð�Î	Åî$ðþÒ
ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Ú7� ÌAÎ	Å³Ë3Ð�Åî½Å�ÛAî½âAÊuÓÙÐ�ÑvÊäÏ�Æ�ÉrÊuÍuÎ	Ë�ÌAÛAÆ8��ÊuÓuÅ�ÁKÈuÓuÆAÊ¿ì&Á
ÛAÆ!ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Ú �:9

• ì�Ð�ÌAÎ	ÅøÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÊ¤ÇÙÐ�ì3ÇÙÐ�ÍÙÐ�íïÌäË	ÛAÆAÊVÔuÎ	ÇuîúÐ�ÕHÎ	ÏuÛ�Ð�ÌAÇuÆvÈuÓuÎQÕHÛAÊ�ÕrÑ
Ë	ÈuÓuÆAË 9

• ÇÙÐ�Ï�ÆAÇuÎ	Ô Ö Óuî½ÇuÆAÏ;��ÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉrÖ � ÆAÈuÓuÎQÕHÎ�ÉÙÑuÎ�Ì¤ÆAâ=<4Î	ÅùÈuÆAÏ¿Ò´ÈuÏuÊ¯Ï´Ð�å�Á
ÕHÆAØ	ÆïÌAÆAÛ�Ð�ÓÙÐïÈuÓuÊäÒ�åTÎ�ì�Ð�Õ)Ð�ÇuÇuî$ðäÔuÎ	ÇÙÐ!ð Ö Ë	ÆAØ"ÉHÐ�Ë	ÇuÆ¶õ;ÈuÓuÆ#��Ê´Érí¶÷�Ë	ÈuÓuÆ	Á
Ë3Ð Ö Ø	Î	ÇuÎ	ÓuÊuÓ¿ÒAÎ	ÅÆAÅCÒ��ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuÎ	Ú¬ÈuÆ�ÉrÎ�ì3ÇuÆAË�ÌAÊ¤ÓuÎ	ÈuÓuÎ�ì3Î	Ç¿Ì�Ð�ÌAÊuÛAÇuÆAØ	ÆTÈuÆ	Á
ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ :
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� Ð�Ï´Ð�Ñ�ÆAÓuØ�Ð�ÇuÊ¿ì�Ð�ÔuÊ¿Ñ�Æ�ÌAÓÙÐ�Ë�ÉrÊVË	ÓÙÐ�ÛAÇuÊuÛ�Ð�Î�ÌAË
ÑVÛÞÇÙÐ�ß�Î	Å�ÊuË	Ë�ÉrÎQÕHÆAÛ�Ð�ÇuÊuÊVË
Ë	Ê¿Ì�Ò�Ð�ÔuÊuÎ	Ú Ö ÈuÓuÎQÕrß�Î	Ë�ÌAÛ�Ò´í ã Î	Ú Ï�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊøÓuî½ÇuÏ´Ð : ÜÞÎ+ÁKÏ�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓuÊuÓuÆ	Á
Û�Ð�ÇuÇuî½Ú Óuî½ÇuÆAÏ�Ê�ÅÆ	ÕHÎ�ÉrÊuÓ¿ÒAÎ�ÌAË
Ñ Ê´ÉrÊ�Ï´Ð�Ï]ÉrÊ�ÕHÎ	ÓuË�ÌAÛAÆôÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Ú Ö /
Ê´ÉrÊµÏ´Ð�Ï¤ÅÊuÆAÈuÊuÍuÎ	Ë	Ï�ÆAÎ���â�ÉrÊ¿ì3ÆAÓ¿Ò´Ï�ÆAÎ Ö ÜÞÝ�ß�Î	ÛAË	Ï�ÆAÎ � ÈuÆAÛAÎQÕHÎ	ÇuÊuÎ�ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ8Á
ÌAÎ�ÉrÎ	Ú³ÊôÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ Ö Ï�Æ�ÌAÆAÓuî½Î�ÇuÎ	Ë	ÈuÆAË	ÆAâAÇuî ÈuÓuÎQÕHÛAÊ�ÕHÎ�ÌAÖµÓÙÐ�ì3ÛAÊ¿ÌAÊuÎäÓuî½ÇuÏ´Ð
Ê¯Ë	Æ�ì3ÇÙÐ�ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆ¬Û�ÉrÊ¿Ñ¿ÌAÖVÇÙÐTÇuÎ	Ø	Æ :

× Ì�Ð�Û�Ñ¿ÌAË
ÑôË�ÉrÎQÕrÒ´í ã ÊuÎ�ÛAÆAÈuÓuÆAË	îèÉ
• è Ë	Î	ØJÕ)ÐTÉrÊ¯ÈuÆ�ÑuÛ�ÉrÎ	ÇuÊuÎvÈuÆAË	ÓuÎQÕHÇuÊuÏ´ÐéÁjÉrÊ�ÕHÎ	ÓÙÐ¬ÈuÓuÊuÛAÆ	ÕHÊ¿Ì¬Ï¯Ë	ÇuÊ¿åTÎ	ÇuÊuí
ÆAâ ã Î	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆAØ	Æ�â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿Ñ Ö ÈuÆvË	ÓÙÐ�ÛAÇuÎ	ÇuÊuíÿËïÆAâAî½ÍuÇuÆAÚVÏ�ÆAÇuÏ¿Ò@Á
ÓuÎ	ÇuÔuÊuÎ	Ú ÈuÆ 1 ÊuÏ�Ë	Ê¿Ì�Ò@Á × ÌAÊuØ"ÉrÊuÔ¿ÒÿâAÎ�ì�ÈuÆAË	ÓuÎQÕHÇuÊuÏ´Ð Ö Ê Ö Î	Ë�ÉrÊùÕ)Ð Ö ÌAÆ
ÇÙÐ�Ë	Ï�Æ�ÉrÖAÏ�Æ,?

• 3 Ð�Ï�ÆAÎôÈuÆAÛAÎQÕHÎ	ÇuÊuÎôÈuÆAË	ÓuÎQÕHÇuÊuÏ´Ð�ð´Ò�åTÎÆÉOâ�ÉrÊ¿ì3ÆAÓ¿Ò´Ï�ÆAÎ@��ÅÊuÆAÈuÊuÍuÎ	Ë	Ï�ÆAÎ �
Ê´ÉrÊ Ö ÇÙÐ�ÆAâAÆAÓuÆ�Ì Ö Ë�ÌAÓÙÐ�ÌAÎ	Ø	ÊuÍuÎ	Ë	Ï�ÆAÎ�?

• 3 Ð�ÏuÊuÎ�ÓuÎ	Ï�ÆAÅÎ	Ç�Õ)Ð�ÔuÊuÊ¯ÕÙÉÙÑ³ÆAâ ã Î	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆAØ	ÆµÓuÎ	Ø�Ò�ÉrÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÊ¿Ñ³Û¤Ý�ÌAÆAÚ
Ë	��Î	ÓuÎvË�ÉrÎQÕrÒAÎ�Ì¤ÈuÓuÎQÕÙÉrÆ�å¬Ê¿ÌAÖA��ÊþË�ÉrÎQÕrÒAÎ�Ì¬ÉrÊ � ?

è Õ)Ð�ÇuÇuÆAÚ9ÓÙÐ�âAÆ�ÌAÎôÓÙÐ�Ë	Ë	ÅÆ�ÌAÓuÎ	Çuî Ë�ÉÙÒ´ÍÙÐ�ÊúÏuÛ�Ð�ì3Ê´ÉrÊuÇuÎ	ÚuÇuÆAÚúÊ9ÏuÛ�Ð�ÕHÓÙÐéÁ
ÌAÊuÍuÇuÆAÚB�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuÚ]ÈuÆ�ÉrÎ�ì3ÇuÆAË�ÌAÊ Ö Æ�ÌAÛAÎ	ÍÙÐ�í ã Î	Ú³ÉrÊuÇuÎ	ÚuÇuÆAÅCÒ�Ë	ÈuÓuÆAË�Ò�ËTÈuÎ	ÓuÎ+Á
ÏuÓuÎ	Ë�ÌAÇuî½ÅÊ�Ý	�.��Î	Ï¿Ì�Ð�ÅÊ Ö Ï´Ð�Ï³Û¤ÈuÆAÈ¿Ò�ÉÙÑuÓuÇuÆAÅ Ë�ÇuÎQÕ)Ð�ÛAÇuÎ	Ø	ÆµÛAÓuÎ	ÅÎ	ÇuÊ³ÈuÆ	Õ�Á
ð�Æ	ÕHÎ � Ì�Ì�Ð�ÛAÊÙÐ�ÇuÆ Ö%� Ð�â�Ò´ÍuÊ�Ê � ÊuË	Ë3Ð� 7 � � ��Ï�ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÊuÇuØ�Ò ÈuÆAÏ´Ð¯ÇuÎVÈuÓuÊuÅÎ+Á
Ç¿ÑuÛ�ß�Î	ÅË
Ñ �+:

æÞÓuÊC��ÆAÓuÅ�Ð!ÉrÖAÇuÆAÅ Ð�ÇÙÐ!ÉrÊ¿ì3ÎôÅÆ	ÕHÎ�ÉrÊúÆAÏ´Ð�ì�Ð!ÉrÆAË	Ö Ö Í¿ÌAÆøÈuÓuÊùÕHÆAË�Ì�Ð�ÌAÆAÍ8Á
ÇuÆ ÓuÎ3Ð!ÉrÊuË�ÌAÊuÍuÇuî$ð ÈuÓuÎQÕHÈuÆ�ÉrÆ�åTÎ	ÇuÊ¿Ñ´ð Ï�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊ¿Ñ Óuî½ÇuÏ´ÐED Ã!À�ÁGFTÄA¾IH
ÆAâ ã Î	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆAÎÞâ�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊuÎ Ö ÛäÈuÓuÆ�ÌAÊuÛAÆAÈuÆ�ÉrÆ�å¬ÇuÆAË�ÌAÖTÓÙÐ�Ë"ð�Æ�å¬ÊuÅùÈuÓuÎQÕ�Á
Ë�Ì�Ð�Û�ÉrÎ	ÇuÊ¿ÑuÅ :×B Æ�ÉrÎ	ÎvÌAÆAØ	Æ Ö Î	Ë�ÉrÊ�Ø	ÆAË�Ò3Õ)Ð�ÓuË�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆAÎ�ÓuÎ	Ø�Ò�ÉrÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÊuÎ�ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú8Á
ÉrÎ	ÓÙÐéÁKÅÆAÇuÆAÈuË	ÆAÇuÊuË�Ì�Ð]ÆAË�Ò ã Î	Ë�ÌAÛ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
ÑúÍuÎ	ÓuÎ�ìþÇÙÐ!ÉrÆAØ	ÆAÆAâ�ÉrÆ�åTÎ	ÇuÊuÎþæÞÊuØ	ÆAÛAÊ8Á
Ð�ÇuË	Ï�ÆAØ	Æ ÌAÊuÈÙÐ Ö ÌAÆ ÆAÏ´Ð�ì3î½Û�Ð�Î�ÌAË
Ñ Ö Í¿ÌAÆJ��Ë³ÌAÆAÍuÏuÊ ì3ÓuÎ	ÇuÊ¿Ñ ÆAâ ã Î	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆAØ	Æ
â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿Ñ � ÌAÓuÎ	â�ÒAÎ�ÌAË
Ñ ÂIK�L�ÂIM!N�M=OHÃ!À�Ä=H/P ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ Ö Ð¯ÇuÎ¬ÆAâ�ÉHÐ�Ø�Ð�ÌAÖ
Î	Ø	Æ ÇÙÐ!ÉrÆAØ	ÆAÅ : × Æ	ÕHÎ	Ó�å�Ð�ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆ Ö Ë�Ò�ÌAÖ9Ý�ÌAÆAØ	Æ ÈuÆ�ÉrÆ�å¬Ê¿ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆAØ	Æ9Ý	�.��Î	Ï¿Ì�Ð
Æ�Ì�Ï�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊ¯â�ÉrÊ¿ì3Ï´Ð�ÏµÊ¿ì3ÛAÎ	Ë�ÌAÇuÆAÅCÒVÕÙÉÙÑµÇuÎ+ÁoÕHÊuÛAÎ	ÓuË	Ê���ÊuÔuÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuî$ð
ÌAÆAÛ�Ð�ÓuÆAÛ�ÈuÆ�ÉrÆ�å¬Ê¿ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆAØ	ÆVÝ	�.��Î	Ï¿Ì�Ð�Æ�Ì�ÛAÎ	Ó¿ÌAÊuÏ´Ð!ÉrÖAÇuÆAÚôÊuÇ¿ÌAÎ	ÓuØ	ÓÙÐ�ÔuÊuÊôÅÆ	Á
ÇuÆAÈuÆ�ÉrÊ¿ì3ÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuÆAÚ Æ�ÌAÓÙÐ�Ë�ÉrÊ :Q� Ð�Å ÆAâ=<4ÎQÕHÊuÇuÎ	ÇuÊuÎ]ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ ÊÿÓuÊ8Á
ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ�ÒAË�ÌAÓÙÐ�Ç¿Ñ´ÉrÆVÌ�Ð�Ï¯ÇÙÐ�ì3î½Û�Ð�Î	ÅCÒ´í õ;ÇuÎ	Ý	�.��Î	Ï¿ÌAÊuÛAÇuÆAË�ÌAÖ�ÕHÛAÆAÚuÇuÆAÚþÅ�Ð�Ó8Á
å¬ÊuÇÙÐ!ÉrÊ¿ì�Ð�ÔuÊuÊ´÷
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� ÕHÛ�Ò�ð³ÁKÝ�Ì�Ð�å¬Ç¿Ò´í ÅÆAÇuÆAÈuÆ�ÉrÊuí Ï�Æ�ÌAÆAÓÙÐ�Ñôð´Ò�åTÎ�ÈuÓuÆAË�ÌAÆAÚ �+:�[ ÕHÎ	Ë	ÖµÓuî½ÇuÆAÍuÇÙÐ�Ñ
Û�ÉHÐ�Ë�ÌAÖ�ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ�ÛAî½ÈuÆ�ÉrÇ¿ÑuÎ�ÌVÇuÎ	Í¿ÌAÆVÈuÆ	ÕHÆAâAÇuÆAÎ�Ï�ÆAË	ÛAÎ	ÇuÇuî½Å9È¿Ò�ÌAÎ	Å�ÉÙÛTÏ´ÐéÁ
ÍuÎ	Ë�ÌAÛAÎ�ÉrÊ�ÕHÎ	ÓÙÐ Ö ÈuÓuÊuË	Û�Ð�ÊuÛ�Ð�í ã Î	Ø	Æôì3ÇÙÐ�ÍuÊ¿ÌAÎ�ÉrÖAÇ¿Ò´í ÍÙÐ�Ë�ÌAÖôÈuÆ�ÉrÖ�ì3î Ö ÆAÇ]ì�ÐéÁ
âAÆ�ÌAÊ¿ÌAË
Ñ�ÆAâAÆTÛAË	Î	Å9Óuî½ÇuÏ�ÎäÊþË	ÇuÊ¿å�Ð�Î�Ì¬ÍuÊuË�ÌAî½ÎäÈuÆ�ÌAÎ	ÓuÊôË	ÛAÆAÊþÊ¯ÆAâ ã Î	Ë�ÌAÛ�Ð :

è ÓÙÐ�ì�ÕHÎ�ÉrÎ ? ÈuÓuÊuÛAÎQÕHÎ	ÇôÉrÊ¿ÌAÎ	ÓÙÐ�Ì�Ò´ÓuÇuî½Ú�ÆAâ�ì3ÆAÓ :Hè ÓÙÐ�ì�ÕHÎ�ÉrÎ = ÈuÓuÊuÛAÎQÕHÎ+Á
ÇÙÐ\��ÆAÓuÅCÒ�ÉrÊuÓuÆAÛAÏ´ÐôÅÆ	ÕHÎ�ÉrÊ Ê�Õ)Ð�Çuî ÆAÈuÓuÎQÕHÎ�ÉrÎ	ÇuÊ¿ÑùÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	ÊuÚ ÈuÓuÊ ÓÙÐ�ì&Á
ÉrÊuÍuÇuÆAÚµÆAÓuØ�Ð�ÇuÊ¿ì�Ð�ÔuÊuÊµÆ�ÌAÓÙÐ�Ë�ÉrÊ :Ùè ÓÙÐ�ì�ÕHÎ�ÉrÎ � ÇÙÐ!ð�Æ	ÕrÑ¿ÌAË
ÑþÊ¤Ë	ÓÙÐ�ÛAÇuÊuÛ�Ð�íïÌAË
Ñ
ÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	Ê¿Ñ Ö ÈuÆ�ÉÙÒ´ÍÙÐ�í ã ÊuÎ	Ë
Ñ¤ÈuÓuÊVÓÙÐ�ì3Çuî$ð�ÌAÊuÈÙÐ!ðVÏ�ÆAÇuÏ¿Ò´ÓuÎ	ÇuÔuÊuÊ : ë6Ð�ì�ÕHÎ�É 5
ÈuÆAË	Û�Ñ ã Î	ÇôÛAÆAÈuÓuÆAË3Ð�Å Ø	ÆAË�Ò3Õ)Ð�ÓuË�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆAØ	Æ¤ÓuÎ	Ø�Ò�ÉrÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÊ¿Ñ¯ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÊuÇuØ�Ð :
] �_^ô°%$u¦��?��$�`+�?±?�-aú�r©!���r�

× Ò ã Î	Ë�ÌAÛ�ÒAÎ�Ì ÅÇuÆAØ	Æ�ÓÙÐ�âAÆ�Ì Ö Ê¿ì	Ò´ÍÙÐ�í ã Ê´ð ÓÙÐ�ì�ÉrÊuÍuÇuî½ÎþÐ�Ë	ÈuÎ	Ï¿ÌAî ÛAÎ	Ó¿ÌAÊ8Á
Ï´Ð!ÉrÖAÇuÆAØ	Æ�Û�ì�Ð�ÊuÅÆ	ÕHÎ	ÚuË�ÌAÛAÊ¿Ñ¯ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	ÚôÊþÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐb��Ë	Å : ÆAâ�ì3ÆAÓuî Û
ÏuÇuÊuØ�Ð!ðúæÞÝ	ÓuÓuÊc 7é5�� Ê9ëÝ
Ñc 7�<����+Ö Û�ÆAË	ÇuÆAÛAÇuÆAÅ ÆAÇuÊ Ê¿ì	Ò´ÍÙÐ�íïÌ ÓÙÐ�ì�ÉrÊuÍuÇuî½Î
Ý	Ï�ÆAÇuÆAÅÊuÍuÎ	Ë	ÏuÊuÎ¤ÈuÆAË�ÉrÎQÕHË�ÌAÛAÊ¿Ñ Ì�Ð�Ï�ÆAØ	ÆôÛ�ì�Ð�ÊuÅÆ	ÕHÎ	ÚuË�ÌAÛAÊ¿Ñ : ë6Ð�ÇuÇ¿Ñ¿Ñ Ï´ÉHÐ�Ë	Ë	Ê8Á
ÍuÎ	Ë	Ï´Ð�Ñ¬ÓÙÐ�âAÆ�Ì�Ð × ÈuÎ	ÇuØ"ÉrÎ	ÓÙÐ� ?=��� Ê¿ì	Ò´ÍÙÐ�Î�Ì�ÈuÓuÆAË�ÌAÎ	Ú¿ß�ÊuÚµË�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Ú¬ÊuØ	Óuî àáÌ�ÐéÁ
Ï�Î�ÉrÖAâAÎ	ÓuØ�Ð³ÅÎ�åTÕrÒ³ÕHÛ�Ò´ÅCÑøÅÆAÇuÆAÈuÆ�ÉrÊuË�Ì�Ð�ÅÊ Ö õ�ÉrÊ�ÕHÎ	Ó8ÁKÛAÎQÕHÆAÅî½Ú´÷ Ö Í¿ÌAÆ³ÈuÓuÊ8Á
ÛAÆ	ÕHÊ¿Ì Ï õjÕHÛAÆAÚuÇuÆAÚ9ÇÙÐ�ÔuÎ	ÇuÏ�Î�÷d� õ�Í�Ø Õ Ê�ÇÈÀ�ÂÄÃ Ôfe Å Ñ ÃÆÇÈÅÈàëÃ	Ï�ÅÈØ Ñ ÷ �+: æÞÆ Ë�Ò ã Î	Ë�ÌAÛ�Ò Ö
Û�ÌAÆAÓuÆAÚµÅÆAÇuÆAÈuÆ�ÉrÊuË�ÌvÕHÆAâ�Ð�Û�ÉÙÑuÎ�ÌTË	ÛAÆAí Ë	ÆAâAË�ÌAÛAÎ	ÇuÇ¿Ò´í ÇÙÐ�ÕHâ�Ð�ÛAÏ¿Ò¬Ï¤ÅÆAÇuÆAÈuÆ	Á
ÉrÊuË�ÌAÊuÍuÎ	Ë	Ï�ÆAÚ ÔuÎ	ÇuÎ�ÈuÎ	ÓuÛAÆAØ	Æ¤ÅÆAÇuÆAÈuÆ�ÉrÊuË�Ì�Ð Ö Ò´ÅÎ	ÇuÖ�ßTÐ�Ñ�ÌAÎ	Å Ë3Ð�Åî½Å ÆAâ ã Î+Á
Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆAÎ�â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊuÎg��Ë	Å :�� ÊuÓuÆ�ÉrÖh ?87	���+: û¯ÇuÆAØ	ÊuÎ�ÈuÆAË�ÉrÎQÕrÒ´í ã ÊuÎvÓÙÐéÁ
âAÆ�ÌAî ÈuÆAË	Û�Ñ ã Î	Çuîi��Î	Ë�ÌAÎ	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuî½Å Ê¬ÓuÎ3Ð!ÉrÊuË�ÌAÊuÍuÇuî½Å � ÆAË�ÉHÐ�â�ÉrÎ	ÇuÊ¿ÑuÅøÈuÓuÎQÕ�Á
ÈuÆ�ÉrÆ�åTÎ	ÇuÊuÚ × ÈuÎ	ÇuØ"ÉrÎ	ÓÙÐTÆAâvÆ	ÕHÇuÆAÓuÆ	ÕHÇuÆAË�ÌAÊ¤ÌAÆAÛ�Ð�ÓÙÐ Ö Æ	ÕHÇuÆAÅ ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ
ÊäÆ	ÕHÇuÆAÅ�ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓuÎ :,� Ë	ÇuÆAÛAÇuÆAÎOÆ�Ì3ÉrÊuÍuÊuÎ$Ý�ÌAÊ´ð�ÓÙÐ�âAÆ�Ì½ÕHÓ¿Ò´Ø$Æ�Ì½ÕHÓ¿Ò´Ø�Ð�Ë	ÆAË�ÌAÆ	Á
Ê¿Ì�Ø"ÉHÐ�ÛAÇuî½Å]ÆAâAÓÙÐ�ì3ÆAÅ³Û�ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÅ]Ë	ÈuÆAË	ÆAâAÎ�ÈuÓuÎQÕHË�Ì�Ð�Û�ÉrÎ	ÇuÊ¿ÑVÛ�ì�Ð�ÊuÅÆ	ÕHÎ	ÚuË�ÌAÛAÊ¿Ñ
Æ�ÉrÊuØ	ÆAÈuÆ�ÉrÊuË�ÌAÆAÛ :�� ÕHÊuÇ]Ï´ÉHÐ�Ë	Ë�ÅÆ	ÕHÎ�ÉrÎ	Ú]ÈuÓuÎQÕHË�Ì�Ð�Û�ÉÙÑuÎ�ÌôÛ�ì�Ð�ÊuÅÆ	ÕHÎ	ÚuË�ÌAÛAÊuÎ�Û
ÕrÒ�ð�ÎvÈuÓuÆAË�ÌAÓÙÐ�ÇuË�ÌAÛAÎ	ÇuÇuî$ð�ÅÆ	ÕHÎ�ÉrÎ	Ú¯ÈuÆTÌAÊuÈ¿Ò(��Æ�ÌAÎ�ÉuÉrÊuÇuØ�Ð\��Ë	Å :  7>7	���+:@1 Ó¿Ò@Á
Ø	ÆAÚ Ï´ÉHÐ�Ë	ËµÅÆ	ÕHÎ�ÉrÎ	ÚùÆAË	ÇuÆAÛAî½Û�Ð�Î�ÌAË
ÑùÇÙÐôÅÆ	ÕHÎ�ÉrÊ 1 ÊuÏ�Ë	Ê¿Ì�ÐéÁ × ÌAÊuØ"ÉrÊuÔÙÐC <�� Ë
õ;ÓuÎ	ÈuÓuÎ�ì3Î	Ç¿Ì�Ð�ÌAÊuÛAÇuî½Å ÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Å6÷ : × ÓuÎQÕHÊ ÈuÓuÆAË�ÌAÓÙÐ�ÇuË�ÌAÛAÎ	ÇuÇuî$ð ÅÆ	ÕHÎ+Á
ÉrÎ	Ú Æ�ÌAÈuÓÙÐ�ÛAÇuÆAÚÿÌAÆAÍuÏ�ÆAÚ ÅÆ�å¬ÇuÆùË	ÍuÊ¿Ì�Ð�ÌAÖúÓÙÐ�âAÆ�Ì�Ò × Ð!ÉrÆAÈÙÐ� 7�9���Ö ÛùÏ�Æ�ÌAÆ	Á
ÓuÆAÚþÊuË	Ë�ÉrÎQÕrÒAÎ�ÌAË
Ñ³ÅÆ	ÕHÎ�ÉrÖVÏuÓ¿Ò´Ø	ÆAÛAÆAØ	Æ�Ø	ÆAÓuÆ	Õ)ÐTËÞÆ	ÕHÇuÊuÅ9ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	ÅúÊ
ÇuÎ	Ë	Ï�Æ�ÉrÖAÏuÊuÅÊ¯ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ�ÅÊ Ö ÓÙÐ�Ë	ÈuÓuÎQÕHÎ�ÉrÎ	ÇuÇuî½ÅÊ�ÛTÝ�ÌAÆAÅ Ø	ÆAÓuÆ	ÕHÎïÕÙÉÙÑµÒ3ÕHÆ	Á
Û�ÉrÎ�ÌAÛAÆAÓuÎ	ÇuÊ¿Ñ¤Ë	ÈuÓuÆAË3Ð�ÇuÎ	ÈuÓuÎ	Óuî½ÛAÇuÆ�ÓÙÐ�ì3ÅÎ ã Î	ÇuÇuÆAØ	ÆäÇÙÐ�Ë	Î�ÉrÎ	ÇuÊ¿Ñ :�� Ë	ÇuÆAÛAÇuî½Å
ÓuÎ�ì	Ò�ÉrÖ�Ì�Ð�ÌAÆAÅ ÑuÛ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
Ñ×ÉÈuÓuÊ ÕHÆAË�Ì�Ð�ÌAÆAÍuÇuÆ Ë�ÉHÐ�âAî$ð ÈuÓuÎQÕHÈuÆ�ÉrÆ�åTÎ	ÇuÊ¿Ñ´ð ÛAË	Î
ÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉrÊ ÆAâAË�ÉÙÒ�å¬ÊuÛ�Ð�íïÌAË
Ñ Ê ÊuË	ÍuÎ�ì�Ð�Î�ÌúÇuÎ	Ý	�.��Î	Ï¿ÌAÊuÛAÇuÆAË�ÌAÖ Ö ÆAâAÇÙÐ�Ó¿Ò@Á
åTÎ	ÇuÇÙÐ�Ñ × ÈuÎ	ÇuØ"ÉrÎ	ÓuÆAÅ : æÞÆAÝ�ÌAÆAÅCÒTÇuÎ¶Ë�Ò ã Î	Ë�ÌAÛ�ÒAÎ�Ì�ÈuÆAâ�Ò3ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÖAÇuî$ð¬ÅÆ�ÌAÊuÛAÆAÛ
��ËÌAÆAÍuÏuÊ�ì3ÓuÎ	ÇuÊ¿ÑäÆAâ ã Î	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆAØ	Æ�â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿Ñ � ÕÙÉÙÑvÊuÇ¿ÌAÎ	Ø	ÓÙÐ�ÔuÊuÊäÅÎ�å�Á
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ÕrÒ�ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Å]ÊvÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ�ÅÊ :ë1 Ð!ÉrÎ	Î Ö%1 ÊuÏ�Ë	Ê¿Ì/ 1�� ÅÆ	ÕHÊ���ÊuÔuÊuÓuÆAÛ�Ð!É
Ý�Ì�Ò ÅÆ	ÕHÎ�ÉrÖ Ö ÛAÏ´Érí�ÍuÊuÛôÛ¯ÓÙÐ�Ë	Ë	ÅÆ�ÌAÓuÎ	ÇuÊuÎ¤ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHË�ÌAÛAÎ	ÇuÇ¿Ò´í Ð�Ï¿ÌAÊuÛAÇuÆAË�ÌAÖ
õ;ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓuÆAÛ�÷ Ö Ï�Æ�ÌAÆAÓuî½Î½ÊuË	ÈuÆ�ÉrÖ�ì	Ò´íïÌ�Ì�Ð�Ï¿åTÎ�ÊvÕHÓ¿Ò´Ø	ÊuÎ½ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHË�ÌAÛAÎ	ÇuÇuî½Î
�vÐ�Ï¿ÌAÆAÓuî :�� Î	ÈuÎ	ÓuÖ¶Ò�åTÎ Ö ËÌAÆAÍuÏuÊäì3ÓuÎ	ÇuÊ¿ÑäÆAâ ã Î	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆAØ	Æ�â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿Ñ Ö
ÊuÅÎ	Î�ÌAË
Ñ�ÈuÓuÊuÍuÊuÇÙÐVÕÙÉÙÑ³ÊuÇ¿ÌAÎ	Ø	ÓÙÐ�ÔuÊuÊ Ö ÈuÆAË	Ï�Æ�ÉrÖAÏ¿Ò�ÆAÇÙÐ¤Ë	ÇuÊ¿å�Ð�Î�ÌþÇuÎ	Ý	�.��Î	Ï8Á
ÌAÊuÛAÇuÆ¤âAÆ�ÉrÖ�ß�ÆAÎvÍuÊuË�ÉrÆ¤ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓuÆAÛ	ÁKÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Ú�Ê�ÈuÆAÛAî�ßTÐ�Î�Ì¤ÆAâ ã Î+Á
Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆAÎ�â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊuÎ5��ÛøÕ)Ð!ÉrÖAÇuÎ	Ú¿ß�Î	Å Ý�ÌAÊ Ê�ÕHÎ	Ê âAî$ÉrÊ ÓÙÐ�ì3ÛAÊ¿ÌAî Û
ÓÙÐ�âAÆ�ÌAÎäûôÐ�ÌAÖAí�Ë	ÆAÇÙÐVÊ è ÊuÇ¿ÌAÎ	ÓÙÐb 7�=����+:

1 Ó¿Ò´Ø	ÆAÚúÈuÆ	ÕÙð�Æ	Õ ÆAË	ÇuÆAÛ�Ð�Ç9ÇÙÐ Ê�ÕHÎ	ÎôÓuÎ	ÈuÓuÎ�ì3Î	Ç¿Ì�Ð�ÌAÊuÛAÇuÆAØ	Æ ÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ
Û¤Ë�ÌAÊ´ÉrÎ 1 ÊuÏ�Ë	Ê¿Ì�ÐéÁ × ÌAÊuØ"ÉrÊuÔÙÐ :?è ÍÙÐ�Ë�ÌAÇuÆAË�ÌAÊ Ö æÞÝ	ÓuÓuÊ�ÊB�+ÓuÆ#�j 7 > � ÊuË	ÈuÆ�ÉrÖ	Á
ì	Ò´íïÌk�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuí ÈuÆ�ÉrÎ�ì3ÇuÆAË�ÌAÊ ËµÈuÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÇuÆAÚ Ý�ÉHÐ�Ë�ÌAÊuÍuÇuÆAË�ÌAÖAí ì�Ð�ÅÎ ã Î	ÇuÊ¿Ñ
� CES Ál�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuí �+Ö ÆAÈuÓuÎQÕHÎ�ÉrÎ	ÇuÇ¿Ò´í ÇÙÐïÕHÊuË	ÏuÓuÎ�ÌAÇuÆAÅøÅÇuÆ�åTÎ	Ë�ÌAÛAÎ¶ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÛAÊ�Õ�Á
ÇuÆAË�ÌAÎ	Ú â�ÉHÐ�Ø�Ð Ö Ï´Ð�åTÕ)Ð�Ñ Ê¿ì�Ï�Æ�ÌAÆAÓuî$ðÿÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAË
Ñ ÎQÕHÊuÇuË�ÌAÛAÎ	ÇuÇuî½Å ÓuÊ8Á
ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓuÆAÅ :m� Ë	ÇuÆAÛAÇuÆAÚúÓuÎ�ì	Ò�ÉrÖ�Ì�Ð�Ì Ë	ÆAË�ÌAÆAÊ¿ÌùÛ Ë�ÉrÎQÕrÒ´í ã Î	Å�É�Ì�Ð�Ï´Ð�Ñ Ï�ÆAÇuÏ¿Ò@Á
ÓuÎ	ÇuÔuÊ¿Ñ Õ)Ð�Î�Ì Ï´Ð�ÏúÊuË	Ï´Ð�åTÎ	ÇuÇuî½Îd��Ë¯ÌAÆAÍuÏuÊúì3ÓuÎ	ÇuÊ¿Ñ Ë	ÆAÛAÎ	Ó¿ß�Î	ÇuÇuÆAÚÿÏ�ÆAÇuÏ¿Ò@Á
ÓuÎ	ÇuÔuÊuÊ � ÔuÎ	Çuî Ö Ì�Ð�Ï¯ÊþÊuË	Ï´Ð�åTÎ	ÇuÇuÆAÎ�ÍuÊuË�ÉrÆVÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓuÆAÛ :on Ç¿ÌAÎ	ÓuÎ	Ë	ÇuÆ¬Æ�ÌAÅÎ+Á
ÌAÊ¿ÌAÖ Ö Í¿ÌAÆþÊuÇ¿ÌAÎ	Ø	ÓÙÐ�ÔuÊ¿ÑôÕHÛ�Ò�ð³Ë�Ì�Ð�ÕHÊuÚ]ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHË�ÌAÛ�ÐµÛAÎQÕHÎ�ÌþÏ�Ò�ð´Ò3Õrß�Î	ÇuÊuí
ÆAâ ã Î	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆAØ	Æ]â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿Ñ Ö ÈuÆAË	Ï�Æ�ÉrÖAÏ¿Ò Ë	ÇuÊ¿åTÎ	ÇuÊuÎ¬ÌAÆAÛ�Ð�ÓuÇuÆAØ	Æ�ÓÙÐ�ì&Á
ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3Ê¿Ñ ÆAÏ´Ð�ì3î½Û�Ð�Î�ÌAË
Ñ ÛAÎ	Ë	ÆAÅÎ	ÎþË	ÇuÊ¿åTÎ	ÇuÊ¿ÑùÔuÎ	Ç :p[ ÕHÎ	Ë	Ö Ö Ï´Ð�ÏùÊ Û 1 ÊuÏ8Á
Ë	Ê¿ÌAÆAÛAÆAÚ ÅÆ	ÕHÎ�ÉrÊùÏuÓ¿Ò´Ø	ÆAÛAÆAØ	Æ�Ø	ÆAÓuÆ	Õ)Ð Ö ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	Óuî ÑuÛ�ÉÙÑuíïÌAË
ÑøÌ�Ð�Ï¿åTÎµÈuÓuÆ	Á
Ê¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑuÅÊVõ;ÇÙÐ�ÇuÊ¿ì3Ï�ÆAÅøÒ´ÓuÆAÛAÇuÎ�÷ Ö õ;ÈuÎ	ÓuÎ	ÓÙÐ�â�Ð�ÌAî½Û�Ð�Ñ´÷¶ÌAÆAÛ�Ð�Óuî Ö ÈuÆAË	Ï�Æ�ÉrÖ	Á
Ï¿ÒùÊuÇÙÐ�ÍuÎ¯ÈuÆAÏ¿Ò´ÈuÏ´Ð�ÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Å ÌAÆAÛ�Ð�ÓuÆAÛ³Ò À�Â	¾rq ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓuÆAÛøÛAî½Ø"ÉÙÑ8Á
ÕHÎ�ÉHÐ âAî Ë�ÌAÓÙÐ�ÇuÇuÆAÚ : × ÉrÎQÕrÒ´í ã ÊuÅ ßTÐ�Ø	ÆAÅ Û Ý�ÌAÆAÅ ÇÙÐ�ÈuÓÙÐ�Û�ÉrÎ	ÇuÊuÊÿÅÆ�å¬ÇuÆ
Ë	ÍuÊ¿Ì�Ð�ÌAÖ ÓÙÐ�âAÆ�Ì�Ò � Î	ÇÙÐ5 5���Ö ÛøÏ�Æ�ÌAÆAÓuÆAÚ ÓÙÐ�Ë	Ë	Å�Ð�ÌAÓuÊuÛ�Ð�Î�ÌAË
Ñ Ë	Ê¿Ì�Ò�Ð�ÔuÊ¿Ñ Ö Ï�Æ	Á
ØJÕ)ÐÞÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÖ	ÁKÅÆAÇuÆAÈuÆ�ÉrÊuË�Ì Ö ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕrÑ ã ÊuÚVÛAË	Î½ÅÇuÆAØ	ÆAÆAâAÓÙÐ�ì3ÊuÎ½ÈuÓuÆ	Á
ÕrÒ´Ï¿ÌAÆAÛ Ö ÇÙÐVÈuÎ	ÓuÛAÆAÚ�Ë�Ì�Ð�ÕHÊuÊ³ÛAî½âAÊuÓÙÐ�Î�Ì¤ÍuÊuË�ÉrÆ¤ÇÙÐ�ÊuÅÎ	ÇuÆAÛ�Ð�ÇuÊuÚ�ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ8Á
Åî$ð¯ÈuÓuÆ	ÕrÒ´Ï¿ÌAÆAÛB�oÐTì3ÇÙÐ�ÍuÊ¿Ì¤Ê¯ÍuÊuË�ÉrÆ¬ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓuÆAÛ Ö ÈuÆAË	Ï�Æ�ÉrÖAÏ¿Ò¯Ë	Æ3ð¿ÓÙÐ�Ç¿ÑuÎ�Ì	Á
Ë
ÑôÛ�ì�Ð�ÊuÅÇuÆ	ÁKÆ	ÕHÇuÆ�ì3ÇÙÐ�ÍuÇuÆAÎäË	ÆAÆ�ÌAÛAÎ�ÌAË�ÌAÛAÊuÎ�ÅÎ�åTÕrÒþÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3ÊuÎ	Å9ÌAÆAÛ�Ð�ÓuÆAÛ
ÊÿÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ�ÅÊ �+: æÞÆAË�ÉrÎ³Ý�ÌAÆAØ	ÆùÅÆAÇuÆAÈuÆ�ÉrÊuË�Ì ÆAË�Ò ã Î	Ë�ÌAÛ�ÉÙÑuÎ�ÌúÇuÎ	Ï�Æ�ÌAÆAÓ¿Ò´í
ÈuÎ	ÓuÎ	Ø	ÆAÛAÆAÓuÇ¿Ò´í ÈuÓuÆAÔuÎQÕrÒ´Ó¿Ò¯ËvÏ´Ð�åTÕHî½ÅúÊ¿ìäÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓuÆAÛ :)è ÓuÎ�ì	Ò�ÉrÖ�Ì�Ð�ÌAÎ�Ï�Æ	Á
ÉrÊuÍuÎ	Ë�ÌAÛAÆµÕHÊ��.��Î	ÓuÎ	ÇuÔuÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuî$ð�ÈuÓuÆ	ÕrÒ´Ï¿ÌAÆAÛ¯ÆAÏ´Ð�ì3î½Û�Ð�Î�ÌAË
Ñ ÅÎ	ÇuÖ�ß�Îäõ;Ë	Æ	Á
ÔuÊÙÐ!ÉrÖAÇuÆþÆAÈ¿ÌAÊuÅ�Ð!ÉrÖAÇuÆAØ	Æ�÷ 9 ÏuÓuÆAÅÎ�ÌAÆAØ	Æ Ö Ï�ÆAÇuÏ¿Ò´ÓuÎ	ÇuÔuÊ¿Ñ Ë	ÓuÎQÕHÊ�ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓuÆAÛ
Ë	ÇuÊ¿å�Ð�Î�Ì�ÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉrÖAË	Ï¿Ò´í ÔuÎ	Ç¿Ò Ê ÒAË	Ê´ÉrÊuÛ�Ð�Î�Ì ÊuË	Ï´Ð�åTÎ	ÇuÊuÎþÛ�ÌAÆAÛ�Ð�ÓuÇuÆAÅ
ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3ÊuÊ :

Ü�Ð�Ï�ÆAÇuÎ	Ô Ö �ÞÐ�ÅÊ´ÉrÖ�ÌAÆAÇTÊ�ëÊuÍÙÐ�Ó�ÕHË. 7���� Ë	ÊuÇ¿ÌAÎ�ì3ÊuÓ¿Ò´íïÌäÅÆ	ÕHÎ�ÉrÊTÌAÊuÈÙÐ���Æ	Á
ÌAÎ�ÉuÉrÊuÇuØ�Ð¤Ê¯ÌAÊuÈÙÐ 1 ÊuÏ�Ë	Ê¿Ì�ÐéÁ × ÌAÊuØ"ÉrÊuÔÙÐ Ö Ì : Î : ÈuÆ	ÕÙð�Æ	ÕHî ÈuÓuÆAË�ÌAÓÙÐ�ÇuË�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆAØ	Æ



� �r r�u�?±?�r¦³�?����±?�r�r©r�?����°?¦³  �?�! #"?�?¦��¦�¨6°%$u¦�¨6ªr±?�'& �L�u±?�¿¨6¦ 9

Óuî½ÇuÏ´ÐäÊ�ÕHÊ��.��Î	ÓuÎ	ÇuÔuÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuî$ð¬ÌAÆAÛ�Ð�ÓuÆAÛvÈuÓuÊVÅÆ	ÕHÎ�ÉrÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÊuÊ¤Æ�ÉrÊuØ	ÆAÈuÆ	Á
ÉrÊuË�ÌAÊuÍuÎ	Ë	Ï�ÆAÚ Ï�ÆAÇuÏ¿Ò´ÓuÎ	ÇuÔuÊuÊ Ë	ÓuÎQÕHÊ]ÅÇuÆAØ	ÆAÈuÓuÆ	ÕrÒ´Ï¿ÌAÆAÛAî$ðB��ÊuÓuÅ5s õ;Ë�Ò´ÈuÎ	Ó8Á
Å�Ð�ÓuÏ�Î�ÌAÆAÛ�÷ Ö Ï�Æ�ÌAÆAÓuî½Î�ÊuÅÎ	íïÌ¤ÕHÎ�ÉrÆþËTÏ�ÆAÇuÏ¿Ò´ÓuÊuÓ¿Ò´í ã ÊuÅÊøÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ8Á
ÅÊ :6è ÅÆ	ÕHÎ�ÉrÊøÓÙÐ�Ë	Ë	Å�Ð�ÌAÓuÊuÛ�Ð�Î�ÌAË
Ñ ÕHÛ�Ð¯ÛAÊ�Õ)ÐþÌAÆAÛ�Ð�ÓuÇuî$ð ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3ÊuÚ : ×
Æ	ÕHÇuÆAÚ¬Ë�ÌAÆAÓuÆAÇuî Ö ÆAË�Ò ã Î	Ë�ÌAÛ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
ÑþÛAî½âAÆAÓ�Ë	ÓuÎQÕHÊ¬ÈuÆ�ÌAÎ	ÇuÔuÊÙÐ!ÉrÖAÇuÆäâAÆ�ÉrÖ�ß�ÆAØ	Æ
ÍuÊuË�ÉHÐ ÈuÓuÆAË�ÌAÓÙÐ�ÇuË�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆ	ÁKÓÙÐ�ì�ÕHÎ�ÉrÎ	ÇuÇuî$ðÿË�Ò´ÈuÎ	ÓuÅ�Ð�ÓuÏ�Î�ÌAÆAÛ Ö Ê Ö ÏuÓuÆAÅÎ¯ÌAÆAØ	Æ Ö
ÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉrÖ ÆAË�Ò ã Î	Ë�ÌAÛ�ÉÙÑuÎ�ÌÿË	ÛAÆAÚ ÛAî½âAÆAÓ Ë	ÓuÎQÕHÊñÈuÓuÆ	ÕrÒ´Ï¿ÌAÆAÛ Ö ÈuÓuÎQÕHË�Ì�Ð�Û	Á
ÉrÎ	ÇuÇuî$ð Û¯ÛAî½âAÓÙÐ�ÇuÇuÆAÅ ÊuÅ Ë�Ò´ÈuÎ	ÓuÅ�Ð�ÓuÏ�Î�ÌAÎ :p� Ï´Ð�ì�Ð!ÉrÆAË	Ö Ö Í¿ÌAÆ¯Û¯Ë�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Î�Ò�ì&Á
Ï�ÆAË	ÈuÎ	ÔuÊÙÐ!ÉrÊ¿ì3ÊuÓ¿Ò´í ã Î	Ø	ÆAË
ÑVÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ�ÛAÆ�ì3ÓÙÐ�Ë�Ì�Ð�ÇuÊuÎ$ÈuÓuÆ	ÕrÒ´Ï¿ÌAÆAÛAÆAÚÞÕHÊ��.��Î+Á
ÓuÎ	ÇuÔuÊÙÐ�ÔuÊuÊ Ë	Æ¯Ë�ÌAÆAÓuÆAÇuî ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	ÚøÇuÎ	ÆAâ�Ñ¿ì�Ð�ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆôÛAÎQÕHÎ�ÌôÏ�ÓuÆAË�Ì�Ò
ÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	ÇuÆAÚ�ÕÙÉrÊuÇuî ÈuÓuÆ	ÕrÒ´Ï¿ÌAÆAÛAÆAÚ³ÉrÊuÇuÎ	ÚuÏuÊ :�3 ÓuÆAÅÎ�ÌAÆAØ	Æ Ö ÈuÓuÊ³ÒAË�ÉrÆAÛAÊuÊ
Ë	ÛAÆAâAÆ	ÕHî Û�ð�Æ	Õ)ÐvÕÙÉÙÑ¯ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ Ö ÈuÓuÆ	ÕrÒ´Ï¿ÌAÆAÛAÆAÎvÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3ÊuÎÞÆAÏ´Ð�ì3î½Û�Ð�Î�Ì	Á
Ë
Ñ¯ÅÎ	ÇuÖ�ß�ÎvÆAâ ã Î	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆ¬ÆAÈ¿ÌAÊuÅ�Ð!ÉrÖAÇuÆAØ	Æ :

è Æ�Ì3ÉrÊuÍuÊuÊ¤Æ�ÌäÛAî�ß�Î	Ê¿ì�ÉrÆ�åTÎ	ÇuÇuî$ðµÊuË	Ë�ÉrÎQÕHÆAÛ�Ð�ÇuÊuÚ Ö ÅîúÓÙÐ�Ë	Ë	Å�Ð�ÌAÓuÊuÛ�Ð�Î	Å
ÅÆAÇuÆAÈuÆ�ÉrÊuË�Ì�Ð¤Û¬Ï´Ð�ÍuÎ	Ë�ÌAÛAÎ�ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ 9 Í¿ÌAÆ¤Ï´Ð�Ë3Ð�Î�ÌAË
Ñ³ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Ú Ö ÌAÆ
ÆAÇuÊ¤ÆAÓuØ�Ð�ÇuÊ¿ì3ÆAÛ�Ð�Çuî ÛäÆ�ÌAÓÙÐ�Ë�ÉrÖ�ÈuÆvÌAÊuÈ¿ÒVÅÆ	ÕHÎ�ÉrÊ 1 ÊuÏ�Ë	Ê¿Ì�ÐéÁ × ÌAÊuØ"ÉrÊuÔÙÐ :³1 ÉÙÑ
õ;ÆAÈuÓÙÐ�Û!Õ)Ð�ÇuÊ¿Ñ´÷CÌ�Ð�Ï�ÆAØ	Æ�ÇuÎ	ÆAâAî½ÍuÇuÆAØ	Æ���ÈuÆ¶ÏuÓÙÐ�ÚuÇuÎ	ÚäÅÎ	ÓuÎ Ö ÇÙÐ¶ÈuÎ	ÓuÛAî½ÚvÛ�ì3Ø"ÉÙÑ�Õ �
ÈuÆ	ÕÙð�Æ	Õ)Ð Ö Æ�ÌAÅÎ�ÌAÊuÅ Ö Í¿ÌAÆ¤Ì�Ð�Ï´Ð�Ñ�Ê´ÉrÊ�Ë"ð�Æ�å�Ð�Ñ³Ë	Ê¿Ì�Ò�Ð�ÔuÊ¿Ñ�ÑuÛ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
Ñ¯ÕHÆAÛAÆ�ÉrÖ	Á
ÇuÆ�ÌAÊuÈuÊuÍuÇuÆAÚTÕÙÉÙÑ�Ë	Î	Ø	Æ	ÕHÇ¿Ñ¿ß�ÇuÎ	Ø	Æ�ÓuÆAË	Ë	ÊuÚuË	Ï�ÆAØ	ÆäÓuî½ÇuÏ´Ð : æÞÆ�ÏuÓÙÐ�ÚuÇuÎ	ÚVÅÎ	ÓuÎ Ö
ÊuÅÎ	Î�ÌAË
ÑøÅÇuÆAØ	Æ¯Ë	ÛAÊ�ÕHÎ�ÌAÎ�ÉrÖAË�ÌAÛôÌAÆAØ	Æ Ö Í¿ÌAÆôË	ÆAÛAÓuÎ	ÅÎ	ÇuÇuî½ÎVË�Ò´ÈuÎ	ÓuÅ�Ð�ÓuÏ�Î�ÌAî Ê
Ø	ÊuÈuÎ	ÓuÅ�Ð�ÓuÏ�Î�ÌAî ÊuÅÎ	íïÌ¬ÕHÆAÅÊuÇuÊuÓ¿Ò´í ã Ò´í Óuî½ÇuÆAÍuÇ¿Ò´í Û�ÉHÐ�Ë�ÌAÖ���ÈuÎ	ÓuÎ	Ø	ÆAÛAÆAÓ8Á
Ç¿Ò´íáË	Ê´ÉÙÒ � ÛVÆ�ÌAÇuÆ�ß�Î	ÇuÊ¿Ñ´ð¯Ë�ÅÇuÆAØ	ÆAÍuÊuË�ÉrÎ	ÇuÇuî½ÅÊ�ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑuÅÊ :

Ü�Ð�ÈuÓuÊuÅÎ	Ó Ö Û� 7	� ÍuÊ¿Ì�Ð�Î	Å�É�õ :%:%: ÒäÇuÎ	âAÆ�ÉrÖ�ß�Ê´ðäÈuÆAË�Ì�Ð�Û ã ÊuÏ�ÆAÛ�ÓÙÐ�Ë"ð�Æ	ÕHîùÇÙÐ
ÆAÈ´ÉHÐ�Ì�Ò¤Æ	ÕHÇuÊ´ð¤ÌAÆ�ÉrÖAÏ�ÆTâ�Ð�ì3ÆAÛAî$ð¬ÒAË�ÉÙÒ´Ø�ÕHÆ�ÉÙå¬ÇuîÿËI<4ÎQÕ)Ð�ÌAÖTâAÆ�ÉrÖ�ßäÒ´íñÍÙÐ�Ë�ÌAÖ
ÈuÓuÊuâAî$ÉrÊ :%:%: û¯ÇuÆAØ	ÊuÅ ÈuÆAË�Ì�Ð�Û ã ÊuÏ´Ð�Å ÇÙÐ�Û�Ñ¿ì3î½Û�Ð�íïÌ Ò´ÍÙÐ�Ë�ÌAÊuÎ ÛAÆ ÛAÇ¿Ò�ÌAÓuÎ	Ç8Á
ÇuÊ´ð�ÈuÓuÆAÅÆ�Ð�ÏuÔuÊ¿Ñ´ð Ö ÛAÇuÎ�ì�Ð�ÛAÊuË	ÊuÅÆAË�ÌAÊTÆ�Ì�ÌAÆAØ	Æ Ö Ç¿Ò�å¬ÇÙÐ�ÊuÅ�Ë	Î	ÚuÍÙÐ�Ë�ÓuÎ	Ï´ÉHÐ�Å�Ð
Ê´ÉrÊTÇuÎ�Ì :%:%: æÞÆ	Õ)Ð�Û�ÉÙÑuí ã Î	ÎïâAÆ�ÉrÖ�ß�ÊuÇuË�ÌAÛAÆÞÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓuÆAÛ�Û�ì3ÊuÅ�Ð�íïÌ�ÇuÎ$ÌAÆ�ÉrÖAÏ�Æ
È´ÉHÐ�Ì�Ò�ì�Ð¯ÈuÆ�ÉrÏuÊ Ö ÇuÆôÊ�Ì�Ð�ÏøÇÙÐ�ì3î½Û�Ð�Î	Åî½ÚøÓuÎ�ÌAÓuÆAâAÆAÇ¿ÒAË Ö ÆAÇ�åTÎVÈuÓuÆAÔuÎ	Ç¿Ì³Ë
ÈuÓuÆ	Õ)Ð�å :%:%: Ï�ÆAØJÕ)Ð�ÈuÓuÆAÛAÆ	ÕrÑ¿ÌAË
ÑøÛ�ì�Ð�ÊuÅÆAÓÙÐ�Ë	ÍuÎ�ÌAî ÅÎ�åTÕrÒ]ÈuÆAË�Ì�Ð�Û ã ÊuÏ´Ð�ÅÊ Ê
ÓuÆ�ì3ÇuÊuÍuÇuî½ÅÊ¤Ë	Î�Ì�ÑuÅÊ Ö ÈuÆAË�ÉrÎQÕHÇuÊuÎ�âAÎ	Ó¿Ò�Ì�Ë	Î	âAÎïÛvË	ÓuÎQÕHÇuÎ	Å 5#t :%:%:ru ã Î�Æ	ÕHÇÙÐ
ÉrÆAÛ�Ò�ß�Ï´Ð Ö ÈuÆ	ÕHË�ÌAÎ	ÓuÎ	Ø�Ð�í ã Ð�Ñ ÈuÆAË�Ì�Ð�Û ã ÊuÏ´Ð Ö s ÆAâ�Ñ¿ì�Ð�ÌAÎ�ÉrÖAË�ÌAÛAÆ�ÆAâAÎ	Ë	ÈuÎ	ÍuÊ¿ÌAÖ
ÇuÎ	ÏuÊuÚÿÒ´ÓuÆAÛAÎ	ÇuÖ ÈuÓuÆ	Õ)Ð�å Ö ÇuÊ¿åTÎ�Ï�Æ�ÌAÆAÓuÆAØ	ÆùÆAÈ¿ÒAË	Ï´Ð�ÌAÖAË
Ñ Ë�ÌAÓuÆAØ	Æ	ÁKÇÙÐ�Ë�ÌAÓuÆAØ	Æ
ì�Ð�ÈuÓuÎ ã Î	ÇuÆ :�u Ë�ÉrÊ ÌAÆAÛ�Ð�Ó ÈuÆ Ï´Ð�ÏuÊuÅ�Á�ÌAÆ ÈuÓuÊuÍuÊuÇÙÐ�Å ÇuÎ]ÈuÆAÚ�ÕHÎ�Ì Ö ÓÙÐ�ì3ÇuÊuÔ¿Ò
ÅÎ�åTÕrÒ]È´ÉHÐ�ÇuÆAÅ Êk�vÐ�Ï¿ÌAÊuÍuÎ	Ë	ÏuÊuÅÊøÈuÓuÆ	Õ)Ð�å�Ð�ÅÊ�ÈuÓuÊ�ÕHÎ�ÌAË
ÑøÈuÆAÏuÓuî½Û�Ð�ÌAÖôÊ¿ì
Ë	ÛAÆAÎ	Ø	ÆvÏ´Ð�ÓuÅ�Ð�ÇÙÐ :%:%: ÛvÓuÎ�ì	Ò�ÉrÖ�Ì�Ð�ÌAÎ�ÆAâ ã ÊuÎ¶ÛAî½È´ÉHÐ�ÌAî9ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ�Å Ë	ÆAË�Ì�Ð�Û�ÉÙÑ8Á
íïÌ¬Æ�Ì =#� ÕHÆ 5=��t Ë�ÌAÆAÊuÅÆAË�ÌAÊôÊ´ðþÈuÓuÆ	ÕrÒ´ÏuÔuÊuÊ : ÷
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ö�ÇÙÐ!ÉrÆAØ	ÊuÍuÇuÆ Ö ÛE ?�� ÅÆ�å¬ÇuÆøÈuÓuÆAÍuÊ¿Ì�Ð�ÌAÖ�É�õJëÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	Óuî ÌAÓuÎ	â�Ò´íïÌ Ë�ÈuÆ	Á
Ë�Ì�Ð�Û ã ÊuÏ�ÆAÛ�ÕHÎ	Ë
Ñ¿ÌAÏuÊôÌAî½Ë
ÑuÍµÕHÆ�ÉuÉHÐ�ÓuÆAÛ�ÌAÆ�ÉrÖAÏ�Æ�ì�Ð�Ë	ÆAØ"ÉHÐ�Ë	ÊuÎ�ÌAÆAÓuØ	ÆAÛ�Ð�ÌAÖ¬Ê´ð
ÌAÆAÛ�Ð�ÓuÆAÅ :%:%:rv Î	ÇÙÐþõ;Û�ð�Æ	ÕHÇuÆAØ	Æ³âAÊ´ÉrÎ�Ì�Ð!÷¬ì�Ð�ÛAÊuË	Ê¿Ì³Æ�Ì³Ê¿ì3ÛAÎ	Ë�ÌAÇuÆAË�ÌAÊ ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	Á
ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ]Ê�ÆAâ=<4Î	Å�ÐVÎ	Ø	ÆµÓuÎ	Ï´ÉHÐ�ÅÇuÆAØ	ÆµâAíOÕråTÎ�Ì�Ð Ö ÈuÓuÊ¿ì3ÇÙÐ�íïÌAË
Ñ]ÈuÆAË�Ì�Ð�Û ã ÊuÏuÊ :
Ü�Ð�ÈuÓuÊuÅÎ	Ó Ö ÕÙÉÙÑ ÏuÓ¿Ò´ÈuÇuî$ð9Ï�ÆAÅÈÙÐ�ÇuÊuÚ9ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	Óuî ÅÆAØ�Ò�Ì ËJÕHÎ�ÉHÐ�ÌAÖøË	ÏuÊ�Õ�Á
Ï¿Ò Û³ÓÙÐ�Ë	ÍuÎ�ÌAÎµÇÙÐôÌAÆ Ö Í¿ÌAÆ³Ï�ÆAÅÈÙÐ�ÇuÊ¿Ñ ÈuÆ�ÌAÓÙÐ�ÌAÊ¿ÌAË
Ñ ÇÙÐ�ÈuÓuÆAÅÆ�Ð�ÏuÔuÊuÊøÌAÆAÛ�ÐéÁ
ÓÙÐ :%:%:�B Ê´ÉrÎ�Ì ì�Ð³Û�ð�Æ	Õds Î ã ÎþÇuÎµÛAË	ÎþÓÙÐ�Ë"ð�Æ	ÕHî ÈuÆAË�Ì�Ð�Û ã ÊuÏ´Ð Ö åTÎ�ÉHÐ�í ã Î	Ø	Æ
ÈuÆAÈÙÐ�Ë�ÌAÖ�ÛÞË	Î�ÌAÖ :w� â ã ÊuÎ½È´ÉHÐ�ÌAÎ�å¬Ê�ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ�Å ÅÆAØ�Ò�Ì�Ë	ÆAË�Ì�Ð�Û�ÉÙÑ¿ÌAÖ�ÕHÆ =@5#t
Ë�ÌAÆAÊuÅÆAË�ÌAÊ�ÈuÓuÆ	ÕrÒ´ÏuÔuÊuÊ :%:%: ÷ (1 Ó¿Ò´Ø�Ð�Ñ³Û�Ð�å¬ÇÙÐ�Ñ�ÔuÊ¿Ì�Ð�Ì�ÐþÅÆ�åTÎ�ÌþâAî�ÌAÖþÇÙÐ�Ú�ÕHÎ	ÇÙÐ Ö ÇÙÐ�ÈuÓuÊuÅÎ	Ó Ö ÇÙÐ¤Ë3Ð�Ú¿ÌAÎ
��ÎQÕHÎ	ÓÙÐ!ÉrÖAÇuÆAÚ ö�Ç¿ÌAÊuÅÆAÇuÆAÈuÆ�ÉrÖAÇuÆAÚ × ÉÙÒ�å¬âAîx 9�� É�õ � ÓÙÐ�ÇuË	��ÆAÓuÅ�Ð�ÔuÊ¿ÑúÓuÆ�ì&Á
ÇuÊuÍuÇuÆAÚ ÌAÆAÓuØ	ÆAÛ�ÉrÊÿÛøâAÆ�ÉrÖ�ß�ÊuÎ�ÌAÆAÓuØ	ÆAÛAî½Î³Ë	Î�ÌAÊ)��ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	Óuî � ÈuÆ�ì3ÛAÆ�ÉrÊ´ÉHÐ
ÈuÆAË�ÉrÎQÕHÇuÊuÅ Ö ÇuÎ	Ë	ÅÆ�ÌAÓ�Ñ�ÇÙÐVÊ´ðôÏ´Ð�åVÒ ã Ò´í�Ë
Ñ�Å�Ð!ÉÙÒ´í ÕHÆ�ÉríáÇÙÐVÓuî½ÇuÏ�Î Ö ÕHÊuÏ8Á
ÌAÆAÛ�Ð�ÌAÖVÈuÓÙÐ�ÛAÊ´ÉHÐTÊuØ	ÓuîñÊþÆAÈuÓuÎQÕHÎ�ÉÙÑ¿ÌAÖVÒAË�ÉrÆAÛAÊ¿Ñ¯Û�ð�Æ	Õ)Ð�Û�Ë	Î�ÌAÖ�ÕÙÉÙÑ¯ÈuÆAË�Ì�Ð�Û	Á
ã ÊuÏ�ÆAÛ¬ÊþÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Ú : ÷

� Ð�Ï´Ð�Ñ�Óuî½ÇuÆAÍuÇÙÐ�Ñ¤Ë	Ê´ÉHÐvÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓuÆAÛ�Û�ë?ÆAË	Ë	ÊuÊ¤ÇuÎ�Ò3ÕHÊuÛAÊ¿ÌAÎ�ÉrÖAÇÙÐ :>1 Î	��Ê8Á
ÔuÊ¿Ì ÌAÆAÓuØ	ÆAÛAÆAØ	Æ ÆAâAÆAÓ¿Ò3ÕHÆAÛ�Ð�ÇuÊ¿ÑúÊuË	Ï¿ÒAË	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆùÒAË�Ò´Ø�Ò´â�ÉÙÑuÎ�ÌAË
Ñ ì3ÇÙÐ�ÍuÊ¿ÌAÎ�ÉrÖ	Á
ÇuÆAÚ¯Ï�ÆAÓuÓ¿Ò´ÈuÔuÊuÎ	Ú�ÈuÓuÊ¯ÛAîOÕHÎ�ÉrÎ	ÇuÊuÊôì3Î	Å6ÉrÊôÊ Ö ÛAÆ�ì3ÅÆ�å¬ÇuÆ Ö ÉrÊuÔuÎ	Ç¿ì3ÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÊuÊ
Å�Ð�Ø�Ð�ì3ÊuÇuÆAÛ :

ÜÞÎ�Ë�ÉrÎQÕrÒAÎ�Ì¶ÕrÒ´Å�Ð�ÌAÖ Ö Í¿ÌAÆ¶Ì�Ð�Ï´Ð�ÑäË	Ê¿Ì�Ò�Ð�ÔuÊ¿ÑäÒ´ÇuÊuÏ´Ð!ÉrÖAÇÙÐ¶ÌAÆ�ÉrÖAÏ�Æ�ÕÙÉÙÑäë?ÆAË+Á
Ë	ÊuÊ : ö�ÇÙÐ!ÉrÆAØ	ÊuÍuÇuÆAÎ³ÈuÓuÆAÊuË"ð�Æ	ÕHÊ¿Ì Ö ÇÙÐ�ÈuÓuÊuÅÎ	Ó Ö ÛøË�ÌAÓÙÐ�ÇÙÐ!ð è ÆAË�ÌAÆAÍuÇuÆAÚ u Û	Á
ÓuÆAÈuî Ö Í¿ÌAÆ ÈuÆAÏ´Ð�ì3î½Û�Ð�Î�Ì Ö ÇÙÐ�ÈuÓuÊuÅÎ	ÓÿË�ÉrÎQÕrÒ´í ã Ð�Ñ ÔuÊ¿Ì�Ð�Ì�ÐùË�Ë3Ð�Ú¿Ì�Ðøö�Ç¿ÌAÊ8Á
ÅÆAÇuÆAÈuÆ�ÉrÖAÇuÆAØ	Æ � ��ÊuË3Ðøë?Î	Ë	È¿Ò´â�ÉrÊuÏuÊ × ÉrÆAÛ�Ð�ÏuÊ¿Ñc 7�1�� ÉCõ n Ë	ÈuÆ�ÉrÖ�ì	Ò�Ñ Ë�Ò ã Î+Á
Ë�ÌAÛ�Ò´í ã Ò´í Ë�ÌAÓ¿Ò´Ï¿Ì�Ò´Ó¿ÒøÊuÇ�ÕHÊuÛAÊ�ÕrÒ�Ð!ÉrÖAÇuî$ð ÉrÆAÏ´Ð!ÉrÖAÇuî$ð Óuî½ÇuÏ�ÆAÛ Ö ÛAî½Ë	ÆAÏuÊuÎ
Û�ð�Æ	ÕHÇuî½ÎÞâ�Ð�ÓuÖAÎ	Óuîi� ì3ÇÙÐ�ÍuÊ¿ÌAÎ�ÉrÖAÇuî½Î�ÈuÓ�ÑuÅî½Î�Ê¤ÈuÓuÊuÇ¿Ò3ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÖAÇuî½Î�ÊuÇuÛAÎ	Ë�ÌAÊ8Á
ÔuÊuÊ Ö ÇuÎ	ÛAÆ�ì3ÛAÓÙÐ�ÌAÊuÅî½ÎÞÊ¿ì�ÕHÎ	Ó�å¬ÏuÊ Ö ÆAâ�ÒAË�ÉrÆAÛ�ÉrÎ	ÇuÇuî½ÎÞÌAÓuÎ	â�ÒAÎ	ÅÆAÚþÓuÎ	Ï´ÉHÐ�ÅÇuÆAÚ
ÊùÅ�Ð�ÓuÏ�Î�ÌAÊuÇuØ	ÆAÛAÆAÚ ÈuÆ	ÕuÕHÎ	Ó�å¬Ï�ÆAÚùÈuÓuÊùÛ�ð�Æ	ÕHÎµÇÙÐ�Óuî½ÇuÆAÏ Ö Ð�ÕHÅÊuÇuÊuË�ÌAÓÙÐ�ÌAÊuÛ	Á
Çuî½Î½Û�ð�Æ	ÕHÇuî½Î¶â�Ð�ÓuÖAÎ	Óuî Ö ÇuÎ	ÆAâ3ð�Æ	ÕHÊuÅî½Î$ÕÙÉÙÑ�Û�ð�Æ	Õ)Ð�ÇÙÐ�Óuî½ÇuÆAÏ�ì�Ð�ÌAÓÙÐ�ÌAî9ÛAÓuÎ+Á
ÅÎ	ÇuÊ Ö Ê�Ì : Õ :y�+Ö ÇÙÐ�Ë	î ã Î	ÇuÊuÎ�Û�Ð�å¬Çuî$ð�ÊuÇ�ÕHÊuÛAÊ�ÕrÒ�Ð!ÉrÖAÇuî$ð]Óuî½ÇuÏ�ÆAÛ Ö Ð¬Ì�Ð�Ï¿åTÎ
Æ�ÌAË�Ò�ÌAË�ÌAÛAÊuÎ�ÈuÆ�ÌAÎ	ÇuÔuÊÙÐ!ÉrÖAÇuî$ðVÏ�ÆAÇuÏ¿Ò´ÓuÎ	Ç¿ÌAÆAÛ Ö Î	Ë�ÉrÊ�Ï�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊ¿ÑVÒ�åTÎ�ÆAË�Ò@Á
ã Î	Ë�ÌAÛ�ÉrÎ	ÇÙÐ Ö Ï�ÆAÅÈÙÐ�ÇuÊ¿Ñgz�À Ò�Ó Ø|{�Ç Ó ÒAË�Ì�Ð�ÇuÆAÛAÊ´ÉHÐ�Ê´ÉrÊVÒAË	Ê´ÉrÊ´ÉHÐäË	ÛAÆAÎ$ÕHÆAÅÊuÇuÊ8Á

} 5 G .IUïN$8I G , G =�8C. G Ru84~�,�8 G Ijy�1�~ G ..�Q%J%J%oP3M�:�, G ,O<�.�E!P	I;.�0�w",O0:�	."-�0 G .�/!SJ.�0�(+8CI;8 G D� Ru8;N$-�P3E�,�/!."-�E�,QyvM!/�,�* G D!*�,ä%J%J%��O84U�I G 0�D G 8;:�=�E!.�1Aw",�SJ/�,�E!D!x!84U G ,�*!D!8½I;<�.�/!(]0	I G /!8;X
~�,:� G Ijy�1uE!.v0äRu8JE!=I�OD���RÙ,�IT� G ,�<	,���%¿@38J/�RÙ,�E!D!D�w",�/�,�w"Ru84�O8JE!D!8 G .�0	,�/�,Þ0äRÙ,�S;,�wJD!E!8
M�:�, G y G E!8J<�.�:�=I�OD!86M!.	I G ,�0I�OD!*!Dä%J%J%o0½RÙ,�S;,�wJD!E�,��ï5)8;:�D!*3.�<�/!D G ,�E!D!D�I��	8"RÙ,GV -�8JE!=�SJD�w",
/�,�w"Ru84�O8JE!D!8 W 0�.�.�<I�O8½E!8¶M!/!D!E�y G ,�%J%J%��C.�/!D G 84U�:�8J/�D�M!.	I G ,�0I�OD!*TRu.�SJP G I;.�0	Ru8"I G E!.
M!/!."-�0�D!S;, G = G .�0	,�/�%J%J% W
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Ó¿Ò´í ã Î	Î�ÈuÆ�ÉrÆ�åTÎ	ÇuÊuÎ :'� Ð�ÏuÊuÅ ÆAâAÓÙÐ�ì3ÆAÅ Ö Ï�ÆAÅÈÙÐ�ÇuÊ¿Ñbz�À Ò�Ó Øg{�Ç ÓÆ: ÇuÎ�ÊuË	Èuî�ÌAîsÁ
Û�Ð�Î�ÌøË�Ò ã Î	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆAÚ Ï�ÆAÇuÏ¿Ò´ÓuÎ	ÇuÔuÊuÊ Ê Ö ÊuË	ÈuÆ�ÉrÖ�ì	Ò�Ñ Ë	ÛAÆAí Ý	Ï�ÆAÇuÆAÅÊuÍuÎ	Ë	Ï¿Ò´í
Ë	Ê´ÉÙÒ Ö ÅÆ�åTÎ�Ì¬ÕHÎ	ÚuË�ÌAÛAÆAÛ�Ð�ÌAÖþÇuÎ�ì�Ð�ÛAÊuË	ÊuÅÆþÈuÆµÆ�ÌAÇuÆ�ß�Î	ÇuÊuí Ï³ÈuÆAË�Ì�Ð�Û ã ÊuÏ´Ð�Å Ö
ÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑuÅ Ê¬Ï�ÆAÇuÏ¿Ò´ÓuÎ	Ç¿Ì�Ð�Å : ÷ × ÉrÆAÛ�Ð�ÔuÏuÊuÚ¤Ë�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Ú¬Ì�Ð�Ï¿åTÎ�ÇuÎïÑuÛ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
Ñ
Ò´ÇuÊuÏ´Ð!ÉrÖAÇuî½Å Ö Ë	Å : Ö ÇÙÐ�ÈuÓuÊuÅÎ	Ó Ö Ë�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Ú � Ê´ÉrÊ� 7é?���:
� �G� ���¦�¨6ª

ë6Ð�Ë	Ë	Å�Ð�ÌAÓuÊuÛ�Ð�Î�ÌAË
Ñ]ÅÆ	ÕHÎ�ÉrÖ¤ÅÆAÇuÆAÈuÆ�ÉrÊuË�ÌAÊuÍuÎ	Ë	Ï�ÆAÚ]Ï�ÆAÇuÏ¿Ò´ÓuÎ	ÇuÔuÊuÊ Ö ÅÆ	ÕHÊ8Á
��ÊuÔuÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇÙÐ�Ñ�ÛAÛAÎQÕHÎ	ÇuÊuÎ	Å³ÕHÛ�Ò�ð³Á�Ò´ÓuÆAÛAÇuÎ	Ø	ÆvÛ�ì�Ð�ÊuÅÆ	ÕHÎ	ÚuË�ÌAÛAÊ¿Ñ�õ;ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ8Á
ÌAÎ�ÉrÖ/�¤ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	Óh�¤ÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉrÖ�÷ :

æÞÓuÊuË�Ì�Ò´ÈuÊuÅ ÏùÆAÈuÊuË3Ð�ÇuÊuí ÅÆ	ÕHÎ�ÉrÊ : æ�ÒAË�ÌAÖ�Û³Ý	Ï�ÆAÇuÆAÅÊuÏ�ÎµÈuÓuÊuË�Ò�ÌAË�ÌAÛ�Ò@Á
Î�ÌôË	ÆAÛAÆAÏ¿Ò´ÈuÇuî½Ú�ÓuÎ	ÈuÓuÎ�ì3Î	Ç¿Ì�Ð�ÌAÊuÛAÇuî½ÚùÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉrÖ Ö ÊuÅÎ	í ã ÊuÚ 1 ÎQÕHÊuÇuÊuÔ¿ÒÌAÓ¿Ò3Õ)Ð Ö ÈuÓuÎQÕHÆAË�Ì�Ð�Û�ÉÙÑuÎ	ÅCÒ´í ÇÙÐÞÓuî½ÇuÆAÏVÇuÎ	Ý�ÉHÐ�Ë�ÌAÊuÍuÇuÆ Ö ÈuÓuÊuÍuÎ	Å�ÌAÓ¿Ò3Õ¤ÑuÛ�ÉÙÑuÎ�Ì	Á
Ë
ÑTÎQÕHÊuÇuË�ÌAÛAÎ	ÇuÇuî½Å;�vÐ�Ï¿ÌAÆAÓuÆAÅ³ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHË�ÌAÛ�Ð :@3 ÓuÆAÅÎ$ÌAÆAØ	Æ Ö È¿ÒAË�ÌAÖ�Û�Ý	Ï�ÆAÇuÆ	Á
ÅÊuÏ�ÎVÈuÓuÊuË�Ò�ÌAË�ÌAÛ�ÒAÎ�ÌôÕHÛ�Ð¤ÌAÊuÈÙÐþÈuÓuÆ	ÕrÒ´Ï¿ÌAÆAÛ : æÞÎ	ÓuÛAÆAÎäõ;â�ÉHÐ�Ø	Æ�÷�ÈuÓuÎQÕHË�Ì�Ð�Û�ÉÙÑ8Á
Î�Ì¤Ë	ÆAâAÆAÚ¯ÇuÎ	Ï�Æ�ÌAÆAÓuÆAÎäÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3ÊuÎ(��ÇÙÐ�ÈuÓuÊuÅÎ	Ó Ö ÅÆ�ÉrÆAÏ�Æ¬ÓÙÐ�ì3Çuî$ð¯Å�Ð�ÓuÆAÏ �+:
è ÌAÆAÓuÆAÎ�â�ÉHÐ�Ø	ÆQ��Ý�ÌAÆÞÐ�Ø	ÓuÎ	Ø	ÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuî½Î�ÈuÓuÆAÍuÊuÎ$ÈuÓuÆ	ÕrÒ´Ï¿ÌAî0��ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕrÑ ã ÊuÎ+Á
Ë
Ñ�Û¶ÒAË�ÉrÆAÛAÊ¿Ñ´ðäË	ÆAÛAÎ	Ó¿ß�Î	ÇuÇuÆAÚTÏ�ÆAÇuÏ¿Ò´ÓuÎ	ÇuÔuÊuÊ �+Ö Ì�Ð�Ï�ÇÙÐ�ì3î½Û�Ð�Î	Åî½Ú Ñ³Õ Âd�À Ô ÃÆÅ Ô À :
è ÆAâ ã Î	Å ÛAÊ�ÕHÎTÏuÛ�Ð�ì3Ê´ÉrÊuÇuÎ	ÚuÇÙÐ�Ñk�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊ¿Ñ�ÈuÆ�ÉrÎ�ì3ÇuÆAË�ÌAÊ ÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ Ö ì�ÐéÁ
Õ)Ð�ÇuÇuî½ÚôÇÙÐ�Õ³ÈuÆ�ÌAÓuÎ	â�ÉrÎ	ÇuÊuÎ	ÅùÕHÛ�Ò�ð¯â�ÉHÐ�Ø Ö ÊuÅÎ	Î�Ì¬ÛAÊ�Õ

U(q, N, A) = V (q, N) + A.
[ ÕHÎ	Ë	Ö N ��Ý�ÌAÆÞÕÙÉrÊuÇÙÐ�ÈuÓuÆ	ÕrÒ´Ï¿ÌAÆAÛAÆAÚVÉrÊuÇuÊuÊ Ö Æ�ÌAÓÙÐ�å�Ð�í ã Ð�Ñ�ÕHÊÙÐ�ÈÙÐ�ì3ÆAÇA��ÊuÇ8Á
ÌAÎ	ÓuÛ�Ð!É � ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3Ê¿Ñ 9 q(i) ≥ 0 ��Ý�ÌAÆ�õ;Ï�Æ�ÉrÊuÍuÎ	Ë�ÌAÛAÆ�÷�Ê´ÉrÊ¤ÈuÆ�ÌAÓuÎ	â�ÉrÎ	ÇuÊuÎ i ÁØ	Æ�ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3Ê¿Ñ Ö ÛAî½âAÓÙÐ�ÇuÇuÆAØ	Æ�Ð�Ø	Î	Ç¿ÌAÆAÅ@��ÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Å �+Ö

q = (q(i))i∈[0,N ]� Ý�ÌAÆ³âAÎ	Ë	Ï�ÆAÇuÎ	ÍuÇuÆ	ÁKÅÎ	ÓuÇuî½Ú ÛAÎ	Ï¿ÌAÆAÓ Ê´ÉrÊ��ÞÒ´ÇuÏuÔuÊ¿Ñ q(·) : [0, N ] → R ì�ÐéÁ
Õ)Ð�ÇuÇÙÐ�Ñ¯ÇÙÐTÛAË	Î	Å "?�?�o�¯°4¨6¦ ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3ÊuÚ 9 ÛäÕ)Ð!ÉrÖAÇuÎ	Ú¿ß�Î	ÅúÛAË	Î�ÈuÓuÆ#��Ê´ÉrÊ
ÆAâAÆ�ì3ÇÙÐ�ÍÙÐ�íïÌAË
Ñùå¬ÊuÓuÇuî½Åýß�ÓuÊ��ÞÌAÆAÅ : æÞÎ	ÓuÎ	ÅÎ	ÇuÇÙÐ�Ñ A ≥ 0 � Ý�ÌAÆ�ÈuÆ�ÌAÓuÎ	â	ÁÉrÎ	ÇuÊuÎVÐ�Ø	ÓuÎ	Ø	ÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuî$ð]ÈuÓuÆAÍuÊ´ð]ÈuÓuÆ	ÕrÒ´Ï¿ÌAÆAÛ;� Ñ³Õ Âd�À Ô ÃÆÅ Ô À �+:�� ÌAÅÎ�ÌAÊuÅ Ö Í¿ÌAÆ
Åî ÊuË	ÈuÆ�ÉrÖ�ì	ÒAÎ	Å ÆAâ ã Ò´í��ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuí V ÌAÆ�ÉrÖAÏ�ÆùÍ¿ÌAÆAâAî Ë	��ÆAÓuÅCÒ�ÉrÊuÓuÆAÛ�Ð�ÌAÖ
Ï�ÆAÇuÔuÎ	ÈuÔuÊuÊùÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	ÊuÚ Ö ÛµÕ)Ð!ÉrÖAÇuÎ	Ú¿ß�Î	Åýâ�Ò3ÕHÎ	Å Ê¿ì	Ò´ÍÙÐ�ÌAÖ�ÌAÆ�ÉrÖAÏ�Æ�Î	Î¬Ë	ÈuÎ+Á
ÔuÊÙÐ!ÉrÖAÇuî½Ú Ë�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Ú×É4ÏuÛ�Ð�ÕHÓÙÐ�ÌAÊuÍuÇ¿Ò´í ÈuÆ�ÉrÎ�ì3ÇuÆAË�ÌAÖ@��Ë	ÆAÆ�ÌAÛAÎ�ÌAË�ÌAÛ�Ò´í ã Ò´í ÉrÊ8Á
ÇuÎ	ÚuÇuÆAÅCÒþË	ÈuÓuÆAË�Ò �+Ö ÛAÛAÎQÕHÎ	ÇuÇ¿Ò´íýÛ�ÓÙÐ�âAÆ�ÌAÎ � Ì�Ì�Ð�ÛAÊÙÐ�ÇuÆ Ö!� Ð�â�Ò´ÍuÊþÊ � ÊuË	Ë� 7 � �
Ê�ÈuÆ�ÉÙÒ´ÍuÊuÛ�ßäÒ´í ÈuÆAÈ¿Ò�ÉÙÑuÓuÇuÆAË�ÌAÖôÛþÅÇuÆAØ	ÆAÍuÊuË�ÉrÎ	ÇuÇuî$ðøÊuË	Ë�ÉrÎQÕHÆAÛ�Ð�ÇuÊ¿Ñ´ð5��Ë	Å :
Ì�Ð�Ï¿åTÎg > ��� É

U = α

∫ N

0

q(i)di − β − γ

2

∫ N

0

[q(i)]2 di − γ

2

[
∫ N

0

q(i)di

]2

+ A.
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[ ÕHÎ	Ë	Ö α, β Ê γ �¤Ý�ÌAÆ¬ÇuÎ	Ï�Æ�ÌAÆAÓuî½ÎäÈuÆ�ÉrÆ�å¬Ê¿ÌAÎ�ÉrÖAÇuî½ÎäÈÙÐ�ÓÙÐ�ÅÎ�ÌAÓuî : æÞÓuÎQÕHÈuÆ	Á
ÉHÐ�Ø�Ð�Î�ÌAË
Ñ Ö Í¿ÌAÆ β > γ > 0

Ö Ý�ÌAÆþØ�Ð�ÓÙÐ�Ç¿ÌAÊuÓ¿ÒAÎ�Ì�ÏuÛ�Ð�ì3ÊuÛAÆAØ	Ç¿Ò�ÌAÆAË�ÌAÖ7�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuÊ
U

:
��ÉHÐ�ÛAÇÙÐ�ÑäÆAË	ÆAâAÎ	ÇuÇuÆAË�ÌAÖ�Ý�ÌAÆAÚTÏ�ÆAÇuË�ÌAÓ¿Ò´ÏuÔuÊuÊ�Ê¿ì$ÌAÓuÎ�ðTË�ÉHÐ�Ø�Ð�Î	Åî$ð�Ë	ÆAË�ÌAÆAÊ¿Ì

ÛTÌAÆAÅ Ö Í¿ÌAÆ�Ý�Ì�Ð�ÈuÆ�ÉrÎ�ì3ÇuÆAË�ÌAÖ¬ÈuÆAÓuÆ�åTÕ)Ð�Î�Ì�Ë	ÊuË�ÌAÎ	ÅCÒµÉrÊuÇuÎ	ÚuÇuî$ð¯Ë	ÈuÓuÆAË	ÆAÛäÕÙÉÙÑ
Ï´Ð�åTÕHÆAÚµÓÙÐ�ì3ÇuÆAÛAÊ�ÕHÇuÆAË�ÌAÊþâ�ÉHÐ�Ø�Ð Ö ÐvÌAÎ	Å Ë3Ð�Åî½Å ÉrÊuÇuÎ	ÚuÇuî½ÚþË	ÈuÓuÆAËïÕÙÉÙÑµÛAË	Î	Ú
ÕHÊ��.��Î	ÓuÎ	ÇuÔuÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuÆAÚ¤Æ�ÌAÓÙÐ�Ë�ÉrÊ Ö Ë	Æ3ð¿ÓÙÐ�Ç¿Ñ¿Ñ¬ÈuÓuÆAË�ÌAÆAÓ�ÕÙÉÙÑVË�ÌAÓÙÐ�ÌAÎ	Ø	ÊuÍuÎ	Ë	Ï�Æ	Á
Ø	ÆVÛ�ì�Ð�ÊuÅÆ	ÕHÎ	ÚuË�ÌAÛAÊ¿Ñ�� Ì�Ð�ÏôÏ´Ð�Ï γ > 0

�+:
[ Ð�ÈuÊ¿ß�Î	Å ÛôÆAâ ã Î	ÅýÛAÊ�ÕHÎVì�Ð�Õ)Ð�Í¿Ò�Å�Ð�Ï�Ë	ÊuÅÊ¿ì�Ð�ÔuÊuÊùÈuÆ�ÉrÎ�ì3ÇuÆAË�ÌAÊ ÓuÎ	ÈuÓuÎ+Á

ì3Î	Ç¿Ì�Ð�ÌAÊuÛAÇuÆAØ	Æ�ÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ : æ�ÒAË�ÌAÖ p̆(i) Æ�ì3ÇÙÐ�ÍÙÐ�Î�ÌôÔuÎ	Ç¿Ò³ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3Ê¿Ñ iÕÙÉÙÑñÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ���ÓÙÐ�ÛAÇ¿Ò´í ÆAÈ¿ÌAÆAÛAÆAÚ ÔuÎ	ÇuÎ p(i)
Ö Î	Ë�ÉrÊñÇuÎ�Ì ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ �+Ö

w ≡ 1 �ùÝ�ÌAÆ Ë�Ì�Ð�ÛAÏ´Ð�ì�Ð�ÓÙÐ�âAÆ�ÌAÇuÆAÚ9È´ÉHÐ�ÌAî Û Ý	Ï�ÆAÇuÆAÅÊuÏ�Î Ö PA
� Ý�ÌAÆøÔuÎ	ÇÙÐ

ÈuÓuÆAÍuÊ´ð¯ÈuÓuÆ	ÕrÒ´Ï¿ÌAÆAÛB� Ñ³Õ Âd�À Ô ÃÆÅ Ô À �+Ö Ì�Ð�Ï¿åTÎvÓÙÐ�ÛAÇÙÐ�Ñ 1 ÛVÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	ÊuÊ :rè Ý�ÌAÊ´ð
ÆAâAÆ�ì3ÇÙÐ�ÍuÎ	ÇuÊ¿Ñ´ð¯ÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉrÖ¤ÓuÎ�ßTÐ�Î�Ì¬Ë�ÉrÎQÕrÒ´í ã Ò´íáì�Ð�Õ)Ð�Í¿Ò"É

U(q, N, A) = V (q, N) + A → max
(q,A)

∫ N

0

p̆(i)q(i)di + PAA ≤ w +

∫ N

0

πM(i)di + πR,

ØJÕHÎ πM(i) Î	Ë�ÌAÖµÈuÓuÊuâAî$ÉrÖ i ÁKØ	Æ¤ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ Ö Ð πR
�¯Ý�ÌAÆµÈuÓuÊuâAî$ÉrÖ¤ÓuÊ8Á

ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ :B íOÕråTÎ�ÌAÇuÆAÎ�ÆAØ	ÓÙÐ�ÇuÊuÍuÎ	ÇuÊuÎ�Ý�ÌAÆAØ	ÆTÐ�Ø	ÓuÎ	Ø	ÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuÆAØ	Æ�ÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑµÊuÅÎ+Á
Î�Ì�Î	Ë�ÌAÎ	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇ¿Ò´íúÊuÇ¿ÌAÎ	ÓuÈuÓuÎ�Ì�Ð�ÔuÊuí :#u Ø	ÆïÈuÓÙÐ�Û�Ð�Ñ�ÍÙÐ�Ë�ÌAÖ¶ÑuÛ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
Ñ è�è æ Ý	Ï�Æ	Á
ÇuÆAÅÊuÏuÊ Ö ÈuÆ	ÕHË	ÍuÊ¿Ì�Ð�ÇuÇuî½ÅáÈuÆ¤ÕHÆ3ð�Æ	Õ)Ð�Å Ö Ð¤ÉrÎ	Û�Ð�Ñ�ÍÙÐ�Ë�ÌAÖôÈuÓuÎQÕHË�Ì�Ð�Û�ÉÙÑuÎ�Ì]Î	Ø	Æ
åTÎ è�è æ Ö ÇuÆäÈuÆ	ÕHË	ÍuÊ¿Ì�Ð�ÇuÇÙÐ�ÑþÈuÆäÓÙÐ�Ë"ð�Æ	Õ)Ð�Å :�B Ò3ÕHÎ	Å ÈuÓuÎQÕHÈuÆ�ÉHÐ�Ø�Ð�ÌAÖ Ö Í¿ÌAÆvÕHÆ	Á
ð�Æ	Õ ÕHÆAË�Ì�Ð�ÌAÆAÍuÇuÆôÛAÎ�ÉrÊuÏ Ö ÌAÎ	ÅñË3Ð�Åî½Å ÆAÇ]ÇuÎ�Û�ÉrÊ¿ÑuÎ�ÌôÇÙÐµË	ÈuÓuÆAË�Û¤ÕHÊuÛAÎ	ÓuË	Ê8Á
��ÊuÔuÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuÆAÅ9Ë	Î	Ï¿ÌAÆAÓuÎ : *

� Ð�ÏuÊuÅ ÆAâAÓÙÐ�ì3ÆAÅ Ö ÕÙÉÙÑ³Érí�âAÆAØ	ÆþÔuÎ	ÇuÆAÛAÆAØ	Æ¯ÈuÓuÆ#��Ê´ÉÙÑ
p : [0, N ] 7→ R+ ,ÈuÓuÆ#��Ê´ÉrÖ ÊuÇ�ÕHÊuÛAÊ�ÕrÒ�Ð!ÉrÖAÇuÆAÚ��ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuÊ Ë	ÈuÓuÆAË3Ð

q
∗ ÕÙÉÙÑÿÛAË	Î�ðÿÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐéÁ

ì3ÊuÚôÆAÈuÓuÎQÕHÎ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
Ñ³Ë�ÉrÎQÕrÒ´í ã ÊuÅ ÆAâAÓÙÐ�ì3ÆAÅc��Ï´Ð�åTÕHî½Ú¤õ;ÈuÓuÆ#��Ê´ÉrÖ�÷�ÑuÛ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
Ñ
ÇuÎ	Ï�Æ�ÌAÆAÓuÆAÚ��ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuÎ	Ú Ö ì�Ð�ÛAÊuË
Ñ ã Î	Ú Æ�Ì¯ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3ÊuÚ i ∈ [0, N ], ÈuÓuÊuÍuÎ	ÅÝ�ÌAÊþÈuÓuÆ#��Ê´ÉrÊµÆAâAÆ�ì3ÇÙÐ�ÍuÎ	Çuî å¬ÊuÓuÇuî½ÅÊµâ�Ò´ÏuÛ�Ð�ÅÊ

p
Ö
q, Û�Æ�Ì3ÉrÊuÍuÊuÎÞÆ�ÌTÆAÈuÓuÎ+Á

� 5µM!/!. G D!0�.�M!.�:�.
N½E!.	RTIK:�P�~�,�8�13*3.�Sj-A,-�.r�	."-�RÙ,Q:´1�0�.�w"Ru.
N½E!.OSJ/�,�E!D�~!E!.�86/!84�O8JE!D!8I�
0�8"I;=½-�.r�	."-vM!. G /!8J<�D G 8;:!y G /�, G D G IjyvE�,½-�D!0�8J/�I;D�tCD!x!D!/!.�0	,�E!E!(+8�M!/!."-�P3* G (%��Þ(1�IK:�8;X
-�P�y G /�,
-�D!x!D!D�1�D!SJE!.�/!D!/!P�8"R/� G . G IK:�P�~�,:U�13E!.$M!/!8K-�M!.�:�,�S;,�8"R�0�(+M!.�:�E!8JE!E!(4RuDïE!8J*3. G .�X
/!(+8.�SJ/�,�E!D�~!8JE!D�y�1�S;,�/�,�E G D!/!P��%�OD!8C. G I;P G I G 0�D!8G�"ttC8J* G ,-�.r�	."-A,!%
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ÕHÎ�ÉrÎ	ÇuÇuî$ð¯ÌAÆAÍuÎ	Ï p̆(i), q(i) Ý�ÌAÊ´ðôÈuÓuÆ#��Ê´ÉrÎ	Ú � É
q
∗(N,p) = arg max

q

[

V (q, N) −
∫ N

0

p̆(i)q(i)di

]

. � =;: 7��
n ìôÒAË�ÉrÆAÛAÊuÚ ÈuÎ	ÓuÛAÆAØ	ÆøÈuÆAÓ�Ñ�ÕHÏ´ÐøÅî ÅÆ�åTÎ	Å ÇÙÐ�Ú¿ÌAÊúÆAâAÓÙÐ�ÌAÇ¿Ò´í��ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuí
Ë	ÈuÓuÆAË3Ð p(i, q(i), N,p−i)

ÕÙÉÙÑ�Ï´Ð�åTÕHÆAÚ�ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÛAÊ�ÕHÇuÆAË�ÌAÊVâ�ÉHÐ�Ø�Ð i
:�ü Ì�Ð.�ÞÒ´ÇuÏ8Á

ÔuÊ¿Ñ p ÆAÈuÊuË	î½Û�Ð�Î�Ì Ö Ï´Ð�Ï¤ÔuÎ	ÇÙÐ i ÁKÆAÚ¬ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÛAÊ�ÕHÇuÆAË�ÌAÊ¤ì�Ð�ÛAÊuË	Ê¿ÌTÆ�ÌTÏ�Æ�ÉrÊuÍuÎ	Ë�ÌAÛ�ÐÈuÆAÏ¿Ò´ÈÙÐ�Î	ÅÆAØ	Æ�â�ÉHÐ�Ø�Ð q(i) Ê¬Æ�ÌäÝ	Ï¿ì3ÆAØ	Î	ÇuÇuî$ð¤ÈÙÐ�ÓÙÐ�ÅÎ�ÌAÓuÆAÛ�É´Ï�Æ�ÉrÊuÍuÎ	Ë�ÌAÛ�ÐäÏ�ÆAÇ8ÁÏ¿Ò´ÓuÎ	Ç¿ÌAÆAÛ2� N � Ê ÔuÎ	ÇuÆAÛAÆAØ	Æ ÈuÓuÆ#��Ê´ÉÙÑ
p−i,

Ë	Æ	ÕHÎ	Ó�å�Ð ã Î	Ø	ÆúÛAË	Î�ÔuÎ	Çuî Ö ì�Ð
ÊuË	Ï´Érí�ÍuÎ	ÇuÊuÎ	Å i ÁKÆAÚ :
� � ç �_�v��±?�r�ú©r¦����?°%$u¦,a4¨6¦��?�

ë6Ð�Ë	Ë	ÅÆ�ÌAÓuÊuÅ â�Ð�ì3ÆAÛ�Ò´í Ë	Ê¿Ì�Ò�Ð�ÔuÊuí Ö Ï�ÆAØJÕ)Ð�ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÊc��ÍuÊuË�ÉrÆ]Ï�Æ	Á
ÌAÆAÓuî$ðþÆAÍuÎ	ÇuÖ�ÛAÎ�ÉrÊuÏ�Æ � ÈuÓuÆ	Õ)Ð�íïÌ�Ë	ÛAÆAÊ¬ÌAÆAÛ�Ð�Óuîi� Ä D O��w�*K�» ÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑuÅ :

ÜÞÆAÓuÅ�Ð!ÉrÊ¿ì	ÒAÎ	Å ì�Ð�ÓuÈ´ÉHÐ�Ì�ÒVÏ¬ÎQÕHÊuÇuÊuÔuÎ : ÜÞÎ½Ò´ÅÎ	ÇuÖ�ßTÐ�Ñ¬ÆAâ ã ÇuÆAË�ÌAÊ¤ÅÆ�å¬ÇuÆ
ÈuÓuÎQÕHÈuÆ�ÉHÐ�Ø�Ð�ÌAÖ Ö Í¿ÌAÆ¶ÎQÕHÊuÇuÊuÔÙÐ¶ÇuÎ+ÁoÕHÊ��.��Î	ÓuÎ	ÇuÔuÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuÆAØ	Æ¶ÌAÆAÛ�Ð�ÓÙÐ
� Ñ³Õ Âd�À Ô ÃÆÅ Ô À �
ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAË
Ñ Ê¿ì�ÎQÕHÊuÇuÊuÔuîáÌAÓ¿Ò3Õ)Ð :+è Ë	Ê´ÉÙÒ³Ý�ÌAÆAÚ]ÇuÆAÓuÅ�Ð!ÉrÊ¿ì�Ð�ÔuÊuÊ]Ê³ÒAË�ÉrÆ	Á
ÛAÊ¿Ñ ÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	Ê¿ÑúÇÙÐ Óuî½ÇuÏ�Î�ÌAÆAÛ�Ð�ÓÙÐ Ñ³Õ Âd�À Ô ÃÆÅ Ô À Ö Î	Ø	Æ ÔuÎ	ÇÙÐøÛøÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	ÊuÊ
Ì�Ð�Ï¿åTÎvÆAÏ´Ð�åTÎ�ÌAË
ÑôÓÙÐ�ÛAÇuÆAÚþÎQÕHÊuÇuÊuÔuÎÆÉ PA = w = 1

:
B Ò3ÕHÎ	Å ÈuÓuÎQÕHÈuÆ�ÉHÐ�Ø�Ð�ÌAÖ Ö Í¿ÌAÆ�Ê¿ì�ÕHÎ	Ó�å¬ÏuÊ¯ÛAî½ÓÙÐ�åTÎ	Çuî ÛTÎQÕHÊuÇuÊuÔÙÐ!ðµÌAÓ¿Ò3Õ)Ð :

� ÆAØJÕ)ÐþÊ¿ì�ÕHÎ	Ó�å¬ÏuÊøÛþË�ÌAÆAÊuÅÆAË�ÌAÇuÆAÅ ÛAî½ÓÙÐ�åTÎ	ÇuÊuÊ Ë�Ò´ÍuÎ�ÌAÆAÅñÇuÆAÓuÅ�Ð!ÉrÊ¿ì�Ð�ÔuÊuÊ
ÈuÓuÊuÅCÒ�Ì¤ÛAÊ�Õ

C(q) = (c + cM)q + F + FM,
ØJÕHÎ c �9Ý�ÌAÆùÏ�Æ�ÉrÊuÍuÎ	Ë�ÌAÛAÆ ÎQÕHÊuÇuÊuÔ ÌAÓ¿Ò3Õ)Ð Ö ÌAÓuÎ	â�ÒAÎ	ÅÆAÎôÕÙÉÙÑ ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHË�ÌAÛ�Ð
ÎQÕHÊuÇuÊuÔuîøÕHÊ��.��Î	ÓuÎ	ÇuÔuÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuÆAØ	Æ�ÈuÓuÆ	ÕrÒ´Ï¿Ì�ÐÞÏ´Ð�åTÕHÆAØ	Æ�ÛAÊ�Õ)Ð 9 cM �vÝ�ÌAÆ�Ï�Æ	Á
ÉrÊuÍuÎ	Ë�ÌAÛAÆ�ÎQÕHÊuÇuÊuÔµÌAÓ¿Ò3Õ)Ð Ö ÌAÓuÎ	â�ÒAÎ	ÅÆAÎïÕÙÉÙÑµÈuÓuÆ	Õ)Ð�å¬Ê¤ÎQÕHÊuÇuÊuÔuîúÕHÊ��.��Î	ÓuÎ	Ç8Á
ÔuÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuÆAØ	Æ�ÈuÓuÆ	ÕrÒ´Ï¿Ì�Ð�Ï´Ð�åTÕHÆAØ	Æ�ÛAÊ�Õ)Ð 9 F �¬Ý�ÌAÆ�ÈuÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÇuî½Î�Ê¿ì�ÕHÎ	Ó�å¬ÏuÊ Ö
Û�ÎQÕHÊuÇuÊuÔÙÐ!ð¬ÌAÓ¿Ò3Õ)Ð Ö ÇuÎ	ÆAâ3ð�Æ	ÕHÊuÅî½ÎÞÏ´Ð�åTÕHÆAÅCÒVÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�Érí ÕÙÉÙÑ¤ÇÙÐ�ÍÙÐ!ÉHÐ
ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHË�ÌAÛ�Ð Ö Ð FM > 0 �øÝ�ÌAÆ]ÈuÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÇuî½ÎôÊ¿ì�ÕHÎ	Ó�å¬ÏuÊ Ö ÇuÎ	ÆAâ3ð�Æ	ÕHÊuÅî½ÎÕÙÉÙÑ¯ÇÙÐ�ÍÙÐ!ÉHÐ�ÈuÓuÆ	Õ)Ð�å : -

× ÉrÎQÕrÒ�Ñ ÌAÓÙÐ�ÕHÊuÔuÊuÊ Ö Åî ÈuÓuÎQÕHÈuÆ�ÉHÐ�Ø�Ð�Î	Å Û�ì�Ð�ÊuÅÇuÆ	ÁKÆ	ÕHÇuÆ�ì3ÇÙÐ�ÍuÇuÆAÎ�Ë	ÆAÆ�Ì	Á
ÛAÎ�ÌAË�ÌAÛAÊuÎÆÉ$Ï´Ð�åTÕHî½Ú9ÈuÓuÆ	ÕrÒ´Ï¿ÌøÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAË
Ñ ÎQÕHÊuÇuË�ÌAÛAÎ	ÇuÇuî½Å ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ8Á
ÌAÎ�ÉrÎ	Å Ö ÊþÏ´Ð�åTÕHî½Ú¯ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÖ¤ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌVÌAÆ�ÉrÖAÏ�ÆVÆ	ÕHÊuÇ¯ÈuÓuÆ	ÕrÒ´Ï¿Ì :

�r� -�8"I;=CD!E3-�8J*�I M D�I;M!.�:�=�wJP�8 G Ijy�-�:!y [ /!.�D!wJ0�."-�D G 8;:�84U�1
0 G .0�/!8"R¿y$*�,�*½,�E�,Q:�.�SJD�~�X
E!(+8 G .�/!SJ.�0�(+8)w", G /�, G (T-�:!y$/!D G 84U�:�8J/�,6<�PJ-�P G .�<�.�wJE�,r~�, G =	Ijy cR, FR � . G Ru8 G D�R G ,�*�N$8�1~ G . c, F <�8JwCD!E3-�8J*�IJ,$. G E!.	I;D G Ijy�*�M!/!.�D!wJ0�."-AI G 0�P�%
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è Ë	Ê´ÉÙÒ�ËJÕHÎ�ÉHÐ�ÇuÇuî$ðäÈuÓuÎQÕHÈuÆ�ÉrÆ�åTÎ	ÇuÊuÚ Ö ì�Ð�Õ)Ð�ÍÙÐ¶Å�Ð�Ï�Ë	ÊuÅÊ¿ì�Ð�ÔuÊuÊ�ÈuÓuÊuâAî$ÉrÊ
ÕÙÉÙÑ i ÁKØ	Æ�ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ�ÛAî½Ø"ÉÙÑ�ÕHÊ¿Ì¬Ë�ÉrÎQÕrÒ´í ã ÊuÅ ÆAâAÓÙÐ�ì3ÆAÅ�É

πM(i) = p(i, q(i), N,p−i)q(i) − C(q(i)) → max
q(i)

, � =;:A?#�

ØJÕHÎ p(i, q(i), N,p−i)
�µÝ�ÌAÆ¬ÆAÈuÓuÎQÕHÎ�ÉrÎ	ÇuÇuî½Ú³ÛAî�ß�ÎvÆAâAÓÙÐ�ÌAÇuî½ÚôË	ÈuÓuÆAËäÇÙÐ i �´ÎÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3ÊuÎ Ö Ì : Î : åTÎ�ÉHÐ�ÇuÊuÎ�ÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑôÈ´ÉHÐ�ÌAÊ¿ÌAÖ�ì�Ð i �´ÎÞÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3ÊuÎÈuÓuÊ¯ÈuÓuÆAÍuÊ´ð¯ÔuÎ	ÇÙÐ!ð Ö ÓÙÐ�ÛAÇuî$ð

p−i
:

û¯î Ì�Ð�Ï¿åTÎ�ÈuÓuÎQÕHÈuÆ�ÉHÐ�Ø�Ð�Î	Å Ë	ÛAÆAâAÆ	ÕrÒ¬Û�ð�Æ	Õ)Ð�ÇÙÐäÓuî½ÇuÆAÏVÕHÊ��.��Î	ÓuÎ	ÇuÔuÊuÓuÆ	Á
Û�Ð�ÇuÇuî$ð�ÈuÓuÆ	ÕrÒ´Ï¿ÌAÆAÛ Ö Ì : Î : ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÊøÛ�ð�Æ	ÕrÑ¿Ì�ÇÙÐþÓuî½ÇuÆAÏ³ÕHÆþÌAÎ�ð ÈuÆAÓ Ö
ÈuÆAÏ´Ð�ÈuÓuÊuâAî$ÉrÊôÇÙÐTÓuî½ÇuÏ�ÎvÆAË�Ì�Ð�íïÌAË
Ñ�ÈuÆ�ÉrÆ�å¬Ê¿ÌAÎ�ÉrÖAÇuî½ÅÊ :

�äÒ´ÇuÏuÔuÊ¿Ñ¤â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿Ñ W ÛäÝ�ÌAÆAÚ¤Ë	Ê¿Ì�Ò�Ð�ÔuÊuÊ¤ì�Ð�ÈuÊuË	î½Û�Ð�Î�ÌAË
ÑµË�ÉrÎQÕrÒ@Á
í ã ÊuÅúÆAâAÓÙÐ�ì3ÆAÅ�É

W = V (q, N) −
∫ N

0

(c + cM)q(i)di −
∫ N

0

(F + FM)di.

� � ] �_�v��±?�r�E þ�?°%$u¦,a4¨6¦��?�'&
ë6Ð�Ë	Ë	ÅÆ�ÌAÓuÊuÅ]ÌAÎ	ÈuÎ	ÓuÖÞË	Ê¿Ì�Ò�Ð�ÔuÊuí Ö Ï�ÆAØJÕ)Ð�ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÊ�ÈuÓuÆ	Õ)Ð�íïÌÞË	ÛAÆAí

ÈuÓuÆ	ÕrÒ´ÏuÔuÊuí ÌAÆ�ÉrÖAÏ�Æ¤ÍuÎ	ÓuÎ�ì�ÅÆAÇuÆAÈuÆ�ÉrÊuË�Ì�ÐéÁKÈuÆAË	ÓuÎQÕHÇuÊuÏ´Ð :�[ Ð�Õ)Ð�ÍÙÐVÓuÎ	ÈuÓuÎ�ì3Î	Ç8Á
Ì�Ð�ÌAÊuÛAÇuÆAØ	ÆäÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ¬ÆAË�Ì�Ð�Î�ÌAË
Ñ¬ÌAÆAÚTåTÎ Ö ÇuÆ�ÌAÎ	ÈuÎ	ÓuÖäÏ�ÆAÇuÎ	ÍuÇÙÐ�ÑVÔuÎ	ÇÙÐ i ÁKØ	ÆÈuÓuÆ	ÕrÒ´Ï¿Ì�Ð ÛAî½ÍuÊuË�ÉÙÑuÎ�ÌAË
Ñ Ï´Ð�Ï Ë�Ò´ÅÅ�Ð p̆(i) = pR(i) + r(i) ÆAÈ¿ÌAÆAÛAÆAÚ ÔuÎ	Çuî
pR(i) Ê H�ÃfOo��Ã!À�Ã�  � Ä=N�L�ÄAÀ�¡�M ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ r(i)

Ö Ê´ÉrÊ�¢ ¾ � Ã!À�Ã� B�ÞÄ:O!£0M ��Åî
â�Ò3ÕHÎ	Å9ÊuË	ÈuÆ�ÉrÖ�ì3ÆAÛ�Ð�ÌAÖVÆAâ�ÐTÝ�ÌAÊ´ðþÌAÎ	ÓuÅÊuÇÙÐ �+:

�äÒ´ÇuÏuÔuÊ¿Ñ¯Ê¿ì�ÕHÎ	Ó�åTÎ	Ï¯Ï´Ð�åTÕHÆAØ	ÆTÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ Ö Û�Æ�Ì3ÉrÊuÍuÊuÊ¯Æ�Ì�Ë�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Ñ
Óuî½ÇuÏ´Ð¯âAÎ�ìVÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ Ö ÊuÅÎ	Î�Ì�Ë�ÉrÎQÕrÒ´í ã ÊuÚøÛAÊ�Õ Ö ÇuÎ�Ë	Æ	ÕHÎ	Ó�å�Ð ã ÊuÚ ÌAÆAÓuØ	Æ	Á
ÛAî½Î�Ê¿ì�ÕHÎ	Ó�å¬ÏuÊ×É

C(q) = cq + F.
× ÉrÎQÕHÆAÛ�Ð�ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆ Ö ì�Ð�Õ)Ð�ÍÙÐ i ÁKØ	ÆVÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑôÊuÅÎ	Î�Ì¬ÛAÊ�Õ

πM(i) = p(i)q(i,p + r) − C(q(i,p + r)) → max
p(i)

,

ØJÕHÎ
p
� Ý�ÌAÆøÈuÓuÆ#��Ê´ÉrÖ ÆAÈ¿ÌAÆAÛAÆAÚ9ÔuÎ	Çuî Ö Ð

p + r
� Ý�ÌAÆøÓuÆ�ì3ÇuÊuÍuÇuî½ÎôÔuÎ	Çuî

� Ì : Î : ÔuÎ	Çuî ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ Ö ÔuÎ	Çuî ÕÙÉÙÑúÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Ú �:9 Ì�Ð�ÏuÊuÅ ÆAâAÓÙÐ�ì3ÆAÅ Ö
r
�

Ý�ÌAÆvÈuÓuÆ#��Ê´ÉrÖ�ÌAÆAÓuØ	ÆAÛAÆAÚVÇÙÐ�ÕHâ�Ð�ÛAÏuÊ :@3 Ð�Ï�Ê�ÓÙÐ�ÇuÎ	Î Ö Ë	ÛAÆAâAÆ	Õ)ÐÞÛ�ð�Æ	Õ)Ð�Ë	ÇuÊ¿å�Ð�Î�Ì
ÈuÓuÊuâAî$ÉrÊµÕHÆ�Ç¿Ò�ÉÙÑ :



� �r r�u�?±?�r¦��?����±?�r�r©r�?����°?¦³ ø�?�! #"?�?¦��¦�¨6°%$u¦�¨6ªr±?�'& �L�u±?�¿¨6¦ 7é5

� âAÓÙÐ�ÌAÊuÅË
Ñ ÌAÎ	ÈuÎ	ÓuÖ ÏÿÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	Ó¿Ò@ÁKÅÆAÇuÆAÈuË	ÆAÇuÊuË�Ì�Ò :8u Ø	Æ@�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊ¿ÑÿÊ¿ì&Á
ÕHÎ	Ó�åTÎ	Ï�Ð�ÇÙÐ!ÉrÆAØ	ÊuÍuÇÙÐ-�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuÊôÊ¿ì�ÕHÎ	Ó�åTÎ	ÏôÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Ú×É

CR(q) =

∫ N

0

p(i)q(i)di +

∫ N

0

cRq(i)di +

∫ N

0

FRdi .

[ ÕHÎ	Ë	Ö¯ÈuÎ	ÓuÛAî½Ú�ÊuÇ¿ÌAÎ	Ø	ÓÙÐ!ÉøÈuÓuÎQÕHË�Ì�Ð�Û�ÉÙÑuÎ�Ì�Ë	ÆAâAÆAÚ³ì�Ð�ÌAÓÙÐ�ÌAî ÇÙÐµÈuÆAÏ¿Ò´ÈuÏ¿Ò�ÌAÆ	Á
Û�Ð�ÓuÆAÛ¬Ò¯ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Ú Ö ÐVÛ�ÌAÆAÓuÆAÎ�ÊôÌAÓuÎ�ÌAÖAÎTË�ÉHÐ�Ø�Ð�Î	Åî½ÎTÈuÓuÎQÕHË�Ì�Ð�Û�ÉÙÑuíïÌ
ÌAÆAÓuØ	ÆAÛAî½Î]Ê¿ì�ÕHÎ	Ó�å¬ÏuÊ×É cR

�9Ý�ÌAÆ Ï�Æ�ÉrÊuÍuÎ	Ë�ÌAÛAÆ ÎQÕHÊuÇuÊuÔ ÌAÓ¿Ò3Õ)Ð Ö ÌAÓuÎ	â�ÒAÎ	ÅÆAÎ
ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	Ó¿Ò ÕÙÉÙÑúÈuÓuÆ	Õ)Ð�å¬ÊúÎQÕHÊuÇuÊuÔuî ÕHÊ��.��Î	ÓuÎ	ÇuÔuÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuÆAØ	Æ ÈuÓuÆ	ÕrÒ´Ï¿Ì�Ð 9
FR

�þÝ�ÌAÆ(��ÊuÏ�Ë	ÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuî½Î�Ê¿ì�ÕHÎ	Ó�å¬ÏuÊ³ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐk� Ì�Ð�Ï¿åTÎäÊ¿ì3ÅÎ	ÓuÎ	ÇuÇuî½Î�Û
ÎQÕHÊuÇuÊuÔÙÐ!ð9ÌAÓ¿Ò3Õ)Ð �+Ö ÌAÓuÎ	â�ÒAÎ	Åî½Î¯ÕÙÉÙÑ9ÇÙÐ�ÍÙÐ!ÉHÐ�ÈuÓuÆ	Õ)Ð�å¬Ê ÇuÎ	Ï�Æ�ÌAÆAÓuÆAØ	Æ�ÕHÊ��~Á
��Î	ÓuÎ	ÇuÔuÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuÆAØ	ÆäÈuÓuÆ	ÕrÒ´Ï¿Ì�Ð : ¤¥� Î	ÈuÎ	ÓuÖ�ì�Ð�Õ)Ð�ÍÙÐ�Å�Ð�Ï�Ë	ÊuÅÊ¿ì�Ð�ÔuÊuÊ¬ÈuÓuÊuâAî$ÉrÊ
ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ¬ÊuÅÎ	Î�Ì¬ÛAÊ�Õ�É

πR =

∫ N

0

[r(i) − cR]q(i,p + r)di −
∫ N

0

FRdi → max
r

,

ØJÕHÎ r(i) = pR(i)− p(i) �¬Ý�ÌAÆTÌAÆAÓuØ	ÆAÛ�Ð�ÑþÇÙÐ�ÕHâ�Ð�ÛAÏ´Ð�ÇÙÐ i ÁKÎ�ÌAÆAÓuØ	ÆAÛAÆAÎÞÓÙÐ�ì3ÇuÆ	ÁÆAâAÓÙÐ�ì3ÊuÎ :1 ÉÙÑ�Ë	Ê¿Ì�Ò�Ð�ÔuÊuÚVË½ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓuÆAÅ�ÓÙÐ�Ë	Ë	ÅÆ�ÌAÓuÊuÅ Ë�ÉrÎQÕrÒ´í ã ÊuÎ½ÌAÓuÊTÌAÊuÈÙÐ�Ì�Ð�Ú8Á
ÅÊuÇuØ�Ð Ö Ê´ÉrÊ Ö Í¿ÌAÆïÝ	ÏuÛAÊuÛ�Ð!ÉrÎ	Ç¿ÌAÇuÆ Ö ÌAÓuÊ�ÌAÊuÈÙÐ½Û�ì�Ð�ÊuÅÆ	ÕHÎ	ÚuË�ÌAÛAÊ¿ÑÞõ�ÉrÊ�ÕHÎ	Ó8ÁKÛAÎQÕHÆAÅî½Ú´÷
ÅÎ�åTÕrÒµÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑuÅÊ�Ê¯ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓuÆAÅ�É

• ¦ Ê�ÕHÎ	ÓuË�ÌAÛAÆ]ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ Ö Ì : Î : ÅÆAÇuÆAÈuÆ�ÉrÊuË�ÌAÊuÍuÎ	Ë	Ï´Ð�Ñ Ï�ÆAÇuÏ¿Ò´ÓuÎ	ÇuÔuÊ¿ÑùË	ÆË�ÌAÓÙÐ�ÌAÎ	Ø	ÊuÍuÎ	Ë	ÏuÊuÅ ÈuÆAÛAÎQÕHÎ	ÇuÊuÎ	ÅúÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ;É §

¨ FHG .�-�.�0�.�:�=�E!.³M!/�,�0Q-�.�M!."-�.�<�E!.�8¬M!/!8K-�M!.�:�.
N$8JE!D!8�1OM!.	I;*3.�:�=�*!P�*�,QN$-�(�U G .�0	,�/�1
E!8Jw",�0�D�I;D�Ru.Þ. G .�<I©�8"RÙ,�M!/!."-A,QNÞ1 G /!8J<�P�8 G P3M�,�*3.�0�*!DäDv-�/!P3SJD���8K-�D!E!.�0�/!8"Ru8JE!E!(��vw",QXG /�, G %rBC/!.	Ru8 G .�SJ.�1uIm�J*3.�E!.	RuD�~!8"I;*3.IU G .I~!*!DVwJ/!8JE!D�y�M!/!8K-AI G ,�0�:!y!8 G IjyT.�M!/�,�0Q-A,�E!E!(4R
M!/!8K-�M!.�:�,�S;, G =�1�~ G .ïD!wK-�8J/	N½*!DÞ/!D G 84U�:�8J/�,¶M!.ïM!/!."-A,QN$8E!D�N$8�1=~!8"R¤D!wK-�8J/	N½*!D�M!/!.�D!w;X
0�."-�D G 8;:�84U�M!.�M!/!."-A,QN$8I� cR ≤ cM D FR ≤ FM %ª � ,�Ru8 G D�RL1�~ G .CM!.	RuD�Ru.6E�,Q:�D�~!D�y$/!D G 84U�:�8J/�,!1"-�/!P3SJ.�8). G :�D�~!D!8L. G I G ,�E3-A,�/ G E!.IU�Ru.�X
E!.�M!.�:�D�I G D�~!8"I;*3.IU¶*3.�E!*!P3/!8JE!x!D!D¶I;.	I G .�D G 0 G .	RL1�~ G .O/�,�0�E!.�0�8"I;E!.�8�~!D�IK:�.OtCD!/�R(«�¬!r®�¯°�±:²T³¥´�µ /!D G 84U�:�8J/!.	RL1!,OE!8CP	IK:�.�0�D!8"RTI;0�.�<�."-�(¤0:�	."-A,!% FHG .�M!/!8K-�M!.�:�.
N$8JE!D!8?M!/!8K-AI G ,�0�X
:!y!8 G Ijy¯M!/�,�0Q-�.�M!."-�.�<�E!(4RL1o~ G .¬M!."- G 0�8J/	N$-A,�8 G Ijy�1)E�,�M!/!D�Ru8J/�1+IK:�.�0	,�RuDBX ¶�Z0�:�,
-�8;:�=�X
x�,ä."-�E!.IUVD!w�/!D G 84U�:�D!E!SJ.�0�(��¬I;8 G 84U¬.äM!.�:�D G D!*38�0�(+<�.�/�, G .�0	,�/!E!.�SJ.v/�,�wJE!.�.�<�/�,�wJD�y,�
V	%J%J% -�:!yOI;P	�3,�/!E!.IUCM!/!."-�P3*!x!D!D½%J%J%oPI;8 G D�M!/!8K-�P	IJRu. G /!8JE!.4.�SJ/�,�E!D�~!8JE!E!.�8!~!D�IK:�.?M!.	I G ,�0�X
�OD!*3.�0�1
M!.	I;*3.�:�=�*!P�V�P30�8;:�D�~!8JE!D!8)*3.�:�D�~!8"I G 0	,4<�/!8JE3-�.�0?0CM!."-�.�<�E!(�� G .�0	,�/!E!(���SJ/!P3M!M�,��
E!8M!/!D!0�."-�D G *�/!.	I G PïM!/!."-A,QN 0�x!8;:�.	R W %
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· Ë	ÇÙÐ�ÍÙÐ!ÉHÐäÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	Ó¯ÛAî½âAÊuÓÙÐ�Î�Ì�ÌAÆAÓuØ	ÆAÛ�Ò´íñÇÙÐ�ÕHâ�Ð�ÛAÏ¿ÒVÊ¤Å�Ð�Ë�ßäÌ�Ð�â
ÌAÆAÛ�Ð�ÓuÇuÆAØ	Æ ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3Ê¿Ñ Ö ÈuÓÙÐ�ÛAÊ´ÉrÖAÇuÆ ÈuÓuÎQÕHÛAÊ�ÕrÑýÈuÆAË�ÉrÎQÕrÒ´í½Á
ã ÊuÚ¯Æ�ÌAÛAÎ�Ì¬ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Ú 9

· ì�Ð�ÌAÎ	ÅùÏ´Ð�åTÕHî½Ú¤ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÖ�ÛAî½âAÊuÓÙÐ�Î�Ì Ö Û�ð�Æ	ÕHÊ¿ÌAÖ�ÇÙÐvÓuî½ÇuÆAÏ
Ê´ÉrÊ¯ÇuÎ�Ì Ö Ð�Ì�Ð�Ï¿åTÎ�ÆAÈ¿ÌAÆAÛ�Ò´íáÔuÎ	Ç¿Ò 9

• ¦ Ê�ÕHÎ	ÓuË�ÌAÛAÆ ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Ú Ö Ì : Î : ÅÆAÇuÆAÈuÆ�ÉrÊuË�ÌAÊuÍuÎ	Ë	Ï´Ð�Ñ Ï�ÆAÇuÏ¿Ò´ÓuÎ	Ç8Á
ÔuÊ¿Ñ¯Ë	ÆVË�ÌAÓÙÐ�ÌAÎ	Ø	ÊuÍuÎ	Ë	ÏuÊuÅÿÈuÆAÛAÎQÕHÎ	ÇuÊuÎ	ÅúÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Ú×É ¸
· Ë	ÇÙÐ�ÍÙÐ!ÉHÐ³ÛAË	ÎþÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÊ9Æ	ÕHÇuÆAÛAÓuÎ	ÅÎ	ÇuÇuÆ�ÛAî½âAÊuÓÙÐ�íïÌ Ö Û�ð�Æ	Á
ÕHÊ¿ÌAÖùÇÙÐ Óuî½ÇuÆAÏÿÊ´ÉrÊ ÇuÎ�Ì Ö Ð Ì�Ð�Ï¿åTÎ³ÆAÈ¿ÌAÆAÛAî½Î³ÔuÎ	Çuî¹��Ï�Æ�ÉrÊuÍuÎ+Á
Ë�ÌAÛAÆ(��ÊuÓuÅ ÆAÈuÓuÎQÕHÎ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
Ñ]ÒAË�ÉrÆAÛAÊuÎ	Å Ë	ÛAÆAâAÆ	ÕHîýÛ�ð�Æ	Õ)Ð Ö Ì : Î : õKì�ÐéÁ
Ç¿Ò�ÉrÎ	ÇuÊuÎ	Å6÷TÈuÓuÊuâAî$ÉrÊ �+Ö ÈuÓÙÐ�ÛAÊ´ÉrÖAÇuÆ¤ÈuÓuÎQÕHÛAÊ�ÕrÑ]ÊuÇ�ÕHÊuÛAÊ�ÕrÒ�Ð!ÉrÖAÇuÆ
Ë	Ï�ÆAÓuÓuÎ	Ï¿ÌAÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇ¿Ò´íº�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuíýÌAÆAÓuØ	ÆAÛAÆAÚ¯ÇÙÐ�ÕHâ�Ð�ÛAÏuÊ 9

· ì�Ð�ÌAÎ	Å ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓþÛAî½âAÊuÓÙÐ�Î�ÌäÌAÆAÓuØ	ÆAÛ�Ò´íñÇÙÐ�ÕHâ�Ð�ÛAÏ¿ÒäÕÙÉÙÑ¤Ï´Ð�åTÕHÆAØ	Æ
ÌAÆAÛ�Ð�ÓÙÐ7��Ï´Ð�åTÕHÆAØ	Æ�ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ �:9

• ë6Ð�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	ÊuÎVÈuÆôÜÞÝ�ßäÒ Ö Ï�ÆAØJÕ)Ð¯ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÊøÊ�ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	Ó ÆAÈuÓuÎQÕHÎ+Á
ÉÙÑuíïÌ

p
Ê

r
Æ	ÕHÇuÆAÛAÓuÎ	ÅÎ	ÇuÇuÆ¬Ê¯ÅÊuÆAÈuÊuÍuÎ	Ë	ÏuÊ���â�ÉrÊ¿ì3ÆAÓ¿Ò´Ï�Æ �+: »

� ÈuÊ¿ß�Î	Å���ÆAÓuÅ�Ð!ÉrÖAÇuÆvÝ�ÌAÊ¬ÍuÎ�ÌAî½ÓuÎ�Ï�ÆAÇuÔuÎ	ÈuÔuÊuÊ¬Ûg��ÇÙÐ�ÊuâAÆ�ÉrÎ	Î¶Î	Ë�ÌAÎ	Ë�ÌAÛAÎ	Ç8Á
ÇuÆAÅ � Ë	ÊuÅÅÎ�ÌAÓuÊuÍuÇuÆAÅúË�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Î :
¼ "?�?¦��¦�¨6¦�±?°�½ :�7��-¾_Mw�¿��¾IH�O'MÙ¼ � Á%� NR À O�ÄAÀ � Ã!À�¾	ÂIMr¾4� ÇÙÐ�ì3î½Û�Ð�Î�ÌAË
Ñ�Ì�ÐéÁ
Ï´Ð�ÑvÌAÓuÆAÚuÏ´Ð (pNR, qNR, NNR) ∈ R3

+

Ö Í¿ÌAÆ�Ë	ÆAÆ�ÌAÛAÎ�ÌAË�ÌAÛ�Ò´í ã ÊuÚVÔuÎ	ÇuÆAÛAÆAÚäÈuÓuÆ	Á
��Ê´ÉrÖ

p = p(i) ≡ pNR Õ)Ð�Î�Ì³ÓuÎ�ß�Î	ÇuÊuÎ¬ì�Ð�Õ)Ð�ÍuÊøÏ´Ð�åTÕHÆAØ	ÆôÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ
ÈuÓuÊøÛAÇuÎ�ß�ÇuÊ´ðøÈÙÐ�ÓÙÐ�ÅÎ�ÌAÓÙÐ!ð NNR,p−i ≡ pNR, ÈuÓuÊøÝ�ÌAÆAÅ q(i) ≡ qNR ÑuÛ	Á
ÉÙÑuÎ�ÌAË
ÑþÓuÎ�ß�Î	ÇuÊuÎ	Å ì�Ð�Õ)Ð�ÍuÊµÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ¯ÈuÓuÊ NNR,p ≡ pNR Ö Ð NNR Ò3ÕHÆ	Á
Û�ÉrÎ�ÌAÛAÆAÓ�ÑuÎ�Ì¬ÒAË�ÉrÆAÛAÊuíýË	ÛAÆAâAÆ	ÕHî Û�ð�Æ	Õ)Ð :?#��¾_Mw�¿��¾IH�O'MÙ¼ � Á%�ºO�ÄAÀ � Ã!À�¾	ÂIMr¾4� D ÃgÁ8Â�F/K ÇÙÐ�ì3î½Û�Ð�Î�ÌAË
Ñ Ì�Ð�Ï´Ð�Ñ�ÍuÎ�Ì	Á
ÛAÎ	ÓuÏ´Ð (pNash, rNash, qNash, NNash) ∈ R4

+

Ö Í¿ÌAÆ�Ë	ÆAÆ�ÌAÛAÎ�ÌAË�ÌAÛ�Ò´í ã ÊuÚ¤ÔuÎ	ÇuÆAÛAÆAÚ

Ã4Ä . G y¿� G .�D�E!8CI G .�:�=$/!8",Q:�D�I G D�~!E!.�1�*�,�*ï0$M!/!8K-�()-�P��O8"RVIK:�P�~�,�8�13M!/!8K-�M!.�:�.
N$8JE!D!8
._VoRuPJ-�/!(�� W M!/!.�D!wJ0�."-�D G 8;:!y��½Ru.
N$8 G <�( G =OM!/�,�0Q-�.�M!."-�.�<�E!.IU½,�M!M!/!.�*�I;D�RÙ,�x!D!84U½/!8",Q:�=�X
E!.	I G D�%Å �_�4�O8J0	I;*!D�Uä0	,�/!D�,�E G 0�w",�D�Ru."-�84U�I G 0�D�yä*�,QN$8 G Ijy�Ru8JE!8J8½/!8",Q:�D�I G D�~!E!(4RL1w~!8"Rþ-�0	,
IK:�P�~�,Qy-VoI�:�D3-�8J/�I G 0�.	R W qT-A,Q:�=�E!.�0�D3-�E!(4R]M!.�0�8K-�8JE!D!8"RL%Æ�C.�0�w",�D�Ru."-�84U�I G 0�D!8ÞM!.-�_�;X
�OP�Ru.
N$8 G <�( G =�D!E G 8J/!8"I;E!(4R�*�,�*�. G M!/�,�0�E�,Qy G .I~!*�,ï-�:!yVI;/�,�0�E!8JE!D�y�DT.�x!8JE!D!0	,�E!D�y
-�.r�	."-�.�0OD�M!. G 8J/!=�P�~�,�I G E!D!*3.�0�M!/!DÞI G /�, G 8JSJD�~!8"I;*3.	R�M!.�0�8K-�8JE!D!D�%
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ÈuÓuÆ#��Ê´ÉrÖ
p = p(i) ≡ pNash Õ)Ð�Î�ÌþÓuÎ�ß�Î	ÇuÊuÎ�ì�Ð�Õ)Ð�ÍuÊ]Ï´Ð�åTÕHÆAØ	Æ¤ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ8Á

ÌAÎ�ÉÙÑ�ÈuÓuÊ�ÛAÇuÎ�ß�ÇuÊ´ð]ÈÙÐ�ÓÙÐ�ÅÎ�ÌAÓÙÐ!ð NNash,p−i ≡ pNash, ÌAÆAÓuØ	ÆAÛ�Ð�Ñ³ÇÙÐ�ÕHâ�Ð�Û	ÁÏ´Ð rNash Å�Ð�Ï�Ë	ÊuÅÊ¿ì3ÊuÓ¿ÒAÎ�Ì ÈuÓuÊuâAî$ÉrÖÿÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑýÈuÓuÊ pNash, NNash,ÈuÓuÊúÝ�ÌAÆAÅ q(i) ≡ qNash ÑuÛ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
ÑúÓuÎ�ß�Î	ÇuÊuÎ	Å ì�Ð�Õ)Ð�ÍuÊúÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ ÈuÓuÊ
NNash,p ≡ pNash Ð NNash Ò3ÕHÆAÛ�ÉrÎ�ÌAÛAÆAÓ�ÑuÎ�ÌVÒAË�ÉrÆAÛAÊuíáË	ÛAÆAâAÆ	ÕHî Û�ð�Æ	Õ)Ð :=��-¾_Mw�¿��¾IH�O'MÙ¼ � Á%� RL À O�ÄAÀ � Ã!À�¾	ÂIMr¾4� ��ÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	ÊuÎ	Å ÈuÓuÊ¯ÉrÊ�ÕHÎ	ÓuË�ÌAÛAÎ
ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ � ÇÙÐ�ì3î½Û�Ð�Î�ÌAË
Ñ¬Ì�Ð�Ï´Ð�Ñ¤ÍuÎ�ÌAÛAÎ	ÓuÏ´Ð (pRL, rRL, qRL, NRL) ∈ R4

+

Ö Í¿ÌAÆ
Ë	ÆAÆ�ÌAÛAÎ�ÌAË�ÌAÛ�Ò´í ã Ð�Ñ ÔuÎ	ÇuÆAÛ�Ð�Ñ\�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊ¿Ñ ρ(i, r,p−i, N

RL) ÆAÈuÊuË	î½Û�Ð�Î�ÌþÆAÈ¿ÌAÊ8ÁÅ�Ð!ÉrÖAÇuî½Ú Æ�ÌAÛAÎ�Ì�Ï´Ð�åTÕHÆAØ	Æ¯ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑøÇÙÐþÛAÇuÎ�ß�Çuí�í ÌAÆAÓuØ	ÆAÛ�Ò´í ÇÙÐ�Õ�Á
â�Ð�ÛAÏ¿Ò r ÊùÈÙÐ�ÓÙÐ�ÅÎ�ÌAÓuî NRL,p−i ≡ pRL, ÈuÓuÊùÝ�ÌAÆAÅáÌAÆAÓuØ	ÆAÛ�Ð�ÑùÇÙÐ�ÕHâ�Ð�ÛAÏ´Ð
rRL Ê�ÍuÊuË�ÉrÆôÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3ÊuÚ NRL Å�Ð�Ï�Ë	ÊuÅÊ¿ì3ÊuÓ¿Ò´íïÌ³ÈuÓuÊuâAî$ÉrÖôÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ
ËäÌ�Ð�Ï�ÆAÚB�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuÎ	Ú ρ

Ö
pRL = ρ(i, rRL, pRL, NRL), Ð q(i) ≡ qRL ÑuÛ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
Ñ

ÓuÎ�ß�Î	ÇuÊuÎ	Åúì�Ð�Õ)Ð�ÍuÊ¯ÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ�ÈuÓuÊ NRL,p ≡ pRL :
� �*¾_Mw�¿��¾IH�O'MÙ¼ � Á%� ML À O�ÄAÀ � Ã!À�¾	ÂIMr¾4� ��ÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	ÊuÎ	ÅøÈuÓuÊ�ÉrÊ�ÕHÎ	ÓuË�ÌAÛAÎ

ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Ú � ÇÙÐ�ì3î½Û�Ð�Î�ÌAË
Ñ]Ì�Ð�Ï´Ð�Ñ]ÍuÎ�ÌAÛAÎ	ÓuÏ´Ð (pML, rML, qML, NML) ∈
R4

+

Ö Í¿ÌAÆ¶Ë	ÆAÆ�ÌAÛAÎ�ÌAË�ÌAÛ�Ò´í ã Ð�Ñ��ÞÒ´ÇuÏuÔuÊ¿ÑÞÌAÆAÓuØ	ÆAÛAÆAÚ�ÇÙÐ�ÕHâ�Ð�ÛAÏuÊ µ(i, p(i),p−i, N
ML)ÆAÈuÊuË	î½Û�Ð�Î�Ì�ÆAÈ¿ÌAÊuÅ�Ð!ÉrÖAÇuî½ÚùÆ�ÌAÛAÎ�Ì�ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ]ÇÙÐ i Á�Ò´í ÔuÎ	Ç¿Ò p(i) Ê ÈÙÐ�ÓÙÐéÁÅÎ�ÌAÓuî NML,p−i ≡ pML, ÈuÓuÊ�Ý�ÌAÆAÅ ÔuÎ	ÇÙÐ pML Å�Ð�Ï�Ë	ÊuÅÊ¿ì3ÊuÓ¿ÒAÎ�Ì¯ÈuÓuÊuâAî$ÉrÖ

ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Ú¬Ë$Ì�Ð�Ï�ÆAÚ��ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuÎ	Ú µ
Ö
rML = µ(i, pML, pML, NML), ÈuÓuÊ8ÁÍuÎ	Å q(i) ≡ qML ÑuÛ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
ÑTÓuÎ�ß�Î	ÇuÊuÎ	Å]ì�Ð�Õ)Ð�ÍuÊTÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ�ÈuÓuÊ NML,p ≡

pML, Ð NML Ò3ÕHÆAÛ�ÉrÎ�ÌAÛAÆAÓ�ÑuÎ�Ì¬ÒAË�ÉrÆAÛAÊuíýË	ÛAÆAâAÆ	ÕHî Û�ð�Æ	Õ)Ð :1 ÉÙÑµË	ÓÙÐ�ÛAÇuÎ	ÇuÊ¿ÑµÝ�ÌAÊ´ðþÏ�ÆAÇuÔuÎ	ÈuÔuÊuÚ¯ÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	ÊuÚ Ö ì�Ð�ÈuÊ¿ß�Î	Å Ë�ÉrÎQÕrÒ´í ã Ò´í
�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuí ÆAâ ã Î	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆAØ	Æ¯â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿Ñ Ö Ð�ÇÙÐ!ÉrÆAØ	ÊuÍuÇ¿Ò´í ÈuÓuÎQÕHîOÕrÒ ã Î	Ú
��Ë	Å : Ë�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Ú�Óuî½ÇuÏ´Ð¤âAÎ�ì�ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ �+Ö ÇuÆ¤ËäÅÆ	ÕHÊ���ÊuÔuÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuî½ÅÊ�ÌAÆAÓuØ	Æ	Á
ÛAî½ÅÊ¯Ê¿ì�ÕHÎ	Ó�å¬Ï´Ð�ÅÊ×É

W = V (q, N) −
∫ N

0

(c + cR)q(i)di −
∫ N

0

(F + FR)di.

× ÊuÅÅÎ�ÌAÓuÊuÍuÇuî½Î$ÓuÎ�ß�Î	ÇuÊ¿Ñ qMaxW , NMaxW Ö Å�Ð�Ï�Ë	ÊuÅÊ¿ì3ÊuÓ¿Ò´í ã ÊuÎ$Ý�Ì�Ò*�ÞÒ´ÇuÏ8Á
ÔuÊuí Ö ÇÙÐ�ì3î½Û�Ð�íïÌAË
Ñ Ã�L�Ç�¾	ÂIH�À�¾ �!� Ã À Ã D H/Mw�ÞÄ3º'P � Á%�E¡�Ã
º'MÙ¼¿¾	ÂIH�À�Ã�� Ê Ã�L�Ç�¾	ÂIH ÀÀ�¾ �!� Ã À Ã D H/Mw�ÞÄ3º'P � Á%� ¼wMrÂ;ºHÃ��0O�Ä�È � Ã!À�M!N � Ã!ÂIH�¾I oÉ
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Ê ��¤±?�¿¨6°����?�u r±?�r r¦w A°%a
1 ÉÙÑ¯ÛAÛAÎQÕHÎ	ÇuÇuÆAÚôÏuÛ�Ð�ÕHÓÙÐ�ÌAÊuÍuÇuÆAÚ\�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuÊôÈuÆ�ÉrÎ�ì3ÇuÆAË�ÌAÊ�ì�Ð�Õ)Ð�ÍÙÐ�ÓuÎ	ÈuÓuÎ+Á

ì3Î	Ç¿Ì�Ð�ÌAÊuÛAÇuÆAØ	Æ¤ÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑôì�Ð�ÈuÊuË	î½Û�Ð�Î�ÌAË
Ñ�Ë�ÉrÎQÕrÒ´í ã ÊuÅ ÆAâAÓÙÐ�ì3ÆAÅ�É Ë

α

∫ N

0

q(i)di − β − γ

2

∫ N

0

[q(i)]2 di − γ

2

[
∫ N

0

q(i)di

]2

+ A → max
q≥0

∫ N

0

pR(i)q(i)di + A ≤ L +

∫ N

0

πM(i)di + πR .

n ìäÒAË�ÉrÆAÛAÊuÚ]ÈuÎ	ÓuÛAÆAØ	ÆµÈuÆAÓ�Ñ�ÕHÏ´ÐVÉrÎ	Ø	Ï�ÆþÈuÆ�ÉÙÒ´ÍuÊ¿ÌAÖþÆAâAÓÙÐ�ÌAÇ¿Ò´íÌ�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuí
Ë	ÈuÓuÆAË3Ð

p(i) + r(i) = α − (β − γ)q(i) − γ

∫ N

0

q(j)dj , i ∈ [0, N ], � � : 7��
Ð�Ì�Ð�Ï¿åTÎ¯ÈuÓ�ÑuÅCÒ´íj�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuí Ë	ÈuÓuÆAË3Ð]ÇÙÐ³Ï´Ð�åTÕrÒ´í ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÛAÊ�ÕHÇuÆAË�ÌAÖ�â�ÉHÐ�Ø�Ð
i ∈ [0, N ] É

q(i) = a − (b + gN)[p(i) + r(i)] + gP, � � :A?#�
ØJÕHÎvÏ�ÆAÝ	�.��ÊuÔuÊuÎ	Ç¿ÌAî a, b, c ÆAÈuÓuÎQÕHÎ�ÉÙÑuíïÌAË
Ñ�Ï´Ð�Ï

a =
α

β + (N − 1)γ
, b =

1

β + (N − 1)γ
, g =

γ

(β − γ)[β + (N − 1)γ]
,

Ð P �¤Ý�ÌAÆVÊuÇ�ÕHÎ	Ï�ËvÔuÎ	Ç

P =

∫ N

0

[p(j) + r(j)]dj,

Ï�Æ�ÌAÆAÓuî½Ú�ÛAî½ÓÙÐ�å�Ð�Î�Ì Ä#��OH¾	��M=OHÃ!À�Ä �!� Ã!¾ ÔuÎ	ÇuÆAÛAÆAÎ$ÈuÆAÛAÎQÕHÎ	ÇuÊuÎ½ÛAË	Î�ð|��ÊuÓuÅ³Ê�ÇÙÐ
Ï�Æ�ÌAÆAÓuî½ÚVÆ�Ì	ÕHÎ�ÉrÖAÇÙÐ�Ñ/��ÊuÓuÅ�Ð i Û�ÉrÊ¿ÑuÎ�Ì�ÇuÊuÍ¿ÌAÆ�å¬ÇuÆÞÅ�Ð!ÉrÆ :�è Ë	ÊuÅÅÎ�ÌAÓuÊuÍuÇuÆAÅÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	ÊuÊ p̄, q̄, r̄ ÆAâ�ÐTÛAî�ß�Î	ÈuÓuÊuÛAÎQÕHÎ	ÇuÇuî$ð³ÊuÇ¿ÌAÎ	Ø	ÓÙÐ!ÉHÐ�Ò´ÈuÓuÆ ã Ð�íïÌAË
Ñ³Ë�ÉrÎ+ÁÕrÒ´í ã ÊuÅúÆAâAÓÙÐ�ì3ÆAÅ�É

∫ N

0

q(j)dj = Nq̄, P = N(p̄ + r̄).

Í �,�M!.	RuD!E�,�8"RL1�~ G .ORu(¤/�,�IJIJRÙ, G /!D!0	,�8"R G .�:�=�*3.�I;D G P	,�x!D��O1�*3.�Sj-A,4-�.r�	."-$-�.	I G , G .I~�X
E!.½<�.�:�=I�O.IU�%
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n Ë	ÈuÆ�ÉrÖ�ì	Ò�Ñ�ÈuÆ�ÉÙÒ´ÍuÎ	ÇuÇ¿Ò´í Ë	ÊuË�ÌAÎ	ÅCÒ�ÛAî½ÓÙÐ�åTÎ	ÇuÊuÚVË	ÈuÓuÆAË3Ð Ö Åî ÛAî½ÍuÊuË�ÉrÊuÅ
Ê¯Ë	ÓÙÐ�ÛAÇuÊuÅ9Ë�ÉrÎQÕrÒ´í ã ÊuÎäÍuÎ�ÌAî½ÓuÎäÆAÈuÓuÎQÕHÎ�ÉrÎ	ÇuÇuî$ðôÛAî�ß�ÎvÛAÊ�Õ)ÐTÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	ÊuÚ×É
�¤ÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	ÊuÎ�ÇÙÐ�Óuî½ÇuÏ�ÎvâAÎ�ìvÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ\� Ñ Ø	Á Ô À&Ï ÃÆÅÈÇÈÀ Ô É'Î¿Ï �:9
�¤ÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	ÊuÎ�ÈuÆ¬ÜÞÝ�ßäÒk�ÐÎ.Ñ�Ò�Ó �:9
�¤Ë�ÌAÓÙÐ�ÌAÎ	Ø	ÊuÍuÎ	Ë	Ï�ÆAÎTÈuÆAÛAÎQÕHÎ	ÇuÊuÎ�ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐéÁjÉrÊ�ÕHÎ	ÓÙÐA�ÐÏmÔ �:9
�¤Ë�ÌAÓÙÐ�ÌAÎ	Ø	ÊuÍuÎ	Ë	Ï�ÆAÎTÈuÆ�ÌAÓuÎ	â�ÉrÎ	ÇuÊuÎvÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Ú8ÁjÉrÊ�ÕHÎ	ÓuÆAÛk�ÐÕ7Ô �+:3 ÓuÆAÅÎÞÌAÆAØ	Æ Ö ÕÙÉÙÑ¯Óuî½ÇuÏ´ÐVËÞÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓuÆAÅ Åî ÅÆ�åTÎ	Å9ÛAî½ÍuÊuË�ÉrÊ¿ÌAÖ
��ÆAâ ã Î	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆ	ÁKÆAÈ¿ÌAÊuÅ�Ð!ÉrÖAÇuÆAÎOÏ�Æ�ÉrÊuÍuÎ	Ë�ÌAÛAÆ�ÊÞÆAâ ã Î	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆ	ÁKÆAÈ¿ÌAÊuÅ�Ð!ÉrÖAÇuÆAÎ

ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3ÊuÎ��ÐÕBÑ�Ö�× �+:
è Ë	ÎÝ�ÌAÊvÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	Ê¿Ñ�ÅÆ�å¬ÇuÆ½ÇÙÐ�Ú¿ÌAÊvÛ�ÑuÛAÇuÆAÅþÛAÊ�ÕHÎ : ë?Î�ß�Î	ÇuÊuÎCÕÙÉÙÑ�ÕBÑ�Ö�×

ÇÙÐ!ð�Æ	ÕHÊ¿ÌAË
ÑùÇuÎ	ÈuÆAË	ÓuÎQÕHË�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆ]Ê¿ì¬ÒAË�ÉrÆAÛAÊ¿Ñ ÈuÎ	ÓuÛAÆAØ	Æ�ÈuÆAÓ�Ñ�ÕHÏ´Ð : û¯Î�ÌAÆ	Õ9ÛAîsÁ
ÍuÊuË�ÉrÎ	ÇuÊ¿Ñ ÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	ÊuÚJÎ¿Ï Ê0Î.Ñ�Ò�Ó Ì�Ð�Ï¿åTÎ¯ÕHÆAÛAÆ�ÉrÖAÇuÆøÆAâAî½ÍuÎ	Ç×É½Ë	ÊuË�ÌAÎ	Å�Ð
ÒAË�ÉrÆAÛAÊuÚ³ÈuÎ	ÓuÛAÆAØ	Æ¤ÈuÆAÓ�Ñ�ÕHÏ´Ð�ÕÙÉÙÑôÏ´Ð�åTÕHÆAØ	Æ¬Ò´ÍÙÐ�Ë�ÌAÇuÊuÏ´Ð�ÕHÆAÈuÆ�ÉrÇ¿ÑuÎ�ÌAË
Ñ³ÒAË�ÉrÆ	Á
ÛAÊuÎ	Å Ë	ÛAÆAâAÆ	ÕHî Û�ð�Æ	Õ)Ð :�è ÓuÎ�ì	Ò�ÉrÖ�Ì�Ð�ÌAÎ�ÓuÎ�ß�Î	ÇuÊuÎïÝ�ÌAÆAÚVË	ÊuË�ÌAÎ	ÅîúÅî ÇÙÐ!ð�Æ	ÕHÊuÅ
ÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	ÊuÎ :½1 ÉÙÑñÇÙÐ!ð�Æ�åTÕHÎ	ÇuÊ¿ÑýÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	Ê¿ÑºÕ7Ô Ö Ë	ÇÙÐ�ÍÙÐ!ÉHÐúÇuÎ	ÆAâ3ð�Æ	ÕHÊuÅÆ
ÛAî½ÍuÊuË�ÉrÊ¿ÌAÖ��ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuí ÌAÆAÓuØ	ÆAÛAÆAÚ9ÇÙÐ�ÕHâ�Ð�ÛAÏuÊ ri(p(i), P, N)

Ö ÑuÛ�ÉÙÑuí ã Ò´í�Ë
Ñ
Æ�ÌAÏ´ÉrÊuÏ�ÆAÅ ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐøÇÙÐ�ÔuÎ	Ç¿Ò p(i) � ì�ÕHÎ	Ë	Ö P, N ÈuÓuÎQÕHÈuÆ�ÉHÐ�Ø�Ð�íïÌAË
Ñ9Õ)Ð�Ç8Á
Çuî½ÅÊ �:9 ì�Ð�ÌAÎ	Å ÇÙÐ!ð�Æ	ÕHÊuÅ ÔuÎ	Çuî ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Ú Ö Å�Ð�Ï�Ë	ÊuÅÊ¿ì3ÊuÓ¿Ò´í ã ÊuÎ�Ê´ð
ÈuÓuÊuâAî$ÉrÊúÈuÓuÊùÕ)Ð�ÇuÇuÆAÚC�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuÊ9ÌAÆAÓuØ	ÆAÛAÆAÚúÇÙÐ�ÕHâ�Ð�ÛAÏuÊ 9 ÇÙÐ�Ï�ÆAÇuÎ	Ô Ö ÕHÆAâ�Ð�Û	Á
ÉÙÑ¿ÑþÒAË�ÉrÆAÛAÊuÎvË	ÛAÆAâAÆ	ÕHî Û�ð�Æ	Õ)Ð Ö ÇÙÐ!ð�Æ	ÕHÊuÅ9ÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	ÊuÎ�ÛVË	Ê¿Ì�Ò�Ð�ÔuÊuÊkÕ7Ô :B Æ�ÉrÎ	ÎäË�ÉrÆ�å¬Çuî½ÅúÑuÛ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
Ñ³ÛAî½ÍuÊuË�ÉrÎ	ÇuÊuÎ�ÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	Ê¿ÑkÏmÔ :�[ ÕHÎ	Ë	Ö Ö ÈuÓuÊ
Õ)Ð�ÇuÇuÆAÅýË	ÈuÓuÆAË	Î q(i, r(i), N, P )

Ö ÆAÈ¿ÌAÊuÅ�Ð!ÉrÖAÇÙÐ�Ñ ÔuÎ	ÇuÆAÛ�Ð�Ñ ÈuÆ�ÉrÊ¿ÌAÊuÏ´Ð�ÑuÛ�ÉÙÑ8Á
Î�ÌAË
Ñ�ÓuÎ�ß�Î	ÇuÊuÎ	ÅúË�ÉrÎQÕrÒ´í ã Î	Úôì�Ð�Õ)Ð�ÍuÊ×É

πR =
∫ N

0
[r(i) − cR]q(i,p∗(r,N) + r)di −

∫ N

0
FRdi → max

r,N
,

πM(p∗(i, r(i), N, P ), r(i),N) ≥ 0 .u Ë�ÉrÊ���Í¿ÌAÆVÛAÈuÆ�ÉrÇuÎÞÆAÈuÓÙÐ�Û!Õ)Ð�ÇuÇuÆ � ÓÙÐ�Ë	Ë	Å�Ð�ÌAÓuÊuÛ�Ð�ÌAÖ�ÌAÆ�ÉrÖAÏ�ÆVË	ÊuÅÅÎ�ÌAÓuÊuÍ8Á
Çuî½Î�ÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	Çuî½Î�ÈuÎ	ÓuÎ	ÅÎ	ÇuÇuî½Î p̄, q̄, r̄ ��ÍuÎ	Ó¿Ì�Ð9Ë	ÛAÎ	ÓAð´ÒÿÆAâAÆ�ì3ÇÙÐ�ÍÙÐ�Î�Ì9Ë	ÊuÅ�Á
ÅÎ�ÌAÓuÊ¿ì�Ð�ÔuÊuí Ö Û¬ÍÙÐ�Ë�ÌAÇuÆAË�ÌAÊ Ö p̄∗(r̄,N) = p∗(i, r̄, N, Np̄) ∀i

�+Ö ÌAÆ¤Ý�Ì�ÐVì�Ð�Õ)Ð�ÍÙÐ
ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐVÒ´ÈuÓuÆ ã Ð�Î�ÌAË
Ñ�Ë�ÉrÎQÕrÒ´í ã ÊuÅ ÆAâAÓÙÐ�ì3ÆAÅ�É /ÙØ

πR = N [r̄ − cR]q̄(p̄∗(r̄,N)+r̄) − NFR → max
r̄,N

,

πM(p̄∗(r̄,N),r̄, N) ≥ 0 .

R�Ú Z 84�$,QyÞw",
-A,r~!Pï0¶.�<I�O8"R¬0�D3-�8�1�Ru(³P	I G ,�E!.�0�D�:�D�1�~ G .¶0�.�wJE!D!*�,:� G½G .�:�=�*3.ïI;D�RÙRu8 G X
/!D�~!E!(+8/!84�O8JE!D�y�%
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× ÌAÓuÆAØ	Æ�Ø	ÆAÛAÆAÓ�Ñ Ö ì�ÕHÎ	Ë	Ö�Åî Æ�ÌAË�Ì�Ò´ÈÙÐ�Î	Å Æ�Ì�ÅÆ	ÕHÎ�ÉrÊVÅÆAÇuÆAÈuÆ�ÉrÊuË�ÌAÊuÍuÎ	Ë	Ï�ÆAÚ
Ï�ÆAÇuÏ¿Ò´ÓuÎ	ÇuÔuÊuÊ Ö ÈuÆAË	Ï�Æ�ÉrÖAÏ¿ÒVÌAÎ	ÈuÎ	ÓuÖ N ÇuÎ	ÆAâ�Ñ¿ì�Ð�ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆTÆAÈuÓuÎQÕHÎ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
ÑþÒAË�ÉrÆ	Á
ÛAÊuÎ	Å9Ë	ÛAÆAâAÆ	ÕHî Û�ð�Æ	Õ)Ð :B Æ�ÉrÎ	Î�ÌAÆAÍuÇuÆ Ö ÆAÏ´Ð�ì�Ð!ÉrÆAË	Ö Ö Í¿ÌAÆTÛAÆ�ì3ÅÆ�å¬ÇuÆÞÕHÛ�ÐvÌAÊuÈÙÐTÓuÎ�ß�Î	ÇuÊuÚ Ö Ê´ÉrÊµÓuÎ+Á
å¬ÊuÅÆAÛ Ö Ï�Æ�ÌAÆAÓuî½Î¬Åî ÇÙÐ�ì3î½Û�Ð�Î	Å MrÂI¡�K�Â	ÂIH�À�¾ �!� ÃµÃ���O�Ä � MÙ¼¿¾ �!� ÁG bOrÁ � Ã�¡ Ê
� ¾	Ã���O�Ä � MÙ¼¿¾ �!� ÁG AOrÁ � Ã�¡@: æÞÎ	ÓuÛAî½ÚùË�ÉÙÒ´ÍÙÐ�ÚùÆ�ì3ÇÙÐ�ÍÙÐ�Î�Ì Ö Í¿ÌAÆ�ÒAË�ÉrÆAÛAÊuÎþÇuÎ	Æ�Ì	Á
ÓuÊuÔÙÐ�ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆAË�ÌAÊ¯ÈuÓuÊuâAî$ÉrÊµÆAÏ´Ð�ì3î½Û�Ð�Î�ÌAË
ÑþÇuÎ3Ð�Ï¿ÌAÊuÛAÇuî½ÅJ��ÇuÎ�ÛAî$ð�Æ	ÕrÑ ã ÊuÅ ÇÙÐ
ÓÙÐ�ÛAÎ	ÇuË�ÌAÛAÆ �+Ö Ì : Î : âAÎ�ì	ÒAË�ÉrÆAÛAÇÙÐ�Ñ ÆAÈ¿ÌAÊuÅÊ¿ì�Ð�ÔuÊ¿Ñ0�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuÊ πR

ÈuÓuÊuÛAÆ	ÕHÊ¿Ì Ï
ÈuÆ�ÉrÆ�å¬Ê¿ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆAÚôÈuÓuÊuâAî$ÉrÊ¯ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Ú πM > 0

:Ùè Ý�ÌAÆAÅúË�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Î�ÓuÊ8Á
ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓøÊuØ	ÇuÆAÓuÊuÓ¿ÒAÎ�ÌôÒAË�ÉrÆAÛAÊuÎ�õ;Ë	ÛAÆAâAÆ	ÕHîáÛ�ð�Æ	Õ)Ð!÷ Ö ì�Ð�ÅÎ	Ç¿Ñ¿Ñ]Î	Ø	Æ¯Ë	ÛAÆAÊuÅ Ë	ÆAâ	Á
Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuî½Å�ÆAØ	ÓÙÐ�ÇuÊuÍuÎ	ÇuÊuÎ	Å�ÇÙÐ½Û�ð�Æ	Õ7��ÈuÆAÝ�ÌAÆAÅCÒÞÈuÓuÊvÛAî½ÍuÊuË�ÉrÎ	ÇuÊ¿Ñ´ðvÅî]Ì�Ð�Ï¿åTÎ
ÊuØ	ÇuÆAÓuÊuÓ¿ÒAÎ	Å Ë	ÛAÆAâAÆ	ÕrÒôÛ�ð�Æ	Õ)Ð �+:Lè Æ¤Û�ÌAÆAÓuÆAÅÿË�ÉÙÒ´ÍÙÐ�ÎTÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	Ó�Ë	ÇÙÐ�ÍÙÐ!ÉHÐ¤ÊuË+Á
ÈuÆ�ÉrÖ�ì	ÒAÎ�Ì�ÒAË�ÉrÆAÛAÊuÎOõ;Ë	ÛAÆAâAÆ	ÕHî Û�ð�Æ	Õ)Ð!÷�ÕÙÉÙÑTÛAî½ÍuÊuË�ÉrÎ	ÇuÊ¿Ñ N(r̄) Ï´Ð�Ï/�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuÊÆ�Ì r̄

Ö ì�Ð�ÌAÎ	Å Å�Ð�Ï�Ë	ÊuÅÊ¿ì3ÊuÓ¿ÒAÎ�ÌôË	ÛAÆAí ÈuÓuÊuâAî$ÉrÖþÆ�ÌAÇuÆAË	Ê¿ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆ r̄
:�� Ï´Ð�ì3î½Û�ÐéÁ

Î�ÌAË
Ñ Ö Í¿ÌAÆ MrÂI¡�K�Â	ÂIH�À�¾ �!� ÃôÃ���O�Ä � MÙ¼¿¾ �!� Ã!¾ ÓuÎ�ß�Î	ÇuÊuÎþÊuÅÎ	Î�Ì]ÅÎ	Ë�ÌAÆ³ÛôÌAÆAÅýÊ
ÌAÆ�ÉrÖAÏ�ÆTÛvÌAÆAÅ Ë�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Î Ö Ï�ÆAØJÕ)Ð�ÇuÎ	Ï�Æ�ÌAÆAÓÙÐ�Ñ¤ÏuÓuÊ¿ÌAÊuÍuÎ	Ë	Ï´Ð�Ñ¯Ï�ÆAÇuË�Ì�Ð�Ç¿Ì�ÐTÈuÓuÎ	ÛAîsÁ
ßTÐ�Î�Ì¬ÎQÕHÊuÇuÊuÔ¿Ò"É

F =
FR
2F

≥ 1.

� Ð�ÏuÊuÅ ÆAâAÓÙÐ�ì3ÆAÅ Ö Åî ÅÆ�åTÎ	Å Ë	��ÆAÓuÅCÒ�ÉrÊuÓuÆAÛ�Ð�ÌAÖVË�ÉrÎQÕrÒ´í ã Î	Î :
Û $u r¦��ÆÜ��¦�±?°?¦ ç �¿Ý M!H�¾I �ºH¾lO'K À�Áp��Ã�N � ÃAMrÂI¡�K�Â	ÂIH�À�¾ �!� Ã�Ã���O�Ä � MÙ¼wMrÀ�Ä=H/P
À�qrÃ�N�Þ¶¾	Â;º'M ¾	��ÃgßGM!¡�ÂIM=OHÃ!À�Ä �!� Á�¾�M�È�N�¾lO!£0¡�M D Ã�¡	O�Ä=  � ¾I \��¾lOH¾TÀ(N�À�Ä|O�Ä�È�Ä
D OH¾	À�ÁGFTÄ�»QHjßGM!¡�ÂIM=OHÃ!À�Ä �!� Á�¾
M�È�N�¾lO!£0¡�MA¡�Ä�£0N�Ã���Ã D OHÃ�M�È�À�Ã�N�M!H�¾;º��oÉ

ü Ì�ÐµÏ�ÆAÇuË�Ì�Ð�Ç¿Ì�Ð F Ö ÆAâAÆ�ì3ÇÙÐ�ÍÙÐ�í ã Ð�Ñ Ã�H � Ã�F�¾ � Mr¾ ��ÊuÏ�Ë	ÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuî$ð]ì�ÐéÁ
ÌAÓÙÐ�ÌïÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐïÊ�ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Ú Ö ÊuØ	ÓÙÐ�Î�ÌïÛOÕ)Ð!ÉrÖAÇuÎ	Ú¿ß�Î	ÅôÛ�Ð�å¬Ç¿Ò´í ÓuÆ�ÉrÖ :1 ÉÙÑVÌAÆAØ	Æ Ö Í¿ÌAÆAâAî Û�Ë
å�Ð�ÌAÆAÅ ÛAÊ�ÕHÎïË	��ÆAÓuÅCÒ�ÉrÊuÓuÆAÛ�Ð�ÌAÖvð�Ð�ÓÙÐ�Ï¿ÌAÎ	ÓuÊ¿ì�Ð�ÔuÊuí
ÛAË	Î�ð�ÇÙÐ�ß�Ê´ð�ÓuÎ�ß�Î	ÇuÊuÚ Ö ÛAÛAÎQÕHÎ	Å Ë�ÉrÎQÕrÒ´í ã ÊuÎTÛAË	ÈuÆAÅÆAØ�Ð�ÌAÎ�ÉrÖAÇuî½ÎTÆAâAÆ�ì3ÇÙÐ�ÍuÎ+Á
ÇuÊ¿Ñ\��Ý	Ï�ÆAÇuÆAÅÊuÍuÎ	Ë	Ï´Ð�Ñ¤ÊuÇ¿ÌAÎ	ÓuÈuÓuÎ�Ì�Ð�ÔuÊ¿ÑµÇuÎ	Ï�Æ�ÌAÆAÓuî$ð¬Ê¿ì�ÇuÊ´ðVâ�Ò3ÕHÎ�ÌäÈuÓuÊuÛAÎQÕHÎ+Á
ÇÙÐ�Û�Ë	ÈuÎ	ÔuÊÙÐ!ÉrÖAÇuÆAÅ9ÈÙÐ�ÓÙÐ�Ø	ÓÙÐ=��Î � É

β−γ =β−γ, qNE =

√

F

β−γ
, F =

FR
2F

, D̃=
√

β−γ ·
α − c − cR√

F
=

α − c − cR
qNE

.

n Ë	ÈuÆ�ÉrÖ�ì	Ò�ÑøÝ�ÌAÊ ÆAâAÆ�ì3ÇÙÐ�ÍuÎ	ÇuÊ¿Ñ Ê�ÆAÈ¿ÒAË	Ï´Ð�Ñ ÈuÓuÆAÅÎ�åVÒ�ÌAÆAÍuÇuî½Î¬ÛAî½ÍuÊuË�ÉrÎ	ÇuÊ¿Ñ Ö
ÈuÓuÊuÛAÎQÕHÎ	ÅñÛµË�ÉrÎQÕrÒ´í ã Î	Ú Ì�Ð�â�ÉrÊuÔuÎ���ÆAÓuÅCÒ�Érî Ö ÛAî½ÓÙÐ�å�Ð�í ã ÊuÎ�ÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	Ê¿Ñ
ÍuÎ	ÓuÎ�ì�Ý	Ï¿ì3ÆAØ	Î	ÇuÇuî½ÎTÈÙÐ�ÓÙÐ�ÅÎ�ÌAÓuî :o� ÊuÈuîñÏ�ÆAÇuÏ¿Ò´ÓuÎ	ÇuÔuÊuÊd��Ï�ÆAÇuÔuÎ	ÈuÔuÊuÊ�ÓÙÐ�ÛAÇuÆ	Á
ÛAÎ	Ë	ÊuÚ � ÈuÆAÏ´Ð�ì�Ð�ÇuîøÛ�Ë�ÌAÓuÆAÏ´Ð!ð Ö ÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	Çuî½ÎOì3ÇÙÐ�ÍuÎ	ÇuÊ¿Ñ�ÈuÎ	ÓuÎ	ÅÎ	ÇuÇuî$ð�ÈuÓuÊuÛAÎ+Á
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ÕHÎ	ÇuîýÛ¬Ë�ÌAÆ�ÉrâAÔÙÐ!ð Ö Û¬Æ�Ì	ÕHÎ�ÉrÖAÇuÆAÅÿË�ÌAÆ�ÉrâAÔuÎäÈuÓuÊuÛAÎQÕHÎ	ÇuîáÆAÈ¿ÌAÊuÅ�Ð!ÉrÖAÇuî½Îäì3ÇÙÐéÁ
ÍuÎ	ÇuÊ¿Ñk�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuÊ�â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿Ñ W

Ö Ð¤Ë�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Ú NR ð�Ð�ÓÙÐ�Ï¿ÌAÎ	ÓuÊ¿ì	ÒAÎ�ÌAË
ÑùÛ
æÞÓuÊ´ÉrÆ�åTÎ	ÇuÊuÊ : /�/

ä���à�ï ð
q

�³ï�õ8ô
p

õ8ô&ý´�éô%í��>ô
r

ê8ô%ó õ³ä�ä��ëê8ô%ó æ³ï
Ná¥â�ãlä

å
NE æ

qNE c+qNE ·β−γ cR +

qNE
D̃ − β−γ

2

1

2γ
·
(

D̃ − 3β−γ

)

ML

√
2

2
· qNE c+qNE ·

√
2 ·

β−γ

cR +

qNE
D̃ − β−γ

√
2

2

D̃ − 2
√

2β−γ√
2γ

RL
�

F > 1

qNE ·
√
F c + qNE ·

β−γ

√
F

cR + qNE
D̃

2

D̃√
F

− 4β−γ

2γ

RL
�

F ≤ 1

qNE c+qNE ·β−γ cR + qNE ·
(

D̃
2 +β−γF−β−γ

)

D̃ − 2β−γF − 2β−γ

2γ

MaxW qNE

√
2 + 4F − − 1

γ

[

D̃√
2(1+2F)

− β−γ

]

�%ø;ô%ì+ä�å ä�å�çéä��>õ@æ³ï
W

NE
(

D̃ − 3β−γ

)

[

3

4
· (D̃/β−γ − 1) − 2F

]

· F
2·γ

ML
(

D̃ − 2
√

2β−γ

)

·
[

3

4
· (D̃/β−γ −

√
2) − 2

√
2 · F

]

· F
2·γ

RL,F ≥ 1
(

D̃ − 4
√
Fβ−γ

)

·
[

3

4
·
(

D̃/β−γ − 2
√
F
)

− 1√
F

]

· F
2·γ

RL,F ≤ 1
(

D̃ − 2Fβ−γ − 2β−γ

)

·
[

3

4
·
(

D̃/β−γ − 2F
)

− 1

]

· F
2·γ

MaxW
[

D̃ −
√

2(1 + 2F)β−γ

]2
· F

2·γβ−γ

× ÆAÛAÆAÏ¿Ò´ÈuÇuî½Ú¬ÆAâ=<4Î	Å�ÈuÆ�ÌAÓuÎ	â�ÉrÎ	ÇuÊ¿Ñ Q = qN Ì�Ð�Ï¿åTÎïÅÆ�åTÎ�ÌvâAî�ÌAÖÞÉrÎ	Ø	Ï�Æ
ÇÙÐ�Ú�ÕHÎ	ÇôÊ¿ìvÈuÓuÊuÛAÎQÕHÎ	ÇuÇuî$ðôÛAî½ÓÙÐ�åTÎ	ÇuÊuÚ¤ÕÙÉÙÑ q, N.æÞÓuÎ�åTÕHÎ�ÍuÎ	Å�Ë	ÓÙÐ�ÛAÇuÊ¿ÌAÖ�ÈuÆ�ÉÙÒ´ÍuÎ	ÇuÇuî½ÎïÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	Ê¿Ñ Ö ÆAâAË�Ò3ÕHÊuÅ]ÊuÇ¿ÌAÎ	ÓuÈuÓuÎ+Á
Ì�Ð�ÔuÊuíáÛAÛAÎQÕHÎ	ÇuÇuî$ð¯ÈÙÐ�ÓÙÐ�ÅÎ�ÌAÓuÆAÛ :

R�R BC.�E!84~!E!.�1�I;D G P	,�x!D!D F ≥ 1,F ≤ 1 I;.�0�M�,
-A,:� G M!/!D F = 1.
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Ê � ç ��çä�L�r±?�'&Þ°%è?¦w A�?°%a� #&Þ�� �¨5"?�u�?��&Þ¦,$u�?�r  F ¡ qNE
°

D̃
[ ÕHÎ	Ë	ÖïÅî ÆAâAË�Ò3ÕHÊuÅ�ÊuÇ¿ÌAÎ	ÓuÈuÓuÎ�Ì�Ð�ÔuÊuí ÈÙÐ�ÓÙÐ�ÅÎ�ÌAÓuÆAÛïÓuî½ÇuÏ´ÐïÆAÏ´Ð�ì�Ð�Û�ß�Ê´ð�Ë
Ñ

Û�Ð�å¬Çuî½ÅÊþÛVÇÙÐ�ß�Ê´ðþÛAî½ÛAÆ	Õ)Ð!ð Ö ÇÙÐ�ÍÙÐ�ÛVË�Ï�ÆAÇuË�Ì�Ð�Ç¿ÌAî
F =

FR
2F

,

ÊuÅÎ	í ã Î	Ú�Ë	Åî½Ë�Évõ;ÈuÓuÎ	ÛAî�ß�Î	ÇuÊ¿ÑäÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÊuÇuØ	ÆAÛAî$ð���ÊuÏ�Ë	ÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuî$ðvì�Ð�ÌAÓÙÐ�Ì
ÇÙÐ�ÕáÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHË�ÌAÛAÎ	ÇuÇuî½ÅÊýì�Ð�ÌAÓÙÐ�Ì�Ð�ÅÊ´÷ :*u Ë�ÉrÊ âAî Åî ÅÆAØ"ÉrÊ õ;Ï´Ð!ÉrÊuâAÓuÆ	Á
Û�Ð�ÌAÖ�÷�Ý�ÌAÆ�ÌþÈÙÐ�ÓÙÐ�ÅÎ�ÌAÓ×ÉLâAÆ�ÉrÖ�ß�Î�ÆAÇ³Ê´ÉrÊ³ÅÎ	ÇuÖ�ß�ÎTÎQÕHÊuÇuÊuÔuîáÛµÓuÎ3Ð!ÉrÖAÇuÆAË�ÌAÊ Ö
ÌAÆùÈuÓuÎQÕHË	Ï´Ð�ì�Ð�ÇuÊ¿Ñ ÇÙÐ�ß�Î	ÚÿÅÆ	ÕHÎ�ÉrÊÿË�Ì�Ð!ÉrÊÿâAî ÆAÈuÓuÎQÕHÎ�ÉrÎ	ÇuÇuÎ	Î :ß3 Ë	Æ�å�Ð!ÉrÎ+Á
ÇuÊuí Ö Ý�ÌAÆ�ÇuÎ	ÈuÓuÆAË�ÌAÆ Ö ÇuÆTÅîÿÈuÓuÊuÛAÎQÕHÎ	Å ÇÙÐ�ÛAÆ	ÕrÑ ã ÊuÎÞÓÙÐ�Ë	Ë�Ò�åTÕHÎ	ÇuÊ¿ÑþÏ¤Ì�Ð�Ï�ÆAÚ
Ï´Ð!ÉrÊuâAÓuÆAÛAÏ�Î :

� âAÎ�ÊuË	ÈuÆ�ÉrÖ�ì	ÒAÎ	Åî½Î�ÛVÅÆ	ÕHÎ�ÉrÊôÛAÎ�ÉrÊuÍuÊuÇuî FR, F Ê¿ì�ÕHÎ	Ó�åTÎ	Ï�Æ�ÌAÇuÆAË
Ñ¿ÌAË
Ñ
Ï�Æ�ÛAË	Î	ÅCÒ ÈuÓuÆ	Õ)Ð�Û�Ð�Î	ÅÆAÅCÒ ÆAâ=<4Î	ÅCÒ Ï´Ð�åTÕHÆAÚùÓÙÐ�ì3ÇuÆAÛAÊ�ÕHÇuÆAË�ÌAÊ ÌAÆAÛ�Ð�ÓÙÐ : æÞÆ	Á
Ý�ÌAÆAÅCÒ¯Ï´Ð�åTÕrÒ´íáÊ¿ìvÇuÊ´ð¯ÅÆ�å¬ÇuÆVÈuÆAÈuÓuÆAâAÆAÛ�Ð�ÌAÖVÆAÔuÎ	ÇuÊ¿ÌAÖ¬Ï´Ð�ÏµÕHÆ�Éríi��ÊuÏ�Ë	Ê8Á
ÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuî$ðôì�Ð�ÌAÓÙÐ�ÌµÛ¬ÔuÎ	ÇuÎ�Æ�Ì	ÕHÎ�ÉrÖAÇuÆ¤Û�ì	Ñ¿ÌAÆAÚ³ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÛAÊ�ÕHÇuÆAË�ÌAÊ�ÌAÆAÛ�Ð�ÓÙÐ : × Æ	Á
Ø"ÉHÐ�Ë	ÇuÆ�ÊuÅÎ	í ã ÊuÅË
Ñ�Ò�ÇÙÐ�Ë.��ÛAÎ	Ë	ÖAÅ�Ð�Ë"ð�Î	Å�Ð�ÌAÊuÍuÇuî½Å � Õ)Ð�ÇuÇuî½Å]ÆÞÓuÆ�ì3ÇuÊuÍuÇuî$ð
ÔuÎ	ÇÙÐ!ðþÇÙÐTÈuÊ ã Î	ÛAî½Î�ÈuÓuÆ	ÕrÒ´Ï¿ÌAîñÛVë?ÆAË	Ë	ÊuÊ Ö ÌAÆAÓuØ	ÆAÛ�Ð�ÑþÇÙÐ�ÕHâ�Ð�ÛAÏ´Ð�ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ
ÆAâAî½ÍuÇuÆµÓÙÐ�ÛAÇÙÐVÆ�Ì ?=��t ÕHÆ � ��t Ö Û¤Ë	ÓuÎQÕHÇuÎ	ÅÿÈuÓuÊuÅÎ	ÓuÇuÆ ?>5#t Æ�ÌµÏ�ÆAÇuÎ	ÍuÇuÆAÚ
ÔuÎ	Çuî : æÞÆAÝ�ÌAÆAÅCÒ Ö Î	Ë�ÉrÊ�ÈuÓuÎQÕHÈuÆ�ÉrÆ�å¬Ê¿ÌAÖþË"ð�Æ�åVÒ´í ÈuÓuÊuâAî$ÉrÖAÇuÆAË�ÌAÖ;��Ë"ð�Æ	ÕHÇuî½Î7é5 Á ?=��t Ö â�ÉHÐ�Ø	Æ	Õ)Ð�Ó�Ñ Ë	ÛAÆAâAÆ	ÕHÎ³ÈuÎ	ÓuÎ�ÌAÆAÏ´ÐùÏ´Ð�ÈuÊ¿Ì�Ð!ÉHÐ � ÊÿÛ ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHË�ÌAÛAÎ]Ê
ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÇuØ	Î Ö ÌAÆVÆAâ ã Ð�Ñ¤ÕHÆ�ÉÙÑ¯ÈuÆ�ÉrÇuî$ðþì�Ð�ÌAÓÙÐ�Ì c̃ ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHË�ÌAÛ�ÐVÛVÔuÎ	ÇuÎ�ÌAÆ	ÁÛ�Ð�ÓÙÐøâ�Ò3ÕHÎ�Ì ÈuÓuÊuÅÎ	ÓuÇuÆ Û ÍuÎ�ÌAî½ÓuÎ�ÓÙÐ�ì�ÐøÛAî�ß�ÎôÕHÆ�ÉrÊ c̃R

ÈuÆ�ÉrÇuî$ð ì�Ð�ÌAÓÙÐ�Ì
ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ;É c̃ ≈ 4c̃R

:,n ÌAÎ Ö Ê�ÕHÓ¿Ò´Ø	ÊuÎïì�Ð�ÌAÓÙÐ�ÌAîÿÅÆAØ�Ò�ÌäâAî�ÌAÖäÓÙÐ�ì�ÕHÎ�ÉrÎ	Çuî ÇÙÐ
��ÊuÏ�Ë	ÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇ¿Ò´í ÍÙÐ�Ë�ÌAÖ Ö Ì : Î : F/q(i)

Ö Ê�ÈuÎ	ÓuÎ	ÅÎ	ÇuÇuî½Î¤Ê¿ì�ÕHÎ	Ó�å¬ÏuÊ Ö Ì�Ð�Ï�Í¿ÌAÆ
c̃ = c + F/q(i), c̃R = cR + FR/q(i)

: û¯Æ�åTÎ�Ì¬ÉrÊ FR
âAî�ÌAÖµâAÆ�ÉrÖ�ß�Î�ÍuÎ	Å FÈuÓuÊ c̃/c̃R ≈ 4 ?Ü�Ð¶ÈuÎ	ÓuÛAî½Ú�Û�ì3Ø"ÉÙÑ�Õ Ö ÕÙÉÙÑvÏ´Ð!ÉrÊuâAÓuÆAÛAÏuÊ�Ý�ÌAÊ´ðäÛAÎ�ÉrÊuÍuÊuÇ�ÊäÛïÈuÓuÆAÔuÎ	Ë	Ë	Î�ÈuÓuÆ	Á

Ê¿ì3ÛAÆ	ÕHË�ÌAÛ�Ð Ê Û ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÊuÇuØ	Î�Ç¿Ò�å¬ÇuÆ ÆAÔuÎ	ÇuÊ¿ÌAÖ@��ÊuÏ�Ë	ÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuî½Î�ì�Ð�ÌAÓÙÐ�ÌAî
ÍuÎ	ÓuÎ�ìVÏ´Ð�ÈuÊ¿Ì�Ð!ÉrÖAÇuî½Î�ì�Ð�ÌAÓÙÐ�ÌAîj��ÇÙÐ�ÈuÓuÊuÅÎ	Ó Ö Ð�ÓuÎ	Ç�ÕrÒ³ÈuÆAÅÎ ã Î	ÇuÊuÚ Ö Ï�Æ�ÌAÆAÓÙÐ�Ñ
ÛVÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÊuÇuØ	Î�ÅÆ�åTÎ�Ì¬ÈuÓuÎ	ÛAî�ßTÐ�ÌAÖ 5=��t ì�Ð�ÌAÓÙÐ�Ì �+Ö Ê¯ÈuÎ	ÓuÎ	ÅÎ	ÇuÇuî½Î�Ê¿ì�ÕHÎ	Ó�å�Á
ÏuÊ :¿� ÕHÇÙÐ�Ï�Æ ÛøÕHÆ�ÉrØ	ÆAË	ÓuÆAÍuÇuÆAÚ ÈuÎ	ÓuË	ÈuÎ	Ï¿ÌAÊuÛAÎøÏ´Ð�ÈuÊ¿Ì�Ð!É Ë�Ì�Ð�ÇuÆAÛAÊ¿ÌAË
ÑñÈuÎ	ÓuÎ+Á
ÅÎ	ÇuÇuÆAÚ ÛAÎ�ÉrÊuÍuÊuÇuÆAÚ : æÞÆAÝ�ÌAÆAÅCÒôõT��ÊuÏ�Ë	ÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuî½ÅÊ Ê¿ì�ÕHÎ	Ó�å¬Ï´Ð�ÅÊ´÷ Ö âAÆ�ÉrÎ	Î+Á
ÅÎ	ÇuÎ	Î¤ÇuÎ�ì�Ð�ÛAÊuË
Ñ ã ÊuÅÊ Æ�Ì�ÆAâ=<4Î	ÅÆAÛ¯ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHË�ÌAÛ�Ð Ö Ë�Ì�Ð�ÇuÆAÛ�Ñ¿ÌAË
Ñ Ø"ÉHÐ�ÛAÇuî½Å
ÆAâAÓÙÐ�ì3ÆAÅúÓuÎ	Ï´ÉHÐ�Å�ÐVÊôÊuÇ¿ÌAÎ�ÉuÉrÎ	Ï¿Ì�Ò�Ð!ÉrÖAÇuî½Ú�Ï´Ð�ÈuÊ¿Ì�Ð!É]Ï�ÆAÅÈÙÐ�ÇuÊuÊ Ö ÛAÏ´Érí�ÍÙÐ�í½Á
ã ÊuÚ�ì�Ð�ÌAÓÙÐ�ÌAî ÇÙÐþØ"ÉHÐ�ÛAÇuî$ð�Ë	ÈuÎ	ÔuÊÙÐ!ÉrÊuË�ÌAÆAÛ Ö õJÐ�ÏuÏ¿Ò´ÅCÒ�ÉrÊuÓ¿Ò´í ã Ê´ð�÷¬ì3ÇÙÐ�ÇuÊ¿Ñ :
ü ÌAÊ�Ê¿ì�ÕHÎ	Ó�å¬ÏuÊôÅÆAØ�Ò�Ì¬Ë	ÆAË�Ì�Ð�Û�ÉÙÑ¿ÌAÖ¤ÅÎ	ÇuÎ	Î 7���t Æ�Ì¬ÆAâ ã Ê´ð¯Ê¿ì�ÕHÎ	Ó�åTÎ	ÏôÊôÊ´ð



� �r r�u�?±?�r¦��?����±?�r�r©r�?����°?¦³ ø�?�! #"?�?¦��¦�¨6°%$u¦�¨6ªr±?�'& �L�u±?�¿¨6¦ ?Æ=

ÌAÓ¿Ò3ÕHÇuÆ³ÛAî�ÑuË	ÇuÊ¿ÌAÖ]ÍuÎ	ÓuÎ�ìVÕHÆAË�Ì�Ò´ÈuÇ¿Ò´í Ë�Ì�Ð�ÌAÊuË�ÌAÊuÏ¿ÒùÆAâ�Ê¿ì�ÕHÎ	Ó�å¬Ï´Ð!ð;��ÊuÓuÅ :
ÜÞÎ�ÑuË	ÇuÆ Ö ÑuÛ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
Ñ¬ÉrÊµÛäÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÊuÇuØ	Î�Ý�Ì�ÐvÕHÆ�ÉÙÑ¬ì�Ð�ÌAÓÙÐ�ÌTÅÎ	ÇuÖ�ß�ÎÞÊ´ÉrÊ¤âAÆ�ÉrÖ	Á
ß�Î�ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHË�ÌAÛAÎ	ÇuÇuî$ð :uè ÇuÎ	Å]õT��ÊuÏ�Ë	ÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuî½Î�Ê¿ì�ÕHÎ	Ó�å¬ÏuÊ´÷ïÇÙÐ�Ï´Ð�åTÕrÒ´í
ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÛAÊ�ÕHÇuÆAË�ÌAÖþÌAÆAÛ�Ð�ÓÙÐµÅ�Ð!ÉrÆ¤ì�Ð�ÛAÊuË	ÊuÅî½Î�Æ�ÌþÆAâ=<4Î	Å�Ð¤ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÊuÇuØ�Ð Ö Ë	Ï´ÉHÐéÁ
ÕHî½Û�Ð�íïÌAË
Ñ¯Ê¿ì�ì�Ð�ÌAÓÙÐ�ÌVÇÙÐ�ÓÙÐ�ì3ÓÙÐ�âAÆ�ÌAÏ¿Ò¤Ý	Ï�Ë	Ï´Éríïì3ÊuÛAÇuÆAÚþÒ´ÈÙÐ�Ï�ÆAÛAÏuÊ¬ÕÙÉÙÑµÝ�ÌAÆAÚ
ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÛAÊ�ÕHÇuÆAË�ÌAÊ Ö ì�Ð�ÌAÓÙÐ�Ì ÇÙÐ³ÈuÎ	ÓuÎ	Ø	ÆAÛAÆAÓuî ËþÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑuÅÊ Ö ÇÙÐ³ì�Ð�Ï´Ð�ì
ÌAÆAÛ�Ð�ÓÙÐ�Ê¯ÇÙÐ�ÓuÎ	Ï´ÉHÐ�ÅÇ¿Ò´íñÕHÎ�Ñ¿ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆAË�ÌAÖ¤Û�Å�Ð�Ø�Ð�ì3ÊuÇuÎ :Hè ÓuÎ�ì	Ò�ÉrÖ�Ì�Ð�ÌAÎ Ö ÈuÓuÆ	Á
Õ)Ð�å�Ð�âAÆ�ÉrÖ�ß�Î	Ø	Æ�ÌAÆAÛ�Ð�ÓuÇuÆAØ	Æ�ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3Ê¿ÑTâAÆ�ÉrÎ	Î�õKì�Ð�ÌAÓÙÐ�ÌAÇÙÐ!÷ Ö ÈuÓuÊTÌAÆAÅ³åTÎ
Ë�ÌAÆAÊuÅÆAË�ÌAÇuÆAÅ ÆAâ=<4Î	ÅÎvÈuÓuÆ	Õ)Ð�å :;1 ÉÙÑ�ÆAÔuÎ	ÇuÏuÊôÌ�Ð�ÏuÊ´ð�ÛAÎ�ÉrÊuÍuÊuÇ³ÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÆAÛ�ÐéÁ
ÉrÊuË	ÖôâAî Ë	ÈuÎ	ÔuÊÙÐ!ÉrÊ¿ì3ÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuî½Î¤ÆAÈuÓuÆAË	î)��ÊuÓuÅñÊ�Å�Ð�Ø�Ð�ì3ÊuÇuÆAÛôÊ´ÉrÊ Ý	Ï�ÆAÇuÆ	Á
ÅÎ�ÌAÓuÊuÍuÎ	Ë	ÏuÊuÎ�ÊuË	Ë�ÉrÎQÕHÆAÛ�Ð�ÇuÊ¿ÑôÓuÎ3Ð�ÏuÔuÊuÚ¯Ê¿ì�ÕHÎ	Ó�åTÎ	ÏôÇÙÐTÌAÆ�ÉrÍuÏuÊ¯Ë	ÈuÓuÆAË3Ð :

ë6Ð�ì3ÛAÊuÛ�Ð�Ñ�Ì�Ð�Ï¿Ò´í Ê�ÕHÎ	í Ï´Ð!ÉrÊuâAÓuÆAÛAÏuÊ Ö ì�Ð�ÅÎ�ÌAÊuÅ Ö Í¿ÌAÆ¶ÇÙÐ�ßTÐ½ÅÆ	ÕHÎ�ÉrÖ$õT��ÊuÏ8Á
Ë	ÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuî½ÎvÈ´Érí�Ë�ÉrÊuÇuÎ	ÚuÇuî½ÎvÊ¿ì�ÕHÎ	Ó�å¬ÏuÊ´÷ F + cq ÑuÛ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
ÑþÉrÊ¿ß�Ö º'M � ¾JÄ ÀO'M�È�Ä ¢ Mr¾I  ÇuÎ	Ï�Æ�ÌAÆAÓuî$ð³ÓuÎ3Ð!ÉrÖAÇuî$ð�ÇuÎ�ÉrÊuÇuÎ	ÚuÇuî$ðB�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuÚ�Ê¿ì�ÕHÎ	Ó�åTÎ	Ï C(q)Ê CR(q) ÈuÆAË�Ì�Ð�Û ã ÊuÏ�ÆAÛ Ê ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓuÆAÛ : × ÆAÆ�ÌAÛAÎ�ÌAË�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆ Ö ÕÙÉÙÑ ð�ÆAÓuÆ�ß�Î	Ú
Ð�ÈuÈuÓuÆAÏ�Ë	ÊuÅ�Ð�ÔuÊuÊÿÓuÎ3Ð�ÏuÔuÊuÚ Óuî½ÇuÏ´ÐøÅî ÇuÎôÇ¿Ò�åTÕ)Ð�Î	ÅË
Ñ ÛøÈuÆ�ÉÙÒ´ÍuÎ	ÇuÊuÊ ÊuÇ8Á
��ÆAÓuÅ�Ð�ÔuÊuÊúÆ�ÌøÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ Æ Î	Ø	Æ ÈuÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÇuÆAÅ Ï´Ð�ÈuÊ¿Ì�Ð!ÉrÎ�Ê9ÓuÎ	Ï´ÉHÐ�Å�Á
Çuî$ð ì�Ð�ÌAÓÙÐ�Ì�Ð!ðé��ÓuÎ3Ð!ÉrÖAÇuî$ðJ��ÊuÏ�Ë	ÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuî$ðñÊ¿ì�ÕHÎ	Ó�å¬Ï´Ð!ð �+:�è ÅÎ	Ë�ÌAÆ Ý�ÌAÆ	Á
Ø	Æ9ÇÙÐ�Å Ç¿Ò�å¬ÇÙÐùÊuÇ���ÆAÓuÅ�Ð�ÔuÊ¿Ñ Æ9Î	Ø	Æ9ÆAâ=<4Î	ÅÎ]ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHË�ÌAÛ�Ð q̄

Ö Ë�Ò´ÅÅ�Ð�Ó8Á
Çuî$ð Ê¿ì�ÕHÎ	Ó�å¬Ï´Ð!ð Ê Æ ÈuÓuÎQÕHÎ�ÉrÖAÇuî$ðÿÊ¿ì�ÕHÎ	Ó�å¬Ï´Ð!ði��ÇÙÐ�Ë	Ï�Æ�ÉrÖAÏ�ÆøÒ´ÛAÎ�ÉrÊuÍÙÐ�ÌAË
Ñ
ì�Ð�ÌAÓÙÐ�ÌAî Æ�ÌµÒ´ÛAÎ�ÉrÊuÍuÎ	ÇuÊ¿Ñ�ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHË�ÌAÛ�ÐþÇÙÐ 5 Á 7���t-�+:+ü ÌAÆ¬Õ)Ð!ÉrÆµâAîýÌAÆAÍuÏ¿Ò
(q̄, C(q̄)) ÉrÊuÇuÎ	ÚuÇuÆAÚµÐ�ÈuÈuÓuÆAÏ�Ë	ÊuÅ�Ð�ÔuÊuÊ(�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuÊ¤Ê¿ì�ÕHÎ	Ó�åTÎ	ÏµÊ¬Î	Î�ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	Õ�ÁÇuÆAÚ C

′

(q̄) = c
:�� ÆAØJÕ)Ð�ÇÙÐ�ß ÈÙÐ�ÓÙÐ�ÅÎ�ÌAÓùõT��ÊuÏ�Ë	ÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuî$ðúÊ¿ì�ÕHÎ	Ó�åTÎ	Ï´÷ FÅÆ�åTÎ�Ì¤âAî�ÌAÖ¬ÛAî½ÍuÊuË�ÉrÎ	Ç³Ï´Ð�Ï F = C(q̄) − q̄C

′

(q̄)
: ö�ÇÙÐ!ÉrÆAØ	ÊuÍuÇuÆ¤Ê¤ÕÙÉÙÑôÓuÊ8Á

ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ :
æÞÆ	ÕHÛAÆ	ÕrÑ Ê¿ÌAÆAØµÆAâAË�Ò�åTÕHÎ	ÇuÊuí Ï´Ð!ÉrÊuâAÓuÆAÛAÏuÊ F

Ö Æ�ÌAÅÎ�ÌAÊuÅ�ÉÅî ÇuÎµÛ³Ë	Æ	Á
Ë�ÌAÆ�ÑuÇuÊuÊôÏ´Ð!ÉrÊuâAÓuÆAÛ�Ð�ÌAÖVÎ	ÎïÕ)Ð�åTÎÞÈuÓuÊuâ�ÉrÊ¿ì3Ê¿ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆ Ö ÈuÆAÝ�ÌAÆAÅCÒµÇuÊ¿åTÎvÐ�ÇÙÐ!ÉrÊ8Á
ì3ÊuÓ¿Ò´íïÌAË
ÑÿÛAË	Îþì3ÇÙÐ�ÍuÎ	ÇuÊ¿ÑúÈÙÐ�ÓÙÐ�ÅÎ�ÌAÓÙÐ F Ö Ë�Ò ã Î	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuî½ÎôÕÙÉÙÑùð�Ð�ÓÙÐ�Ï¿ÌAÎ	ÓÙÐ
ÈuÆAÛAÎQÕHÎ	ÇuÊ¿ÑôÛ�Æ�ÌAÓÙÐ�Ë�ÉrÊ :

æÞÎ	ÓuÎ�ð�Æ	ÕrÑôÏþÆAâAË�Ò�åTÕHÎ	ÇuÊuíáÈÙÐ�ÓÙÐ�ÅÎ�ÌAÓÙÐ D̃
Ö ÓÙÐ�Ë	Ë	ÅÆ�ÌAÓuÊuÅúÈÙÐ�ÓÙÐ�ÅÎ�ÌAÓ Ö

qNE =
√

F/β−γ
Ö Ï�Æ�ÌAÆAÓuî½Ú ÑuÛ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
ÑøÆAâ=<4Î	ÅÆAÅ Æ�Ì	ÕHÎ�ÉrÖAÇuÆAØ	Æ�ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐéÁ

ì3Ê¿Ñ¤ÛäÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	ÊuÊ¤ÜÞÝ�ßTÐ(��ÇuÎ	Ï�Æ�ÌAÆAÓuÆAÚ¤Æ�ÌAÈuÓÙÐ�ÛAÇuÆAÚ¬ÌAÆAÍuÏuÊ�ÕÙÉÙÑTÕHÓ¿Ò´Ø	Ê´ð¤ÓÙÐ�Û	Á
ÇuÆAÛAÎ	Ë	ÊuÚ �+:%� ÍuÎ	ÛAÊ�ÕHÇuÆ Ö Í¿ÌAÆ¯ÛAÎ�ÉrÊuÍuÊuÇÙÐ qNE

ì�Ð�ÛAÊuË	Ê¿ÌþÌAÆ�ÉrÖAÏ�ÆþÆ�ÌþÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	Õ�Á
Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuî$ð\��ÊuÏ�Ë	ÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuî$ðôÊ¿ì�ÕHÎ	Ó�åTÎ	ÏôÊ¯Ë	Ï´ÉrÆAÇuÇuÆAË�ÌAÊ�ÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ�ÏþÌAÆ	Á
Û�Ð�ÓuÇuÆAÅCÒ�ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3Êuí Ö Ê¬ÇuÎ¶ì�Ð�ÛAÊuË	Ê¿Ì�Æ�ÌäÈÙÐ�ÓÙÐ�ÅÎ�ÌAÓuÆAÛ�ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÊuÇuØ�Ð :�� Î	Å
ÛAî�ß�ÎA��ÊuÏ�Ë	ÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuî½Î]Ê¿ì�ÕHÎ	Ó�å¬ÏuÊ Ö ÌAÎ	Å âAÆ�ÉrÖ�ß�Î	Î³Óuî½ÇuÆAÍuÇuÆAÎ�ÈuÓuÆAË�ÌAÓÙÐ�Ç8Á
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Ë�ÌAÛAÆ;��ÆAâ=<4Î	ÅÿË	ÈuÓuÆAË3Ð � ÈuÆ�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Î�Ì¯Ï´Ð�åTÕHî½Ú]ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÖ¯ÛþÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	ÊuÊ Ö
ÍuÊuË�ÉrÆ�åTÎÞÊ´ðµÒ´ÅÎ	ÇuÖ�ßTÐ�Î�ÌAË
Ñ : Ü�Ð�ÈuÓuÆ�ÌAÊuÛ Ö ÍuÎ	Å9Ë	Ê´ÉrÖAÇuÎ	Î�Ë	Ï´ÉrÆAÇuÇuÆAË�ÌAÖ¬ÏþÓÙÐ�ì&Á
ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3Êuí β−γ

Ö ÌAÎ	ÅÿÅÎ	ÇuÖ�ß�Î�ÕHÆ�ÉÙÑ�Ï´Ð�åTÕHÆAØ	Æ¬ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ]ÇÙÐVÓuî½ÇuÏ�Î Ö
Í¿ÌAÆ¬Ì�Ð�Ï¿åTÎäÈuÓuÎQÕHË�Ì�Ð�Û�ÉÙÑuÎ�ÌAË
Ñ³ÉrÆAØ	ÊuÍuÇuî½Å Ö ÈÙÐ�ÓÙÐ�ÅÎ�ÌAÓ¯ð�ÆAÓuÆ�ß�Æ¤ÊuÇ¿ÌAÎ	ÓuÈuÓuÎ�ÌAÊ8Á
Ó¿ÒAÎ�ÌAË
Ñ@��ÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	Ê¿ÑþÌAÊuÈÙÐ ML Ê RL ÛAÎQÕrÒ�Ì¬Ë	Î	â�ÑôÐ�ÇÙÐ!ÉrÆAØ	ÊuÍuÇuÆ �+:

× ÆAâAË�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆ Ö Ý�Ì�ÐVÛAÎ�ÉrÊuÍuÊuÇÙÐ qNE
ÛAÛAÎQÕHÎ	ÇÙÐvÕÙÉÙÑþÌAÆAØ	Æ Ö ÛAî½ÓÙÐ�ì3Ê¿ÌAÖ¬Ë	Åî½Ë�É

Û�Ð�å¬ÇuÆAØ	ÆäÕÙÉÙÑþÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	Çuî$ð¯ÊuË"ð�Æ	ÕHÆAÛ¬ÈÙÐ�ÓÙÐ�ÅÎ�ÌAÓÙÐ

D̃ =
√

β−γ
α − c − cR√

F
=

α − c − cR
qNE

.

è ÍuÊuË�ÉrÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ$Ë�ÌAÆAÊ¿Ì�õ;ÊuÇ¿ÌAÎ	ÓuÛ�Ð!É�ÕHÆAÈ¿ÒAË�ÌAÊuÅî$ðäÔuÎ	Ç´÷Û½Æ�ÌAÓÙÐ�Ë�ÉrÊ Ö Ì : Î : õ Ó Ð�Ø Ó Ì>Á
Å Ñ�e { Ô Å Ó À�÷ α ��ÛAÎ	ÓAð¿Ç¿Ñ¿Ñ�Ø	ÓÙÐ�ÇuÊuÔ¿Ò�Ø	Æ�ÌAÆAÛAÇuÆAË�ÌAÊ ÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ�È´ÉHÐ�ÌAÊ¿ÌAÖ � ÅÊ8Á
Ç¿ÒAË�ÈuÓuÎQÕHÎ�ÉrÖAÇuî½Î�Ê¿ì�ÕHÎ	Ó�å¬ÏuÊþÇÙÐ�ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHË�ÌAÛAÆVÊµÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÊuÇuØ c + cR

:�u Ë�ÉrÊ
Ý�Ì�Ð]ÛAÎ�ÉrÊuÍuÊuÇÙÐ]ÓÙÐ�ÛAÇÙÐ�Ç¿Ò�Érí Ö ÌAÆ�Æ�ÌAÓÙÐ�Ë�ÉrÖ]ÇuÎµÅÆ�åTÎ�Ì�Ë�Ò ã Î	Ë�ÌAÛAÆAÛ�Ð�ÌAÖ :�� Î	Å
âAÆ�ÉrÖ�ß�ÎVÝ�Ì�Ð¯ÛAÎ�ÉrÊuÍuÊuÇÙÐ Ö ÌAÎ	Å âAÆ�ÉrÖ�ß�Î�Å�Ð�Ï�Ë	ÊuÅ�Ð!ÉrÖAÇuÆ	ÁKÛAÆ�ì3ÅÆ�å¬ÇuÆAÎ�â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	Æ	Á
Ë�ÌAÆ�ÑuÇuÊuÎ Ö Ï�Æ�ÌAÆAÓuÆAÎôÅÆ�åTÎ�Ì âAî�ÌAÖøÓÙÐ�ì�ÕHÎ�ÉrÎ	ÇuÆ ÅÎ�åTÕrÒ ÊuØ	ÓuÆAÏ´Ð�ÅÊúÛ ÊuØ	ÓuÎ�Ê
õ;ÍuÊuË�ÌAî½ÅÊôÈuÆ�ÌAÎ	Ó�ÑuÅÊ´÷ :3 ÓuÆAÅÎôÌAÆAØ	Æ Ö ÅÆ�å¬ÇuÆøÌ�Ð�Ï¿åTÎ¯Õ)Ð�ÌAÖùÊuÇ¿ÌAÎ	ÓuÈuÓuÎ�Ì�Ð�ÔuÊuí ÈÙÐ�ÓÙÐ�ÅÎ�ÌAÓÙÐ D̃ Û
ÌAÎ	ÓuÅÊuÇÙÐ!ð�Ò�åTÎÈuÆ�ÉÙÒ´ÍuÎ	ÇuÇuÆAØ	ÆïË	ÆAÔuÊÙÐ!ÉrÖAÇuÆ	ÁKÝ	�.��Î	Ï¿ÌAÊuÛAÇuÆAØ	ÆïÆAâ=<4Î	Å�Ð qMaxW =

qNE

√
2 + 4F Ê �*M � Mw�ÞÄ3º'P � Ã À�Ã	È���Ã�£ � Ã���ÃùÃ�L�ê�¾4�ÞÄ qMin Ö Ï�Æ�ÌAÆAÓuî½Ú Ø�ÐéÁ

ÓÙÐ�Ç¿ÌAÊuÓ¿ÒAÎ�ÌùÇuÎ	Æ�ÌAÓuÊuÔÙÐ�ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆAË�ÌAÖùÈuÓuÊuâAî$ÉrÎ	ÚúÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐøÊ Ï´Ð�åTÕHÆAØ	Æ ÈuÓuÆ	Á
Ê¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ :uè Î�ÉrÊuÍuÊuÇÙÐ qMin ÇÙÐ!ð�Æ	ÕHÊ¿ÌAË
ÑµÊ¿ìïÒAË�ÉrÆAÛAÊ¿Ñ¤ÇuÎ	Æ�ÌAÓuÊuÔÙÐ�ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆAË�ÌAÊ
ÈuÓuÊuâAî$ÉrÊ (α − c − cR)qMin − (F + FR) ≥ 0

:
n Ì�Ð�Ï Ö ÊuÅÎ	Î	Å

D̃ = β−γ

√

F +
1

2
· qMaxW

qMin
.

� ÌAË	íOÕ)Ð�ÛAÊ�ÕHÇuÆ Ö Í¿ÌAÆ�ÈuÆ�ÌAÎ	ÇuÔuÊÙÐ!ÉôÆ�ÌAÓÙÐ�Ë�ÉrÊ¤Ø	Î	ÇuÎ	ÓuÊuÓuÆAÛ�Ð�ÌAÖ�ÈuÓuÊuâAî$ÉrÖ�ÆAÏ´Ð�ì3îsÁ
Û�Ð�Î�ÌÞÈuÆ�ÉrÆ�å¬Ê¿ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆAÎ½Û�ÉrÊ¿ÑuÇuÊuÎ�ÇÙÐ D̃ ��ÊTÈuÆAÝ�ÌAÆAÅCÒ Ö Ë	ÆAØ"ÉHÐ�Ë	ÇuÆÞÈuÓuÊuÛAÎQÕHÎ	ÇuÇuî½Å
ÓuÎ�ì	Ò�ÉrÖ�Ì�Ð�Ì�Ð�Å Ö ÇÙÐµÏ�Æ�ÉrÊuÍuÎ	Ë�ÌAÛAÆôÓÙÐ�ì3ÇuÆAÛAÊ�ÕHÇuÆAË�ÌAÎ	Ú N

�+Ö ÇuÆþÛAÅÎ	Ë�ÌAÆ¯ÔuÎ	ÇuÆAÛAÆAØ	Æ
ÛAî½ÓÙÐ�åTÎ	ÇuÊ¿Ñ α−c−cR

Ý�ÌAÆAØ	ÆÞÈuÆ�ÌAÎ	ÇuÔuÊÙÐ!ÉHÐ�ì�ÕHÎ	Ë	Ö�ÊuÅÎ	Î�ÌAË
Ñ�Ï�Æ�ÉrÊuÍuÎ	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆAÎ
ÛAî½ÓÙÐ�åTÎ	ÇuÊuÎ qMaxW

qMin

:
Ê � ] �¿£ä¨6°�½+±?°?¦��?��±?�'è?±?�'a��L�r±%ë?¦�±%$u�?��ë?°?°ô±?�T©Ù¨6��ì��o A�o #$u�w½+±?°?¦r¡��r©'íGî
¦,&Þ�þ¡_ë?¦�±?� ° �?����±?�r�r©r�?����°?¦

� Î	ÈuÎ	ÓuÖ�ÅîúØ	Æ�ÌAÆAÛAî9Ë	ÓÙÐ�ÛAÇuÊ¿ÌAÖäÓuÎ�ì	Ò�ÉrÖ�Ì�Ð�ÌAî Ö ÈuÆ�ÉÙÒ´ÍuÎ	ÇuÇuî½Î�Û�ÓuÎ�ì	Ò�ÉrÖ�Ì�Ð�ÌAÎ
ÛAî½ÍuÊuË�ÉrÎ	ÇuÊ¿Ñ³ÓÙÐ�ì�ÉrÊuÍuÇuî$ðôÌAÊuÈuÆAÛ¤ÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	ÊuÚ :Hè Ý�ÌAÆAÅ ÓÙÐ�ì�ÕHÎ�ÉrÎ�ÇÙÐ�Ëvâ�Ò3ÕHÎ�Ì



� �r r�u�?±?�r¦��?����±?�r�r©r�?����°?¦³ ø�?�! #"?�?¦��¦�¨6°%$u¦�¨6ªr±?�'& �L�u±?�¿¨6¦ ?>5

Ø"ÉHÐ�ÛAÇuî½Å ÆAâAÓÙÐ�ì3ÆAÅÿÊuÇ¿ÌAÎ	ÓuÎ	Ë	ÆAÛ�Ð�ÌAÖ¯Û�ÉrÊ¿ÑuÇuÊuÎTÇÙÐµâ�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊuÎäõ;ÅÆAÇuÆAÈuÆ	Á
ÉrÊ¿ì�Ð�ÔuÊuÊ´÷³Óuî½ÇuÏ´ÐùâAÆ�ÉrÖ�ß�ÊuÅÊúÌAÆAÓuØ	ÆAÛAî½Å Ë	Î�Ì�ÑuÅÊ :¶è ÇÙÐ�ß�Î	ÚÿÅÆ	ÕHÎ�ÉrÊÿÝ�ÌAÆ
ÓÙÐ�Ë	Ë	Å�Ð�ÌAÓuÊuÛ�Ð�Î�ÌAË
Ñ¤Ï´Ð�Ï�Ë	Ê¿Ì�Ò�Ð�ÔuÊ¿Ñ RL ÛAÆ�ì3ÇuÊuÏ´Ð�í ã Ð�ÑVÈuÆAË�ÉrÎ½Ï�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊ
Óuî½ÇuÏ´Ð :

ÜÞÆ�ËµÍuÎ	ÅáÎ	Î¤Ë	ÓÙÐ�ÛAÇuÊuÛ�Ð�ÌAÖ Ö Ï´Ð�Ï´Ð�Ñ ÅÆ	ÕHÎ�ÉrÖC��Ê´ÉrÊùÏ�ÆAÇuÔuÎ	ÈuÔuÊ¿ÑùÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ+Á
Ë	Ê¿Ñ � ÉÙÒ´Í¿ß�ÎvÆAÈuÊuË	î½Û�Ð�Î�ÌVË	Ê¿Ì�Ò�Ð�ÔuÊuíáÛVë?ÆAË	Ë	ÊuÊ¯ÈuÎ	ÓuÎQÕ�ÌAÎ	Å Ö Ï´Ð�ÏþÈuÓuÆAÊ¿ì3Æ�ßvÉHÐ
Ï�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊ¿Ñ�ÛïÇÙÐ�ÍÙÐ!ÉrÎOé�é�ê+ÛAÎ	Ï´Ð;É NR

Ö
Nash (NE) Ê´ÉrÊ ML ? 3 ÆAÇuÎ	ÍuÇuÆ Ö

ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	Óuî Ë�Ò ã Î	Ë�ÌAÛAÆAÛ�Ð!ÉrÊ�ÕHÆ�ÛAÆ�ì3ÇuÊuÏuÇuÆAÛAÎ	ÇuÊ¿Ñ ÌAÆAÓuØ	ÆAÛAî$ðøË	Î�ÌAÎ	Ú Ö Ê Ï´Ð�å�Á
ÕHî½Ú Ê¿ì¬ÇuÊ´ð]ÊuÅÎ�É ÆAÈuÓuÎQÕHÎ�ÉrÎ	ÇuÇ¿Ò´í Ë�ÌAÎ	ÈuÎ	ÇuÖ ºHÃ�¡�Ä3º'P � Ã�  Óuî½ÇuÆAÍuÇuÆAÚ Ë	Ê´Érî Ö
ÇÙÐ�ÈuÓuÊuÅÎ	Ó Ö ÛùÏ´Ð�Ï�ÆAÅ�ÁKÇuÊuâ�Ò3ÕHÖùØ	ÆAÓuÆ	ÕHË	Ï�ÆAÅ ÓÙÐ�ÚuÆAÇuÎ : æÞÆAÝ�ÌAÆAÅCÒ Ö ÕÙÉÙÑÿÇÙÐ�ß�Ê´ð
ÓÙÐ�Ë	Ë	ÅÆ�ÌAÓuÎ	ÇuÊuÚôÊþË	ÓÙÐ�ÛAÇuÎ	ÇuÊuÚ Ö Åî Æ�ÌAÛAÎ	ÓuØ�Ð�Î	Å NR ÅÆ	ÕHÎ�ÉrÖ Ö Ï�Æ�ÌAÆAÓÙÐ�ÑþÈuÓuÎQÕ�Á
ÈuÆ�ÉHÐ�Ø�Ð�Î�ÌÞË	ÆAÛAÎ	Ó¿ß�Î	ÇuÇ¿Ò´í Ï�ÆAÇuÏ¿Ò´ÓuÎ	ÇuÔuÊuí ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓuÆAÛ :�1 ÉÙÑvÌAÆAØ	Æ�Í¿ÌAÆAâAîùÛAîsÁ
âAÓÙÐ�ÌAÖ�ÅÎ�åTÕrÒ Nash Ê ML ÅÆ	ÕHÎ�ÉÙÑuÅÊ Ö Åî Èuî�Ì�Ð�Î	ÅË
Ñ¯ÈuÆAÇ¿Ñ¿ÌAÖ Ö ÊuÅÎ	íïÌTÉrÊ
ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÊ¬ÇuÎ	Ï�Æ�ÌAÆAÓ¿Ò´íÿÓuî½ÇuÆAÍuÇ¿Ò´íÿÛ�ÉHÐ�Ë�ÌAÖ�Û�ÈuÎ	ÓuÎ	Ø	ÆAÛAÆAÓÙÐ!ð�Ë�Ï´Ð�åTÕHî½Å
ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓuÆAÅ Ö Ê´ÉrÊ�ÆAÇuÊ¯ÅÊuÆAÈuÊuÍuÎ	Ë	ÏuÊd��â�ÉrÊ¿ì3ÆAÓ¿Ò´Ï�Æ � ÓuÎ3Ð�Ø	ÊuÓ¿Ò´íïÌµÇÙÐVÈuÆ�ÑuÛAÊuÛ	Á
ßäÒ´í�Ë
ÑþÇÙÐäÓuî½ÇuÏ�Î�ÌAÆAÓuØ	ÆAÛ�Ò´íñÇÙÐ�ÕHâ�Ð�ÛAÏ¿Ò r ?�æÞÎ	ÓuÛ�Ð�Ñ¤Ø	ÊuÈuÆ�ÌAÎ�ì�Ð�ÈuÓuÎQÕHË�Ì�Ð�Û�ÉÙÑ8ÁÎ�ÌAË
Ñ�ÇÙÐ�ÊuâAÆ�ÉrÎ	Î�ÈuÓÙÐ�Û!ÕHÆAÈuÆ	ÕHÆAâAÇuÆAÚ�Ê�ÑuÛ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
Ñ³ÆAË	ÇuÆAÛAÇuÆAÚ¯ÕÙÉÙÑ³ÇÙÐ�Ë :Æ� Î	Å ÇuÎ
ÅÎ	ÇuÎ	Î Ö Åî ÓÙÐ�Ë	Ë	Å�Ð�ÌAÓuÊuÛ�Ð�Î	ÅùÌ�Ð�Ï¿åTÎ�ÊµÛ�ÌAÆAÓ¿Ò´í ÈuÆAË�Ì�Ð�ÇuÆAÛAÏ¿Ò :'� ÌAÅÎ�ÌAÊuÅ Ö Í¿ÌAÆ
ÆAÇÙÐþÇuÎ�Õ)Ð�Î�Ì�ÇuÊuÍuÎ	Ø	ÆôÈuÓuÊuÇuÔuÊuÈuÊÙÐ!ÉrÖAÇuÆôÇuÆAÛAÆAØ	Æ Ö ÈuÓuÊuÛAÆ	ÕrÑ Ï Ð�ÇÙÐ!ÉrÆAØ	ÊuÍuÇuî½Å
ÛAî½ÛAÆ	Õ)Ð�Å :

� Ë	ÇuÆAÛAÇuÆAÚTÌAÓ¿Ò3ÕHÇuÆAË�ÌAÖAí ÈuÓuÊ�ÊuÇ¿ÌAÎ	ÓuÈuÓuÎ�Ì�Ð�ÔuÊuÊþÝ�ÌAÊ´ðVË	ÓÙÐ�ÛAÇuÎ	ÇuÊuÚ�ÑuÛ�ÉÙÑuÎ�Ì	Á
Ë
Ñ¬Æ�ÌAÆ�åTÕHÎ	Ë�ÌAÛ�ÉrÎ	ÇuÊuÎ ¾IN�M � ÂIH�À�¾ �!� Ã���Ã ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ�ÛvÆAâAÆAÊ´ðVÅÆ	ÕHÎ�ÉÙÑ´ðA� NashÊ´ÉrÊ ML

� Ë � � Ã���Mw�*M ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ�ÅÊ¤ÛÞÓuÎ3Ð!ÉrÖAÇuÆAË�ÌAÊ :wu Ë�ÉrÊVÈuÓuÎQÕHÈuÆ�ÉrÆ�å¬Ê¿ÌAÖ Ö
Í¿ÌAÆäÉrÆAÏ´Ð!ÉrÖAÇuÆ�Óuî½ÇuÆAÍuÇÙÐ�ÑµË	Ê´ÉHÐäÆAË�Ì�Ð�Î�ÌAË
Ñ¯ÈuÓuÊuÅÎ	ÓuÇuÆ�Ì�Ð�Ï�ÆAÚ¤åTÎ�ÈuÆAË�ÉrÎ�Ï�ÆAÇ8Á
ÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊ Æ�ÌAÓÙÐ�Ë�ÉrÊøÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÊuÇuØ�Ð Ö ÌAÆôØ"ÉHÐ�ÛAÇuÆAÎVÊ¿ì3ÅÎ	ÇuÎ	ÇuÊuÎ�ÕHÆ�ÉÙå¬ÇuÆ¯âAî�ÌAÖ
ÛvÊ¿ì�ÕHÎ	Ó�å¬Ï´Ð!ð :´è Æ�ì3ÅÆ�å¬ÇuÆ Ö Ûvë?ÆAË	Ë	ÊuÊ¬ÌAÆAÓuØ	ÆAÛAî½ÎïÊ¿ì�ÕHÎ	Ó�å¬ÏuÊ¬ÇuÎ¶Ê¿ì3ÅÎ	Ç¿Ñ´ÉrÊuË	Ö
Ë�ÉrÊ¿ß�Ï�ÆAÅÿË	Ê´ÉrÖAÇuÆ¬ÊuÅÎ	ÇuÇuÆ¬Û¬Ë	Ê´ÉÙÒ¯Ï�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊ³Ë	ÆAâAË�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆAË�ÌAÊ³Ï´Ð�Ï¯Ì�ÐéÁ
Ï�ÆAÛAÆAÚ���ÆAË�Ì�Ð�ÛAÊuÅ Û¬Ë�ÌAÆAÓuÆAÇuÎ�ÕHÓ¿Ò´Ø	ÊuÎäÈuÓuÊuÍuÊuÇuî �+:×3 ÆAÇuÎ	ÍuÇuÆ Ö ÌAÆAÓuØ	ÆAÛAî½Î�Ë	Î�ÌAÊ
Ý	Ï�ÆAÇuÆAÅÊ´ÉrÊ¤Ï�ÆAÎ+ÁKÍ¿ÌAÆvÇÙÐ�ÎQÕHÊuÇuÆAÚ¬â�Ò�ð¿Ø�Ð!ÉÙÌAÎ	ÓuË	Ï�ÆAÚþÆ�ÌAÍuÎ�ÌAÇuÆAË�ÌAÊ Ö ÎQÕHÊuÇuî$ð¬Ë	ÈuÎ+Á
ÔuÊÙÐ!ÉrÊuË�Ì�Ð!ð³ÈuÆ¤Å�Ð�ÓuÏ�Î�ÌAÊuÇuØ�Ò�Ê Ö ÆAË	ÆAâAÎ	ÇuÇuÆ Ö ÎQÕHÊuÇuÆAÅÿË	ÇÙÐ�â�åTÎ	ÇuÊuÊ : û¯îýÈuÓuÎQÕ�Á
ÈuÆAÍuÊ¿Ì�Ð�Î	ÅúÊuØ	ÇuÆAÓuÊuÓuÆAÛ�Ð�ÌAÖVÝ�ÌAÆVÊ¿ì3ÅÎ	ÇuÎ	ÇuÊuÎvÊ¯ÈuÓuÎQÕHÈuÆ�ÉHÐ�Ø�Ð�ÌAÖ Ö Í¿ÌAÆ-�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊ¿Ñ
ÌAÆAÓuØ	ÆAÛAî$ð�Ê¿ì�ÕHÎ	Ó�åTÎ	Ï FR + cqR

ÆAË�Ì�Ð�Î�ÌAË
Ñ ÇuÎ	Ê¿ì3ÅÎ	ÇuÇuÆAÚ ÛAÆµÛAÓuÎ	ÅCÑ]Ï�ÆAÇuÔuÎ	Ç8Á
ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊ :�� ÆAÅCÒ�Î	Ë�ÌAÖvÕHÛAÎ�ÈuÓuÊuÍuÊuÇuî :uè Æ	ÁKÈuÎ	ÓuÛAî$ð Ö Åî9ð�Æ�ÌAÊuÅ Ð�ÇÙÐ!ÉrÊ¿ÌAÊuÍuÎ	Ë	ÏuÊ
Æ�Ì	ÕHÎ�ÉrÊ¿ÌAÖµÝ	�.��Î	Ï¿Ì¤Óuî½ÇuÆAÍuÇuÆAÚ�Ï�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊ³Æ�Ì¬Ý	Ï�ÆAÇuÆAÅÊuÊ Ö ÆAâ�ÒAË�ÉrÆAÛ�ÉrÎ	Ç8Á
ÇÙÐ�ÑÿÓuÆAË�ÌAÆAÅ Å�Ð�Ë�ßäÌ�Ð�âAÆAÛùÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÊuÇuØ�Ðc��ÈuÆ�ÉrÆ�å¬Ê¿ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆAØ	ÆùÝ	�.��Î	Ï¿Ì�ÐùÅ�Ð�Ë+Á
ßäÌ�Ð�â�Ð �+:+è Æ	ÁKÛ�ÌAÆAÓuî$ð Ö ÈuÆAË	Ï�Æ�ÉrÖAÏ¿Ò�ÇÙÐ�ÅÊ³â�Ò3ÕHÎ�ÌþÈuÆAÏ´Ð�ì�Ð�ÇuÆ Ö Í¿ÌAÆµÏ�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐéÁ
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ÔuÊ¿ÑVÆAÏ´Ð�ì3î½Û�Ð�Î�ÌäÈuÆ�ÉrÆ�å¬Ê¿ÌAÎ�ÉrÖAÇuî½Ú¬Ý	�.��Î	Ï¿ÌäÇÙÐ�â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊuÎ Ö ÌAÆvÝ�ÌAÆäÇÙÐéÁ
ß�Îþì�Ð�Ï´Érí�ÍuÎ	ÇuÊuÎ¯ÅÆ�åTÎ�Ì�ÌAÆ�ÉrÖAÏ�Æ K�ÂIM�º'M!H/P�Âr��Ö Î	Ë�ÉrÊ9Åî ÛAÛAÎQÕHÎ	ÅáÌ�Ð�Ï¿åTÎþÛ
ÓÙÐ�Ë	Ë	ÅÆ�ÌAÓuÎ	ÇuÊuÎäÈuÆ�ÉrÆ�å¬Ê¿ÌAÎ�ÉrÖAÇuî½ÎvÝ	�.��Î	Ï¿ÌAî Å�Ð�Ë�ßäÌ�Ð�â�Ð :
Ê � ] � ç ç��b�¯¦��%$u�j"?¦��?¦�ïH������'$

ML
�

RL

è ÕHÆAÈuÆ�ÉrÇuÎ	ÇuÊuÎäÏ¯ËJÕHÎ�ÉHÐ�ÇuÇuî½Å ÈuÓuÎQÕHÈuÆ�ÉrÆ�åTÎ	ÇuÊ¿ÑuÅ Ö Åî Ì�Ð�Ï¿åTÎ�ÕHÆ�ÉÙå¬Çuî ÕHÆ	Á
â�Ð�ÛAÊ¿ÌAÖÞÏ�ð�Ð�ÓÙÐ�Ï¿ÌAÎ	ÓuÊ¿ì�Ð�ÔuÊuÊVÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	ÊuÚ�ÇuÎ	ÓÙÐ�ÛAÎ	ÇuË�ÌAÛ�Ð NML ≥ 0, NRL ≥ 0

Ö
ÈuÆ�ÉÙÒ´ÍuÊuÛVË�ÉrÎQÕrÒ´í ã ÊuÎvÒAË�ÉrÆAÛAÊ¿Ñ¯ÇÙÐTÏ�ÆAÅâAÊuÇÙÐ�ÔuÊuÊ¯ÈÙÐ�ÓÙÐ�ÅÎ�ÌAÓuÆAÛ F Ê D̃/β−γ

Ö
Ø�Ð�ÓÙÐ�Ç¿ÌAÊuÓ¿Ò´í ã ÊuÎ�ÇuÎ	È¿ÒAË�ÌAÆ�Ì�ÒôÓuî½ÇuÏ´Ð;É

D̃/β−γ ≥ 4 ·
√
F , Î	Ë�ÉrÊ F ≥ 1,

D̃/β−γ ≥ max{2 ·
√

2, 2 · (F + 1)}, Î	Ë�ÉrÊ F < 1.
� � : =��

� Î	ÈuÎ	ÓuÖ Ö ÈuÓuÊVÝ�ÌAÊ´ð¬ÆAØ	ÓÙÐ�ÇuÊuÍuÎ	ÇuÊ¿Ñ´ð Ö Åî9ÅÆ�åTÎ	Å�Ë	��ÆAÓuÅCÒ�ÉrÊuÓuÆAÛ�Ð�ÌAÖvØ"ÉHÐ�Û	Á
Çuî½Î¶ÓuÎ�ì	Ò�ÉrÖ�Ì�Ð�ÌAî Æ�Óuî½ÇuÆAÍuÇuÆAÚVÏ�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊ Ö Î	Ë�ÉrÊVÎ	Î¶ÅÆ	ÕHÎ�ÉrÊuÓuÆAÛ�Ð�ÌAÖvÏ´Ð�Ï
ÈuÎ	ÓuÎ�ð�Æ	Õ�Æ�ÌVÓuÎ�å¬ÊuÅ�Ð ML Ï¯ÓuÎ�å¬ÊuÅCÒ RL

:
�ä¨6��ì��o A�o #$u�w½+±?°?¦r� æÞÆAË�ÉrÎÞÇuÎ	Ë�ÉrÆ�å¬Çuî$ðµÈuÓuÎ	ÆAâAÓÙÐ�ì3ÆAÛ�Ð�ÇuÊuÚ Ö ÈuÆ�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Î	Å Ë�ÉrÎ+Á
ÕrÒ´í ã Î	Î
Û $u r¦��ÆÜ��¦�±?°?¦ ] �|Ý Á � Ã�¼ � Ä��J¡�Ã �!¢ ¾ � H�O�Ä ¢ Mw�cN!ÄA¾IH D Ã
ºHÃ�£0M!H�¾;º'P � ÁG 
ÂIß�ß�¾I¡�H ÂQH�Ã�¼w¡�M/È�OH¾ � Mw�¬ÂIK��¿�ÞÄ:O � Ã���Ã8LQºrÄ#��Ã!Â	Ã!ÂIH�ÃI� � Mw�µÃ�L�Ç�¾	ÂIH�À�Ä�Þ�¡�Ä=¡äÀ
Â;º'K�¼´ÄA¾�O�ÄAÀ � Ã!À�¾	ÂIM! ¯Â�Ã���O�Ä � MÙ¼¿¾ � Mr¾4�áÀ�qrÃ�N!Ä�Þ_HTÄ=¡-M¯À D OHÃ�H/MrÀ�Ã D Ã
ºHÃ�£ � Ã��
Â;º'K�¼´ÄA¾�É /�(

æÞÓuÆAÏ�ÆAÅÅÎ	Ç¿ÌAÊuÓ¿ÒAÎ	Å Ý�ÌAÆ�ÌùÓuÎ�ì	Ò�ÉrÖ�Ì�Ð�Ì : Ü�Ð�ÈuÎ	ÓuÛAî½Ú Û�ì3Ø"ÉÙÑ�Õ Ö ÓuÆAË�Ì â�ÉHÐéÁ
Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿Ñ�Ï´Ð�åTÎ�ÌAË
ÑôÏ�ÆAÇ¿ÌAÓ8ÁKÊuÇ¿Ì�Ò´Ê¿ÌAÊuÛAÇuî½Å :�� âAî½ÍuÇuÆVÆ�å¬Ê�Õ)Ð�íïÌAË
Ñ¯Ë	ÆAÔuÊ8Á
Ð!ÉrÖAÇuî½Î�ÈuÆ�ÌAÎ	ÓuÊ�Æ�ÌÞÓuî½ÇuÆAÍuÇuÆAÚTÏ�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊ :,n ÅÎ	ÇuÇuÆ�Ì�Ð�ÏuÊuÎOõJÐ�Ç¿ÌAÊ8Á�ÌAÓÙÐ�Ë+Á
ÌAÆAÛAî½Î�÷�ÈuÓuÊuÍuÊuÇuî Ë�ÌAÆ�Ñ¿Ìïì�Ð½ÇuÎQÕ)Ð�ÛAÇuÊuÅ���ÇuÆ�ÑuâAÓuÖ ?=�#�>9 Ø	Æ	Õ)Ð � ÛAÇuÎ	Ë	Î	ÇuÊuÎ	ÅôÛ¿�´Æ	Á
Ë�Ò3Õ)Ð�ÓuË�ÌAÛAÎ	ÇuÇ¿Ò´í 1 Ò´ÅCÒ]ë�� ÇuÆAÛAÆAØ	Æµì�Ð�Ï�ÆAÇÙÐ Ö ÆAØ	ÓÙÐ�ÇuÊuÍuÊuÛ�Ð�í ã Î	Ø	ÆµÕHÎ�Ñ¿ÌAÎ�ÉrÖ	Á
ÇuÆAË�ÌAÖTÌAÆAÓuØ	ÆAÛAî$ðµË	Î�ÌAÎ	Ú : æÞÆAÍuÎ	ÅCÒVåTÎ�ÅÆ�åTÎ�ÌTÈuÓuÆAÊ¿ì3ÆAÚ¿ÌAÊþÓuÆAË�Ì�â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ	Á
ÑuÇuÊ¿Ñ Ö ÐTÇuÎ�Æ�å¬Ê�Õ)Ð�Î	ÅÆAÎ�ÈÙÐ�ÕHÎ	ÇuÊuÎ�?1 ÉÙÑ¬Æ�ÌAÛAÎ�Ì�ÐTÇÙÐvÝ�ÌAÆ�Ì�ÛAÆAÈuÓuÆAË�Åî Ë	ÇÙÐ�ÍÙÐ!ÉHÐäÈuÓuÊuÛAÎQÕHÎ	ÅùÆAâ ã ÊuÎ�ÈuÓuÊuÍuÊuÇuî Ö
Ð¤ì�Ð�ÌAÎ	Å Ê¿ì	Ò´ÍuÊuÅ Ê¿ì3ÅÎ	ÇuÎ	ÇuÊuÎVÆAâ=<4Î	ÅÆAÛ¤ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHË�ÌAÛ�ÐþÊ³ÍuÊuË�ÉHÐµÓÙÐ�ì3ÇuÆAÛAÊ�Õ�Á
ÇuÆAË�ÌAÎ	Ú â�ÉHÐ�Ø�Ð Û ÓuÎ�ì	Ò�ÉrÖ�Ì�Ð�ÌAÎ]Ï�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊ :½è ÆAÆAâ ã ÎôØ	ÆAÛAÆAÓ�Ñ Ö Û ÌAÎ	ÆAÓuÊuÊ
Æ�ÌAÓÙÐ�Ë�ÉrÎ	ÛAî$ðùÓuî½ÇuÏ�ÆAÛ³Ê¿ì3ÛAÎ	Ë�ÌAÎ	ÇùÓuÎ�ì	Ò�ÉrÖ�Ì�Ð�Ì Ö Í¿ÌAÆ¯ÕHÛ�Ò�ð´Ò´ÓuÆAÛAÇuÎ	Û�Ð�Ñ ÅÆAÇuÆAÈuÆ	Á
ÉrÊ¿ÑÿÈuÆAÓuÆ�åTÕ)Ð�Î�Ì â��Æ�ÉrÖ�ßäÒ´í ÛAÎ�ÉrÊuÍuÊuÇ¿ÒúÍuÊuË�ÌAî$ð ÈuÆ�ÌAÎ	ÓuÖùâ�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿Ñ Ö

Rð} Z ,�0�8JE�I G 0�. W ML = W RL -�.	I G D!S;,�8 G Ijy G .�:�=�*3.�M!/!DT0�8"I;=	RÙ,�I;M!8Jx!D�tCD�~!8"I;*3.	R¯I;.�X
. G E!.I�O8JE!D!D�M�,�/�,�Ru8 G /!.�0�� D̃

β
−γ

= 2
√

2 F =
√

2 − 1 %
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ÍuÎ	Å ÈuÓuÆAË�Ì�Ð�Ñ ÅÆAÇuÆAÈuÆ�ÉrÊ¿Ñ : æÞÆAÝ�ÌAÆAÅCÒ Ö Ï�ÆAØJÕ)Ð]ÕHÛ�Ò�ð´Ò´ÓuÆAÛAÇuÎ	Û�Ð�ÑúÅÆAÇuÆAÈuÆ�ÉrÊ¿Ñ
ÆAÏ´Ð�ì3î½Û�Ð�Î�ÌAË
Ñ¯ÛAÎ	Ó¿ÌAÊuÏ´Ð!ÉrÖAÇuÆ�ÊuÇ¿ÌAÎ	Ø	ÓuÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuÆAÚ¯ÍuÎ	ÓuÎ�ìvÏ�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuíýË	ÆAâ	Á
Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆAË�ÌAÊ Ö Ý�ÌAÆ�ÅÆ�åTÎ�Ì�âAî�ÌAÖ�ÛAî½Ø	Æ	ÕHÇuÆ�ÆAâ ã Î	Ë�ÌAÛ�Ò :Aè ÇÙÐ�ß�Î	Å³Ë�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Î$ÇuÎ	Í¿ÌAÆ
ÈuÆ3ð�Æ�åTÎ	Î�ÈuÓuÆAÊuË"ð�Æ	ÕHÊ¿ÌùÈuÓuÊ9Ø	ÆAÓuÊ¿ì3ÆAÇ¿Ì�Ð!ÉrÖAÇuÆAÚ Ï�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊ Ö ÌAÆ�ÉrÖAÏ�Æ Ê¿ì&Á
ÅÎ	ÇuÎ	ÇuÊ¿ÑþÛäÏ�Æ�ÉrÊuÍuÎ	Ë�ÌAÛAÎ�ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÛAÊ�ÕHÇuÆAË�ÌAÎ	ÚµÒAË�ÉrÆ�å¬Ç¿ÑuíïÌTÏ´Ð�Ó¿ÌAÊuÇ¿Ò :³1 Î	ÚuË�ÌAÛAÊ8Á
ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆ Ö Ï�ÆAØJÕ)Ð�ÉrÊ�ÕHÎ	Ó8ÁKÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÖTÅÆAÇuÆAÈuÆ�ÉrÊuË�ÌAÊuÍuÎ	Ë	ÏuÊþÆAÈ¿ÌAÊuÅÊ¿ì3ÊuÓ¿ÒAÎ�Ì
Ë	ÛAÆAíñÔuÎ	Ç¿Ò¬Ë�Ò´ÍuÎ�ÌAÆAÅ ÆAÈ¿ÌAÊuÅ�Ð!ÉrÖAÇuÆAØ	ÆTÆ�ÌAÛAÎ�Ì�ÐTÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ Ö ÌAÆTÝ�Ì�Ð�Ë	Ê¿Ì�Ò�Ð�ÔuÊ¿Ñ
ÈuÆ3ð�Æ�å�Ð ÇÙÐ Ë�ÉÙÒ´ÍÙÐ�ÚÿÕHÛ�Ò�ð´Ò´ÓuÆAÛAÇuÎ	ÛAÆAÚñÅÆAÇuÆAÈuÆ�ÉrÊuÊ : Ü�Ð�ÆAâAÆAÓuÆ�Ì Ö Ï�ÆAØJÕ)Ð ÅÆ	Á
ÇuÆAÈuË	ÆAÇuÊuË�ÌAÊuÍuÎ	Ë	ÏuÊuÚº��Ê Ì�Ð�Ï¿åTÎôÅÆAÇuÆAÈuÆ�ÉrÊuË�ÌAÊuÍuÎ	ÏuÊuÚ � ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	Ó ÈuÆ�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Î�Ì
Ë�Ò ã Î	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇ¿Ò´í Óuî½ÇuÆAÍuÇ¿Ò´í Ë	Ê´ÉÙÒúÇÙÐ�ÕñÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑuÅÊ Ö Ý�ÌAÆùÛ Ï´Ð�Ï�ÆAÅ�Á
ÌAÆäË	Åî½Ë�ÉrÎ�â�ÉrÊ¿ì3Ï�ÆäÏVÛAÎ	Ó¿ÌAÊuÏ´Ð!ÉrÖAÇuÆAÚ¬Ï�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊ Ö ÈuÆAË	Ï�Æ�ÉrÖAÏ¿Ò�ÈuÎ	ÓuÎQÕ)Ð�Î�Ì
ÈuÓuÊuÇ¿Ñ¿ÌAÊuÎ³ÓuÎ�ß�Î	ÇuÊ¿ÑÿÛ Ã�N � M Ó¿Ò´ÏuÊ : × Ý�ÌAÆAÚ ÆAâ ã Î	ÚúÌAÆAÍuÏuÊúì3ÓuÎ	ÇuÊ¿Ñ Ö ÓuÆAË�Ì
â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿ÑùÇuÎ¬ÑuÛ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
Ñ Ë�ÉrÊ¿ß�Ï�ÆAÅýÒ3ÕHÊuÛAÊ¿ÌAÎ�ÉrÖAÇuî½Å : û¯î Ö Û�Ë�Ò ã ÇuÆ	Á
Ë�ÌAÊ Ö ÓÙÐ�Ë	ÈuÓuÆAË�ÌAÓÙÐ�ÇuÊ´ÉrÊ ÈuÆ	ÕHÆAâAÇuî½ÎTÊ�ÕHÎ	Ê�ÇÙÐµÅ�Ð!ÉrÆAÊuË	Ë�ÉrÎQÕHÆAÛ�Ð�ÇuÇuî½Î�Æ�ÌAÇuÆ�ß�Î+Á
ÇuÊ¿ÑVÌAÆAÓuØ	ÆAÛAî$ðVÈuÆAË	ÓuÎQÕHÇuÊuÏ�ÆAÛ�ÊVÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	ÚµÛvÆ�ÌAÓÙÐ�Ë�ÉrÊ¬Ë�ÕHÊuÛAÎ	ÓuË	Ê���Ê8Á
ÔuÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuî½Å9ÌAÆAÛ�Ð�ÓuÆAÅ :

� Î	ÈuÎ	ÓuÖTÈuÆAË	ÅÆ�ÌAÓuÊuÅ ÇÙÐ�Óuî½ÇuÆAÍuÇ¿Ò´í Ï�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuíáâAÆ�ÉrÎ	Î�Ë	ÈuÎ	ÔuÊ���ÊuÍuÎ+Á
Ë	ÏuÊ×ÉrË	ÆAÆ�ÌAÛAÎ�ÌAË�ÌAÛ�ÒAÎ�ÌµÉrÊ¯ÓuÆAË�Ì¬ÛVÆAâ=<4Î	ÅÎ�ÈuÆ�ÌAÓuÎ	â�ÉrÎ	ÇuÊ¿Ñ Ö ÛVÍuÊuË�ÉrÎvÓÙÐ�ì3ÇuÆAÛAÊ�Õ�Á
ÇuÆAË�ÌAÎ	Ú Ö Ê´ÉrÊ¯Û�ÈuÓuÊuâAî$ÉÙÑ´ð /�* ÊuÇ¿ÌAÎ	ÓuÎ	Ë3Ð�Å ÆAâ ã Î	Ë�ÌAÛ�Ð�?
¼ ©'íO¦,&Þ�þ¡�ë?¦�±?� °�$u�r r�u�?±?�r¦¤�?����±?�r�r©r�?����°?¦ : æ�Ò�ÌAÎ	ÅùÇuÎ	Ë�ÉrÆ�å¬Çuî$ð¬ÛAîsÁ
ÍuÊuË�ÉrÎ	ÇuÊuÚ Ö ÇÙÐ�Ú�ÕHÎ	ÅôË	ÆAÆ�ÌAÇuÆ�ß�Î	ÇuÊ¿Ñ�ÇÙÐ½ÈÙÐ�ÓÙÐ�ÅÎ�ÌAÓuî Ö Ï�Æ�ÌAÆAÓuî½ÎOÅÆAØ"ÉrÊäâAî ÆAâ=<×Á
ÑuË	ÇuÊ¿ÌAÖ³ÓuÆAË�Ì³â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿Ñ Ö ÐôÊuÅÎ	ÇuÇuÆ Ö ÈuÓuÆAÛAÎ	ÓuÊ¿ÌAÖ³Ë�ÉrÎQÕrÒ´í ã ÊuÎµÇuÎ	ÓÙÐéÁ
ÛAÎ	ÇuË�ÌAÛ�Ð;É

qML <? qRL ��ÓuÆAË�Ì¬Û�ÈuÆ�ÌAÓuÎ	â�ÉrÎ	ÇuÊuÊ�Ï´Ð�åTÕHÆAÚþÓÙÐ�ì3ÇuÆAÛAÊ�ÕHÇuÆAË�ÌAÊ¯ÌAÆAÛ�Ð�ÓÙÐ �+Ö
QML <? QRL ��ÓuÆAË�Ì¬Û�ÆAâ ã Î	Å9ÆAâ=<4Î	ÅÎÞÈuÆ�ÌAÓuÎ	â�ÉrÎ	ÇuÊ¿Ñ �+Ö
pML + rML >? pRL + rRL ��Ë	ÇuÊ¿åTÎ	ÇuÊuÎvÛ�ÓuÆ�ì3ÇuÊuÍuÇuî$ð¯ÔuÎ	ÇÙÐ!ð �+Ö
NML <? NRL ��ÓuÆAË�ÌVÛ�ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3ÊuÊ �+:n Ë	ÈuÆ�ÉrÖ�ì	Ò�Ñ¯ÆAÈ¿Ñ¿ÌAÖ�ÒAË�ÉrÆAÛAÊuÎvÇuÎ	È¿ÒAË�ÌAÆ�ÌAîýÓuî½ÇuÏ´Ð\� � : =��+Ö ÈuÆ�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Î	Å�É

Û $u r¦��ÆÜ��¦�±?°?¦ � �%ñ O'M D ¾lOH¾rqrÃ�N�¾�Ã�HºOH¾:£0Mw�ÞÄ ML
¡|OH¾:£0Mw�*K

RL
Þ ¢ ¾ À� ÁòÞjÃ�L�ê�¾4�ÞÁEMgO�Ä�È � Ã!Ã�LrO�Ä�È�Mw�BM�È���¾ � �Ù»QH�Âr�]Â;ºH¾IN�K�»QÇ/Mw� Ã�LrO�Ä�È�Ã��
ó

Rð� �,�M!.	RuE!D�RL1�~ G .½E�,:� /!8JM!/!8JwJ8JE G , G D!0�E!(�U�M!. G /!8J<�D G 8;:�=$y!0�:!y!8 G IjyÞI;.�<	I G 0�8JE!E!D!*3.	R
0	I;8T��tCD!/�RL%
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ô_õfö,÷�ø�ù8úgû,÷4ü=÷:ýmþrù�ü�ÿ�� � ��à�ï ð×î ã¦äëó õ@æ@÷@õ@î2ï¶�³ï"�
õ@î

ã×ô%ó õ³ä�ä��ëê8ô%ó æ³ï
� ú�� ÿfö��	�8ÿ�
 F>

√
2

2 qML < qRL <

qMaxW

pML + rML <

pRL + rRL

NML > NRL

QRL < QML <

QMaxW

� ú� ü�þ����,ú�

qML < qRL <

qMaxW

pML + rML ≥
pRL + rRL

NML > NRL

√
2 − 1 <F≤

√
2

2 QRL < QML <

QMaxW

� ú�� ÷:ö���

qML < qRL <

qMaxW

pML + rML ≥
pRL + rRL

NML > NRL

1 − D̃/β−γ

2+2
√

2
<F

≤
√

2 − 1

QML < QRL <

QMaxW

�³ú ô��#þ����*ýQ÷:ö���

qML < qRL <

qMaxW

pML + rML ≥
pRL + rRL

NML ≤ NRL

F ≤ min {
√

2 − 1
�
1 −

D̃/β−γ

2+2
√

2
}

QML < QRL <

QMaxW

[ Ð�ÅÎ�ÌAÊuÅ Ö Í¿ÌAÆ]ÈuÎ	ÓuÛ�Ð�Ñ ÆAâ�ÉHÐ�Ë�ÌAÖ]ÈÙÐ�ÓÙÐ�ÅÎ�ÌAÓuÆAÛ]Ë	Æ	ÕHÎ	Ó�å¬Ê¿Ì�Ï´Ð�ÏùÆAØ	ÓÙÐ�ÇuÊ8Á
ÍuÎ	ÇuÇuî½Î(� 1 <F �+Ö Ì�Ð�Ï¯Ê¯ÇuÎ	ÆAØ	ÓÙÐ�ÇuÊuÍuÎ	ÇuÇuî½ÎäÓuî½ÇuÏuÊ :æÞÓuÊuÛAÎQÕHÎ	ÇuÇuî½ÚvÇuÊ¿åTÎÓuÊuË�Ò´ÇuÆAÏvÊ´ÉuÉrí�Ë�ÌAÓuÊuÓ¿ÒAÎ�ÌÞÝ�ÌAÊvÍuÎ�ÌAî½ÓuÎOË�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Ñ�Û�ÉrÊ8Á
ÑuÇuÊ¿Ñ¯Óuî½ÇuÆAÍuÇuÆAÚ¯Ï�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊ�ÇÙÐ�ÔuÎ	Çuî Ö ÆAâ=<4Î	Åî ÊþÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3ÊuÎ : /�-

�����
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R � �,O/!D�I;P3E!*�,���Ru(ôD�I;M!.�:�=�wJP�8"R�.�<�.�wJE�,r~!8JE!D!8 D = D̃/β−γ .
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¼ ©o =`��°%&+*�$u°ú�?¦���`¿¨6ª�$���$u�þ�
3 Ð�ÏñÆAâ ã Î	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆAÎ â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊuÎ Æ�ÌAÏ´ÉrÊuÏ´Ð�Î�ÌAË
ÑáÇÙÐ9Ê¿ì3ÅÎ	ÇuÎ	ÇuÊ¿ÑýÛ

ÆAâ=<4Î	Å�Ð!ð Ö ÔuÎ	ÇÙÐ!ðäÊäÍuÊuË�ÉrÎ$ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÛAÊ�ÕHÇuÆAË�ÌAÎ	ÚTâ�ÉHÐ�Ø�Ð�? è ÆAÆAâ ã ÎOØ	ÆAÛAÆAÓ�Ñ Ö ÊuÅÎ	Î�Ì	Á
Ë
Ñ¬ÌAÓuÊµÈuÎ	ÓuÎ	ÅÎ	ÇuÇuî½Î Ö ÈuÓuÊuÛ�ÉrÎ	Ï´Ð�ÌAÎ�ÉrÖAÇuî½ÎïÕÙÉÙÑ¤ÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ×ÉuÆAâ ã ÊuÚ¤ÆAâ=<4Î	Å
Q

Ö ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3ÊuÎ N Ê ÆAâ ã Ð�ÑùÈuÓuÊuâAî$ÉrÖ]ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Ú9ÊùÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ :1 ÉÙÑVÇÙÐ�ß�Î	ÚVÏuÛ�Ð�ì3Ê´ÉrÊuÇuÎ	ÚuÇuÆAÚ¬ÈuÆAË�Ì�Ð�ÇuÆAÛAÏuÊ¬â�Ò3ÕHÎ	Å ÓÙÐ�Ë	Ë�Ò�åTÕ)Ð�ÌAÖvÛÞÌAÎ	ÓuÅÊuÇÙÐ!ð
ÆAâAî½ÍuÇuÆAÚ�ÕHÊÙÐ�Ø	ÓÙÐ�ÅÅî ûôÐ�Ó¿ßTÐ!ÉuÉHÐ : æÞÆAË�ÉrÎ�Ë	ÊuÅÅÎ�ÌAÓuÊ¿ì�Ð�ÔuÊuÊµÏ´Ð�åTÕHÆAØ	ÆäÓÙÐ�Û	Á
ÇuÆAÛAÎ	Ë	Ê¿Ñ Ö Å�Ð�Ï�Ë	ÊuÅ�Ð!ÉrÖAÇuÆ�ÛAÆ�ì3ÅÆ�å¬Çuî½Ú ÈuÓuÊuÓuÆAË�Ì ÈuÆ�ÉrÎ�ì3ÇuÆAË�ÌAÊ9ÅÆ�åTÎ�Ì âAî�ÌAÖ
ÆAÈuÊuË3Ð�ÇþÒ´ÈuÓuÆ ã Î	ÇuÇuÆAÚ�ÆAâAÓÙÐ�ÌAÇuÆAÚ7�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuÎ	ÚôË	ÈuÓuÆAË3Ð;É

α −
(

γ +
β − γ

N

)

Q.

� ÌAÅÎ�ÌAÊuÅ Ö Í¿ÌAÆ�õ Ó Ð�Ø Ó Ì³Å Ñ�e { Ô Å Ó À�÷ α � õ;ÔuÎ	ÇÙÐ³Ò3ÕrÒ�ß�Î	ÇuÊ¿Ñ´÷ôÓuî½ÇuÏ´Ð � ÆAË�Ì�Ð�Î�ÌAË
Ñ
ÌAÆAÚ¤åTÎ Ö ÇuÆäÓuÆAË�ÌTÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3Ê¿Ñ N ÅÆ�åTÎ�ÌTÓÙÐ�Ë�Ì�ÑuÇ¿Ò�ÌAÖTÌAÓuÎ�Ò´Ø	Æ�ÉrÖAÇuÊuÏµË	ÈuÓuÆ	Á
Ë3ÐøÛAÈuÓÙÐ�ÛAÆ Ö ÈuÓÙÐ�ÛAî½ÚúÒ´Ø	Æ�É Ë	ÆAÆ�ÌAÛAÎ�ÌAË�ÌAÛ�ÒAÎ�Ì9ÈuÓuÎQÕHÎ�ÉrÖAÇuÆAÅCÒúì3ÇÙÐ�ÍuÎ	ÇuÊuí γ/α

:
è Ý�ÌAÆAÅáÈ´ÉHÐ�ÇuÎ Ö ÛAÆ�ì3ÓÙÐ�Ë�Ì�Ð�ÇuÊuÎ N ÈuÓuÊuÛAÆ	ÕHÊ¿Ì�ÏùÓuÆAË�Ì�Ò ÆAâ ã Î	Ú ÕHÆ�ÉrÊùâ�ÉHÐ�Ø	Æ	Á
Ë	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿Ñ Ö ÓÙÐ�Ë	ÈuÓuÎQÕHÎ�ÉÙÑuÎ	ÅÆAÚþÅÎ�åTÕrÒVÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Å Ö ÍuÊuË�ÌAî½ÅÊþÈuÆ�ÌAÎ	Ó�ÑuÅÊ
â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿ÑôÊ¯ÈuÓuÊuâAî$ÉÙÑuÅÊ Ö Ï�Æ�ÌAÆAÓuî½ÎäÛ�Ï�ÆAÇuÎ	ÍuÇuÆAÅ9Ë	ÍuÎ�ÌAÎvÌ�Ð�Ï¿åTÎ�ÈuÓuÊ8Á
ÇÙÐ�ÕÙÉrÎ�å�Ð�ÌVÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�Érí : × ÕHÓ¿Ò´Ø	ÆAÚ¯Ë�ÌAÆAÓuÆAÇuî Ö ÛAÆ�ì3ÓÙÐ�Ë�Ì�Ð�ÇuÊuÎ N Õ)Ð�Î�ÌVÓuÆAË�Ì
Ë	ÓuÎQÕHÇuÊ´ðTÊ¿ì�ÕHÎ	Ó�åTÎ	Ï c̄ = c+cR+(F +FR)N

: �´Î	ÆAÅÎ�ÌAÓuÊuÍuÎ	Ë	ÏuÊ Ö Ý�ÌAÆ�ËJÕHÛAÊuØ�Ð�Î�Ì
ÛAÛAÎ	ÓAð³ÉrÊuÇuÊuí Ê¿ì�ÕHÎ	Ó�åTÎ	Ï Ê]ÌAÎ	ÅñË3Ð�Åî½Å Ë	ÇuÊ¿å�Ð�Î�ÌôÆAâ ã Ò´í ÕHÆ�Érí â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	Æ	Á
Ë�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿Ñ : × ÆAÔuÊÙÐ!ÉrÖAÇuÆ�ÆAÈ¿ÌAÊuÅ�Ð!ÉrÖAÇuÆAÎ¬ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3ÊuÎ NMaxW ÆAÈuÓuÎQÕHÎ�ÉÙÑuÎ�Ì	Á
Ë
Ñ]Ï´Ð�Ï]ÓuÎ�ì	Ò�ÉrÖ�Ì�Ð�Ì¯â�Ð!ÉHÐ�ÇuË3Ð¤Ý�ÌAÊ´ðôÕHÛ�Ò�ð³Ë	Ê´É : Ü�Ð�ÆAâAÆAÓuÆ�Ì Ö Érí�âAÆAÎ�Óuî½ÇuÆAÍuÇuÆAÎ
ÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	ÊuÎµÕ)Ð�Î�ÌøÊuË	Ï´Ð�åTÎ	ÇuÊuÎ�Û³ÕHÛ�Ò�ð9Æ�ÌAÇuÆ�ß�Î	ÇuÊ¿Ñ´ð¦É*� 7�� ÇuÎ	ÆAÈ¿ÌAÊuÅ�Ð!ÉrÖAÇuÆAÎ
ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3ÊuÎ N Ê6� ?#� ÅÆAÇuÆAÈuÆ�ÉrÊuË�ÌAÊuÍuÎ	Ë	Ï�ÆAÎµË	ÇuÊ¿åTÎ	ÇuÊuÎ¤ÆAâ ã Î	Ø	Æ�ÆAâ=<4Î	Å�Ð Ö
Í¿ÌAÆ¬ÈuÓuÊuÛAÆ	ÕHÊ¿Ì¬ÏµÌAÓuÎ�Ò´Ø	Æ�ÉrÖAÇuÊuÏ¿ÒôÍuÊuË�ÌAî$ðôÈuÆ�ÌAÎ	ÓuÖVâ�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿Ñ :

æÞÆAÈuÓuÆAâ�ÒAÎ	ÅøÈuÓuÊuÅÎ	ÇuÊ¿ÌAÖ�Ý�ÌAÊ¤ÓÙÐ�Ë	Ë�Ò�åTÕHÎ	ÇuÊ¿Ñ : æÞÎ	ÓuÛAÆAÎ Ö Ê¿ìïÌ�Ð�â�ÉrÊuÔuîÿÛAÊ�Õ�Á
ÇuÆ Ö Í¿ÌAÆ�ÛAÆÞÛAË	Î�ðTÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	Ê¿Ñ´ðTÆAâ ã ÊuÚ�ÈuÆ�ÌAÓuÎ	â�ÉÙÑuÎ	Åî½ÚVÆAâ=<4Î	Å]Ë�ÌAÓuÆAØ	Æ�ÅÎ	ÇuÖ	Á
ß�Î Ö ÍuÎ	Å Ë	ÆAÔuÊÙÐ!ÉrÖAÇuÆ�ÆAÈ¿ÌAÊuÅ�Ð!ÉrÖAÇuî½Ú Ö ÈuÆAÝ�ÌAÆAÅCÒµË	ÆAÔuÊÙÐ!ÉrÖAÇuî½ÎÞÈuÆ�ÌAÎ	ÓuÊ À�Â	¾	��N!Ä
ÈuÓuÊuË�Ò�ÌAË�ÌAÛ�Ò´íïÌ Ö ÊøÆAâAÇÙÐ�Ó¿Ò�åTÎ	ÇuÇuÆAÎVÈuÆ�ÉrÆ�å¬Ê¿ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆAÎ¤Û�ÉrÊ¿ÑuÇuÊuÎ¬ÇÙÐ¯â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	Æ	Á
Ë�ÌAÆ�ÑuÇuÊuÎ½ÅÆ�åTÎ�Ì�ÈuÆAÇuÊuÅ�Ð�ÌAÖAË
ÑTÏ´Ð�Ï�ÅÊuÇuÊuÅÊ¿ì�Ð�ÔuÊ¿ÑTÝ�ÌAÊ´ðTÈuÆ�ÌAÎ	ÓuÖ :�� Ð�Ï¿åTÎOÛAË	Î+Á
ØJÕ)Ð�ÈuÓuÊuË�Ò�ÌAË�ÌAÛ�ÒAÎ�Ì¬Ë	ÇuÊ¿åTÎ	ÇuÊuÎ�ÍuÊuË�ÉHÐäÓÙÐ�ì3ÇuÆAÛAÊ�ÕHÇuÆAË�ÌAÎ	Ú Ö Í¿ÌAÆ�ÅÆ�åTÎ�ÌTÈuÓuÊuÛAÆ	Á
ÕHÊ¿ÌAÖôÏ]ÓuÆAË�Ì�Ò]â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿Ñ ÛþË�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Î�ÈuÎ	ÓuÎ	ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHË�ÌAÛ�ÐôÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐéÁ
ì3ÊuÊ :3 ÓuÆAÅÎ ÌAÆAØ	Æ Ö/¡�Ä=¡ D O�ÄAÀ�M�ºHÃ�Ö ÈuÓuÊ Ï�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊ Óuî½ÇuÏ´Ð Ê¿ì3ÅÎ	ÇuÎ	ÇuÊ¿Ñ
Û³ÔuÎ	ÇÙÐ!ð Ê ÆAâ ã Î	ÅýÆAâ=<4Î	ÅÎ¤ÊuÅÎ	íïÌ]ÈuÓuÆ�ÌAÊuÛAÆAÈuÆ�ÉrÆ�å¬Ç¿Ò´í ÇÙÐ�ÈuÓÙÐ�Û�ÉrÎ	ÇuÇuÆAË�ÌAÖ :
� Æ�ÉrÖAÏ�Æ¬Ë�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Ú √

2 − 1 < F ≤ 1/
√

2 ÈuÓuÎQÕHË�Ì�Ð�Û�ÉÙÑuÎ�ÌAË
Ñ�ÇuÎ	Î	Ë�ÌAÎ	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuî½Å�É
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ÆAâ=<4Î	ÅñÓÙÐ�Ë�ÌAÎ�Ì]ÈuÓuÊ ÓuÆAË�ÌAÎ¤ÔuÎ	Çuî Ö ÈuÆ	ÕHÆAâAÇuÆôÝ	�.��Î	Ï¿Ì�Ò;�+Ê��.��Î	ÇÙÐ 9 ÛAÆ�ì3ÅÆ�å�Á
ÇuÆ Ö Ý�ÌAÆ�ÌTÝ	�.��Î	Ï¿ÌTÅÆ�åTÎ�Ì�âAî�ÌAÖ�ÆAâ=<+ÑuË	ÇuÎ	Ç¤ÍuÎ	ÓuÎ�ìÞÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	ÇuÆAÎïÏ�Æ�ÉrÊuÍuÎ	Ë�ÌAÛAÆ
ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Ú Ö Ï�Æ�ÌAÆAÓuÆAÎÞÒ´âAî½Û�Ð�Î�Ì :

1 Ð!ÉrÎ	Î Ö ÊuÇ�ÕHÊuÛAÊ�ÕrÒ�Ð!ÉrÖAÇuî½Î]ÆAâ=<4Î	Åî À�Â	¾	��N!Ä ÛAÆ�ì3ÓÙÐ�Ë�Ì�Ð�íïÌùÈuÓuÊ Ï�ÆAÇuÔuÎ	Ç8Á
ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊùÓuî½ÇuÏ´Ð Ö Í¿ÌAÆ³ÈuÆ	ÕrÌAÛAÎ	Ó�åTÕ)Ð�Î�Ì]Ë	ÈuÓÙÐ�ÛAÎQÕÙÉrÊuÛAÆAË�ÌAÖ]ÇÙÐ�ß�Ê´ð ÓÙÐ�Ë	Ë�Ò�åTÕHÎ+Á
ÇuÊuÚÿÆùÛ�ÉrÊ¿ÑuÇuÊuÊÿÏ�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊ ÇÙÐøÏ´Ð�åTÕHÆAÎ³Æ�Ì	ÕHÎ�ÉrÖAÇuÆ Û�ì	Ñ¿ÌAÆAÎ³ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâ	Á
ÓÙÐ�ì3ÊuÎÆÉHË�ÌAÓÙÐ�ÌAÎ	Ø	ÊuÍuÎ	Ë	Ï�ÆAÎ�ÈuÆAÛAÎQÕHÎ	ÇuÊuÎäÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Ú Ö â�ÉrÊ¿ì3Ï�ÆAÎäÏµõjÕHÛ�ÒAË�ÌAÆ	Á
ÓuÆAÇuÇuÎ	Ú´÷VÅÆAÇuÆAÈuÆ�ÉrÊuÊ Ö ÈuÓuÊuÛAÆ	ÕHÊ¿ÌôÏ�âAÆ�ÉrÎ	Î�ÇuÊ¿ì3Ï�ÆAÅCÒ]ÆAâ ã Î	ÅCÒ]ÆAâ=<4Î	ÅCÒ Ö ÍuÎ	Å
Ë�ÌAÓÙÐ�ÌAÎ	Ø	ÊuÍuÎ	Ë	Ï�ÆAÎTÈuÆAÛAÎQÕHÎ	ÇuÊuÎvÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ :

B Æ�ÉrÎ	Î¯Ë�ÉrÆ�å¬Çuî½Å ÑuÛ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
ÑúÈuÆAÛAÎQÕHÎ	ÇuÊuÎµÕHÓ¿Ò´Ø	Ê´ðúÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	Çuî$ð9ì3ÇÙÐ�ÍuÎ+Á
ÇuÊuÚ Ö ÛAÏ´Érí�ÍÙÐ�Ñ9Ë	ÆAÛAÆAÏ¿Ò´ÈuÇuî½Ú ÆAâ=<4Î	Å ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHË�ÌAÛ�Ð : æÞÓuÊúÅ�Ð!Érî$ð F ��Æ�Ì	Á
ÇuÆ�ß�Î	ÇuÊuÎk��ÊuÏ�Ë	ÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuî$ðÿì�Ð�ÌAÓÙÐ�Ì9ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ ÏÿÒ3ÕHÛAÆAÎ	ÇuÇuî½Å���ÊuÏ�Ë	ÊuÓuÆ	Á
Û�Ð�ÇuÇuî½Å ì�Ð�ÌAÓÙÐ�Ì�Ð�Å Ï´Ð�åTÕHÆAØ	Æ ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑ � ÆAâ ã ÊuÚÿÆAâ=<4Î	Å Q ÓÙÐ�Ë�ÌAÎ�Ì Ö
ÈuÆ	ÕHÆAâAÇuÆTÊuÇ�ÕHÊuÛAÊ�ÕrÒ�Ð!ÉrÖAÇuî½Å9ÆAâ=<4Î	Å�Ð�Å Ö ÈuÓuÊuÛAÆ	ÕrÑ¤ÌAÎ	Å Ë3Ð�Åî½Å ÏµÓÙÐ�Ë�Ì�Ò¤â�ÉHÐéÁ
Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿Ñ W

: ÜÞÆ³Ë	ÆAÛAË	Î	ÅñÕHÓ¿Ò´Ø�Ð�Ñ Ï´Ð�Ó¿ÌAÊuÇÙÐ]ÛAÆ�ì3ÇuÊuÏ´Ð�Î�Ì�ÈuÓuÊ âAÆ�ÉrÖ�ß�Ê´ð
Ê�Ë	ÓuÎQÕHÇuÊ´ð F ÉÙÛ¬Ý�ÌAÆAÚ�Ë	Ê¿Ì�Ò�Ð�ÔuÊuÊ]Ï´Ð�ÏôÆAâ ã ÊuÚ�ÆAâ=<4Î	Å Q

Ö Ì�Ð�Ï�ÊôÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐéÁ
ì3ÊuÎ N Ò´âAî½Û�Ð�íïÌ]ÈuÓuÊøÏ�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊ Óuî½ÇuÏ´Ð Ö ÆAË	ÆAâAÎ	ÇuÇuÆ³Ï�ÆAØJÕ)Ð�ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	Ó
ÇÙÐ�ÍuÊuÇÙÐ�Î�Ì¤ÆAØ	ÓÙÐ�ÇuÊuÍuÊuÛ�Ð�ÌAÖ¬Û�ð�Æ	Õ]ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Ú³ÇÙÐ�Óuî½ÇuÆAÏ :'� Ð�ÏuÊuÅ ÆAâAÓÙÐéÁ
ì3ÆAÅ Ö ÛTÝ�ÌAÆAÅ Ë�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Î�ÈuÓuÊuÓuÆAË�ÌVâ�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿ÑþÅÆ�åTÎ�Ì�ÈuÓuÆAÊuË"ð�Æ	ÕHÊ¿ÌAÖ�ÉrÊuâAÆ
ÛAË�ÉrÎQÕHË�ÌAÛAÊuÎ Ë	ÇuÊ¿åTÎ	ÇuÊ¿Ñ Ë�ÉrÊ¿ß�Ï�ÆAÅ âAÆ�ÉrÖ�ß�ÆAØ	Æ ÇÙÐ�ÍÙÐ!ÉrÖAÇuÆAØ	ÆùÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3Ê¿Ñ
NML ��Ê¿ì3âAî�ÌAÆAÍuÇuÆAØ	ÆäÏ�Æ�ÉrÊuÍuÎ	Ë�ÌAÛ�ÐäÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Ú �+Ö ÉrÊuâAÆvÛAË�ÉrÎQÕHË�ÌAÛAÊuÎ�ÓuÆ	Á
Ë�Ì�ÐÞÈuÓuÊuâAî$ÉrÎ	Ú Ö ÈuÆAË�Ì�Ò´ÈÙÐ�í ã Î	Ú�Û�Ï�ÆAÇuÎ	ÍuÇuÆAÅ�Ë	ÍuÎ�ÌAÎ½ÈuÆ�ÌAÓuÎ	âAÊ¿ÌAÎ�Érí : æÞÓuÊ�Ï�ÆAÇ8Á
ÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊôÓuî½ÇuÏ´Ð�ÓuÆ�ì3ÇuÊuÍuÇuî½Î�ÔuÎ	ÇuîÌ� p + r

� ÓÙÐ�Ë�Ì�Ò�Ì¬ÈuÓuÊþâAÆ�ÉrÖ�ß�Ê´ð F Ö ÇuÆ
Ò´âAî½Û�Ð�íïÌ³ÈuÓuÊ Ë	ÓuÎQÕHÇuÊ´ðøÊ´ÉrÊ Å�Ð!Érî$ð F 9 Æ	ÕHÇÙÐ�Ï�Æ�ÆAÇuÊøÆAÏ´Ð�ì3î½Û�Ð�íïÌ�ÌAÆ�ÉrÖAÏ�ÆÏ�ÆAË	ÛAÎ	ÇuÇuÆAÎµÛAÆ�ì�ÕHÎ	ÚuË�ÌAÛAÊuÎµÇÙÐ�ÈuÆ�ÉrÎ�ì3ÇuÆAË�ÌAÖ Ö ÍuÎ	ÓuÎ�ìµÌAÓÙÐ�ÇuË	��ÆAÓuÅ�Ð�ÔuÊuí ÈuÆ�ÌAÓuÎ+Á
âAÊ¿ÌAÎ�ÉrÖAË	Ï�ÆAØ	Æ¤Ê¿ì�ÉrÊ¿ß�Ï´ÐVÛ�ÈuÓuÊuâAî$ÉrÊ :

� ÌAÆÞÏ´Ð�Ë3Ð�Î�ÌAË
Ñ�ÌAÆAÛ�Ð�ÓuÇuÆAØ	ÆÞÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3Ê¿Ñ Ö Ê´ÉrÊ�ÍuÊuË�ÉHÐ�ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	Ú Ö
ÆAÇuÆVË	ÇuÊ¿å�Ð�Î�ÌAË
ÑôÈuÓuÊôâAÆ�ÉrÖ�ß�ÆAÅ Ê¯Ë	ÓuÎQÕHÇuÎ	Å F :!� ÓuÎ�ì3ÅÎ	ÓuÇuÆAÎäÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3ÊuÎ
ÅÆ�åTÎ�Ì�âAî�ÌAÖ�ÛAÓuÎQÕHÇuî½Å Ö ÈuÆAË	Ï�Æ�ÉrÖAÏ¿ÒøÌAÓuÎ	â�ÒAÎ�ÌøË�ÉrÊ¿ß�Ï�ÆAÅ âAÆ�ÉrÖ�ß�ÆAØ	Æ]ÍuÊuË�ÉHÐ
ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	ÚøÊ³ÍuÓuÎ�ì3ÅÎ	ÓuÇuî$ð���ÊuÏ�Ë	ÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuî$ð³ì�Ð�ÌAÓÙÐ�Ì :4è ÍÙÐ�Ë�ÌAÇuÆAË�ÌAÊ Ö
ÈuÓuÊ ML Û�ì�Ð�ÊuÅÆ	ÕHÎ	ÚuË�ÌAÛAÊuÊäÌAÆAÛ�Ð�ÓuÇuÆAÎÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3ÊuÎ�ÅÆ�åTÎ�ÌïâAî�ÌAÖïÍuÓuÎ�ì3ÅÎ	Ó8Á
Çuî½Å Ö ÈuÆAÝ�ÌAÆAÅCÒ�Î	Ø	Æ�Ë	ÇuÊ¿åTÎ	ÇuÊuÎ$ÈuÓuÊäÏ�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊTÓuî½ÇuÏ´Ð�ÅÆ�åTÎ�Ì�ÈuÓuÊuÛAÎ	Ë�ÌAÊ
ÏäÈuÆ�ÉrÆ�å¬Ê¿ÌAÎ�ÉrÖAÇuî½Å³Ï�Æ�ÉrÊuÍuÎ	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuî½Å�Ý	�.��Î	Ï¿Ì�Ð�Å³ÈuÓuÊäÅ�Ð!ÉrÆAÅ F :!è Ë�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Î
åTÎ�ÆAÍuÎ	ÇuÖÞâAÆ�ÉrÖ�ß�ÆAØ	Æ F Ì�Ð�Ï�ÆAÎ½Ë	ÇuÊ¿åTÎ	ÇuÊuÎOÕHÆAË�ÌAÊuØ�Ð�Î�ÌAË
Ñ¬ÈuÆ�ÉrÊ¿ÌAÊuÏ�ÆAÚ�ÆAØ	ÓÙÐ�ÇuÊ8Á
ÍuÎ	ÇuÊ¿Ñ¤Û�ð�Æ	Õ)ÐäÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	ÚþÇÙÐvÓuî½ÇuÆAÏ¤Ê Ö Ë�ÉrÎQÕHÆAÛ�Ð�ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆ Ö ÅÆ�åTÎ�ÌäâAî�ÌAÖ
Î ã ÎvË	Ê´ÉrÖAÇuÎ	Î :
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� Ð�ÏuÊuÅþÆAâAÓÙÐ�ì3ÆAÅ Ö Ê¿ì3ÅÎ	ÇuÎ	ÇuÊ¿ÑäÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	Çuî$ð�ì3ÇÙÐ�ÍuÎ	ÇuÊuÚäÆAâ=<+ÑuË	Ç¿ÑuíïÌ¶ÇuÎ	Ï�Æ	Á
ÌAÆAÓuî½ÎOÅÎ�ð�Ð�ÇuÊ¿ì3ÅîøÈuÓuÊuÓuÆAË�Ì�Ð¶â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿ÑvÈuÓuÊvÏ�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊäÓuî½ÇuÏ´Ð :

Ê � ] � ] ç��b�¯¦��%$u� "?¦��?¦�ïH����-,/.10�2�î
 !���u°%&Þ���¦,aò #$u r°�½ñ�4365_î
 !���u°�î
&Þ�¿�¦,aò #$u r°�7

1 ÉÙÑ ÈuÆ�ÉrÇuÆ�ÌAî ÆAâAË�Ò�åTÕHÎ	ÇuÊ¿Ñ Ö ÓÙÐ�Ë	Ë	ÅÆ�ÌAÓuÊuÅáÌAÎ	ÈuÎ	ÓuÖ Nash → RL ÛAÎ	ÓuË	Êuí
ÅÆ	ÕHÎ�ÉrÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÊ¿ÑvÈuÓuÆAÔuÎ	Ë	Ë3Ð¶Ï�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊäÓuî½ÇuÏ´Ð :�è Æ�ì3ÇuÊuÏ´Ð�í ã ÊuÎOÈuÓuÊ�Ý�ÌAÆAÅ
Ý	�.��Î	Ï¿ÌAÆAÅúâ�Ò3ÕrÒ�Ì¬Æ�Ì3ÉrÊuÍÙÐ�ÌAÖAË
ÑôÆ�ÌVÆAâAÇÙÐ�Ó¿Ò�åTÎ	ÇuÇuî$ð¯Û ML → RL ÛAÎ	ÓuË	ÊuÊ :

ÜÞÎ	ÆAâ3ð�Æ	ÕHÊuÅÆAË�ÌAÖ¯Ò´ÍuÎ�Ì�ÐþÆAØ	ÓÙÐ�ÇuÊuÍuÎ	ÇuÊuÚ NNash ≥ 0, NRL ≥ 0 Õ)Ð�Î�Ì¯ÇÙÐ�ÅÒAË�ÉrÆAÛAÊ¿ÑôÇÙÐTÈÙÐ�ÓÙÐ�ÅÎ�ÌAÓuî F Ê D̃
Ö Ø�Ð�ÓÙÐ�Ç¿ÌAÊuÓ¿Ò´í ã ÊuÎ�ÇuÎ	È¿ÒAË�ÌAÆ�Ì�ÒôÓuî½ÇuÏ´Ð;É

D̃/β−γ ≥ 4 ·
√
F , Î	Ë�ÉrÊ F ≥ 1,

D̃/β−γ ≥ max{3, 2 · (F + 1)}, Î	Ë�ÉrÊ F < 1.

� � : � �

æÞÓuÊ³Ý�ÌAÊ´ð�ÆAØ	ÓÙÐ�ÇuÊuÍuÎ	ÇuÊ¿Ñ´ð]ÅîýÅÆ�åTÎ	Å Ë	��ÆAÓuÅCÒ�ÉrÊuÓuÆAÛ�Ð�ÌAÖþØ"ÉHÐ�ÛAÇuî½Ú]ÓuÎ+Á
ì	Ò�ÉrÖ�Ì�Ð�ÌTÆvÏ�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊ Ö ÅÆ	ÕHÎ�ÉrÊuÓ¿ÒAÎ	ÅÆAÚµÏ´Ð�Ï¬ÈuÎ	ÓuÎ�ð�Æ	Õ¯Æ�ÌäÓuÎ�å¬ÊuÅ�Ð NashÏ¯ÓuÎ�å¬ÊuÅCÒ RL

:
�ä¨6��ì��o A�o #$u�w½+±?°?¦r� ö�ÇÙÐ!ÉrÆAØ	ÊuÍuÇuÆ Ö Æ�ÌAÇuÆAË	Ê¿ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆ â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿Ñ Ö Ò´ÍuÊ8Á
ÌAî½Û�Ð�Ñ¯ÒAË�ÉrÆAÛAÊuÎ�ÇuÎ	È¿ÒAË�ÌAÆ�ÌAîýÓuî½ÇuÏ´Ð\� � : � �+Ö Ë	ÈuÓÙÐ�ÛAÎQÕÙÉrÊuÛAÆVË�ÉrÎQÕrÒ´í ã Î	ÎÆÉ
Û $u r¦��ÆÜ��¦�±?°?¦ Ê �¿ñ O'M D ¾lOH¾rqrÃ�N�KùÃ�H OH¾:£0Mw�ÞÄ

Nash
¡7OH¾:£0Mw�*K

RL
Þ

M�È���¾ � ¾ � Mr¾/LQºrÄ#��Ã!Â	Ã!ÂIH�ÃI� � Mw��È�ÄAÀ�MrÂIM!H Ã�H D Ä:O�Ä���¾IH�OHÃ!ÀôÂ;ºH¾IN�K�»QÇ/Mw� Ã�L ÀO�Ä�È�Ã��
ó
ô_õfö,÷�ø�ù8úgû,÷4ü=÷:ýmþrù�ü�ÿ�� � ö,÷984ÿ	ø�ÿ	ø�ù8ÿ;:��,úwþ

W
� ú�� ÷:ö���
 F <

1

2
WNash < W RL

� ú< ü�þ����,ú�
 (9 ·
√
F

2
+

1√
F − 3 − 2 · F

)

·D̃/β−γ> 7
4

�

F > 1
2

WNash > W RL

� ú�� ÿfö��	�8ÿ�
 (9 ·
√
F

2
+

1√
F − 3 − 2 · F

)

·D̃/β−γ< 7
4 WNash < W RL

Ü�Ð�Ë�ÉrÎQÕrÒ´í ã Î	Å ÓuÊuË�Ò´ÇuÏ�ÎäÈuÓuÆAÊ´ÉuÉrí�Ë�ÌAÓuÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuîñÝ�ÌAÊþÌAÓuÊôË�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Ñ¯Û�ÉrÊ8Á
ÑuÇuÊ¿Ñ¯Ï�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊ�Óuî½ÇuÏ´Ð�ÇÙÐ�â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊuÎ :
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=?>A@

BC D C C D E F D C F D E G D C

H

I

J

E

K

� ÌAÅÎ�ÌAÊuÅ Ö Í¿ÌAÆ�â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊuÎµÛAÆ�ì3ÓÙÐ�Ë�Ì�Ð�Î�Ì]ÈuÓuÊøÈuÎ	ÓuÎ�ð�Æ	ÕHÎµÆ�Ì³ÓuÎ�å¬Ê8Á
Å�Ð¯Æ�ÌôÓuÎ�å¬ÊuÅ�Ð Nash Ï ÓuÎ�å¬ÊuÅCÒ RL ÌAÆ�ÉrÖAÏ�ÆôÈuÓuÊøâAÆ�ÉrÖ�ß�Ê´ð�Ê´ÉrÊ Å�Ð!Érî$ð
Æ�ÌAÇuÆ�ß�Î	ÇuÊ¿Ñ´ðA��ÊuÏ�Ë	ÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÇuî$ð�ì�Ð�ÌAÓÙÐ�Ì F Ö Æ	ÕHÇÙÐ�Ï�Æ¬Ò´âAî½Û�Ð�Î�ÌµÈuÓuÊ�Ë	ÓuÎQÕHÇuÊ´ð
Æ�ÌAÇuÆ�ß�Î	ÇuÊ¿Ñ´ð :

¼ ©'íO¦,&Þ�þ¡�ë?¦�±?� ° $u�r r�u�?±?�r¦á�?����±?�r�r©r�?����°?¦ : Ü�Ð�ßTÐ ÔuÎ�ÉrÖ ì�ÕHÎ	Ë	Ö��
ÛAî�ÑuË	ÇuÊ¿ÌAÖ Ö Ï�ÆAØJÕ)Ð¬ÛAî½ÈuÆ�ÉrÇ¿ÑuíïÌAË
Ñ�ÉrÊ���Ê´ÉrÊ�ÇuÎäÛAî½ÈuÆ�ÉrÇ¿ÑuíïÌAË
Ñ � Ë�ÉrÎQÕrÒ´í ã ÊuÎ
ÈuÓuÎQÕHË�Ì�Ð�Û�ÉÙÑuí ã ÊuÎ�ÆAÈuÓuÎQÕHÎ�ÉrÎ	ÇuÇuî½Ú�ÊuÇ¿ÌAÎ	ÓuÎ	ËäÇuÎ	ÓÙÐ�ÛAÎ	ÇuË�ÌAÛ�Ð;É

qNash <? qRL ��ÓuÆAË�Ì ÈuÆ�ÌAÓuÎ	â�ÉrÎ	ÇuÊ¿Ñ Ï´Ð�åTÕHÆAØ	Æ ÌAÆAÛ�Ð�ÓuÇuÆAØ	ÆùÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐéÁ
ì3Ê¿Ñ �+Ö

QNash <? QRL ��ÓuÆAË�Ì¬ÆAâ ã Î	Ø	ÆVÆAâ=<4Î	Å�Ð�ÈuÆ�ÌAÓuÎ	â�ÉrÎ	ÇuÊ¿Ñ �+Ö
pNash + rNash <? pRL + rRL ��ÓuÆAË�ÌVÓuÆ�ì3ÇuÊuÍuÇuÆAÚôÔuÎ	Çuî �+Ö
NNash <? NRL ��ÓuÆAË�Ì�ÌAÆAÛ�Ð�ÓuÇuÆAØ	ÆVÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3Ê¿Ñ �+:
� È¿Ñ¿ÌAÖ]ÈuÓuÆAÛAÎQÕHÎ	Å Ð!ÉrØ	Î	âAÓÙÐ�ÊuÍuÎ	Ë	ÏuÊuÎ¯ÈuÓuÎ	ÆAâAÓÙÐ�ì3ÆAÛ�Ð�ÇuÊ¿Ñ Ö ÊuË	ÈuÆ�ÉrÖ�ì	Ò´í ã ÊuÎ

ÈuÆ�ÉÙÒ´ÍuÎ	ÇuÇuî½Î¬ÓÙÐ�ÇuÎ	Î���ÆAÓuÅCÒ�Érî ÕÙÉÙÑ�ÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	ÊuÚ Ö Ð¤Ì�Ð�Ï¿åTÎ�ÒAË�ÉrÆAÛAÊuÎVÇuÎ	È¿Ò@Á
Ë�ÌAÆ�ÌAî Óuî½ÇuÏ´Ðb� � : � �+:'n ÅÎ	Î�ÌVÅÎ	Ë�ÌAÆ�É

Û $u r¦��ÆÜ��¦�±?°?¦+LL�-ñ O'M D ¾lOH¾rqrÃ�N�¾ Ã�H Nash À À�È�Ä=Mw��Ã�N�¾I rÂIH�À�Mw�º¡ RL ÀÀ�È�Ä=Mw��Ã�N�¾I rÂIH�À�MÙ» ¢ ¾ � ÁòÞ$Ã�L�ê�¾4�ÞÁEM\H�Ã!À�Ä:O � Ã!¾mO�Ä�È � Ã!Ã�LrO�Ä�È�Mr¾
M�È���¾ � �Ù»QH ÀÂr��Þ¤À@È�ÄAÀ�MrÂIMw��Ã!ÂIH/MýÃ�H ¡�Ã��*L�M � Ä ¢ M!  D Ä:O�Ä���¾IH�OHÃ!À�Þ¤Â;ºH¾IN�K�»QÇ/Mw� Ã�LrO�Ä ÀÈ�Ã��
ó
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ô_õfö,÷�ø�ù8ú û,÷4ü=÷�M
ýmþrù�ü�ÿ��

� ��à�ï ð×î ã¦äëó õ@æ@÷@õ@î2ï �³ï"�
õ@î

ã×ô%ó õ³ä�ä��ëê8ô%ó æ³ï
� ú � ÷:ö���

F ≤ 1

2

qNash = qRL <

qMaxW

pNash + rNash >

pRL + rRL

NNash < NRL

QNash < QRL <

QMaxW

� ú � ÿfö��	�8ÿ�

F >

1

2

qNash < qRL <

qMaxW

pNash + rNash <

pRL + rRL

NNash > NRL

QRL < QNash <

QMaxW

× ÉrÎQÕrÒ´í ã ÊuÚ]ÓuÊuË�Ò´ÇuÆAÏ�Ê´ÉuÉrí�Ë�ÌAÓuÊuÓ¿ÒAÎ�Ì¯Ý�ÌAÊ¯ÕHÛ�Ð�Ë�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Ñ�Û�ÉrÊ¿ÑuÇuÊ¿ÑôÏ�ÆAÇ8Á
ÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊ�Óuî½ÇuÏ´Ð�ÇÙÐ�â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊuÎ :

N

OPRQ P PRQ S TUQ P TUQ S VWQ P

X

Y

Z

S

[

n Ì�Ð�Ï Ö ÓuÎ�ì	Ò�ÉrÖ�Ì�Ð�ÌAîýÝ�ÌAÆAØ	ÆVÈÙÐ�ÓÙÐ�Ø	ÓÙÐ=�vÐ�ÈuÆAÏ´Ð�ì3î½Û�Ð�íïÌ Ö Í¿ÌAÆ�É
• ÈuÓuÊ�ÈuÎ	ÓuÎ�ð�Æ	ÕHÎVÆ�ÌþÓÙÐ�ì�ÉrÊuÍuÇuî$ð�ÈuÓuÎQÕHîOÕrÒ ã Ê´ð ÆAÓuØ�Ð�ÇuÊ¿ì�Ð�ÔuÊuÚ�Æ�ÌAÓÙÐ�Ë�ÉrÊ
� ML Ê´ÉrÊ Nash

� Ï Óuî½ÇuÆAÍuÇuÆAÚùÏ�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊJ� RL
� ÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	Çuî½Î

ì3ÇÙÐ�ÍuÎ	ÇuÊ¿Ñ ÆAâ=<4Î	ÅÆAÛ Ö ÔuÎ	ÇáÊýÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3ÊuÚáÊ¿ì3ÅÎ	Ç¿ÑuíïÌAË
Ñ ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÇÙÐéÁ
ÈuÓÙÐ�Û�ÉrÎ	ÇuÇuÆ Ö Û�ì�Ð�ÛAÊuË	ÊuÅÆAË�ÌAÊôÆ�Ì��ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuÚôË	ÈuÓuÆAË3Ð�ÊþÊþÌAÎ�ð¿ÇuÆ�ÉrÆAØ	ÊuÚ 9

• ÈuÓuÊuÓuÆAË�Ìøâ�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿Ñ9ÈuÓuÊ9Ï�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊúÓuî½ÇuÏ´Ð�ÈuÓuÆAÊuË"ð�Æ	ÕHÊ¿Ì
ÈuÆAÍ¿ÌAÊôÛAË	Î	ØJÕ)Ð :

� Ð�ÏuÊuÅ³ÆAâAÓÙÐ�ì3ÆAÅ Ö ÇuÎ	Ë	ÅÆ�ÌAÓ�ÑVÇÙÐ�ì�Ð�ÅÎ�ÌAÇuÆAÎ½ÆAâ ã Î	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆAÎ¶ÇuÎQÕHÆAÛAÆ�ÉrÖAË�ÌAÛAÆ
ÈuÎ	ÓuÎ	Ø	ÆAÛAÆAÓuÇuÆAÚTË	Ê´ÉrÆAÚTÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ�� Ò´ÈuÆAÅCÑuÇ¿Ò�ÌAÆAÚTÛAÆ è ÛAÎQÕHÎ	ÇuÊuÊ �+Ö Ý�Ì�Ð�Ë	Ê´ÉHÐ Ö Û
Ë	ÆAÍuÎ�Ì�Ð�ÇuÊuÊ]Ë�ÉrÊ�ÕHÎ	ÓuË�ÌAÛAÆAÅÿÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ¤ÛAÆ¬Û�ì�Ð�ÊuÅÆAÆ�ÌAÇuÆ�ß�Î	ÇuÊ¿Ñ´ð³ËäÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	Á
ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉÙÑuÅÊ Ö ÅÆ�åTÎ�Ì�ÆAÏ´Ð�ì�Ð�ÌAÖAË
ÑøË	ÆAÔuÊÙÐ!ÉrÖAÇuÆôåTÎ�ÉHÐ�ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆAÚ :6è Ý�ÌAÆAÅ Ë�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Î
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Ý	Ï�ÆAÇuÆAÅÊuË�Ì�Ð�Å ÇuÎ¯Ë�ÉrÎQÕHÆAÛ�Ð!ÉrÆøâAî ÈuÓuÊuÛAÎ�ÌAË�ÌAÛAÆAÛ�Ð�ÌAÖ ÕHÎ	ÚuË�ÌAÛAÊ¿Ñ ÈuÓÙÐ�ÛAÊ¿ÌAÎ�ÉrÖ	Á
Ë�ÌAÛ�Ð�ÈuÓuÆ�ÌAÊuÛTÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÊuÇuØ	ÆAÛAî$ðþË	Î�ÌAÎ	ÚþÊ¬ÌAÆAÅCÒ¬ÈuÆ	ÕHÆAâAÇ¿Ò´íñÈuÓÙÐ�Ï¿ÌAÊuÏ¿Ò Ö ÇuÎQÕ)Ð�Û	Á
ÇuÆTÈuÓuÊuÇ¿Ñ¿Ì�Ò´í2�´ÆAË�Ò3Õ)Ð�ÓuË�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆAÚ 1 Ò´ÅÆAÚµë�� : × ÉrÎQÕrÒ´í ã ÊuÚ¯ÈÙÐ�ÓÙÐ�Ø	ÓÙÐ=�ñÕHÆ	Á
â�Ð�Û�ÉÙÑuÎ�Ì¬Ð�ÓuØ�Ò´ÅÎ	Ç¿ÌAÆAÛ¬Û�ÌAÆAÅ åTÎÞÇÙÐ�ÈuÓÙÐ�Û�ÉrÎ	ÇuÊuÊ :
LL�$H�o =`���u�ò #$u r¦�±?±?�r¦]�?¦,ì�`¿¨6°?�?�r r�u±?°?¦]\� !��°%&Þ��$uª@ ��?°%$u¦,a4¨6¦��?� ±?�wî
¨6�'ìþ°4¨6°6 =`+©o A°L�°?�?�r r��$uªø¦,ì��_^

æÞÓuÎQÕHÈuÆ�ÉrÆ�å¬ÊuÅ Ö Í¿ÌAÆþØ	ÆAË�Ò3Õ)Ð�ÓuË�ÌAÛAÆ¯Ë�ÌAÊuÅCÒ�ÉrÊuÓ¿ÒAÎ�Ì�Óuî½ÇuÆAÏ³ÛVÕrÒ�ð�ÎVæÞÊuØ�Ò :
ëÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	Ó¤È´ÉHÐ�ÌAÊ¿Ì�ÇÙÐ!ÉrÆAØ τ ì�Ð�Ï´Ð�åTÕrÒ´íÿÎQÕHÊuÇuÊuÔ¿Ò�ÈuÓuÆ	Õ)Ð�ÇuÇuÆAØ	Æ�ÌAÆAÛ�Ð�ÓÙÐ :�� Æ	Á
ØJÕ)Ð�ÈuÓuÊuâAî$ÉrÖ¬ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐVÊuÅÎ	Î�Ì¬ÛAÊ�Õ�É

∫ N

0

[r(i) − (cR + τ)]q(i)di −
∫ N

0

FRdi.

× ÆAâAÓÙÐ�ÇuÇuî½ÎVÇÙÐ!ÉrÆAØ	Ê�ÈuÎ	ÓuÎ	ÓÙÐ�Ë	ÈuÓuÎQÕHÎ�ÉÙÑuíïÌAË
ÑùË	ÓuÎQÕHÊ ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	ÚøÛ¯ÛAÊ8Á
ÕHÎ�ÈuÆ	ÕrÒ�ß�Î	ÛAî$ð¤ÌAÓÙÐ�ÇuË	��Î	Ó¿ÌAÆAÛ :uè Ë�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Î�Æ�ÌAÓuÊuÔÙÐ�ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆAØ	Æ τ Ý�ÌAÆ�Æ�ì3ÇÙÐ�ÍÙÐ�Î�ÌæÞÊuØ	ÆAÛAÊÙÐ�ÇuË	Ï�ÆAÎ�Ë�Ò´âAË	Ê�ÕHÊuÓuÆAÛ�Ð�ÇuÊuÎ :@B Ð!ÉHÐ�ÇuËÕHÆ3ð�Æ	ÕHÆAÛ�Ê�ÓÙÐ�Ë"ð�Æ	ÕHÆAÛÞÛ�ÉrÎ	ÍuÎ�ÌÞÛAîsÁ
ÈuÆ�ÉrÇuÎ	ÇuÊuÎvË	ÆAÆ�ÌAÇuÆ�ß�Î	ÇuÊ¿Ñ

NF = τ

∫ N

0

q(i)di.

�äÒ´ÇuÏuÔuÊ¿ÑùÆAâ ã Î	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆAØ	Æ]â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿Ñ W RL(q̄(τ), N(τ)) ÊuÅÎ	Î�Ì³ÌAÆ�ÌåTÎÛAÊ�ÕTÍ¿ÌAÆïÊ�ÓÙÐ�ÇuÎ	Î Ö ÌAÆ�ÉrÖAÏ�Æ¶ÌAÎ	ÈuÎ	ÓuÖ�ÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	Çuî½ÎOÈuÎ	ÓuÎ	ÅÎ	ÇuÇuî½Î q̄(τ), N(τ)ÑuÛ�ÉÙÑuíïÌAË
Ñh�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊ¿ÑuÅÊµÆ�ÌTÇÙÐ!ÉrÆAØ�Ð τ
:!� ÇuÊ Ö Ï´Ð�ÏµÊµâ�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊuÎ Ö ÅÆAØ�Ò�Ì

âAî�ÌAÖ¬ÇÙÐ�Ú�ÕHÎ	Çuî Ê¿ìvÈuÓuÎQÕHîOÕrÒ ã Ê´ðA��ÆAÓuÅCÒ�É :o[ ÇÙÐ�Ñ¯Ý�ÌAÊôÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	Çuî½ÎäÛAî½ÓÙÐéÁ
åTÎ	ÇuÊ¿Ñ Ö Ø	ÆAË�Ò3Õ)Ð�ÓuË�ÌAÛAÆ�ÅÆ�åTÎ�Ì�Å�Ð�Ï�Ë	ÊuÅÊ¿ì3ÊuÓuÆAÛ�Ð�ÌAÖA�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuí â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�Ñ8Á
ÇuÊ¿Ñ Æ�ÌAÇuÆAË	Ê¿ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆ τ Ê ÆAÈuÓuÎQÕHÎ�ÉrÊ¿ÌAÖ ÌAÎ	Å Ë3Ð�Åî½Å ÇÙÐ!ÉrÆAØ	ÆAÛ�Ò´í ÈuÆ�ÉrÊ¿ÌAÊuÏ¿Ò Ö
Å�Ð�Ï�Ë	ÊuÅÊ¿ì3ÊuÓ¿Ò´í ã Ò´í ÆAâ ã Î	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆAÎ â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊuÎ :�[ ÕHÎ	Ë	Ö Åî ÇuÎ]ÓuÎ+Á
ßTÐ�Î	ÅøÝ�Ì�Ò�ì�Ð�Õ)Ð�Í¿Ò\� ð�Æ�Ì�Ñ¬Ý�ÌAÆäÊ¬ÛAÆ�ì3ÅÆ�å¬ÇuÆ �+Ö ÛAÅÎ	Ë�ÌAÆ�Ý�ÌAÆAØ	ÆäÅîúÆAÈuÓuÎQÕHÎ�ÉÙÑuÎ	Å
ÌAÆ�ÉrÖAÏ�Æôì3ÇÙÐ�Ï τ É?Ë�ÉrÎQÕrÒAÎ�Ì³ÉrÊ Ø	ÆAË�Ò3Õ)Ð�ÓuË�ÌAÛ�Ò5� Ä�¼wM � Ä=H/P ÆAâ�ÉHÐ�Ø�Ð�ÌAÖ�ÇÙÐ!ÉrÆAØ	ÆAÅ
��È¿ÒAË�ÌAÖ�Ê�Å�Ð!Érî½Å ÇÙÐ!ÉrÆAØ	ÆAÅa` � ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ Ö Ê´ÉrÊ Ö ÇÙÐ�ÆAâAÆAÓuÆ�Ì Ö Ë�ÉrÎQÕrÒAÎ�Ì³Ë�Ò´âAË	Ê8Á
ÕHÊuÓuÆAÛ�Ð�ÌAÖ¤ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐ�? n Çuî½ÅÊôË�ÉrÆAÛ�Ð�ÅÊ Ö ÛAÆAÈuÓuÆAËvË	ÆAË�ÌAÆAÊ¿ÌµÛ¬Ë�ÉrÎQÕrÒ´í ã Î	Å�É
Ï�ÆAØJÕ)Ð�Ø	ÆAË�Ò3Õ)Ð�ÓuË�ÌAÛ�Ò9ÛAî½Ø	Æ	ÕHÇuÆ ÆAâ�ÉHÐ�Ø�Ð�ÌAÖ�ÇÙÐ!ÉrÆAØ	ÆAÅ ÓuÊ¿ÌAÎ	Ú´ÉrÎ	ÓÙÐE� τ > 0

�+Ö Ð
Ï�ÆAØJÕ)ÐVÛAî½Ø	Æ	ÕHÇuÆVË�Ò´âAË	Ê�ÕHÊuÓuÆAÛ�Ð�ÌAÖ¬Î	Ø	Æ\� τ < 0

� ?
Û $u r¦��ÆÜ��¦�±?°?¦cbL�_ñ O'M�ÂIH�O�Ä=H�¾	��MÙ¼¿¾	ÂI¡�Ã�� D Ã!À�¾IN�¾ � M!M�O'M!H�¾I �ºH¾lO�Ä�ÞQ��Ã!ÂIK ÀN!Ä:OHÂIH�À�K ¢ ¾;ºH¾	Â	Ã!Ã�LrO�Ä�È � Ã¬ÂIK�L�ÂIM!N�M=OHÃ!À�Ä=H/Pþ¾	��Ã	Þ�H�É ¾�É τ ∗ < 0.
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dþÃ�¡�Ä�È�Ä=H�¾;º'P�ÂIH�À�Ã�É8� ÍuÎ	ÛAÊ�ÕHÇuÆ Ö Û�ÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	ÊuÊ¯ÊuÅÎ	Î	Å
F (i) = F = τ · q.

× ÉrÎQÕHÆAÛ�Ð�ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆ Ö ÕÙÉÙÑøÛAî½ÍuÊuË�ÉrÎ	ÇuÊ¿Ñ ÓÙÐ�ÛAÇuÆAÛAÎ	Ë	Çuî$ð ì3ÇÙÐ�ÍuÎ	ÇuÊuÚ q, p, r, N Ê
W, ÕHÆAË�Ì�Ð�ÌAÆAÍuÇuÆ¯ÉrÊ¿ß�Ö¯ì�Ð�ÅÎ	ÇuÊ¿ÌAÖ�Û¯Ì�Ð�â�ÉrÊuÔÙÐ!ð Ê¿ì¬ÈÙÐ�ÓÙÐ�Ø	ÓÙÐ=�vÐ � : 7 F Ê cRÇÙÐ F Ê cR, ØJÕHÎ

F = F − F , cR = cR + τ.
× ÇÙÐ�ÍÙÐ!ÉHÐ�ÓÙÐ�Ë	Ë	ÅÆ�ÌAÓuÊuÅ Ë�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Ú RL, F ≥ 1. ��ÆAÓuÅCÒ�ÉrîúÕÙÉÙÑ¤ÌAÆAÛ�Ð�ÓuÇuÆAØ	Æ

ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3Ê¿Ñ N Ê¯â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿Ñ W Ë�ÉrÎQÕrÒ´í ã ÊuÎÆÉ
e"äëí	ô%ê@õ³ä�ï½ê8ô%ó õ³ä�ä��ëê8ô%ó æ³ï

N

RL,F ≥ 1
β−γ

2 · γ ·
√
F

·
(

D̃

β−γ
− τ

f
− 4 ·

√
F
)

f�ø;ô%ì+ä�å ä�å�çéä��>õ@æ³ï
W

RL,F ≥ 1 W =

(

D̃

β−γ
− τ

f
− 4 ·

√
F
)

·
(

3 · D̃

β−γ
+

τ

f
− 6 ·

√
F − 4√

F

)

· F · β−γ

8 · γ
g Ë	ÇuÆ�Í¿ÌAÆ-�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊ¿ÑµÆAâ ã Î	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuÆAØ	ÆVâ�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿Ñ W (τ) ÑuÛ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
ÑÛAÆAØ	Ç¿Ò�ÌAÆAÚ : æÞÆAÝ�ÌAÆAÅCÒ¬ÕHÆAË�Ì�Ð�ÌAÆAÍuÇuÆ¬ÈuÆAÏ´Ð�ì�Ð�ÌAÖ Ö Í¿ÌAÆ

∂W (0)

∂τ
< 0.

� ÌAÅÎ�ÌAÊuÅ Ö Í¿ÌAÆ
∂W (0)

∂τ
< 0 ⇔ D̃√

F · β−γ

> 1 +
2

F .

ÜÞÆäÈuÆAË�ÉrÎQÕHÇuÎ	ÎÞÇuÎ	ÓÙÐ�ÛAÎ	ÇuË�ÌAÛAÆ�ÛAË	Î	ØJÕ)Ð�ÛAî½ÈuÆ�ÉrÇuÎ	ÇuÆ Ö ÈuÆAË	Ï�Æ�ÉrÖAÏ¿Ò Ö ÛäË	Ê´ÉÙÒVÒAË�ÉrÆ	Á
ÛAÊ¿Ñ¯ÇuÎ	È¿ÒAË�ÌAÆ�ÌAîýÓuî½ÇuÏ´Ð�ÈuÓuÊ τ = 0, ÊuÅÎ	Î	Å�É

D̃√
F · β−γ

≥ 4.

ë6Ð�Ë	Ë	ÅÆ�ÌAÓuÊuÅÿÌAÎ	ÈuÎ	ÓuÖµË�ÉÙÒ´ÍÙÐ�Ú RL, F < 1. ��ÆAÓuÅCÒ�Érî ÕÙÉÙÑ�ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐéÁ
ì3Ê¿Ñ N Ê¯â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿Ñ W Ë�ÉrÎQÕrÒ´í ã ÊuÎÆÉ
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e"äëí	ô%ê@õ³ä�ï½ê8ô%ó õ³ä�ä��ëê8ô%ó æ³ï
N

RL,F < 1
β−γ

2 · γ · S ·
(

D̃

β−γ
− 2 · F + 1

S
− S

)

f�ø;ô%ì+ä�å ä�å�çéä��>õ@æ³ï
W

RL,F < 1

(

D̃

β−γ
− 2 · F + 1

S
− S

)

·
(

3 ·
(

D̃

β−γ
− 2 · F + 1

S
− S

)

+ 2 · S
)

· F · β−γ

8 · γ
[ ÕHÎ	Ë	Ö

S = − τ

2 · f +

√

(

τ

2 · f

)2

+ 1

ÑuÛ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
ÑôÛAî½ÓÙÐ�åTÎ	ÇuÊuÎ	Å Ö ì�Ð�ÛAÊuË
Ñ ã ÊuÅúÆ�Ì τ.ë6Ð�Ë	Ë	ÅÆ�ÌAÓuÊuÅúÆAÈ¿Ñ¿ÌAÖVâ�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊuÎ W Ï´Ð�Ï7�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuíáÆ�Ì τ.è Ð�å¬ÇuÆ]Æ�ÌAÅÎ�ÌAÊ¿ÌAÖ Ö Í¿ÌAÆ ÛAî½ÓÙÐ�åTÎ	ÇuÊuÎ S ÑuÛ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
Ñihkjml�n�o	niprqtsvu�w1xzy
{c|�} Æ�ÌAÇuÆAË	Ê¿ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆ τ.

× ÉrÎQÕHÆAÛ�Ð�ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆ Ö S Õ)Ð�Î�ÌþÕHÆAË�Ì�Ð�ÌAÆAÍuÇuÆ�ÊuÇ���ÆAÓuÅ�ÐéÁ
ÔuÊuÊ Æ]ÈuÆAÛAÎQÕHÎ	ÇuÊuÊ â�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊ¿Ñ W.

B Æ�ÉrÎ	ÎµÌAÆAØ	Æ Ö ì3ÇÙÐ�ÍuÊ¿ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆ âAÆ�ÉrÎ	Î
Ò3ÕHÆAâAÇuÆVÊuË	Ë�ÉrÎQÕHÆAÛ�Ð�ÌAÖg�ÞÒ´ÇuÏuÔuÊuí W ÛTÌAÎ	ÓuÅÊuÇÙÐ!ð S, ÈuÆAË	Ï�Æ�ÉrÖAÏ¿ÒþÛVÝ�ÌAÆAÚ¯Ë	Ê8ÁÌ�Ò�Ð�ÔuÊuÊ�Åî ÊuÅÎ	Î	Å ÕHÎ�ÉrÆVË�ÈuÆ�ÉrÊuÇuÆAÅ�Ð�ÅÊ :

ö�ÇÙÐ!ÉrÊ¿ì$Ì�Ð�â�ÉrÊuÔvÕ)Ð�Î�Ì�Ë�ÉrÎQÕrÒ´í ã Î	Î : �äÒ´ÇuÏuÔuÊ¿Ñ W ÑuÛ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
Ñ�Ò´ÇuÊuÅÆ	Õ)Ð!ÉrÖ	Á
ÇuÆAÚ;� Ì : Î : õ;Æ	ÕHÇuÆAÈuÊuÏ�ÆAÛAÆAÚ´÷ Ö ÊuÅÎ	Î�Ì¤ÎQÕHÊuÇuË�ÌAÛAÎ	ÇuÇuî½Ú³Å�Ð�Ï�Ë	ÊuÅCÒ´Å � Æ�ÌAÇuÆAË	Ê¿ÌAÎ�ÉrÖ	Á
ÇuÆ τ, Î	Ë�ÉrÊµÌAÆ�ÉrÖAÏ�Æ τ Ì�Ð�Ï�ÆAÛAÆ Ö Í¿ÌAÆ�ÍuÊuË�ÉrÆ�ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHÊ¿ÌAÎ�ÉrÎ	ÚôÇuÎ	Æ�ÌAÓuÊuÔÙÐ�ÌAÎ�ÉrÖ	ÁÇuÆ :

� Ð�ÏuÊuÅ ÆAâAÓÙÐ�ì3ÆAÅ Ö ÆAÈ¿Ñ¿ÌAÖ�ÕHÆAË�Ì�Ð�ÌAÆAÍuÇuÆ¬ÈuÆAÏ´Ð�ì�Ð�ÌAÖ Ö Í¿ÌAÆ
∂W (0)

∂τ
< 0.

n ÅÎ	Î	Å
∂W (0)

∂τ
< 0 ⇔ D̃√

F · β−γ

> 2 · (F + 1) − F
1 + 6 · F .

ÜÞÆøÈuÆAË�ÉrÎQÕHÇuÎ	Î]ÇuÎ	ÓÙÐ�ÛAÎ	ÇuË�ÌAÛAÆ ÊuÅÎ	Î�ÌùÅÎ	Ë�ÌAÆ Ö ÈuÆAË	Ï�Æ�ÉrÖAÏ¿Ò Ö ÛøË	Ê´ÉÙÒ ÒAË�ÉrÆAÛAÊ¿Ñ
ÇuÎ	È¿ÒAË�ÌAÆ�ÌAîýÓuî½ÇuÏ´Ð�ÕÙÉÙÑ τ = 0, ÊuÅÎ	Î	Å

D̃√
F · β−γ

≥ 2 · (F + 1).

0 ÌAÛAÎ	Ó�åTÕHÎ	ÇuÊuÎ > ÕHÆAÏ´Ð�ì�Ð�ÇuÆ :
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1 ÆAÏ´Ð�ì�Ð�ÇuÇuî½Ú��vÐ�Ï¿ÌäÏ´Ð�åTÎ�ÌAË
Ñ¤ÇuÎ	Î	Ë�ÌAÎ	Ë�ÌAÛAÎ	ÇuÇuî½Å9ËïÌAÆAÍuÏuÊVì3ÓuÎ	ÇuÊ¿Ñ�õJÐ�Ç¿ÌAÊ8Á
ÌAÓÙÐ�Ë�ÌAÆAÛAÆAÚ�ÉrÆAØ	ÊuÏuÊ´÷ É�Ø	ÆAË�Ò3Õ)Ð�ÓuË�ÌAÛAÆïÕHÆ�ÉÙå¬ÇuÆ�Ë�Ò´âAË	Ê�ÕHÊuÓuÆAÛ�Ð�ÌAÖÞÅÆAÇuÆAÈuÆ�ÉrÊuË�Ì�Ð�+
ÅÆAÇuÆAÈuË	ÆAÇuÊuË�Ì�Ð :�� ÕHÇÙÐ�Ï�Æ�Ì�Ð�ÏuÊuÎ$Ý	�.��Î	Ï¿ÌAîùË	ÓÙÐ�ÛAÇuÊ¿ÌAÎ�ÉrÖAÇuÆ�ÌAÊuÈuÊuÍuÇuîùÛ¶ÉrÊ¿ÌAÎ+Á
ÓÙÐ�Ì�Ò´ÓuÎäÈuÆ�ÌAÎ	ÆAÓuÊuÊ�ÆAÓuØ�Ð�ÇuÊ¿ì�Ð�ÔuÊuÊôÓuî½ÇuÆAÍuÇuî$ðôË�ÌAÓ¿Ò´Ï¿Ì�Ò´Ó Ö ÈuÓuÊuÍuÎ	ÅúÊ´ð¯ÆAâAÆAË+Á
ÇuÆAÛ�Ð�ÇuÊ¿ÑôÕHÆAË�Ì�Ð�ÌAÆAÍuÇuÆ¯ÈuÓuÆAË�ÌAî : û¯î ÉrÊ¿ß�ÖþÈuÆAÏ´Ð�ì�Ð!ÉrÊ³ì�ÕHÎ	Ë	Ö Ö Í¿ÌAÆþÛµÇÙÐ�ß�Î	Ú
âAÆ�ÉrÎ	Î$Ë�ÉrÆ�å¬ÇuÆAÚäË	Ê¿Ì�Ò�Ð�ÔuÊuÊ Ö Ë�ÌAÆAÛ�Ð�ÓuÇuî½Å]ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3ÊuÎ	Å Ö Ë	Æ3ð¿ÓÙÐ�Ç¿ÑuÎ�ÌAË
ÑTÌAÆ�Ì
åTÎ�Ý	�.��Î	Ï¿Ì :
bL��~��u�4¨�7�è?¦�±?°?¦

û¯î ÅÆ	ÕHÎ�ÉrÊuÓ¿ÒAÎ	Å Û�ÉrÊ¿ÑuÇuÊuÎ�ÇÙÐµâ�ÉHÐ�Ø	ÆAË	ÆAË�ÌAÆ�ÑuÇuÊuÎVÊ]Å�Ð�ÓuÏ�Î�ÌAÊuÇuØ¬Óuî½ÇuÆAÍ8Á
ÇuÆAÚTÏ�ÆAÇuÔuÎ	Ç¿ÌAÓÙÐ�ÔuÊuÊ�ÈuÆAË�ÉrÎ�ÈuÆ�ÑuÛ�ÉrÎ	ÇuÊ¿ÑTâAÆ�ÉrÖ�ß�Ê´ðvÌAÆAÓuØ	ÆAÛAî$ðTË	Î�ÌAÎ	Ú�ÛÞë?ÆAË	Ë	ÊuÊ
Ê�ÕHÓ¿Ò´Ø	Ê´ðvË�ÌAÓÙÐ�ÇÙÐ!ð × Ü.� :�n ì	Ò´ÍuÎ	ÇÙÐ¶ÅÆ	ÕHÎ�ÉrÖ Ö Û½Ï�Æ�ÌAÆAÓuÆAÚvÛ½ÅÆAÇuÆAÈuÆ�ÉrÊuË�ÌAÊuÍuÎ	Ë	ÏuÊ8Á
Ï�ÆAÇuÏ¿Ò´ÓuÎ	Ç¿ÌAÇuÆAÚ Æ�ÌAÓÙÐ�Ë�ÉrÊ ÆAË�Ò ã Î	Ë�ÌAÛ�ÉÙÑuÎ�ÌAË
Ñ9ÈuÓuÆAÊ¿ì3ÛAÆ	ÕHË�ÌAÛAÆ³Ê ÈuÓuÆ	Õ)Ð�å�ÐþÌAÆ	Á
Û�Ð�ÓuÇuÆAØ	Æ�ÓÙÐ�ì3ÇuÆAÆAâAÓÙÐ�ì3Ê¿Ñ¤ÍuÎ	ÓuÎ�ìÞÅÆAÇuÆAÈuÆ�ÉrÖAÇuÆAØ	Æ Ö ÅÆAÇuÆAÈuË	ÆAÇuÊuÍuÎ	Ë	Ï�ÆAØ	ÆTÓuÊ¿ÌAÎ	Ú8Á
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F + FM
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(F + FM) · (β−γ) ,

DM =
α − c − cM
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2 · γ .
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Â ñòàòüå ïðåäëîæåíà òåõíèêà íàõîæäåíèÿ ñèòóàöèè ñèëü-
íîãî ðàâíîâåñèÿ â äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå ñ ïîìîùüþ ñïå-
öèàëüíîé ñêàëÿðèçàöèè âåêòîðíîãî êðèòåðèÿ. Ñôîðìóëèðîâà-
íû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíîãî ðàâíîâåñèÿ.
Ïðèâåäåí ïðèìåð íåñèììåòðè÷íîé èãðû äâóõ ëèö, â êîòîðîì
ñèòóàöèÿ ñèëüíîãî ðàâíîâåñèÿ íàéäåíà â ÿâíîì âèäå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà, ðàâíîâåñèå ïî Íýøó, ñèëü-
íîå ðàâíîâåñèå.

1. Ââåäåíèå
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî íåñêîëüêî êîíöåïöèé ñèëüíîãî ðàâ-

íîâåñèÿ [3, 7, 9]. Ïðè ýòîì â êàæäîì ñëó÷àå ïîä ñèëüíûì ðàâíîâåñè-
åì ïîíèìàåòñÿ ñèòóàöèÿ, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå óñòîé÷èâàÿ îòíîñè-
òåëüíî êîàëèöèîííûõ îòêëîíåíèé èãðîêîâ. Ýòîò ïðèíöèï îïòèìàëü-
íîñòè èññëåäîâàí â øèðîêèõ êëàññàõ èãð â íîðìàëüíîé è ðàçâåðíóòîé

c©2010 Í.À. Çåíêåâè÷, À.Â. Çÿò÷èí
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ôîðìàõ (ñì. íàïðèìåð [3, 4, 9]). Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì êîíöåïöèè
ñèëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíî ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ðåä-
êî.

Ïðè èññëåäîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðèí-
öèï îïòèìàëüíîñòè Áåëëìàíà [1, 2, 5, 6, 9]. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à îïðå-
äåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà ñâîäèò-
ñÿ ê ðåøåíèþ ýêñòðåìàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ñ
ïîìîùüþ òàêîé òåõíèêè â ðÿäå ñëó÷àåâ óäàåòñÿ íàéòè ðàâíîâåñèå ïî
Íýøó è ïàðåòî-îïòèìàëüíîå ðåøåíèå [2, 10]. Ïðè ýòîì â èññëåäóåìîé
ìîäåëè íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî ó÷èòûâàòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, îïèñûâàþùåé äèíàìèêó èãðû, ãëàäêîñòü ôóíêöèè Áåëëìàíà, à
òàêæå ôóíêöèé ìãíîâåííîãî è òåðìèíàëüíîãî âûèãðûøåé èãðîêîâ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåõíèêà íàõîæäåíèÿ
ñèëüíîãî ðàâíîâåñèÿ â äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå. Äëÿ êàæäîé êîà-
ëèöèè ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé ñâåðòêè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê
ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å ñî ñêàëÿðíûì êðèòåðèåì, çàâèñÿùèì îò íà-
áîðà ïàðàìåòðîâ. Ôîðìóëèðóþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ ñèëüíîãî ðàâíîâåñèÿ â äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå â âèäå óñëîâèé
íà ïàðàìåòðû ñâåðòêè. Èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû ïðîäåìîíñòðèðîâàíî
íà ïðèìåðå ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé íåñèììåòðè÷íîé èãðû äâóõ ëèö.
Äëÿ ýòîé èãðû ñèëüíîå ðàâíîâåñèå óäàëîñü ïîñòðîèòü â ÿâíîì âèäå
íà îñíîâå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿä-
êà ñïåöèàëüíîãî âèäà.

2. Îïðåäåëåíèå ñèëüíîãî ðàâíîâåñèÿ
Îïðåäåëèì äèôôåðåíöèàëüíóþ èãðó Γ(x0, T − t0) èç íà÷àëüíîãî

ñîñòîÿíèÿ x0 è êîíå÷íîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè T − t0. Çäåñü t0 ≥ 0,
T ≥ t0 � ìîìåíòû íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ èãðû ñîîòâåòñòâåííî [2, 5,
8]. Ìíîæåñòâî èãðîêîâ â èãðå Γ(x0, T − t0) îáîçíà÷èì ÷åðåç N =

{1, . . . , i, . . . n}.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèíàìèêà èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èãðû Γ(x0, T−

t0) èìååò âèä:
ẋ(t) = f [t, x(t), u1(t), . . . , un(t)] , x(t0) = x0, (2.1)

ãäå x(t) ∈ R, x0 � èçâåñòíîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå èãðû, ui(t) � óïðàâ-
ëåíèå èãðîêà i ∈ N â ìîìåíò âðåìåíè t. Çäåñü ui(t) ∈ Ui ⊂ R,

∏
i∈N

Ui =
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UN ⊂ Rn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f [t, x(t), u1(t), . . . , un(t)] �
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà [t0, T ]×R× UN .

Äëÿ êàæäîãî èãðîêà i ∈ N ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé ôóíêöèî-
íàë ñ òåðìèíàëüíûì âûèãðûøåì âèäà:

Ji(x0, u1(·), u2(·), . . . un(·)) =

=

T∫

t0

gi [t, x(t), u1(t), u2(t), . . . un(t)] dt + qi [x(T )] ,

ãäå ui(·) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ui(t), t ∈ [t0, T ].
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè gi [t, x(t), u1(t), . . . un(t)] è qi [x(T )]

ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî èãðîê i ∈ N ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü çíà÷åíèå ôóíêöè-
îíàëà Ji(x0, u1(·), . . . , ui(·), . . . un(·)) ïî ui(·).

Ïóñòü S ⊆ N � ïðîèçâîëüíàÿ êîàëèöèÿ â èãðå Γ(x0). Îáîçíà÷èì
÷åðåç uS(·) = {ui(·)}i∈S ñòðàòåãèþ êîàëèöèè S. Ñòðàòåãèþ äîïîëíè-
òåëüíîé êîàëèöèè N\S áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç uN\S(·) èëè u−S(·).

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñèòóàöèÿ u∗N(·) = (u∗1(·), u∗2(·), . . . , u∗n(·)) íàçû-
âàåòñÿ ñèëüíûì ðàâíîâåñèåì â øèðîêîì ñìûñëå â èãðå Γ(x0, T − t0),
åñëè ∀M ⊆ N , ∀uM(·) íå âûïîëíåíî:

∀i ∈ M

Ji(x0, uM(·), u∗−M(·)) =

T∫

t0

gi

[
t, x[M ](t), uM(t), u∗−M(t)

]
dt+qi

[
x[M ](T )

] ≥

≥
T∫

t0

gi

[
t, x∗(t), u∗M(t), u∗−M(t)

]
dt + qi [x

∗(T )] = Ji(x0, u
∗
M(t), u∗−M(t))

è ∃i0 ∈ M , òàêîé ÷òî:

Ji0(x0, uM(·), u∗−M(·))=

T∫

t0

gi0

[
t, x[M ](t), uM(t), u∗−M(t)

]
dt+qi0

[
x[M ](T )

]
>

>

T∫

t0

gi0

[
t, x∗(t), u∗M(t), u∗−M(t)

]
dt+qi0 [x∗(T )]=Ji0(x0, u

∗
M(·), u∗−M(·)),
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ãäå
ẋ[M ](t) = f

[
t, x[M ](t), uM(t), u∗−M(t)

]
, x[M ](t0) = x0,

ẋ∗(t) = f [t, x∗(t), u∗1(t), . . . , u
∗
n(t)] , x∗(t0) = x0.

Ìíîæåñòâî âñåõ ñèòóàöèé ñèëüíîãî ðàâíîâåñèÿ â ñìûñëå îïðåäå-
ëåíèÿ 2.1 â èãðå Γ(x0, T − t0) áóäåì îáîçíà÷àòü SME (Γ(x0, T − t0)).

Ðàññìîòðèì âåêòîðû

λ[n,i] =
(
λ

[n,i]
1 , . . . , λ

[n,i]
i , . . . , λ[n,i]

n

)
∈ En,

ãäå λ
[n,i]
j = 0 ïðè j 6= i è λ

[n,i]
i = 1.

Ëåììà 2.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèòóàöèÿ

u∗N(·) = (u∗1(·), u∗2(·), . . . , u∗n(·)) ∈ SME (Γ(x0, T − t0)) ,

ò.å. áûëà ñèëüíûì ðàâíîâåñèåì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.1 äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîé êîàëèöèé S ⊆ N ñóùåñòâîâàë òàêîé íîìåð
iS0 ∈ S, ÷òî äëÿ ëþáîé ñòðàòåãèè uS(·) 6= u∗S(·) ýòîé êîàëèöèè âû-
ïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî:

n∑
i=1

λ
[n,iS0 ]
i Ji(x0, u

∗
S(·), u∗−S(·)) >

n∑
i=1

λ
[n,iS0 ]
i Ji(x0, uS(·), u∗−S(·)). (2.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. óñëîâèÿ ëåììû âû-
ïîëíåíû, íî ñèòóàöèÿ u∗N(·) = (u∗1(·), u∗2(·), . . . , u∗n(·)) íå ÿâëÿåòñÿ ñèëü-
íûì ðàâíîâåñèåì â ñìûñëå SME (Γ(x0, T − t0)). Òîãäà ñóùåñòâóåò êî-
àëèöèÿ M è ñòðàòåãèÿ uM(·), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî:

{
Ji(x0, uM(·), u∗−M(·)) ≥ Ji(x0, u

∗
M(·), u∗−M(·)), ∀i ∈ M ;

∃i0 ∈ M : Ji0(x0, uM(·), u∗−M(·)) > Ji0(x0, u
∗
M(·), u∗−M(·)). (2.3)

Ñîãëàñíî óñëîâèÿì ëåììû, íåðàâåíñòâî (2.2) âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé
êîàëèöèè, â òîì ÷èñëå è äëÿ êîàëèöèè M . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
òàêîé íîìåð iM0 ∈ M , äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî äëÿ
∀uM(·) 6= u∗M(·):

n∑
i=1

λ
[n,iM0 ]
i Ji(x0, u

∗
M(·), u∗−M(·)) >

n∑
i=1

λ
[n,iM0 ]
i Ji(x0, uM(·), u∗−M(·)). (2.4)
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Ïî îïðåäåëåíèþ âåêòîðà λ[n,iM0 ] èç íåðàâåíñòâà (2.4) ñëåäóåò:

JiM0
(x0, u

∗
M(·), u∗−M(·)) > JiM0

(x0, uM(·), u∗−M(·)). (2.5)

Ïîñêîëüêó iM0 ∈ M , òî íåðàâåíñòâà (2.3) è (2.5) íåñîâìåñòíû. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, ÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ëåì-
ìû.

Çàìå÷àíèå 2.1. ×èñëî èãðîêîâ n � êîíå÷íîå. Ïîýòîìó ñóùåñòâîâà-
íèå íîìåðà iS0 èç òåîðåìû 2.1 ìîæíî óñòàíîâèòü ïðîñòûì ïåðåáîðîì
âåêòîðîâ λ[n,i], i = 1, 2, . . . n äëÿ êàæäîé êîàëèöèè S ⊆ N . Ïðè ýòîì
ñòðîãîå íåðàâåíñòâî áóäåò èìåòü ìåñòî, åñëè óäàñòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî
íàáîð ñòðàòåãèé u∗N(·) = (u∗1(·), u∗2(·), . . . , u∗n(·)) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-
íûì, äîñòàâëÿþùèì ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëó JiS0

(x0, u
∗
N(·)), iS0 ∈ S.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

gS [t, x(t), uN(t)] =
∑
i∈S

gi [t, x(t), uN(t)] ,

qS [x(t)] =
∑
i∈S

qi [x(t)] .

Èñïîëüçóÿ êîíöåïöèþ ðåøåíèÿ, ïðåäëîæåííóþ Ë.À. Ïåòðîñÿíîì [9],
ñôîðìóëèðóåì äðóãîå îïðåäåëåíèå ñèëüíîãî ðàâíîâåñèÿ äëÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíîé èãðû.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ñèòóàöèþ u∗N(·) = (u∗1(·), u∗2(·), . . . , u∗n(·)) áóäåì
íàçûâàòü ñèëüíûì ðàâíîâåñèåì â óçêîì ñìûñëå â äèôôåðåíöèàëüíîé
èãðå Γ(x0, T − t0), åñëè ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà âûïîëíåíû äëÿ âñåõ
êîàëèöèé S ⊆ N è ñòðàòåãèé uS(·):

JS(x0, u
∗
N(·))=

T∫

t0

gS [t, x∗(t), u∗1(t), . . . , u
∗
i (t), . . . , u

∗
n(t)] dt+qS [x∗(T )]≥

≥
T∫

t0

gS

[
t, x[S](t), u∗1(t), . . . , ui(t), . . . , u

∗
n(t)

]
dt + qS

[
x[S](T )

]
=

= JS(x0, uS(·), u∗−S(·)),
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ãäå S = {i}, i ∈ N ;

JS(x0, u
∗
N(·)) =

=

T∫

t0

gS

[
t, x∗(t), u∗1(t), . . . , u

∗
i (t), . . . , u

∗
j(t), . . . , u

∗
n(t)

]
dt + qS [x∗(T )] ≥

≥
T∫

t0

gS

[
t, x[S](t), u∗1(t), . . . , ui(t), . . . , uj(t), . . . , u

∗
n(t)

]
dt+ qS

[
x[S](T )

]
=

= JS(x0, uS(·), u∗−S(·)),
ãäå S = {i, j}, i 6= j, i, j ∈ N ;

· · ·

JS(x0, u
∗
N(·))=

T∫

t0

gS [t, x∗(t), u∗1(t), u
∗
2(t), . . . , u

∗
n(t)] dt+qS [x∗(T )]≥

≥
T∫

t0

gS

[
t, x[S](t), u1(t), u2(t), . . . , un(t)

]
dt + qS

[
x[S](T )

]
=

= JS

[
x0, uS(·), u∗−S(·)] ,

ãäå S = N ,

ẋ[S](t) = f
[
t, x[S](t), uS(t), u∗−S(t)

]
, x[S](t0) = x0,

ẋ∗(t) = f [t, x∗(t), u∗1(t), . . . , u
∗
n(t)] , x∗(t0) = x0.

Äàëåå äëÿ íåðàâåíñòâ èç îïðåäåëåíèÿ 2.2 áóäåì èñïîëüçîâàòü áî-
ëåå êîðîòêóþ çàïèñü:

JS [x0, u
∗(·)] ≥ JS

[
x0, uS(·), u∗−S(·)] ,

ẋ[S](t) = f
[
t, x[S](t), uS(t), u∗−S(t)

]
, x[S](t0) = x0,

ẋ∗(t) = f [t, x∗(t), u∗(t)] , x∗(t0) = x0,

∀ S ⊂ N, S 6= ∅, ∀uS(·).
Ìíîæåñòâî âñåõ ñèòóàöèé ñèëüíîãî ðàâíîâåñèÿ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ
2.2 â èãðå Γ(x0, T − t0) áóäåì îáîçíà÷àòü SPE (Γ(x0, T − t0)).
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Ëåììà 2.2.

SPE (Γ(x0, T − t0)) ⊂ SME (Γ(x0, T − t0)) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ñèòóàöèÿ u∗N(·) = (u∗1(·), u∗2(·), . . . , u∗n(·)) â èãðå Γ(x0, T−t0)

ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ðàâíîâåñèåì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.2, íî ýòà ñè-
òóàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ðàâíîâåñèåì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.1.
Òîãäà ñóùåñòâóåò êîàëèöèÿ M ⊆ N è òàêàÿ ñòðàòåãèÿ u∗∗M(·) êîàëè-
öèè M , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ:

{
Ji(x0, u

∗∗
M(·), u∗−M(·)) ≥ Ji(x0, u

∗
M(·), u∗−M(·)), ∀i ∈ M ;

∃i0 ∈ M : Ji0(x0, u
∗∗
M(·), u∗−M(·)) > Ji0(x0, u

∗
M(·), u∗−M(·)).

Ðàññìîòðèì ñóììó âûèãðûøåé èãðîêîâ êîàëèöèè M :
∑
i∈M

Ji(x0, u
∗
M(·), u∗−M(·)) <

∑
i∈M

Ji(x0, u
∗∗
M(·), u∗−M(·)).

Ïîýòîìó ñèòóàöèÿ u∗N(·) = (u∗1(·), u∗2(·), . . . , u∗n(·)) íå ÿâëÿåòñÿ ñèëü-
íûì ðàâíîâåñèåì â èãðå Γ(x0, T − t0) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.2. Ïðî-
òèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû.

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó, èñïîëüçóÿ òåõíèêó äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà 2.1. Åñëè â èãðå Γ(x0, T − t0) äëÿ êàæäîé êîàëèöèè S ⊆ N ,
S 6= ∅, ñóùåñòâóåò íîìåð iS0 ∈ S è íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìîå
íà [0, T ] × R ðåøåíèå ñèñòåìû ýêñòðåìàëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

V
[S]
t (t, x) + max

uS

{
f

[
t, x, uS(t), φ∗−S(t, x)

]
V [S]

x (t, x)+

+
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i gi

[
t, x, uS(t), φ∗−S(t, x)

]
}

=

= V
[S]
t (t, x) + f

[
t, x, φ∗S(t, x), φ∗−S(t, x)

]
V [S]

x (t, x)+ (2.6)

+
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i gi

[
t, x, φ∗S(t, x), φ∗−S(t, x)

]
= 0,
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V [S](T, x[S](T )) =
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i qi

[
x[S](T )

]
,

ãäå äëÿ âñåõ S ⊆ N ìàêñèìóì â ëåâîé ÷àñòè (2.6) äîñòèãàåòñÿ íà
åäèíñòâåííîì íàáîðå

φ∗S(t, x) = {φ∗i (t, x) ∈ Ui, i ∈ S} ,

φ∗N(t, x) = (φ∗S(t, x), φ∗−S(t, x)),

ãäå φ∗i (t, x) ∈ Ui, i ∈ N � íåïðåðûâíûå íà [t0, T ] × R ôóíêöèè, òî-
ãäà íàáîð {u∗i (t) = φ∗i (t, x) ∈ Ui, i ∈ N, t ∈ [t0, T ]} ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì
ðàâíîâåñèåì â èãðå Γ(x0, T − t0).

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1 âûïîë-
íåíû äëÿ ìàêñèìàëüíîé êîàëèöèè N . Òîãäà ñóùåñòâóåò íîìåð iN0 ∈ N

è åäèíñòâåííûé âåêòîð φ∗N(t, x) òàêèå, ÷òî:

φ∗N(t, x) = arg max
uN

{
f [t, x, uN(t)] V [N ]

x (t, x) +
n∑

i=1

λ
[n,iN0 ]
i gi [t, x, uN(t)]

}
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîàëèöèÿ N âûáðàëà îòëè÷íóþ îò φ∗N(t, x) ïðî-
èçâîëüíóþ ñòðàòåãèþ uN(·) ∈ UN , ðåàëèçóþùóþ òðàåêòîðèþ x(t).
Ïîñêîëüêó âåêòîð φ∗N(t, x) � åäèíñòâåííûé, èìååò ìåñòî ñòðîãîå íåðà-
âåíñòâî:

V
[N ]
t (t, x) + f [t, x, uN(t)] V [N ]

x (t, x) +
n∑

i=1

λ
[n,iN0 ]
i gi [t, x, uN(t)] < 0 (2.7)

ẋ(t) = f [t, x(t), uN(t)] , x(t0) = x0.

Ïðè ýòîì:

V
[N ]
t (t, x) + f [t, x, φ∗N(t, x)] V [N ]

x (t, x) +
n∑

i=1

λ
[n,iN0 ]
i gi [t, x, φ∗N(t, x)] = 0

(2.8)
ẋ∗(t) = f [t, x∗, φ∗N(t, x∗)] , x∗(t0) = x0
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Ðàññìîòðèì èíòåãðàëû âûðàæåíèé (2.7)-(2.8):

T∫

t0

(
n∑

i=1

λ
[n,iN0 ]
i gi [t, x, uN(t)]

)
dt + V [N ](T, x(T ))− V [N ](t0, x(t0)) < 0

T∫

t0

(
n∑

i=1

λ
[n,iN0 ]
i gi [t, x, φ∗N(t, x)]

)
dt+V [N ](T, x∗(T ))−V [N ](t0, x

∗(t0)) = 0,

ñëåäîâàòåëüíî,

T∫

t0

(
n∑

i=1

λ
[n,iN0 ]
i gi [t, x, φ∗N(t, x)]

)
dt + V [N ](T, x∗(T ))− V [N ](t0, x

∗(t0)) >

>

T∫

t0

(
n∑

i=1

λ
[n,iN0 ]
i gi [t, x, uN(t)]

)
dt + V [N ](T, x(T ))− V [N ](t0, x(t0)).

Ïîñêîëüêó

V [N ](T, x∗(T )) =
n∑

i=1

λ
[n,iN0 ]
i qi [x

∗(T )] ,

V [N ](T, x(T )) =
n∑

i=1

λ
[n,iN0 ]
i qi [x(T )] ,

V [N ](t0, x(t0)) = V [N ](t0, x
∗(t0)) = V [N ](t0, x0),

èìååì:

n∑
i=1


λ

[n,iN0 ]
i





T∫

t0

gi [t, x, φ∗N(t, x)] dt + qi [x
∗(T )]






 >

>

n∑
i=1


λ

[n,iN0 ]
i





T∫

t0

gi [t, x, uN(t)] dt + qi [x(T )]






 .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:
n∑

i=1

λ
[n,iN0 ]
i Ji [x0, u

∗(·)] >

n∑
i=1

λ
[n,iN0 ]
i Ji [x0, uN(·)] (2.9)
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á) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1 âûïîëíåíû äëÿ ïðîèç-
âîëüíîé êîàëèöèè S ⊂ N , S 6= N . Òîãäà ñóùåñòâóåò íîìåð iS0 ∈ S è
åäèíñòâåííûé âåêòîð φ∗S(t, x) òàêèå, ÷òî:

φ∗S(t, x) = arg max
uS

{
f

[
t, x, uS(t), φ∗−S(t, x)

]
V [S]

x (t, x)+

+
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i gi

[
t, x, uS(t), φ∗−S(t, x)

]
}

,

ãäå âèä ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â ñòðàòåãèþ φ∗−S(t, x), óñòàíîâëåí â ï. à).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîàëèöèÿ S âûáðàëà îòëè÷íóþ îò φ∗S(t, x) ïðî-

èçâîëüíóþ ñòðàòåãèþ uS(·) ∈ US, ðåàëèçóþùóþ òðàåêòîðèþ x[S](t):

ẋ[S](t) = f
[
t, x[S](t), uS(t), φ∗−S(t, x)

]
, x[S](t0) = x0.

Ïîñêîëüêó âåêòîð φ∗S(t, x) � åäèíñòâåííûé, òî èìååò ìåñòî ñòðîãîå
íåðàâåíñòâî:

V
[S]
t (t, x[S]) + f

[
t, x[S], uS(t), φ∗−S(t, x)

]
V [S]

x (t, x[S])+ (2.10)

+
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i gi

[
t, x[S], uS(t), φ∗−S(t, x)

]
< 0

Ïðè ýòîì:
V

[S]
t (t, x∗) + f [t, x∗, φ∗N(t, x)] V [S]

x (t, x∗)+ (2.11)

+
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i gi [t, x

∗, φ∗N(t, x)] = 0,

ẋ∗(t) = f [t, x∗, φ∗N(t, x)] , x∗(t0) = x0

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëû âûðàæåíèé (2.10)-(2.11):

T∫

t0

(
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i gi

[
t, x[S], uS(t), φ∗−S(t, x)

]
)

dt+

+V [S](T, x[S](T ))− V [S](t0, x
[S](t0)) < 0,

T∫

t0

(
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i gi [t, x

∗, φ∗N(t, x)]

)
dt+
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+V [S](T, x∗(T ))− V [S](t0, x
∗(t0)) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
T∫

t0

(
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i gi [t, x

∗, φ∗N(t, x)]

)
dt+

+V [S](T, x∗(T ))− V [S](t0, x
∗(t0)) >

>

T∫

t0

(
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i gi

[
t, x[S], uS(t), φ∗−S(t, x)

]
)

dt+

+V [S](T, x[S](T ))− V [S](t0, x
[S](t0)).

Ïîñêîëüêó

V [S](T, x∗(T )) =
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i qi [x

∗(T )] ,

V [S](T, x[S](T )) =
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i qi

[
x[S](T )

]
,

V [S](t0, x
[S](t0)) = V [S](t0, x

∗(t0)) = V [S](t0, x0),

èìååì:
n∑

i=1


λ

[n,iS0 ]
i





T∫

t0

gi [t, x
∗, φ∗N(t, x)] dt + qi [x

∗(T )]






 >

>

n∑
i=1


λ

[n,iS0 ]
i





T∫

t0

gi

[
t, x[S], uS(t), φ∗−S(t, x)

]
dt + qi

[
x[S](T )

]





 .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i Ji [x0, u

∗(·)] >

n∑
i=1

λ
[n,iS0 ]
i Ji

[
x0, uS(·), φ∗−S(t, x)

]
. (2.12)

Èç íåðàâåíñòâ (2.9) è (2.12) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé êîàëèöèé S ⊆ N ,
S 6= ∅, ñóùåñòâóåò íîìåð iS0 ∈ S òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ñòðàòåãèè
uS(·) 6= u∗S(·) êîàëèöèè S âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

n∑
i=1

λ
[n,iS0 ]
i Ji(x0, u

∗
S(·), u∗−S(·)) >

n∑
i=1

λ
[n,iS0 ]
i Ji(x0, uS(·), u∗−S(·)).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 2.1 ñèòóàöèÿ u∗N(·) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ðàâ-
íîâåñèåì èç SPE (Γ(x0, T − t0)).

3. Ïðèìåð
Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèå òåîðåìû íà ïðèìåðå, ïðåäâàðè-

òåëüíî èññëåäîâàâ ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñëå-
äóþùåãî âèäà:

∂V (t, x)

∂t
+η1

(
∂V (t, x)

∂x

)2

+η2
∂V (t, x)

∂x
x+aebt ∂V (t, x)

∂x
+r(t) = 0 (3.1)

V (T, x) = η3x,

ãäå a, b, η1, η2, η3 � çàäàííûå ïàðàìåòðû, b 6= η2, r(t) � íåïðåðûâíî-
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [t0, T ].

Ëåììà 3.1. Óðàâíåíèå (3.1) èìååò íà îòðåçêå [t0, T ] åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå V (t, x), ïðè÷åì ∂V (t,x)

∂x
íå çàâèñèò îò a, b, η1, r(t) è èìååò

âèä:
∂V (t, x)

∂x
= η3e

η2(T−t)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

∂V (t, x)

∂t
= p,

∂V (t, x)

∂x
= q. (3.2)

Çàïèøåì óðàâíåíèå (3.1) ñ ó÷åòîì (3.2) â âèäå:

p + η1q
2 + η2xq + aebtq + r(t) = F (t, x, p, q) = 0, (3.3)

ãäå
F 2

p + F 2
q = 1 + (2η1q + η2x + aebt)2 6= 0.

Çàäàäèì ãðàíè÷íîå óñëîâèå V (T, x) = η3x â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå:

t0(τ) = T, x0(τ) = τ, V0(τ) = η3τ, p0(τ), q0(τ). (3.4)

Â ðåçóëüòàòå îïðåäåëåíà çàäà÷à Êîøè (3.3)-(3.4), ãäå p0(τ) è q0(τ)

ñâÿçàíû óñëîâèÿìè:
{

F [t0(τ), x0(τ), p0(τ), q0(τ)] = 0,
dV0

dτ
= p0

dt0
dτ

+ q0
dx0

dτ
.

(3.5)
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Èç (3.5) èìååì:
{

p0(τ) + η1q
2
0(τ) + η2τq0(τ) + aebT q0(τ) + r(T ) = 0,

η3 = q0(τ),

ñëåäîâàòåëüíî, q0(τ) = η3, p0(τ) = −aebT η3 − r(T )− η1η
2
3 − η2η3τ .

Çàäà÷à ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3.3)-(3.5) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå, åñëè èç äàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñëåäóåò:

Fp
dx

dτ
− Fq

dt

dτ
6= 0. (3.6)

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé (3.6):

1− (
2η1q0 + η2τ + aebT

) · 0 = 1 6= 0.

Óñëîâèå (3.6) âûïîëíåíî, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à (3.3)-(3.5) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé:
dt

dt
= Fp = 1,

dx

dt
= Fq = 2η1q + η2x + aebt (3.7)

dV

dt
= pFp + qFq = p + 2η1q

2 + η2qx + aebtq (3.8)

dp

dt
= −(pFV + Ft) = −abebtq − r′(t) (3.9)

dq

dt
= −(qFV + Fx) = −η2q

ñ óñëîâèÿìè:

t0(τ) = T, x0(τ) = τ, V0(τ) = η3τ,

p0(τ) = −aebT η3 − r(T )− η1η
2
3 − η2η3τ, q0(τ) = η3.

Òîãäà,
q = η3e

η2(T−t). (3.10)
Ïîäñòàâëÿÿ (3.10) â (3.7), ïîëó÷èì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå:

dx

dt
= η2x + 2η1η3e

η2(T−t) + aebt, x0(τ) = τ,
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êîòîðîå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

x = e−η2(T−t)τ +
η1η3

η2

(
e−η2(T−t) − eη2(T−t)

)
+

a

b− η2

(
ebt − ebT e−η2(T−t)

)
.

(3.11)
Ïîäñòàâèâ (3.10) â (3.9), ïîëó÷èì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå:

dp

dt
= −abebtη3e

η2(T−t) − r′(t) = −r′(t)− abη3e
bteη2(T−t),

p0(τ) = −aebT η3 − r(T )− η1η
2
3 − η2η3τ,

êîòîðîå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

p = −r(t)− aη3

b− η2

(
bebteη2(T−t) − η2e

bT
)− η1η

2
3 − η2η3τ. (3.12)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.10), (3.11), (3.12) â (3.8) è ïðèâåäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû,
èìååì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

dV

dt
= −r(t) + η1η

2
3e

2η2(T−t), V0(τ) = η3τ.

Îòêóäà,
dV =

(
η1η

2
3e

2η2(T−t) − r(t)
)
dt, V0(τ) = η3τ,

V = η3τ +

t∫

T

(
η1η

2
3e

2η2(T−ξ) − r(ξ)
)
dξ.

Ïîñêîëüêó t ∈ [t0, T ], èìååì:

V = η3τ −
T∫

t

(
η1η

2
3e

2η2(T−ξ) − r(ξ)
)
dξ,

V = η3τ −
(
−η1η

2
3

2η2

e2η2(T−ξ)

∣∣∣∣
T

t

)
+

T∫

t

r(ξ)dξ,

V = η3τ − η1η
2
3

2η2

(
e2η2(T−t) − 1

)
+

T∫

t

r(ξ)dξ. (3.13)
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòàâëåííóþ èç óðàâíåíèé (3.11) è (3.13):




x = e−η2(T−t)τ + η1η3

η2

(
e−η2(T−t) − eη2(T−t)

)
+ a

b−η2

(
ebt − ebT e−η2(T−t)

)
,

V = η3τ − η1η2
3

2η2

(
e2η2(T−t) − 1

)
+

T∫
t

r(ξ)dξ.

Èñêëþ÷èì èç ñèñòåìû ïàðàìåòð τ . Äëÿ ýòîãî âûðàçèì τ èç ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ:

τ = eη2(T−t)x− η1η3

η2

(
1− e2η2(T−t)

)− a

b− η2

(
ebteη2(T−t) − ebT

)
.

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïîäñòàâèì âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, ïî-
ëó÷èì

V = η3e
η2(T−t)x +

η1η
2
3

2η2

(
e2η2(T−t) − 1

)− (3.14)

− aη3

b− η2

(
ebteη2(T−t) − ebT

)
+

T∫

t

r(ξ)dξ.

Ïîäñòàíîâêîé (3.14) â (3.1) íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåì, ÷òî (3.1) ïðå-
âðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî.

Èç (3.14) ñëåäóåò, ÷òî

Vx = η3e
η2(T−t).

Ïðèìåð 3.1. Ðàññìîòðèì èãðó Γ(x0, T − t0), ãäå N = {1, 2}, n = 2,
äèíàìèêà (3.1) èìååò âèä:

ẋ(t) = ax + b1u1 + b2u2, x(t0) = x0. (3.15)

Ïóñòü öåëüþ èãðîêà 1 ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà:

J{1} [x0, u1, u2] =

T∫

t0

[
−u2

1 − u2
2 + u1x + u2x− x2

2
+ r[1](t)

]
dt + x(T ),

(3.16)
à öåëüþ èãðîêà 2 � ìàêñèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà:

J{2} [x0, u1, u2] =

T∫

t0

[
−2u2

1 − u2
2 + 2u1x + u2x− 3

4
x2 + r[2](t)

]
dt + x(T ),

(3.17)
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ãäå r[1](t), r[2](t) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.
Ïîêàæåì, ÷òî â èãðå (3.16)-(3.17) ñóùåñòâóåò ñèëüíîå ðàâíîâåñèå

â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.1. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1, äëÿ ýòîãî äîñòà-
òî÷íî äëÿ êàæäîé êîàëèöèè S ⊆ N , S 6= ∅, íàéòè íîìåð iS0 ∈ S

è íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ V [S](t, x) òàêèå, ÷òîáû
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.6) äîñòèãàëîñü íà
åäèíñòâåííîì íàáîðå φ∗N(t, x).

Ðàññìîòðèì êîàëèöèþ S = {1, 2} = N è âåêòîð

λ[n,iN0 ] =
(
λ

[n,iN0 ]
1 , λ

[n,iN0 ]
2

)
.

Óðàâíåíèå (2.6) ïðèíèìàåò âèä:

V
[N ]
t (t, x) + max

u1u2

{
(ax + b1u1 + b2u2) V [N ]

x (t, x)+

+λ
[n,iN0 ]
1

(
−u2

1 − u2
2 + u1x + u2x− x2

2
+ r[1](t)

)
+

+λ
[n,iN0 ]
2

(
−2u2

1 − u2
2 + 2u1x + u2x− 3

4
x2 + r[2](t)

)}
= 0,

V [N ](T, x[N ](T )) =
n∑

i=1

λ
[n,iN0 ]
i x[N ](T ),

èëè
V

[N ]
t (t, x) + max

u1u2

{
(ax + b1u1 + b2u2) V [N ]

x (t, x)−

−
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

)
u2

1 −
(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)
u2

2+

+
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

)
xu1 +

(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)
xu2− (3.18)

−
(

x2

2
λ

[n,iN0 ]
1 +

3x2

4
λ

[n,iN0 ]
2

)
+

(
r[1](t)λ

[n,iN0 ]
1 + r[2](t)λ

[n,iN0 ]
2

)}
= 0,

V [N ](T, x[N ](T )) =
(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)
x[N ](T ).

Îïðåäåëèì ìàêñèìóì ôóíêöèè â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ. Çíà÷åíèÿ óïðàâ-
ëåíèé, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
(3.18), ïîëó÷àåì èç óñëîâèé ïåðâîãî ïîðÿäêà:

b1V
[N ]
x (t, x)− 2

(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

)
φ∗1(t, x) +

(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

)
x = 0,
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b2V
[N ]
x (t, x)− 2

(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)
φ∗2(t, x) +

(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

)
x = 0.

Îòêóäà,
φ∗1(t, x) = b1

2

(
λ
[n,iN0 ]

1 +2λ
[n,iN0 ]

2

)V
[N ]
x (t, x) + x

2

φ∗2(t, x) = b2

2

(
λ
[n,iN0 ]

1 +λ
[n,iN0 ]

2

)V
[N ]
x (t, x) + x

2

. (3.19)

Óñëîâèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà çàâèñÿò òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ ñâåðòêè:

−2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

)
< 0

è ∣∣∣∣∣∣
−2

(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

)
0

0 −2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)
∣∣∣∣∣∣
= (3.20)

= 4
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

)(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)
> 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (3.20), íàáîð ôóíêöèé (3.19)
áóäåò åäèíñòâåííûì, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ëåâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (3.18).

Ïîäñòàâëÿÿ (3.19) â (3.18), èìååì:

V
[N ]
t (t, x) +

{
ax +

b1x

2
+

b2x

2

}
V [N ]

x (t, x)+

+





b2
1

2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

) +
b2
2

2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)




(
V [N ]

x (t, x)
)2−

−
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

)

 b1

2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

)V [N ]
x (t, x) +

x

2




2

−

−
(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)

 b2

2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)V [N ]
x (t, x) +

x

2




2

+

+
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

)

 b1

2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

)V [N ]
x (t, x) +

x

2


 x+
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+
(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)

 b2

2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)V [N ]
x (t, x) +

x

2


 x−

−
(

x2

2
λ

[n,iN0 ]
1 +

3x2

4
λ

[n,iN0 ]
2

)
+ (3.21)

+
(
r[1](t)λ

[n,iN0 ]
1 + r[2](t)λ

[n,iN0 ]
2

)}
= 0,

V [N ](T, x[N ](T )) =
(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)
x[N ](T ).

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè â (3.21) è óïðîùàÿ, èìååì:

V
[N ]
t (t, x) +

{
a +

b1

2
+

b2

2

}
xV [N ]

x (t, x)+

+





b2
1

4
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

) +
b2
2

4
(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)




(
V [N ]

x (t, x)
)2

+ (3.22)

+
(
r[1](t)λ

[n,iN0 ]
1 + r[2](t)λ

[n,iN0 ]
2

)}
= 0,

V [N ](T, x[N ](T )) =
(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)
x[N ](T ).

Ïî ëåììå 3.1 óðàâíåíèå (3.22) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïðè÷åì

V [N ]
x (t, x) =

(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)
e{a+

b1
2

+
b2
2 }(T−t). (3.23)

Ñ ó÷åòîì (3.23) èç (3.19) ñëåäóåò, ÷òî

φ∗1(t, x) =
b1

(
λ
[n,iN0 ]

1 +λ
[n,iN0 ]

2

)

2

(
λ
[n,iN0 ]

1 +2λ
[n,iN0 ]

2

)e{a+
b1
2

+
b2
2 }(T−t) + x

2

φ∗2(t, x) = b2
2
e{a+

b1
2

+
b2
2 }(T−t) + x

2

. (3.24)

Ïðè ýòîì äèíàìèêà (3.15) ïðèíèìàåò âèä:

ẋ(t) =

(
a +

b1

2
+

b2

2

)
x +





b2
1

(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)

2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

) +
b2
2

2



 e{a+

b1
2

+
b2
2 }(T−t),

(3.25)
x(t0) = x0.
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Ðàññìîòðèì êîàëèöèþ S = {1} è âåêòîð

λ[n,iS0 ] =
(
λ

[n,iS0 ]
1 , λ

[n,iS0 ]
2

)
,

ïðè óñëîâèè, ÷òî èãðîê 2 âûáðàë ñòðàòåãèþ φ∗2(t, x). Óðàâíåíèå (2.6)
ïðèíèìàåò âèä:

V
[S]
t (t, x) + max

u1

{[
ax + b1u1 +

b2
2

2
e(a+

b1
2

+
b2
2 )(T−t) +

b2x

2

]
V [S]

x (t, x)+

+λ
[n,iS0 ]
1

(
−u2

1 −
(

b2

2
e(a+

b1
2

+
b2
2 )(T−t) +

x

2

)2

+ (3.26)

+u1x +

(
b2

2
e(a+

b1
2

+
b2
2 )(T−t) +

x

2

)
x− x2

2
+ r[1](t)

)
+

+λ
[n,iS0 ]
2

(
−2u2

1 −
(

b2

2
e(a+

b1
2

+
b2
2 )(T−t) +

x

2

)2

+

+2u1x +

(
b2

2
e(a+

b1
2

+
b2
2 )(T−t) +

x

2

)
x− 3

4
x2 + r[2](t)

)}
= 0

V [S](T, x(T )) =
(
λ

[n,iS0 ]
1 + λ

[n,iS0 ]
2

)
x(T ).

Èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà λ[n,iS0 ] ñëåäóåò, ÷òî λ
[n,iS0 ]
2 = 0. Ïîýòîìó óðàâ-

íåíèå (3.26) ïðèíèìàåò âèä:

V
[S]
t (t, x) + max

u1

{[
ax + b1u1 +

b2
2

2
e(a+

b1
2

+
b2
2 )(T−t) +

b2x

2

]
V [S]

x (t, x) +

+λ
[n,iS0 ]
1

(
−u2

1 −
(

b2

2
e(a+

b1
2

+
b2
2 )(T−t) +

x

2

)2

+ (3.27)

+ u1x +

(
b2

2
e(a+

b1
2

+
b2
2 )(T−t) +

x

2

)
x− x2

2
+ r[1](t)

)}
= 0

V [S](T, x(T )) = λ
[n,iS0 ]
1 x(T )

Óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ïðèíè-
ìàåò âèä:

b1V
[S]
x (t, x)− 2λ

[n,iS0 ]
1 φ∗∗1 (t, x) + λ

[n,iS0 ]
1 x = 0.
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Îòêóäà,
φ∗∗1 (t, x) =

b1

2λ
[n,iS0 ]
1

V [S]
x (t, x) +

x

2
. (3.28)

Óñëîâèå âòîðîãî ïîðÿäêà çàâèñèò òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ ñâåðòêè:

−2λ
[n,iS0 ]
1 < 0, (3.29)

ïîýòîìó ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3.29) ñòðàòåãèÿ (3.28) áóäåò åäèí-
ñòâåííîé, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
(3.27).

Ïîäñòàâèâ (3.28) â (3.27) è óïðîñòèâ, ïîëó÷èì:

V
[S]
t (t, x) +

b2
1

4λ
[n,iS0 ]
1

(
V [S]

x (t, x)
)2

+

(
a +

b1

2
+

b2

2

)
xV [S]

x (t, x)+

+
b2
2

2
e(a+

b1
2

+
b2
2 )(T−t)V [S]

x (t, x)− (3.30)

−λ
[n,iS0 ]
1 b2

2

2
e2(a+

b1
2

+
b2
2 )(T−t) + λ

[n,iS0 ]
1 r[1](t) = 0,

V [S](T, x(T )) = λ
[n,iS0 ]
1 x(T ).

Ïî ëåììå 3.1 óðàâíåíèå (3.30) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïðè÷åì

V [S]
x (t, x) = λ

[n,iS0 ]
1 e{a+

b1
2

+
b2
2 }(T−t). (3.31)

Ñ ó÷åòîì (3.31) èç (3.28) ñëåäóåò:

φ∗∗1 (t, x) =
b1

2
e{a+

b1
2

+
b2
2 }(T−t) +

x

2
. (3.32)

Ïðè ýòîì äèíàìèêà (3.15) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

ẋ(t) =

(
a +

b1

2
+

b2

2

)
x +

(
b2
1

2
+

b2
2

2

)
e{a+

b1
2

+
b2
2 }(T−t), (3.33)

x(t0) = x0.

Ðàññìîòðèì êîàëèöèþ S = {2} è âåêòîð

λ[n,iS0 ] =
(
λ

[n,iS0 ]
1 , λ

[n,iS0 ]
2

)
,



62 Í.À. Çåíêåâè÷, À.Â. Çÿò÷èí

ïðè óñëîâèè, ÷òî èãðîê 1 âûáðàë ñòðàòåãèþ φ∗1(t, x). Ïîâòîðÿÿ ðàñ-
ñóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ S = {1}, èìååì:

φ∗∗2 (t, x) =
b2

2
e{a+

b1
2

+
b2
2 }(T−t) +

x

2
. (3.34)

Ïðè ýòîì äèíàìèêà (3.15) ïðèíèìàåò âèä:

ẋ(t) =

(
a +

b1

2
+

b2

2

)
x+ (3.35)

+





b2
1

(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)

2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

) +
b2
2

2



 e{a+

b1
2

+
b2
2 }(T−t),

x(t0) = x0.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:
Äëÿ S = N , ñîãëàñíî (3.24), (3.25):

φ∗1(t, x) =
b1

(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)

2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

)e{a+
b1
2

+
b2
2 }(T−t) +

x

2
,

φ∗2(t, x) =
b2

2
e{a+

b1
2

+
b2
2 }(T−t) +

x

2
,

ẋ(t) =

(
a +

b1

2
+

b2

2

)
x +





b2
1

(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)

2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

) +
b2
2

2



 e{a+

b1
2

+
b2
2 }(T−t),

x(t0) = x0.

Äëÿ S = {1}, ñîãëàñíî (3.32), (3.33):

φ∗∗1 (t, x) =
b1

2
e{a+

b1
2

+
b2
2 }(T−t) +

x

2

ẋ(t) =

(
a +

b1

2
+

b2

2

)
x +

(
b2
1

2
+

b2
2

2

)
e{a+

b1
2

+
b2
2 }(T−t),

x(t0) = x0.

Äëÿ S = {2}, ñîãëàñíî (3.34), (3.35):

φ∗∗2 (t, x) =
b2

2
e{a+

b1
2

+
b2
2 }(T−t) +

x

2
,
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ẋ(t) =

(
a +

b1

2
+

b2

2

)
x +





b2
1

(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)

2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

) +
b2
2

2



 e{a+

b1
2

+
b2
2 }(T−t),

x(t0) = x0.

Â èãðå âîçìîæíû òðè êîàëèöèè (n = 2). Ïîýòîìó âîçìîæíû 23 = 8

âåêòîðîâ λ[n,iN0 ]. Ïåðåáèðàÿ âñå âàðèàíòû, íàõîäèì ñëåäóþùèé îòâåò.
Äëÿ S = N çíà÷åíèå i

{1,2}
0 = 1, λ[n,i

{1,2}
0 ] = (1, 0), äëÿ S = {1}

çíà÷åíèå i
{1}
0 = 1, λ[n,i

{1}
0 ] = (1, 0), äëÿ S = {2} çíà÷åíèå i

{2}
0 = 2,

λ[n,i
{2}
0 ] = (0, 1). Òîãäà:
à) äëÿ âñåõ ýêñòðåìàëüíûõ óðàâíåíèé âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ âòî-

ðîãî ïîðÿäêà,
á)

φ∗1(t, x) = φ∗∗1 (t, x) =
b1

2
e{a+

b1
2

+
b2
2 }(T−t) +

x

2
,

φ∗2(t, x) = φ∗∗2 (t, x) =
b2

2
e{a+

b1
2

+
b2
2 }(T−t) +

x

2
,

â) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè óðàâíå-
íèé (3.25), (3.33), (3.35). Ïðè ýòîì óêàçàííûå óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò
îäèíàêîâûé âèä:

ẋ(t) =

(
a +

b1

2
+

b2

2

)
x +

(
b2
1

2
+

b2
2

2

)
e{a+

b1
2

+
b2
2 }(T−t), (3.36)

x(t0) = x0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîé êîàëèöèè S ⊆ N íàøëèñü òàêèå íîìå-
ðà èãðîêîâ i

{1,2}
0 = 1, i

{1}
0 = 1, i

{2}
0 = 2, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå

ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèé (3.18), (3.27), à òàêæå ýêñòðåìàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ, ñîñòàâëåííîãî äëÿ ñëó÷àÿ S = {2}, äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîì
íàáîðå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé:

φ∗N(t, x) = (φ∗1(t, x), φ∗2(t, x)) =

=

(
b1

2
e{a+

b1
2

+
b2
2 }(T−t) +

x

2
,
b2

2
e{a+

b1
2

+
b2
2 }(T−t) +

x

2

)
.

Òîãäà ïî òåîðåìå 2.1 íàáîð φ∗N(t, x) ∈ SME â èãðå (3.15)-(3.17), ÷òî
è òðåáîâàëîñü íàéòè.
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Abstract : A strong equilibrium technique is proposed. It is based on
a special scalarization of multicreteria problem. Su�cient conditions
for strong equilibrium to exist are proved. The result is illustrated on
asymmetric di�erential game with two players, where strong equilibrium
is found in explicit form.
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Математическая Теория Игр и её Приложения, т.2, в.2, с. 66–78

УДК 519.832.2

ББК 22.18

ТЕОРЕТИКО-ИГРОВЫЕ МОДЕЛИ

ПРОВЕДЕНИЯ КОНКУРСОВ

Владимир В. Мазалов∗

Институт прикладных математических исследований

Карельского научного центра РАН

185910, Петрозаводск, ул.Пушкинская, 11
e-mail: vmazalov@krc.karelia.ru

Юлия С. Токарева∗∗

Забайкальский государственный

гуманитарно-педагогический университет

им. Н.Г. Чернышевского

672007, Чита, ул.Бабушкина, 129
e-mail: jtokareva2@mail.ru

Рассматривается бескоалиционная игра n лиц с ненулевой

суммой, связанная с проведением конкурсов. Игроки представ-

ляют на конкурс проекты, которые характеризуются набором

параметров. Арбитр или арбитражный комитет выбирает один

из проектов, используя некоторую стохастическую процеду-

ру с распределением вероятностей, которое известно участни-

кам конкурса. При этом победитель конкурса получает выиг-

рыш, зависящий от параметров проекта. В работе представле-

на теоретико-игровая модель данной задачи и найдено равно-

весие в двух и трехмерных моделях.

c©2010 В.В. Мазалов, Ю.С. Токарева

∗Работа поддержана грантами РФФИ (проект 10-01-00089-а), АВЦП ”Разви-

тие научного потенциала высшей школы” и ОМН РАН.
∗∗ Поддержано АВЦП ”Развитие научного потенциала высшей школы”



Теоретико-игровые модели проведения конкурсов 67

Ключевые слова: теоретико-игровая модель конкурса, игра n лиц,

диаграмма Вороного, арбитражная процедура, равновесие по Нэшу.

1. Введение

Рассматривается бескоалиционная игра n лиц с ненулевой сум-

мой, связанная с проведением конкурсов. Игрок i ∈ N = {1, 2, . . . , n}
представляет на конкурс проект, который характеризуется набором

параметров xi = (xi
1, . . . , x

i
m). Например, проект может включать

описание его стоимости, времени выполнения, числа работников и

т.д. Арбитр или арбитражный комитет рассматривает поступившие

предложения, выбирает один из проектов, используя стохастическую

процедуру с распределением вероятностей, которое известно участ-

никам конкурса. При этом победитель конкурса k получает выигрыш

hk(x
k), зависящий от параметров его проекта. В работе для выбора

проекта используется многомерная арбитражная процедура, которая

выбирает ближайший к решению арбитра проект.

Этот подход широко применяется в одномерных игровых задачах

двух лиц с нулевой суммой, которые интерпретируются как решение

спора о зарплате между работником и работодателем. В работах [1,

4-7] получены равновесия в таких играх с участием одного арбитра,

и в работах [2, 8] с участием арбитражного комитета.

В данной работе представлена многомерная теоретико-игровая

модель n лиц с ненулевой суммой, в которой предложения игроков

представляют собой набор параметров. Для ряда двухмерных и трех-

мерных задач найдены оптимальные решения и проведено их срав-

нение с решениями известных одномерных моделей.

2. Теоретико-игровая модель проведения конкурса

Рассмотрим следующую бескоалиционную игру n лиц с ненуле-

вой суммой. Игроки {1, 2, . . . , n} представляют на конкурс проекты,

которые характеризуются векторами {x1, . . . , xn} из некоторого до-

пустимого множества S в пространстве Rm. Арбитр рассматривает

поступившие предложения и выбирает один из проектов, используя

следующую стохастическую процедуру. В пространстве Rm модели-

руется случайный вектор a с некоторым распределением вероятно-

стей µ(x1, . . . , xm), которое известно участникам конкурса. Будем на-

зывать вектор a решением арбитра. Победителем становится проект
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xk, который ближе всего находится к точке a. Победитель конкурса

игрок k получает выигрыш hk(x
k), зависящий от параметров проекта.

Можно также думать о векторе a, как о наборе решений экспертов,

где каждая компонента представляет собой решение отдельного экс-

перта. При этом, эксперты могут быть независимыми, или принимать

коррелированные решения.

Заметим, что решение арбитра является случайным. Для пред-

ставленного набора проектов {x1, . . . , xn} множество S ⊂ Rm разо-

бьется на n подмножеств S1, . . . , Sn, таких что если a ∈ Sk, то реше-

нием арбитра будет выбор проекта с номером k (см. рис. 1). Данное

разбиение называется диаграммой Вороного. Его можно построить,

используя процедуру Форчуна [3].

Таким образом, выигрыш игрока k в данной игре можно опре-

делить как среднее значение его выигрыша при попадании решения

арбитра в множество Sk, т.е.

Hk(x
1, . . . , xn) =

∫

Sk

hk(x
k)µ(dx1, . . . , dxn) = hk(xk)µ(Sk), k = 1, . . . , n.

(2.1)

Ищется равновесие по Нэшу в данной игре, т.е. такой профиль x∗ =

(x1, . . . , xn), для которого

Hk(x
∗||yk) ≤ Hk(x

∗), ∀yk, k = 1, . . . , n.

Рисунок 1. Диаграмма Вороного на множестве проектов
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Для упрощения выкладок остановимся на двухмерном случае, ко-

гда проект представлен двумя параметрами. Предположим, что иг-

роки представили на конкурс свои проекты xi = (xi, yi), i = 1, . . . , n,

а два независимых арбитра оценивают их. Пусть решение арбитров

моделируется случайным вектором на плоскости с плотностью рас-

пределения f(x, y) = g(x)g(y).

Рассмотрим для определенности игрока 1. Множество S1, соответ-

ствующее принятию его проекта представляет собой многоугольник

со сторонами li1 , . . . , lik , где lj это отрезок прямой линии, проходящий

перпендикулярно отрезку [x1, xj] через его середину (см. рис. 1).

Нетрудно найти, что уравнение границы lj имеет вид:

x(x1 − xj) + y(y1 − yj) =
x2
1 + y21 − x2

j − y2j
2

, (2.2)

или

y = lj(x) = −x1 − xj

y1 − yj
x+

x2
1 + y21 − x2

j − y2j
2(y1 − yj)

.

Пусть xij , j = 1, . . . , k абсциссы вершин многоугольника S1. Для

удобства перенумеруем их таким образом, чтобы

xi0 ≤ xi1 ≤ xi2 ≤ . . . ≤ xik ≤ xik+1
,

где xi0 = −∞, xik+1
= ∞.

Для всех внутренних точек (x, y) ∈ S1 выполняется условие, что

lij (x) имеет тот же знак, что и lij (x1), или lij (x)lij (x1) > 0, j = 1, . . . , k.

Тогда меру µ(S1) можно представить как

µ(S1) =

k+1
∑

j=0

xij+1
∫

xij

g(x)dx

∫

lij (x)lij (x1)>0,j=1,...,k

g(y)dy.

Аналогичное представление можно получить для любой области

Si, i = 1, . . . , n.

3. Двухмерная модель двух лиц c нормальным распределе-

нием

Рассмотрим, например, модель конкурса для двух лиц с нуле-

вой суммой, в которой проекты представлены двумя параметрами.
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Например, можно представить спор о разделе имущества, которое

состоит из движимого x и недвижимого имущества y. Игрок I хочет

максимизировать сумму x+ y, а второй – минимизировать. Предпо-

ложим, что для определения победителя в споре арбитр использует

процедуру с нормальным распределением f(x, y) = 1
2π

exp{−(x2 +

y2)/2}.
Игроки вносят свои предложения (x1, y1) и (x2, y2). Плоскость ре-

шений арбитра разобьется на два множества S1 и S2, которые разби-

ваются прямой, проходящей через середину отрезка, соединяющего

точки (x1, y1) и (x2, y2) (см. рис. 2). Уравнение такой прямой

y = −x1 − x2

y1 − y2
x+

x2
1 − x2

2 + y21 − y22
2(y1 − y2)

.

Таким образом, выигрыш игрока I в данной игре имеет вид:

H(x1, y1; x2, y2) = (x1 + y1)µ(S1) = (3.1)

= (x1 + y1)

∫

R

∫

R

f(x, y)I{−x1 − x2

y1 − y2
x+

(x2
1 − x2

2 + y21 − y22)

2(y1 − y2)
≥ 0}dxdy,

где I{A} – индикатор множества A.

Рисунок 2. Конкурс двух проектов на плоскости

Пользуясь симметрией задачи, можно предположить, что опти-

мальные стратегии будут предписывать одинаковые значения пара-

метров. Пусть x2 = y2 = −a. Тогда из (3.1)

H(x1, y1)=(x1+y1)

∫

R

∫

R

f(x, y)I{−x1 + a

y1 + a
x+

(x2
1 + y21 − 2a2)

2(y1 + a)
≥ 0}dxdy.
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Наилучший ответ первого игрока найдем из условия

∂H

∂x1
= 0,

∂H

∂y1
= 0.

Находим
∂H

∂x1
= µ(S1) + (x1 + y1)

∂µ(S1)

∂x1
= (3.2)

µ(S1)+(x1+y1)

∫

R

1

2π

x− x1

y1 + a
exp{−1

2
(x2+(−x1 + a

y1 + a
x+

x2
1 + y21 − 2a2

2(y1 + a)
)2)}dx.

Приравняем (3.2) нулю и потребуем, чтобы решение уравнения до-

стигалось в точке x1 = y1 = a. Это приводит к нахождению опти-

мального значения параметра a. Заметим, что при этом из симмет-

рии следует, что µ(S1) = 1/2. Тогда

1

2
− 2a

∫

R

1

2π
exp{−1

2
(x2 + x2)}−x+ a

2a
dx = 0,

откуда
∫ ∞

−∞

(−x+ a)
1

2π
e−x2

dx =
1

2
,

и наконец получаем оптимальное значение a

a =
√
π.

Нетрудно проверить, что выполняются достаточные условия дости-

жения максимума функции H(x, y) в точке (a, a).

Таким образом, оптимальные стратегии игроков в данной игре это

предложения (−√
π,−√

π) и (
√
π,

√
π) соответственно. Отметим от-

личие от оптимального решения для одномерной арбитражной про-

цедуры [2], где равновесие имеет вид (−
√

π/2,
√

π/2).
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4. Эффект корреляции на оптимальное решение

Выше мы рассмотрели модель конкурса, где проекты оценива-

ются по двум критериям, и решения арбитра моделировались неза-

висимыми нормальными случайными величинами. Рассмотрим эту

же задачу в предположении, что решения арбитра являются зави-

симыми. Это соответствует случаю, когда по каждому из критериев

приглашается отдельный эксперт, и при этом решения экспертов яв-

ляются коррелированными.

Предположим, что для определения победителя используется про-

цедура с нормальным распределением f(x, y) = 1
2π

√
1−r2

exp{− 1
2(1−r2)

(x2 + y2 − 2rxy)}, здесь r : r ≤ 1 – коэффициент корреляции.

Также, как в предыдущей модели, воспользуемся симметрией.

Предположим, что второй игрок использует стратегию (−a,−a) и

будем искать наилучший ответ первого игрока в виде (x1 = y1 = a).

Дифференцируя функцию выигрыша (3.1) с новым распределением,

и подставляя значения x1 = y1 = a приходим к условию

∫ ∞

−∞

(−x+ a)
1

2π
√
1− r2

e−
x2

1−r dx =
1

2
,

откуда

a =
√

π(1 + r).

Мы видим, что зависимость между решениями арбитра позволяет

увеличивать оптимальные значения предложений игроков.

5. Модель конкурса для трех лиц с ненулевой суммой

Рассмотрим теперь конкурс проектов трех лиц, в котором игрок

I заинтересован максимизировать сумму x + y, игрок II заинтере-

сован напротив минимизировать x, а игрок III минимизировать y.

Пусть арбитр представлен нормальным распределением на плоско-

сти f(x, y) = g(x)g(y), где g(x) = 1√
2π

exp{−x2/2}.
Воспользуемся опять симметрией задачи. Оптимальные страте-

гии должны иметь вид

для игрока I: (c, c),

для игрока II: (−a, 0),

для игрока III : (0,−a).
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Чтобы найти значения параметров a и c, поступим следующим

образом. Предположим, что игроки II и III представили на конкурс

проекты соответственно (−a, 0) и (0,−a). Пусть игрок I, представил

на конкурс проект (x1, y1), где x1, y1 ≥ 0. Тогда плоскость проектов

разобьется на три множества (см. рис. 3), разделяемые прямыми y =

x и

l2 : y = −x1 + a

y1
x+

x2
1 + y21 − a2

2y1
и

l3 : y = − x1

y1 + a
x+

x2
1 + y21 − a2

2(y1 + a)
.

Рисунок 3. Конкурс трех проектов на плоскости

Все три прямые пересекаются в одной точке x = y = x0, где

x0 =
x2
1 + y21 − a2

2(x1 + y1 + a)
.

Нас в первую очередь интересует область S1 с границами l2 и l3.

Запишем выигрыш первого игрока

H1(x1, y1) = (x1 + y1)[

∫ x0

−∞

g(x)dx

∫ ∞

u

g(y)dy+

∫ ∞

x0

g(x)dx

∫ ∞

v

g(y)dy],

(5.1)
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где

u = −x1 + a

y1
x+

x2
1 + y21 − a2

2y1
,

v = − x1

y1 + a
x+

x2
1 + y21 − a2

2(y1 + a)
.

Упрощая (5.1), приходим к выражению

H1(x1, y1) = (x1 + y1)

[

1−
∫ x0

−∞

g(x)G(u)dx−
∫ ∞

x0

g(x)G(v)dx

]

, (5.2)

где G(x) – функция нормального распределения. Максимум функции

(5.2) достигается при x1 = y1 = c и является функцией от a.

Теперь зафиксируем стратегию первого игрока (c, c), c > 0 и пред-

положим, что игрок III выбрал стратегию (0,−b). Пусть игрок II вы-

брал стратегию (−a, 0) и будем искать его наилучший ответ на стра-

тегии игроков I и III. Плоскость проектов разобьется на три области

(см. рис. 4). Нас интересуют границы области S2:

l1 : y = −c + a

c
x+

2c2 − a2

2c

и

l3 : y =
a

b
x− b2 − a2

2b
.

Рисунок 4. Конкурс трех проектов на плоскости
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Точка пересечения областей имеет абсциссу

z =

(

2c2 − a2

2c
− a2 − b2

2b

)

1

a/b+ 1 + a/c
.

Тогда выигрыш игрока II равен

H2(a) = a

[
∫ z

−∞

g(x)dx

∫ v2

v1

g(y)dy

]

=

= a[

∫ z

−∞

(G(v2)−G(v1)) f(x)dx, (5.3)

где

v1 =
a

b
x− b2 − a2

2b
,

v2 = −c+ a

c
x+

2c2 − a2

2c
.

Из соображений симметрии минимум выражения (5.3) должен до-

стигаться при a = b. Из этих двух задач оптимизации можно найти

оптимальные значения параметров a и c. Численное моделирование

приводит к следующему набору приближенных значений для опти-

мальных параметров

a = b ≈ 1.7148, c ≈ 1.3736.

При этом, выигрыши игроков в равновесии

H1 ≈ 0.920, H2 = H3 ≈ 0.570,

и вероятности попадания в соответствующие области равны

µ(S1) ≈ 0.335, µ(S2) = µ(S3) ≈ 0.332.

6. Проведение конкурса с участием арбитражного комитета

Предположим теперь, что решение о принятии проекта принима-

ет не один арбитр, а несколько. При этом, каждый арбитр руковод-

ствуется тем же самым распределением вероятностей. Рассмотрим

арбитражный комитет, состоящий из 2m − 1 членов. Чтобы проект
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был принят, необходимо чтобы за него проголосовали больше поло-

вины членов арбитражного комитета. Тогда выигрыш игрока i опре-

деляется следующим образом

Hi(x
i)=hi(x

i)
{

Cm
2m−1µ

m
i (1−µi)

m−1+Cm+1
2m−1µ

m+1
i (1−µi)

m−2+. . .+µ2m−1
i

}

где µi = µ(Si), i = 1, . . . , n.

Например, если число членов арбитражного комитета равно трем,

то выигрыш игрока i определяется следующим образом:

Hi = hi(x
i)
(

3µ2
i (1− µi) + µ3

i

)

= hi(x
i)
(

3µ2
i − 2µ3

i

)

, i = 1, . . . , n.

Равновесие в данном случае находится таким же образом как и

в случае одного арбитра. Рассмотрим, например, модель конкурса с

двумя участниками, рассмотренную в разделе 3. Функция выигрыша

примет вид:

H(x1, y1; x2, y2) = (x1 + y1)
m−1
∑

k=0

Cm+k
2m−1µ

m+kµm−1−k,

где µ = µ(S1), µ = 1− µ. Предполагая, что второй игрок использует

стратегию x2 = y2 = −a, найдем наилучший ответ первого игрока.

Для этого вычислим

∂H

∂x1
=

m−1
∑

k=0

Cm+k
2m−1µ

m+kµm−1−k+ (6.1)

+(x1 + y1)
m−1
∑

k=0

Cm+k
2m−1µ

m+k−1µm−2−k((m+k)µ−(m−1−k)µ)
∂µ(S1)

∂x1
=0.

Из симметрии задачи следует, что в равновесии µ = µ(S1) = 1/2 и

x1 = y1 = a. Подставив в (6.1), получим

1

2
+ 2a

(

1

2

)2m−2 m−1
∑

k=0

Cm+k
2m−1(2k + 1)

∂µ(S1)

∂x1
=

=
1

2
+mCm

2m−1

(

1

2

)2m−2 ∫

R

1

2π
exp{−1

2
(x2 + x2)}(x− a)dx = 0,
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откуда находим оптимальное значение a

a =
22m−2

mCm
2m−1

√
π.

При больших m согласно локальной предельной теореме

mCm
2m−1

(

1

2

)2m−2

= (2m− 1)Cm−1
2m−2

(

1

2

)2m−2

≈ 2
√
2m

1√
2π

.

Тогда при m → ∞
a ≈ π

2
√
m

→ 0.

Видим, что увеличение членов арбитражного комитета приводит

к уменьшению разброса оптимальных значений предложений игро-

ков.

7. Заключение

В работе предложена новая теоретико-игровая модель проведения

конкурсов с использованием арбитражных процедур. Эта схема легко

может быть реализована в компьютерной среде.

Для решения какой-то практической задачи (например строитель-

ство дома) объявляется конкурс. В начале конкурса создается кон-

курсная комиссия. Эксперты (арбитры) оценивают данную задачу по

каждому из параметров. Формируется распределение вероятностей,

соответствующее мнению экспертов.

После этого игроки вносят свои предложения на конкурс. Комис-

сия сразу же может отбросить проекты, значения которых домини-

руются другими проектами. После этого наступает фаза выбора по-

бедителя. Решения арбитра или нескольких арбитров моделируют-

ся случайными величинами в пространстве проектов. Ближайший к

решению арбитра проект объявляется победителем. В случае арбит-

ражного комитета проводится голосование.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ôîðìèðîâàíèÿ êîàëèöèé èãðîêà-
ìè, õàðàêòåðèçóåìûìè çíà÷åíèåì íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà (ãåî-
ãðàôè÷åñêîå ïîëîæåíèå, èäåàëüíàÿ òî÷êà). Íîâèçíà ïîñòàíîâ-
êè çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè î íåîäíîòèïíîñòè èãðîêîâ:
ê îñíîâíîìó ìíîæåñòâó äîáàâëÿåòñÿ íåáîëüøàÿ äîëÿ èãðîêîâ
ñ ôóíêöèåé âûèãðûøà, îòëè÷íîé îò ôóíêöèè âûèãðûøà èãðî-
êîâ îñíîâíîãî òèïà. Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå êîíöåïöèè êîàëè-
öèîííîé óñòîé÷èâîñòè è ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå íåîáõîäè-
ìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ. Ïðîàíàëèçèðîâàíî ñîîòíîøåíèå
äàííûõ óñëîâèé äëÿ èãð ñ îäíèì è äâóìÿ òèïàìè èãðîêîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîàëèöèîííàÿ óñòîé÷èâîñòü, ðàâíîâåñèå Íýøà, ñëà-
áîå êîàëèöèîííîå ðàâíîâåñèå (ÑÊÐ).

1. Ââåäåíèå
Îäíî èç ñîâðåìåííûõ íàïðàâëåíèé â òåîðèè èãð ñâÿçàíî ñ èññëå-

äîâàíèåì ìîäåëåé ýíäîãåííîãî ôîðìèðîâàíèÿ êîàëèöèé â áîëüøèõ
íåîäíîðîäíûõ ïîïóëÿöèÿõ èãðîêîâ. Â òàêîé èãðå èãðîêè ïîõîæè â
ñìûñëå âèäà ôóíêöèè âûèãðûøà è ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé, íî ðàçëè-
÷àþòñÿ ïî íåêîòîðîìó ïàðàìåòðó x ∈ X (èäåàëüíàÿ òî÷êà), ïðè ýòîì

c©2010 Ä.Ñ. Ñòåïàíîâ
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âñå ìíîæåñòâî èãðîêîâ îïèñûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ïî óêàçàííîìó
ïàðàìåòðó. Ñòðàòåãèÿ èãðîêà � âûáîð íåêîòîðîé êîàëèöèè, ñòðà-
òåãèÿ êîàëèöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî÷êó èç X è îïðåäåëÿåòñÿ ïî
çàäàííîìó ïðàâèëó â çàâèñèìîñòè îò ñîñòàâà êîàëèöèè. Ðàçìåð êîà-
ëèöèè ïðîïîðöèîíàëåí äîëå èãðîêîâ, âîøåäøèõ â íåå. Èãðîêè îäíî-
ðîäíû ïî ôóíêöèè âûèãðûøà, êîòîðàÿ çàâèñèò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ:
âîçðàñòàåò ïî ðàçìåðó êîàëèöèè è óáûâàåò ïî ðàññòîÿíèþ ìåæäó
èäåàëüíîé òî÷êîé x è ñòðàòåãèåé êîàëèöèè.

Ïîäîáíûå ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ â ïîëèòîëîãèè è ýêîíîìè÷åñêîé
ãåîãðàôèè ïðè èçó÷åíèè âîïðîñîâ óñòîé÷èâîñòè ðàçáèåíèÿ íàñåëåíèÿ
ïî ñòðàíàì [1, 2], à òàêæå ïî þðèñäèêöèÿì (ìóíèöèïàëèòåòàì èëè
ðåãèîíàì) âíóòðè ñòðàíû [3, 4]. Îíè íàõîäÿò òàêæå ïðèìåíåíèå ïðè
àíàëèçå óñòîé÷èâûõ ðàçáèåíèé èçáèðàòåëåé ïî ïîëèòè÷åñêèì ïàð-
òèÿì [5, 6], ñîöèàëüíûõ ñåòåé (â èíòåðíåò-ñîîáùåñòâàõ) è êîàëèöèé
âîîáùå [7, 8]. Â óêàçàííûõ èññëåäîâàíèÿõ àâòîðû ðàññìàòðèâàþò âî-
ïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è êîàëèöèîííîé óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèé Íý-
øà è èçó÷àþò èõ ñâîéñòâà.

Îäíàêî, â äàííîé îáëàñòè àêòóàëüíîé è ïðàêòè÷åñêè íåèññëåäî-
âàííîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ó÷åò â ìîäåëÿõ íåîäíîðîäíîñòè èãðîêîâ
íå òîëüêî ïî çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà, íî è ïî õàðàêòåðó çàâèñèìîñòè
âûèãðûøà îò àðãóìåíòîâ, òî åñòü, äðóãèìè ñëîâàìè, âî âñåõ óïîìÿ-
íóòûõ èññëåäîâàíèÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èãðîêè îäíîòèïíû ñ òî÷êè
çðåíèÿ âèäà ôóíêöèè âûèãðûøà. Â ðåàëüíîé æèçíè ìîæíî íàáëþ-
äàòü ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ, ïîäòâåðæäàþùèõ, ÷òî âûèãðûøè àãåíòîâ
ñ îäèíàêîâîé èäåàëüíîé òî÷êîé â öåëîì ìîãóò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ èëè
ìåíÿòüñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè (âñëåäñòâèå êàêèõ-ëèáî ñîáûòèé).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòðóêòóðû, ÿâëÿþùèåñÿ
ðàâíîâåñíûìè â ìîäåëè ñ îäíîòèïíûìè èãðîêàìè, è èññëåäóþòñÿ èõ
ñâîéñòâà â èãðå ñ äâóìÿ òèïàìè èãðîêîâ, îòëè÷àþùèõñÿ õàðàêòåðîì
çàâèñèìîñòè âûèãðûøà îò àðãóìåíòîâ. Äëÿ òàêèõ ñòðóêòóð áûëè
íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé óñòîé÷è-
âîñòè (òî åñòü óñòîé÷èâîñòè ê îáðàçîâàíèþ íîâûõ êîàëèöèé ïóòåì
ðàñêîëà èëè îáúåäèíåíèÿ ñóùåñòâóþùèõ) è èññëåäîâàíà èõ ñâÿçü ñ
àíàëîãàìè äëÿ ñëó÷àÿ îäíîòèïíîé ãðóïïû èãðîêîâ. Òàêæå íàéäåí
êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáîãî êîàëèöèîííîãî ðàâíîâåñèÿ (òî åñòü
ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðîì íå âûãîäíî îáðàçîâàíèå âîîáùå ëþáûõ íîâûõ
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êîàëèöèé � íàïðèìåð, èç ÷àñòåé íåñêîëüêèõ ñóùåñòâóþùèõ êîàëè-
öèé).

2. Ìîäåëü
Ñíà÷àëà ïðèâåäåì, ñëåäóÿ [8], ôîðìàëüíîå îïèñàíèå èãðû â ñëó-

÷àå, êîãäà èãðîêè îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó òèïó. Ïóñòü ìíîæåñòâî èäå-
àëüíûõ òî÷åê ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îòðåçîê [0, 1] = X, à èãðîêè
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ïî èäåàëüíûì òî÷êàì íà äàííîì îòðåç-
êå. Åñòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé íàáîð ìåòîê M : ¾Êîàëèöèÿ 1¿, ¾Êîà-
ëèöèÿ 2¿,. . . (íàïðèìåð, â ñëó÷àå ôîðìèðîâàíèÿ ïîëèòè÷åñêèõ ïàð-
òèé ýòî ¾ñîöèàëèñòû¿, ¾äåìîêðàòû¿, ¾ëèáåðàëû¿ è ò.ä.). Ïóñòü M =

{1, 2 . . . , M̄}. Êàæäûé èç èãðîêîâ, âûáèðàÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ìåòêó,
ñòàíîâèòñÿ ÷ëåíîì êîàëèöèè èëè æå íå âñòóïàåò íè â îäíó èç êî-
àëèöèé (ìåòêà ¾0¿). Ñòðàòåãèÿ (ïîëèòèêà) êîàëèöèè îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ìåäèàíà ðàñïðåäåëåíèÿ ÷ëåíîâ êîàëèöèè ïî èäåàëüíûì òî÷êàì
(ñàìîå ðàñïðîñòðàíåííîå â ëèòåðàòóðå ïðàâèëî). Ðàçìåð êîàëèöèè
ïðîïîðöèîíàëåí äîëå èãðîêîâ, âûáðàâøèõ ñîîòâåòñòâóþùóþ ìåòêó.

Â îáùåì ñëó÷àå êîàëèöèåé i ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî èãðîêîâ, âû-
áðàâøèõ ìåòêó i. Â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñÿ àíàëèçîì ñèòóàöèé, â
êîòîðûõ êàæäàÿ êîàëèöèÿ i ∈ M õàðàêòåðèçóåòñÿ èíòåãðèðóåìîé
ôóíêöèåé δi(x), x ∈ X, îïèñûâàþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïî
èäåàëüíûì òî÷êàì èãðîêîâ, âûáðàâøèõ ìåòêó i. Â ýòîì ñëó÷àå ðàç-
ìåð ri êîàëèöèè i ∈ M ôîðìàëüíî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ri =

∫ 1

0
δi(x)dx.

Ñèòóàöèÿ èãðû D îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî êîàëèöèé íåíóëå-
âîãî ðàçìåðà I ⊂ M è íàáîð (δi(x), i ∈ I) èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé,
ïîêàçûâàþùèõ äîëþ èãðîêîâ ñ èäåàëüíîé òî÷êîé x, âûáðàâøèõ êî-
àëèöèþ i ∈ I: D =

{
δi(x) ≥ 0 :

∑
i∈I

δi(x) ≤ 1, x ∈ [0, 1], i ∈ I

}
. Ïóñòü

δ0(x) = 1−∑
i∈I

δi(x) � äîëÿ èãðîêîâ, íå âñòóïèâøèõ â êîàëèöèè. Ñòðà-

òåãèÿ Pi êîàëèöèè çàäàåòñÿ óñëîâèåì
∫ Pi

0
δi(x)dx =

∫ 1

Pi
δi(x)dx. Âûèã-

ðûø èãðîêà ñ èäåàëüíîé òî÷êîé x, âîøåäøåãî â êîàëèöèþ i ∈ I,
îïðåäåëÿåòñÿ êàê

U(x, i,D) = R (ri (D))− L (|Pi (D)− x|) , (2.1)

ãäå R(·), L(·) � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå
ôóíêöèè, ïðè÷åì L′′(·) ≥ 0, R′′(·) ≤ 0. Âûèãðûø èãðîêà â ñëó÷àå
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îòêàçà îò âñòóïëåíèÿ â êîàëèöèè ðàâåí 0. Îáîçíà÷èì äàííóþ èãðó
êàê G1.

Çàìåòèì, ÷òî âûèãðûø èãðîêà â êîàëèöèè íóëåâîãî ðàçìåðà çàâå-
äîìî íåïîëîæèòåëåí, ïîýòîìó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äîëÿ èãðîêîâ,
âûáðàâøèõ òàêèå êîàëèöèè, ðàâíà íóëþ.

Â äàííîé ìîäåëè ñèòóàöèÿ èãðû D = (δi(x), i ∈ I) ÿâëÿåòñÿ ðàâ-
íîâåñèåì Íýøà (ÐÍ), åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X è i ∈ Ī èç òîãî, ÷òî
δi(x) > 0 ñëåäóåò i ∈ Argmax

j∈Ī

U(x, j,D), ãäå Ī = I ∪ 0. Òî åñòü â

ÐÍ êàæäûé èãðîê âûáèðàåò êîàëèöèþ, ìàêñèìèçèðóþùóþ åãî âû-
èãðûø. Çàìåòèì, ÷òî àòîìàðíàÿ ñòðóêòóðà (íè îäèí èç èãðîêîâ íå
âñòóïèë â êîàëèöèþ) � âñåãäà ÐÍ.

Íèæå èññëåäóþòñÿ ðåãóëÿðíûå ÐÍ (ÐÐÍ), òî åñòü ðàâíîâåñèÿ, â
êîòîðûõ íåò êîàëèöèé ñ îäèíàêîâîé ñòðàòåãèåé. Ïîíÿòèå ÐÐÍ ââåäå-
íî â [8], ïîñêîëüêó íåðåãóëÿðíûå ðàâíîâåñèÿ çàâåäîìî íåóñòîé÷èâû
ê îáúåäèíåíèþ êîàëèöèé.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäèôèêàöèþ èãðû G1 � èãðó G2. Ê èñ-
õîäíîìó ìíîæåñòâó èãðîêîâ (òèïà 1 èëè ñòàðîãî, îñíîâíîãî òèïà)
äîáàâëÿåòñÿ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî èãðîêîâ (òèïà 2 èëè íîâîãî òèïà)
ñ èíîé ôóíêöèåé âûèãðûøà òàêèì îáðàçîì, ÷òî äîëÿ èãðîêîâ íîâîãî
òèïà â îáùåì ìíîæåñòâå èãðîêîâ ðàâíà λ > 0. Ïðè ýòîì ðàññìàòðè-
âàåòñÿ äâà âàðèàíòà îòíîñèòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èãðîêîâ ðàçíûõ
òèïîâ:
D1 Èãðîêè îáîèõ òèïîâ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà âñåì îòðåçêå

[0, 1].

D2 Èãðîêè òèïà 2 ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ïî èäåàëüíûì òî÷-
êàì òîëüêî íà íåêîòîðîì ñåãìåíòå S ⊂ [0, 1] äëèíû λ, à èãðîêè
òèïà 1 � íà äîïîëíåíèè ýòîãî ñåãìåíòà.

Ïóñòü ôóíêöèÿ Jt(x) ≥ 0 ïîêàçûâàåò äîëþ èãðîêîâ òèïà t ∈ {1, 2}
ñðåäè èãðîêîâ ñ èäåàëüíîé òî÷êîé x ∈ [0, 1]. Òîãäà J1(x) + J2(x) = 1

è â ñëó÷àå D1 ôóíêöèÿ J2(x) ≡ λ, à â ñëó÷àå D2 � âûðàæàåòñÿ êàê:

J2(x) =

{
1 ïðè x ∈ S;
0 ïðè x ∈ [0, 1] \ S.

Â èãðå G2 ñèòóàöèÿ èãðû D îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî êîàëèöèé
íåíóëåâîãî ðàçìåðà I ⊂ M è íàáîð èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé δt

i(x),
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ïîêàçûâàþùèõ äîëþ èãðîêîâ òèïà t ∈ {1, 2} ñ èäåàëüíîé òî÷êîé x,
âûáðàâøèõ êîàëèöèþ i ∈ I:

D(I)=

{
δt
i(x) ≥ 0 :

∑
i∈I

(
(1−λ)δ1

i (x)+λδ2
i (x)

)≤1, x∈ [0, 1], i∈I, t=1, 2

}

(2.2)
Òàêèì îáðàçîì, â èãðå G2 êàæäàÿ êîàëèöèÿ i ∈ I çàäàåòñÿ ïàðîé
ôóíêöèé (δ1

i , δ
2
i ). Ïóñòü δi(x) = (1 − λ)δ1

i (x) + λδ2
i (x) äëÿ i ∈ I è

δ0(x) = 1−∑
i∈I

δi(x). Ðàçìåð ri è ñòðàòåãèÿ Pi êîàëèöèè i ∈ I îïðåäå-
ëÿåòñÿ òàê æå, êàê â èãðå G1. Âûèãðûø èãðîêà â èãðå G2 îïðåäåëÿåòñÿ
àíàëîãè÷íî ôîðìóëå (2.1), íî êàæäîìó òèïó t ∈ {1, 2} ñîîòâåòñòâóþò
ñâîè ôóíêöèè Rt(·) è Lt(·):

Ut(x, i,D) = Rt (ri (D))− Lt (|Pi (D)− x|) . (2.3)

Ïðè÷åì Lt(·), Rt(·) ≥ 0, L′t(·), R′
t(·) ≥ 0, L′′t (·) ≥ 0 è R′′

t (·) ≤ 0. Â
äàëüíåéøåì äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âûèãðûøà èãðîêà x òèïà t ∈ (1, 2) â
êîàëèöèè i ðàçìåðà ri ñî ñòðàòåãèåé Pi áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü
Ut(x, ri, Pi).

Â èãðå G2 ðàâíîâåñèå Íýøà � òàêàÿ ñèòóàöèÿ èãðû D = (δt
i(x), i ∈

I, t = 1, 2) â êîòîðîé, äëÿ ëþáîãî òèïà t ∈ {1, 2} , x ∈ X è i ∈ Ī

èç òîãî, ÷òî δt
i(x) > 0 ñëåäóåò i ∈ Argmax

j∈Ī

Ut(x, j,D), ãäå Ī = I ∪ 0.

Ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîãî ÐÍ ââîäèòñÿ àíàëîãè÷íî èãðå G1.
Ïîèñê ðàâíîâåñíûõ ñòðóêòóð â äàííîé òåîðåòèêî-èãðîâîé ìîäåëè,

èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ, ïðåäïîëàãàåò ðåøåíèå ñëîæíûõ ýêñòðåìàëü-
íûõ çàäà÷ íà ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå: íåîáõîäèìî íàéòè ìíî-
æåñòâî Ī ⊂ M

⋃{0} è òàêîé íàáîð èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé D̄ (
Ī
)

={
δt
i(x), i ∈ Ī , t = 1, 2

}
, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (2.2), ÷òî äëÿ ëþáî-

ãî x ∈ [0, 1] èç òîãî, ÷òî δi(x) > 0, ñëåäóåò, ÷òî i ∈ Argmax
j∈Ī

U(x, rj, Pj),

ãäå rj è Pj â ñâîþ î÷åðåäü çàâèñÿò îò D̄. Ïðèìåíåíèå ñòàíäàðòíûõ
îïòèìèçàöèîííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è íå ïðèâîäèò ê
ñîäåðæàòåëüíûì ðåçóëüòàòàì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ ïîä-
õîä, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [8], äëÿ îïèñàíèÿ ðàâíîâåñíûõ êîàëèöè-
îííûõ ñòðóêòóð è èõ êîàëèöèîííîé óñòîé÷èâîñòè â èãðå G1.
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3. Ðàâíîâåñèå Íýøà

Íàïîìíèì, ÷òî â èãðå G1 ïîä êîàëèöèåé i ∈ I ìû ïîíèìàåì ñî-
îòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè δi. Íîñèòåëü supp δi ôóíêöèè δi

çàäàåò ìíîæåñòâî Si èäåàëüíûõ òî÷åê èãðîêîâ, âûáðàâøèõ êîàëèöèþ
i. Â îáùåì ñëó÷àå δi(x) äëÿ äàííîãî x ∈ [0, 1] ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå
çíà÷åíèå èç îòðåçêà [0, 1] è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ìíîæåñòâó Si íåëüçÿ
îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü èñõîäíóþ êîàëèöèþ. Íî â ðàâíîâåñèè Íýøà
δi(x) = 1 ïðè x ∈ int Si è ìíîæåñòâî Si îäíîçíà÷íûì îáðàçîì (ñ òî÷-
íîñòüþ äî ìíîæåñòâà èãðîêîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà åãî ãðàíèöå, ìåðà
êîòîðîãî ðàâíà íóëþ) ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó èãðîêîâ, âûáðàâøèõ
êîàëèöèþ i ∈ I. Ïîýòîìó ïðè ïîèñêå ðàâíîâåñèé ïîä êîàëèöèåé i ∈ I

áóäåì ïîíèìàòü áîëåå ïðîñòîé îáúåêò � ìíîæåñòâî Si.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â èãðå G1 â ðåãóëÿðíîì ðàâíîâåñèè îòðåçîê

[0,1] ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ èíòåðâàëû èäåàëüíûõ òî÷åê
èãðîêîâ, âûáðàâøèõ îäíó êîàëèöèþ (èëè íå âñòóïèâøèõ íè â îäíó èç
êîàëèöèé). Áîëåå òîãî â ðàáîòå [8] ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò âñåãî òðè
òèïà ðàâíîâåñíûõ ðàçáèåíèé èãðîêîâ íà êîàëèöèè (ñì. òåîðåìó 3.1).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Rt(r) − Lt(r/2) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî t ∈
{1, 2}. Îòìåòèì, ÷òî åñëè äàííîå óðàâíåíèå èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðå-
øåíèå, òî â óêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îíî åäèíñòâåííî. Îáîçíà÷èì
äàííîå ðåøåíèå ÷åðåç r∗. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
m. Äëÿ èãðû G1 ñ èãðîêàìè òèïà t ∈ {1, 2} ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.1. ([8], ñòð.1522) Â èãðå G1 ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå òðè
òèïà ÐÐÍ.
a) Ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, 1] íà m êîàëèöèé îäèíàêîâîãî ðàçìåðà r =

1/m ÿâëÿåòñÿ ÐÐÍ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r ≤ r∗. Â ÷àñòíî-
ñòè, åñëè r∗ ≥ 1 èëè Rt(r) > L(r/2) äëÿ ëþáîãî r > 0, òî òàêàÿ
ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ ÐÐÍ äëÿ ëþáîãî m; åñëè L′t(0) > 2R′

t(0), òî
åäèíñòâåííîå ÐÐÍ � àòîìàðíàÿ ñòðóêòóðà.
b) Åñëè r∗ ∈ (0, 1), òî äëÿ ëþáîãî u ∈

(
0, max

r
(Rt(r)− Lt (r/2))

)

ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ r1(u), r2(u) ∈ (0, 1) óðàâíåíèÿ u = Rt(r)−
Lt (r/2), è åñëè ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà m1,m2 òàêèå, ÷òî
m1r1(u) + m2r2(u) = 1, òî ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, 1] íà m1 êîàëèöèé
ðàçìåðà r1(u) è m2 êîàëèöèé ðàçìåðà r2(u) ÿâëÿåòñÿ ÐÐÍ (êîàëèöèè
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ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ â ëþáîì ïîðÿäêå).
c) Äëÿ ëþáîãî m < 1/r∗ ëþáîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, 1] íà m êîàëèöèé
ðàçìåðà r∗ è l ≤ m + 1 èíòåðâàëîâ èãðîêîâ, âîçäåðæàâøèõñÿ îò
âñòóïëåíèÿ â êîàëèöèè, ÿâëÿåòñÿ ÐÐÍ.

Íå ñóùåñòâóåò äðóãèõ ÐÐÍ êðîìå óêàçàííûõ.
Ðàññìîòðèì òèïû ðàâíîâåñèé, îïèñàííûå â ïóíêòàõ b) è c) óòâåð-

æäåíèÿ. Êàæäûé èç äàííûõ òèïîâ ðàâíîâåñèé îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé-
÷èâûì â íåêîòîðîì ñìûñëå. Êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà, ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ðàâíîâåñèþ òèïà b) â èãðå G1, â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ
íå áóäåò ðàâíîâåñíîé â èãðå G2, ïîñêîëüêó èç òîãî, ÷òî Rt(r1) −
Lt (r1/2) = Rt(r2) − Lt (r2/2) äëÿ t = 1, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäó-
åò âûïîëíåíèå äàííîãî ðàâåíñòâà äëÿ t = 2. À ðàâíîâåñèå òèïà c)
íåóñòîé÷èâî ê îáðàçîâàíèþ íîâûõ êîàëèöèé (èç èãðîêîâ, âûáðàâøèõ
ñòðàòåãèþ ¾0¿). Òàêèì îáðàçîì, ïðè èññëåäîâàíèè ýôôåêòîâ, âîçíè-
êàþùèõ â ðàâíîâåñèÿõ, ïðè ïåðåõîäå îò èãðû G1 ê èãðå G2 áóäåì
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñòðóêòóðû, îïèñàííûå â ïóíêòå a) óòâåðæäå-
íèÿ. Îáîçíà÷èì ïîäîáíóþ ñòðóêòóðó ÷åðåç Km, à ÷åðåç r � ðàçìåð
êîàëèöèè â Km : r = 1/m. Äàííàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûèãðûø èãðîêà, íàõîäÿùåãîñÿ íà ãðà-
íèöå êîàëèöèè, íåîòðèöàòåëåí:

Rt(r)− Lt(r/2) ≥ 0. (3.1)

Â îòëè÷èå îò èãðû G1 â èãðå G2 êîàëèöèè i ∈ I ñîîòâåòñòâó-
åò ïàðà ôóíêöèé ïëîòíîñòè (δ1

i , δ
2
i ). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íîñèòåëü

ôóíêöèè suppδt
i çàäàåò ìíîæåñòâî St

i èäåàëüíûõ òî÷åê èãðîêîâ òèïà
t ∈ {1, 2}, âûáðàâøèõ êîàëèöèþ i, è â ðàâíîâåñèè ìíîæåñòâî St

i îäíî-
çíà÷íûì îáðàçîì (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà èãðîêîâ, ðàñïîëîæåí-
íûõ íà åãî ãðàíèöå, íóëåâîé ìåðû) ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó èãðîêîâ
òèïà t ∈ {1, 2}, âûáðàâøèõ êîàëèöèþ i ∈ I. Â ýòîì ñëó÷àå ïîä êîàëè-
öèåé i ∈ I áóäåì ïîíèìàòü ïàðó ìíîæåñòâ (S1

i , S
2
i ). Ýòî îêàçûâàåòñÿ

öåëåñîîáðàçíî è ïðè èññëåäîâàíèè êîàëèöèîííîé óñòîé÷èâîñòè ðàâ-
íîâåñèé, ïîñêîëüêó åñëè St

i = St
j, t = 1, 2, è âûãîäíî îáðàçîâàíèå êîà-

ëèöèè i : δt
i(x) ≤ 1, x ∈ St

i , t = 1, 2, òî âûãîäíî îáðàçîâàíèå êîàëèöèè
j : δt

j(x) = 1, x ∈ St
j, t = 1, 2.

Äëÿ êîàëèöèè i ∈ I òàêîé, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ St
i , t = 1, 2,

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê, ãðàíèöåé êîàëèöèè i áóäåì íàçûâàòü
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ìíîæåñòâî êðàéíèõ òî÷åê ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðâàëîâ. Â ýòîì ñëó-
÷àå ñîñåäíèìè äëÿ êîàëèöèè i áóäóò êîàëèöèè, ïåðåñå÷åíèå ãðàíèö
êîòîðûõ ñ ãðàíèöåé êîàëèöèè i íå ïóñòî.

4. Ëîêàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü
Ðàâíîâåñèå Íýøà óñòîé÷èâî â òîì ñìûñëå, ÷òî îòêëîíåíèå îäíî-

ãî èãðîêà îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ íå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ åãî
âûèãðûøà. Â òî æå âðåìÿ õîðîøî èçâåñòíû ïðèìåðû, êîãäà îäíî-
âðåìåííîå îòêëîíåíèå íåñêîëüêèõ èãðîêîâ îò ðàâíîâåñèÿ ïðèâîäèò ê
óâåëè÷åíèþ âûèãðûøà âñåõ ýòèõ èãðîêîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ëèòåðàòó-
ðå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîíÿòèÿ êîàëèöèîííîé óñòîé÷èâîñòè
ðàâíîâåñèé. Îñíîâíàÿ ÷àñòü äàííîé ðàáîòû òàêæå ïîñâÿùåíà èññëå-
äîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè êîàëèöèîííûõ ñòðóêòóð, ÿâëÿþùèõñÿ ðåãó-
ëÿðíûìè ðàâíîâåñèÿìè Íýøà êàê â èãðå G1 (ñ èãðîêàìè òèïà 1), òàê
è â èãðå G2 (ñ èãðîêàìè îáîèõ òèïîâ), ê îáðàçîâàíèþ íîâûõ êîàëèöèé.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ êîàëèöèîííîé óñòîé-
÷èâîñòè. ÐÍ óñòîé÷èâî ê ëîêàëüíîìó ðàñêîëó, åñëè íå ñóùåñòâóåò
íîâîé êîàëèöèè, ÿâëÿþùåéñÿ ïîäìíîæåñòâîì íåêîòîðîé êîàëèöèè è
îáåñïå÷èâàþùåé á�îëüøèå âûèãðûøè âñåì ñâîèì ÷ëåíàì. ÐÍ óñòîé-
÷èâî ê îáúåäèíåíèþ, åñëè íå ñóùåñòâóåò íîâîé êîàëèöèè, ÿâëÿþùåéñÿ
îáúåäèíåíèåì ñîñåäíèõ êîàëèöèé è îáåñïå÷èâàþùåé á�îëüøèå âûèã-
ðûøè âñåì ñâîèì ÷ëåíàì. Åñëè ÐÍ óñòîé÷èâî ê ëîêàëüíîìó ðàñêîëó
è îáúåäèíåíèþ, òî îíî ëîêàëüíî óñòîé÷èâî.

Òåîðåìà 4.1. ([8], ñòð. 1522) Â èãðå G1 ñ èãðîêàìè òèïà t ∈ {1, 2}
ðàâíîâåñíàÿ ñòðóêòóðà Km,m = 2, 3, . . ., ëîêàëüíî óñòîé÷èâà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Rt(2r)−Rt(r) ≤ Lt(r)− Lt(r/2). (4.1)

Êàê áûëî óêàçàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, â èãðå G1 â ðàâíîâåñ-
íîé ñòðóêòóðå Km âûïîëíåíî óñëîâèå (3.1) íåîòðèöàòåëüíîñòè âû-
èãðûøà ãðàíè÷íîãî èãðîêà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óêàçàííîå óñëîâèå ÿâ-
ëÿåòñÿ êðèòåðèåì óñòîé÷èâîñòè ñòðóêòóðû ê ëîêàëüíîìó ðàñêîëó.
Ïðè íåâûïîëíåíèè äàííîãî óñëîâèÿ ÷àñòè àãåíòîâ, áëèçêèõ ê ãðà-
íèöå êîàëèöèè, íåâûãîäíî áûòü â åå ñîñòàâå (èì âûãîäíî âûéòè èç
ñîñòàâà äàííîé êîàëèöèè èëè îáðàçîâàòü íîâóþ êîàëèöèþ ìåíüøå-
ãî ðàçìåðà). Òàêèì îáðàçîì, â äàííîé èãðå ðàâíîâåñíàÿ ñòðóêòóðà
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Km âñåãäà óñòîé÷èâà ê ëîêàëüíîìó ðàñêîëó. Óñëîâèå (4.1) ãàðàíòè-
ðóåò, ÷òî îáúåäèíåíèå ñîñåäíèõ êîàëèöèé íåâûãîäíî. Ýòî ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî îáúåäèíåíèå ëþáîãî ÷èñëà ñîñåäíèõ êîàëèöèé íåâûãîäíî,
êîãäà íåâûãîäíî îáúåäèíåíèå äâóõ ñîñåäíèõ êîàëèöèé, à ïîñëåäíåå
îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé âûèãðûøà ãðàíè÷íûõ àãåíòîâ îáúåäèíåí-
íîé êîàëèöèè. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ èãðû G2 ñïðàâåäëèâû àíàëîãè÷íûå
ðåçóëüòàòû (ïðè ëþáîì èç ïðåäïîëîæåíèé D1-D2).

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü äëÿ èãðîêîâ òèïà 1 âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3.1)�
(4.1). Â ýòîì ñëó÷àå ñòðóêòóðà Km ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì Íýøà
è ëîêàëüíî óñòîé÷èâà â èãðå G2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
èãðîêîâ òèïà 2 âûïîëíåíî óñëîâèå (3.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 2 èç ðàáîòû
[8], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå (3.1) îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü ê
èíäèâèäóàëüíûì îòêëîíåíèÿì èãðîêîâ íîâîãî òèïà, à òàêæå ê îáðà-
çîâàíèþ êîàëèöèé (äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàçìåðà), ñîñòîÿùèõ èç ýòèõ
èãðîêîâ (è, âîçìîæíî, èãðîêîâ ñòàðîãî òèïà). Ïðè ýòîì íå òðåáóåò-
ñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (4.1), ïîñêîëüêó óñòîé÷èâîñòü ê ëîêàëüíîìó
îáúåäèíåíèþ áóäåò îáåñïå÷èâàòüñÿ èãðîêàìè ñòàðîãî òèïà, äëÿ êî-
òîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè (3.1)�(4.1).

5. Ñëàáîå êîàëèöèîííîå ðàâíîâåñèå
Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ óñèëåíèå ïîíÿòèÿ ëî-

êàëüíîé óñòîé÷èâîñòè � ïîíÿòèå ñëàáîãî êîàëèöèîííîãî ðàâíîâåñèÿ.
Ðàâíîâåñèå Íýøà íàçûâàåòñÿ ñëàáûì êîàëèöèîííûì ðàâíîâåñèåì

(ÑÊÐ), åñëè íå ñóùåñòâóåò íîâîé êîàëèöèè, îáåñïå÷èâàþùåé á�îëüøèå
âûèãðûøè âñåì ñâîèì ÷ëåíàì.

Ñíà÷àëà ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû äëÿ èãðû G1, à â ïîñëåäóþùèõ ïîä-
ðàçäåëàõ � àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ èãðû G2 äëÿ âàðèàíòîâ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ èãðîêîâ D1 è D2.

Ïðè èññëåäîâàíèè êîàëèöèîííîé óñòîé÷èâîñòè ââîäèòñÿ äîïîëíè-
òåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé R(·) è L(·): L′′′(·) ≥
0, R′′′(·) ≤ 0.



88 Ä.Ñ. Ñòåïàíîâ

5.1. ÑÊÐ â èãðå G1

Â ðàáîòå [8] áûëî äîêàçàíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíîñòè
ïîíÿòèé ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè è ñëàáîãî êîàëèöèîííîãî ðàâíîâå-
ñèÿ â ñëó÷àå R(r) ≡ r (òåîðåìà 2, ñòð. 1522). Íèæå ïðèâåäåì îáîá-
ùåíèå äàííîãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 5.1. Â èãðå G1 ñ èãðîêàìè òèïà t ∈ {1, 2} ëîêàëüíî óñòîé-
÷èâàÿ ñòðóêòóðà Km ÿâëÿåòñÿ ÑÊÐ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

L′t (r/2) ≥ R′
t(r) è (5.1)

Rt(r
∗)−R(r) + Lt(r

∗/2− r/2)− Lt(r
∗/2) ≤ 0, (5.2)

ãäå r∗ = min
{
x∗, 3

2
r
}
, åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ R′

t(x
∗) +

1
2
L′t(x

∗/2− r/2)− 1
2
L′t(x

∗/2) = 0, è r∗ = r èíà÷å.
Äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ (5.1)�(5.2) íà ëîêàëüíî óñòîé÷èâûå

ñòðóêòóðû âîçíèêàþò ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû 2 èç [8] âèäíî, ÷òî óñëîâèÿ ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè (3.1) è (4.1)
îáåñïå÷èâàþò óñòîé÷èâîñòü ê îáðàçîâàíèþ ëþáûõ êîàëèöèé ðàçìåðà
ìåíüøå r è áîëüøå 2r ñîîòâåòñòâåííî, íî íå ãàðàíòèðóþò íåâûãîä-
íîñòü îáðàçîâàíèÿ êîàëèöèé, ðàçìåð êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò èíòåðâà-
ëó (r, 2r).

Òàêæå â ðàáîòå [8] ïðèâåäåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ÑÊÐ, â êîòîðîì
îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû ìîäåëè ôîðìóëèðóþòñÿ â áîëåå ïðîñòîì
âèäå.

Ñëåäñòâèå 5.1. ([8], ñòð. 1522) Ëîêàëüíî óñòîé÷èâàÿ ñòðóêòóðà
Km ÿâëÿåòñÿ ÑÊÐ, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (5.1) è óñëîâèå

R′
t(2r) + 1

2
L′t (r/2)− 1

2
L′t(r) ≥ 0. (5.3)

5.2. Èãðà G2 â ïðåäïîëîæåíèè D1.
Íàïîìíèì, ÷òî âàðèàíò D1 ïðåäïîëàãàåò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå èãðîêîâ äâóõ òèïîâ íà îòðåçêå [0, 1].
Â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ ôóíêöèé R2 è L2 äîáàâëåíèå èãðîêîâ

íîâîãî òèïà ê èñõîäíîìó ìíîæåñòâó èãðîêîâ ìîæåò ìîæåò ëèáî ¾ðàç-
ðóøèòü¿ ÑÊÐ, òî åñòü ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî ñòðóêòóðà, ÿâëÿþùàÿñÿ



Ìîäåëü ýíäîãåííîãî ôîðìèðîâàíèÿ êîàëèöèé 89

ÑÊÐ â èãðå G1, íå áóäåò ÑÊÐ â èãðå G2, ëèáî íàîáîðîò îáåñïå÷èòü
óñòîé÷èâîñòü, åñëè åå íå áûëî. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïåðâûé èñõîä,
êîòîðûé ìîæåò ïðîèçîéòè ïî äâóì ïðè÷èíàì:

A1 Èãðîêè íîâîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ á�îëüøèìè èíäèâèäóàëèñòàìè.
Òî åñòü ëèáî áîëåå ÷óâñòâèòåëüíû ê ðîñòó óäàëåííîñòè: L′2(·) >

L′1(·), ëèáî ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíû ê ðîñòó ðàçìåðà êîàëèöèè:
R′

2(·) < R′
1(·) (ëèáî è òî è äðóãîå îäíîâðåìåííî).

A2 Èãðîêè íîâîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ á�îëüøèìè êîíôîðìèñòàìè. Â
ýòîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ, îáðàòíûõ
íåðàâåíñòâàì â ïðåäïîëîæåíèè A1.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî äàííûå ñëó÷àè è äëÿ êàæäîãî èç íèõ
ïðèâåäåì óòâåðæäåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ÑÊÐ â èãðå G2.

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå A1. Ñòðóêòóðà Km

ÿâëÿåòñÿ ÑÊÐ â èãðå G2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîâåñíîé â èãðå G2, òî åñòü äëÿ èãðîêîâ îáîèõ òèïîâ âûïîëíåíî
óñëîâèå (3.1), à òàêæå ÑÊÐ â èãðå G1 ñ èãðîêàìè òèïà 1, òî åñòü
äëÿ èãðîêîâ òèïà 1 âûïîëíåíû óñëîâèÿ (4.1)�(5.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç âûïîëíåíèÿ ïðåäïîëîæåíèÿ A1, à òàêæå íåðà-
âåíñòâ (3.1)�(5.2) äëÿ èãðîêîâ òèïà 1, ñëåäóåò, ÷òî âîçìîæåí åäèí-
ñòâåííûé ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì âîçíèêíîâåíèå èãðîêîâ íîâîãî òèïà
ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî ñòðóêòóðà Km, ÿâëÿþùàÿñÿ ÑÊÐ â èã-
ðå G1 (ñ èãðîêàìè òèïà 1), íå ÿâëÿåòñÿ ÑÊÐ â èãðå G2. Ýòî âîçìîæíî
òîëüêî, êîãäà èãðîêàì òèïà 2 âûãîäíî âûéòè èç ñîñòàâà ñóùåñòâó-
þùåé êîàëèöèè, ïîñðåäñòâîì îáðàçîâàíèÿ êîàëèöèè äîñòàòî÷íî ìà-
ëîãî ðàçìåðà. Íî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (3.1) èãðîêàì òèïà 2
íåâûãîäíî ñîçäàíèå òàêîé êîàëèöèè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå A2 íå îãðàíè÷èâàåò ¾ñòåïåíü¿ êîí-
ôîðìèçìà èãðîêîâ íîâîãî òèïà, êîòîðàÿ a priori ìîæåò áûòü äîñòà-
òî÷íî âåëèêà äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçðóøèòü ëþáîå ÑÊÐ. Íàïðèìåð, åñëè
çíà÷åíèå L′2(·) íà îòðåçêå [0,1] îãðàíè÷åíî äîñòàòî÷íî ìàëîé âåëè÷è-
íîé, òî èãðîêàì òèïà 2 ìîæåò áûòü âûãîäíî âñåì âìåñòå ïðèñîåäè-
íèòüñÿ ê êàêîé-ëèáî ñóùåñòâóþùåé êîàëèöèè è òåì ñàìûì îáðàçî-
âàòü íîâóþ êîàëèöèþ áîëüøåãî ðàçìåðà. Â ñâÿçè ñ ýòèì íåîáõîäèìî
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ââåñòè äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà âûèãðûø èãðîêîâ íîâîãî òè-
ïà è ñàìîå åñòåñòâåííîå â äàííîì ñëó÷àå � ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ê ëîêàëüíîìó îáúåäèíåíèþ äëÿ èãðîêîâ òè-
ïà 2.

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå A2 è óñëîâèÿ ëî-
êàëüíîé óñòîé÷èâîñòè (3.1)�(4.1) ñòðóêòóðû Km äëÿ êàæäîãî èç
òèïîâ. Ñòðóêòóðà Km ÿâëÿåòñÿ ÑÊÐ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ òèïà 1 âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5.1) è

R1((1− λ)r∗λ + 2rλ)−R1(r) + L1(r
∗
λ/2− r/2)− L1(r

∗
λ/2) ≤ 0, (5.4)

ãäå r∗λ = min
{
x∗, 3

2
r
}
, åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1− λ +

λ2r/x∗)R′
1((1−λ)x∗+2rλ)+ 1

2
L′1(x

∗/2− r/2)− 1
2
L′1(x

∗/2) = 0, è r∗λ = r

èíà÷å, à äëÿ òèïà 2 � íåðàâåíñòâî

L′2 (r/2) ≥ λR′
2(r). (5.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π1 � íîâàÿ (ïîòåíöèàëüíàÿ) êîàëèöèÿ ñî
ñòðàòåãèåé P1 è ðàçìåðîì r1. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé r1 ≥ 2r.
Òîãäà π1 ôîðìèðóåòñÿ èç ÷ëåíîâ êàê ìèíèìóì äâóõ êîàëèöèé èç
Km, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò èãðîê x òèïà t ∈ {1, 2}, òàêîé ÷òî
|P1 − x| ≥ r1/2. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Rt(r1) − Lt(|P1 − x|) ≤
Rt(r1)−Lt(r1/2) = Ut(r1). Îáîçíà÷èì ∆Ut(r1) = Ut(r1)−Ut(r). Òîãäà
èç óñòîé÷èâîñòè ê ëîêàëüíîìó îáúåäèíåíèþ âûòåêàåò, ÷òî ∆Ut(2r) ≤
0. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ∆Ut(r) = 0 è ∆Ut(·) � âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ ïî-
ëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçìåðà r1 ≥ 2r ïðèðîñò âûèãðûøà èãðîêà
x ïðè ñìåíå êîàëèöèè ∆Ut(r1) < 0.

Ïóñòü r1 ≤ r è êîàëèöèÿ π1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçíîå ìíî-
æåñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà íåñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ñâîåé
ñòðàòåãèè. Ïóñòü x � èãðîê òèïà t ∈ {1, 2}, ÷üÿ èäåàëüíàÿ òî÷êà ðàñ-
ïîëîæåíà áëèæå âñåãî ê ñòðàòåãèè åãî èñõîäíîé êîàëèöèè P . Ñ ó÷å-
òîì ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî çíàêà âòîðîé ïðîèçâîäíîé ôóíê-
öèé Rt(·) è Lt(·) ïðèðîñò âûèãðûøà ýòîãî èãðîêà áóäåò ìèíèìàëü-
íûì (ñðåäè èãðîêîâ åãî òèïà). Ïóñòü ρ îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå îò P1

äî áëèæàéøåé ãðàíèöû èñõîäíîé êîàëèöèè èç Km, êîòîðîé ïðèíàä-
ëåæèò P1. Ôèêñèðóåì çíà÷åíèå r1 è ïîäáåðåì ïàðàìåòð ε = const

òàêèì îáðàçîì, ÷òî |x − P1| = εr1, ïðè÷åì ε > 1
2
(òàê êàê x � áëè-

æàéøèé ê P èãðîê). Ïðèðîñò âûèãðûøà èãðîêà x ïðè ïåðåõîäå â
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êîàëèöèþ π1 ðàâåí ∆Ut(x, r1, P1) = Rt(r1)−Rt(r)+Lt(z1)−Lt(z2), ãäå
z1 = r/2− (εr1 +ρ), z2 = |x−P1| = εr1 (äàëåå ïî òåêñòó èíäåêñ t îïóñ-
êàåì). Çàìåòèì ñòðàçó, ÷òî ∆U óáûâàåò ïî ρ (òî åñòü îïòèìàëüíîå
ïîëîæåíèå êîàëèöèè � êîãäà P1 íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå ñóùåñòâóþ-
ùèõ êîàëèöèé). Ïóñòü V (r1) = ∆U(r1) + R(r) − R(r − r1) è, çíà÷èò,
∆U(r1) ≤ V (r1) è ôóíêöèÿ V (r1) âîãíóòà.

Ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå r∗1 òàêîå, ÷òî z1 = z2. Ïðè ýòîì r∗1 ≤ r
2
ïî-

ñêîëüêó ïðè r∗1 > r
2
çíà÷åíèå z1 = r

2
− ε

r∗1
2

<
r∗1
4

< z2 è ∆U < 0.
Çíà÷åíèå V (0) = −R(r) + L(r/2) ≤ 0 è V (r∗1) < 0, ñëåäîâàòåëüíî,
V (r1) ≤ 0 äëÿ âñåõ r1 ≤ r/2.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî π1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîëüíóþ
(íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíóþ) êîàëèöèþ ðàçìåðà r1 ≤ r. Ôèêñèðóåì èã-
ðîêà x, ÷üÿ èäåàëüíàÿ òî÷êà íàèáîëåå óäàëåíà îò P1. Ñóùåñòâóåò
ñâÿçíàÿ êîàëèöèÿ ðàçìåðà r1 ñî ñòðàòåãèåé P ′

1, â êîòîðîé x òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì èãðîêîì, è ïðè÷åì |P ′

1−x| ≤ |P1−x|. Ïðè ýòîì
∆U(x, r1, P1) ≤ ∆U(x, r1, P

′
1). Íî âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ∆U(x, r1, P

′
1)

≤ 0.
Ïóñòü, íàêîíåö, r ≤ r1 ≤ 2r. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ñîçäàíèå

íåñèììåòðè÷íîé êîàëèöèè (â ñìûñëå âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ìíî-
æåñòâ èäåàëüíûõ òî÷åê èãðîêîâ òèïîâ 1 è 2) íåâûãîäíî. Ñóùåñòâóþò
äâà âàðèàíòà îïòèìàëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ π1 îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé
ñòðóêòóðû: êîãäà π1 ñîäåðæèò (a) îäíó èëè (b) äâå òî÷êè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñòðàòåãèÿì íåêîòîðûõ êîàëèöèé èç Km.

Ïîêàæåì äëÿ âàðèàíòà (a) íåâûãîäíîñòü ñîçäàíèÿ íåñèììåòðè÷-
íûõ êîàëèöèé (â ñëó÷àå (b) äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì). Îáîçíà÷èì: x1, x2 � ãðàíè÷íûå àãåíòû òèïà T1, z � ðàññòî-
ÿíèå îò óêàçàííûõ ãðàíè÷íûõ àãåíòîâ äî ñòðàòåãèè P1 â ñëó÷àå ñèì-
ìåòðè÷íîé êîàëèöèè, ρ � ðàññòîÿíèå îò àãåíòà xi, äî ñòðàòåãèè åãî
èñõîäíîé êîàëèöèè â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîé êîàëèöèè, δ > 0 � ñìåùå-
íèå ñòðàòåãèè P1 îòíîñèòåëüíî ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ, d � ñìåùåíèå
àãåíòà x1 îòíîñèòåëüíî åãî ïîëîæåíèÿ â ñèììåòðè÷íîé êîíôèãóðà-
öèè (ñì. ðèñ. 1). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ¾êîìïåíñèðîâàòü¿ èãðîêó x1 ïîòåðþ
âûèãðûøà èç-çà ñìåùåíèÿ ïîëèòèêè P1 â ñòîðîíó îò íåãî, íåîáõîäèìî
ïîäîáðàòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå ñìåùåíèå d. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî íåâîç-
ìîæíî áåç òîãî, ÷òîáû âûèãðûø àãåíòà x2 íå ñíèçèëñÿ ïî ñðàâíåíèþ
ñ åãî âûèãðûøåì â ñèììåòðè÷íîé êîíôèãóðàöèè. Ïðèðîñò âûèãðû-
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P P1

ρd z

x2x1

δ

Ðèñóíîê 1. Íåñèììåòðè÷íàÿ êîàëèöèÿ â ñëó÷àå (a).

øà êàæäîãî èç àãåíòîâ â ýòîì ñëó÷àå ðàâåí (èíäåêñû ïðè ôóíêöèÿõ
R(·) è L(·) îïóñêàåì):

{
∆1U(d, δ) = R(r1)−R(r) + L(ρ + d)− L(z + d + δ), äëÿ x1,

∆2U(d, δ) = R(r1)−R(r) + L(ρ− d)− L(z − d− δ), äëÿ x2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ d(δ) (äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïðè
δ ≥ 0) òàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå δ0 > 0 òàêîå, ÷òî ∆Ui(d(δ0), δ0) >

0, i = 1, 2. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé äàí-
íûå íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè δ0 è
d′(δ) > 0 íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå èç ýòîé îêðåñòíîñòè. Ïðîäèôôå-
ðåíöèðîâàâ ïî δ êàæäûé èç ïðèðîñòîâ è ñëîæèâ ïîëó÷åííûå âûðà-
æåíèÿ, ïîëó÷èì:

∆1U
′ + ∆2U

′ = d′ [L′(ρ + d)− L′(ρ− d)]− d′ [L′(z + d + δ) −
− L′(z − d− δ)]− [L′(z + d + δ)− L′(z − d− δ)] .

Ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê èíòåðâàë (z−d−δ, z+d+δ) áîëüøå èíòåðâàëà
(ρ−d, ρ+d), çíà÷åíèå z+d+δ áîëüøå ρ+d, à ôóíêöèÿ L(·) âûïóêëà,
òî ∆1U

′ + ∆2U
′ < 0 äëÿ ëþáîãî δ è, çíà÷èò, ∆1U + ∆2U < 0. Òàêèì

îáðàçîì, ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ è d = δ = 0.
Ñ ó÷åòîì äîêàçàííîãî âûøå, äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ñèì-

ìåòðè÷íûå êîàëèöèè, ïðè ýòîì òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ äåëåíèå íà äâà
ñëó÷àÿ � (a) è (b), îïèñàííîå âûøå â äîêàçàòåëüñòâå. Ðàññìîòðèì
ñëó÷àé (a). Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó P1 = P . Ïóñòü x

2
�

íàèáîëåå óäàëåííûé îò ñòðàòåãèè êîàëèöèè àãåíò íîâîãî òèïà èç êîà-
ëèöèè π1, z

2
� ñîîòâåòñòâóþùèé àãåíò ñòàðîãî òèïà. Äëÿ ëþáîé êîí-

ôèãóðàöèè π1 ñóùåñòâóåò τ > 0 òàêîå, ÷òî z = τx. Çàìåòèì, ÷òî
êîíôèãóðàöèÿ π1 òàêàÿ, ÷òî x èëè z áîëüøå 2r èëè â êîòîðîé x (èëè
z) ìåíüøå r íåâûãîäíà. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå (a) x è z ìîãóò
ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ òîëüêî èç äèàïàçîíà: x, z ∈ [r, 2r].
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Ïðèðîñò âûèãðûøà êðàéíåãî àãåíòà òèïà 1 ïðè ïåðåõîäå â êî-
àëèöèþ π1 ðàâåí ∆U1(x) = ∆R1 + L1

(
r − x

2

) − L1

(
x
2

)
, ãäå ∆R1 =

R1 ((1− λ)x + λτx)−R1(r) (ïðèðîñò äëÿ èãðîêà íîâîãî òèïà âûïèñû-
âàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì). Çàìåòèì, ÷òî ∆U1(r) = R1((1− λ)r+

λτr) − R1(r) = 0 ïðè τ = 1 (z = r) è ∆U1(r) > 0 ïðè τ > 1. Ïðè
ýòîì ∆U ′′

1 (x) ≤ 0 è ïðè τ = 1 çíà÷åíèå ∆U ′
1(r) ≤ 0 (ñëåäóåò èç

óñëîâèÿ ÑÊÐ) è, çíà÷èò, ∆U ′
1(x) ≤ 0 äëÿ ëþáîãî x. Òàêèì îáðà-

çîì, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ê îáðàçîâàíèþ ïîäîáíûõ êîà-
ëèöèé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òîáû äëÿ òèïà 2 êîíôèãóðàöèÿ π1 ñ
τ > 1 áûëà íåâûãîäíà (äëÿ ëþáîãî x). Çíà÷åíèå ∆U2 ïðè x = r ðàâíî
∆U2 |x=r= R2 ((1− λ)r + λτr)− R2(r) + L2

(
r − τr

2

)− L2

(
τr
2

)
è ðàâíî

íóëþ ïðè τ = 1. Ïðè ýòîì âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî τ ïðèðîñòà âûèãðû-
øà îòðèöàòåëüíà ïðè τ ≥ 1 äëÿ ëþáîãî x. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî
÷òîáû ïðè x = r çíà÷åíèå ∆U2 áûëî ìåíüøå íóëÿ íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðîèçâîäíàÿ (∆U2)

′
τ ïðè τ = 1 áûëà îòðèöàòåëüíîé,

÷òî âûïîëíåíî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (5.5).
Ðàññìîòðèì âàðèàíò ðàñïîëîæåíèÿ (b). Äàííàÿ êîíôèãóðàöèÿ

ÿâëÿåòñÿ äëÿ èãðîêîâ ñòàðîãî òèïà áîëåå âûãîäíîé, êîãäà ∆R1 +

L1(|x/2 − r/2|) − L1(x/2) ≥ ∆R1 + L1(r − x/2) − L1(x/2), ÷òî ýê-
âèâàëåíòíî x ≥ 3r

2
è x â äàííîì ñëó÷àå íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ ìåæäó

3r
2
è 2r (àíàëîãè÷íîå ñïðàâåäëèâî äëÿ òèïà 2). Óñëîâèå, îáåñïå÷èâà-

þùåå óñòîé÷èâîñòü ê îáðàçîâàíèþ êîàëèöèé óêàçàííîãî òèïà, èìååò
âèä: ∆U1(x

∗
τ ) ≤ 0, ãäå x∗τ ∈ (

3r
2
, 2r

)
� òî÷êà ìàêñèìóìà ïðèðîñòà

âûèãðûøà íà îòðåçêå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ x∗τ ïî τ

ïîëîæèòåëüíà. Ïðîèçâîäíàÿ ïðèðîñòà âûèãðûøà èãðîêà ñòàðîãî òè-
ïà ïî τ â òî÷êå x∗τ ðàâíà (∆U1(x

∗
τ ))

′
τ = λx∗τR

′
1(r

∗
1) è, ñëåäîâàòåëüíî,

ôóíêöèÿ ∆U1(x
∗
τ ) âîçðàñòàåò ïî τ . Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî íàé-

òè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå τ è îáåñïå÷èòü íåâûãîäíîñòü
îáðàçîâàíèÿ òàêîé êîíôèãóðàöèè. Èç ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñëå-
äóåò, ÷òî z = τx ≤ 2r. Çíà÷èò, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî x∗τ âîçðàñòàåò
ïî τ , ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå τ ∗ ðàâíî 2r

x∗
τ∗
, ãäå x∗τ∗ îïðåäåëÿåòñÿ èç

óñëîâèÿ (5.4) ïðè τ = 2r
x∗

τ∗

Òàêæå ïðèâåäåì äâà ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû, ôîðìóëèðóþùèå óñëî-
âèÿ óñòîé÷èâîñòè â áîëåå óäîáíîì âèäå è ïîçâîëÿþùèå óïðîñòèòü
àíàëèç óñòîé÷èâîñòè êîàëèöèîííûõ ñòðóêòóð.
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Ñëåäñòâèå 5.2. Ñòðóêòóðà Km ÿâëÿåòñÿ ÑÊÐâ èãðå G2, åñëè äëÿ
òèïà 1 âûïîëíåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ÑÊÐ äëÿ èãðû G1, òî åñòü
óñëîâèÿ (3.1)�(4.1) è íåðàâåíñòâà (5.1) è (5.3), à äëÿ òèïà 2 �
íåðàâåíñòâî (5.5).

Ñëåäñòâèå 5.3. Ïóñòü ñòðóêòóðà Km ÿâëÿåòñÿ ÑÊÐ â èãðå G1 ñ
èãðîêàìè òèïà 1. Òîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ÑÊÐ è â èãðå G2, åñëè äëÿ
èãðîêîâ òèïà 2 âûïîëíåíî óñëîâèå (5.5) è íåðàâåíñòâî

λR′
2 (3r/2) + 1

2
L′2 (r/4)− 1

2
L′2 (3r/4) ≤ 0.

Îòìåòèì, ÷òî îñíîâíîå îòëè÷èå ñëåäñòâèÿ 5.3 îò òåîðåìû è ñëåä-
ñòâèÿ 5.2 â òîì, ÷òî â ýòîì âàðèàíòå óòâåðæäåíèÿ íå òðåáóåòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà òèï 1.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü
âûèãðûø èãðîêà òèïà t ∈ {1, 2} ðàâåí

Ut(x, r, P ) = 2αtr − |x− P |kt , (5.6)

ãäå αt ≥ 0, kt ≥ 2. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèå íà ïàðàìåòðû âû-
èãðûøà èãðîêîâ êàæäîãî òèïà â ÑÊÐ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç äâå
ïåðåìåííûå: βt = 2αt

(r/2)kt−1 è kt. Ñ ó÷åòîì ñëåäñòâèÿ 5.2 îãðàíè÷åíèÿ
íà ïàðàìåòðû â ÑÊÐ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

k1(2
k1−1 − 1) ≤ β1 ≤ min

{
2k1, 2

k1 − 1
}

, (5.7)
1 ≤ β2 ≤ min

{
1
λ
2k2, 2

k2 − 1
}

. (5.8)

Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû êðèâûå, âõîäÿùèå â íåðàâåíñòâà (5.7), è çà-
øòðèõîâàíà îáëàñòü, â êîòîðîé îãðàíè÷åíèÿ (5.7) âûïîëíÿþòñÿ. Èç
ðèñóíêà â ÷àñòíîñòè âèäíî, ÷òî, ïîñêîëüêó m âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì β1,
òî ñ ðîñòîì ýëàñòè÷íîñòè ôóíêöèè ïîòåðü k1 ÷èñëî êîàëèöèé â óñòîé-
÷èâîé ñòðóêòóðå âîçðàñòàåò, à ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, òåì
áîëüøå äîëæåí áûòü ðàçìåð êîàëèöèé â Km. Òàêæå èç (5.8) ñëåäóåò,
÷òî ñ ðîñòîì äîëè λ èãðîêîâ íîâîãî òèïà çíà÷åíèå m óìåíüøàåòñÿ.

5.3. Èãðà G2 â ïðåäïîëîæåíèè D2
Íàïîìíèì, ÷òî â âàðèàíòå D2 îòíîñèòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èã-

ðîêîâ ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå èãðîêîâ íîâîãî òèïà íà íåêîòî-
ðîì íåáîëüøîì ñåãìåíòå S ⊂ [0, 1] äëèíû λ < r. Â ðàçäåëå 3 áûëî
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=
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Ðèñóíîê 2. Îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ â ÑÊÐ

ïîêàçàíî, ÷òî ÑÊÐ âîçìîæíî òîëüêî â êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðå Km,
êîòîðàÿ, ñîãëàñíî òåîðåìå 4.2, â èãðå G2 îñòàåòñÿ ðàâíîâåñíîé è ëî-
êàëüíî óñòîé÷èâîé ïðè âûïîëíåíèè äëÿ èãðîêîâ òèïà 2 óñëîâèÿ íåîò-
ðèöàòåëüíîñòè âûèãðûøà ãðàíè÷íîãî èãðîêà (3.1).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèè A1 (èãðîêè òèïà 2 ÿâëÿþòñÿ
á�îëüøèìè èíäèâèäóàëèñòàìè) óñëîâèÿ ÑÊÐ äëÿ âàðèàíòà îòíîñè-
òåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èãðîêîâ D2 ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû ñîîòâåò-
ñòâóþùèì óñëîâèÿì äëÿ âàðèàíòà D1.

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå A1. Ñòðóêòóðà Km

ÿâëÿåòñÿ ÑÊÐ ïðè âàðèàíòå îòíîñèòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èãðî-
êîâ D2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ÑÊÐ ïðè âàðèàí-
òå ðàñïðåäåëåíèÿ D1.

Â ïðåäïîëîæåíèè A2 (èãðîêè òèïà 2 ÿâëÿþòñÿ á�îëüøèìè êîíôîð-
ìèñòàìè) ÑÊÐ ìîæåò áûòü ðàçðóøåíî èç-çà âûãîäíîñòè ñîçäàíèÿ íî-
âûõ êîàëèöèé, ðàñïîëîæåííûõ íåñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî èñõîä-
íîé ðàâíîâåñíîé ñòðóêòóðû Km (ïîñêîëüêó ãðàíè÷íûìè èãðîêàìè
ìîãóò ÿâëÿòüñÿ èãðîêè ðàçíûõ òèïîâ). Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî íàèáîëüøàÿ ¾óãðîçà¿ ÑÊÐ âîçíèêàåò, êîãäà èãðîêè íîâîãî òèïà
íàõîäÿòñÿ íà ãðàíèöå îäíîé èç ñóùåñòâóþùèõ êîàëèöèé.

Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå A2, ñòðóêòóðà Km

ÿâëÿåòñÿ ÑÊÐ â èãðå G1 ñ èãðîêàìè òèïà 1 è ðàâíîâåñíîé â èãðå G2.
Â ýòèõ óñëîâèÿõ ñòðóêòóðà Km áóäåò ÑÊÐ â èãðå G2 òîãäà è òîëü-
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êî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ íåðàâåíñòâ:
[

L′1 (r/2) ≥ 2R′
1(r),

L′2 (r/2) ≤ 2
3
R′

2(r).
(5.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π1 � íîâàÿ (ïîòåíöèàëüíàÿ) êîàëèöèÿ ñî
ñòðàòåãèåé P1 è ðàçìåðîì r1, è àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-
ìû 5.3 ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé r1 ≥ 2r. Çäåñü ðàññóæäåíèÿ àíà-
ëîãè÷íû ðàññóæäåíèÿì â ñîîòâåòñòâóþùåì ïóíêòå òåîðåìû 5.3. Åäèí-
ñòâåííîå îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîñêîëüêó |S| = λ < r1 è â
êîàëèöèþ π âõîäÿò èãðîêè îáîèõ òèïîâ, òî óñòîé÷èâîñòü áóäåò îáåñ-
ïå÷èâàòüñÿ èãðîêàìè ñòàðîãî òèïà.

Â ñëó÷àå r1 ≤ r ñàìàÿ ¾îïàñíàÿ¿ ñ òî÷êè çðåíèÿ óñòîé÷èâîñòè
ñèòóàöèÿ � êîãäà èãðîêè íîâîãî òèïà íàõîäÿòñÿ íà ãðàíèöå ñóùå-
ñòâóþùèõ êîàëèöèé. Íî, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.3, â
ýòîì ñëó÷àå òàêæå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñòîé÷èâîñòü áóäåò îáåñïå-
÷èâàòüñÿ óñëîâèåì ðàâíîâåñèÿ (3.1).

Ïðè r ≤ r1 ≤ 2r íóæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü äâà âàðèàíòà ðàñ-
ïîëîæåíèÿ π1 îòíîñèòåëüíî Km (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.3) è
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå ïðè-
ðîñò âûèãðûøà ãðàíè÷íîãî èãðîêà íîâîé êîàëèöèè áóäåò ìèíèìàëü-
íûì (ñðåäè åãî òèïà). Îáîçíà÷èì äàííîãî èãðîêà ÷åðåç x. Çàìå-
òèì, äàëåå, ÷òî â îáîèõ âàðèàíòàõ ðàñïîëîæåíèÿ π1 ïðèðîñò ãðà-
íè÷íîãî èãðîêà ñòàðîãî òèïà áóäåò òåì áîëüøå, ÷åì áëèæå ãðàíè-
öà π1 ðàñïîëîæåíà ê ãðàíèöå êîàëèöèè èç Km è ìàêñèìàëåí, êî-
ãäà ýòîò èãðîê ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì àãåíòîì êàê π1, òàê è îäíîé
èç êîàëèöèé èç Km. Ïðèðîñò åãî âûèãðûøà â ýòîì ñëó÷àå ðàâåí
∆U1(x, r1, P1) = R1(r1) − R1(r) + L1(r/2) − L1(r1/2), ãäå r ≤ r1 ≤ 2r.
Çàìåòèì, ÷òî ∆U1(r) = 0 è ∆U ′′

1 < 0, è åñëè ïðè ýòîì ìèíèìàëüíûé
ïðèðîñò âûèãðûøà èãðîêîâ íîâîãî òèïà áóäåò ïîëîæèòåëåí, òî äëÿ
óñòîé÷èâîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ∆U ′

1(r1 = r) ≤ 0, è,
òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê óñëîâèÿì (5.9)

Òàêèì îáðàçîì, òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè áîëåå ñèëüíîãî îãðàíè-
÷åíèÿ íà âûèãðûø èãðîêîâ òèïà 1 (ñì. óñëîâèå (5.1)) ñòðóêòóðà Km

îñòàåòñÿ ÑÊÐ ïðè âîçíèêíîâåíèè èãðîêîâ íîâîãî òèïà.
Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ïðèìåðó ñ ôóíêöèåé âûèãðûøà âèäà (5.6). Ñ

ó÷åòîì (5.9) îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû ôóíêöèé âûèãðûøà èãðîêîâ
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ñòàðîãî òèïà ïðèìóò âèä:

k1(2
k1−1 − 1) ≤ β1 ≤ min

{
k1, 2

k1 − 1
}

.

Äàííîå îãðàíè÷åíèå ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì, ÷åì óñëîâèå (5.7) è
âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè k1 = 2. Òàêèì îáðàçîì, òîëüêî çà ñ÷åò îãðà-
íè÷åíèé íà ñâîéñòâà ôóíêöèè âûèãðûøà èãðîêîâ ñòàðîãî òèïà íå
óäàåòñÿ ãàðàíòèðîâàòü óñòîé÷èâîñòü. Íî ïðè ýòîì, åñëè óäàåòñÿ ãà-
ðàíòèðîâàòü âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé

1 ≤ β2 ≤ 1
λ
2k2

((
3
2

)k2−1 − (
1
2

)k2−1
)

,

òî êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà îñòàíåòñÿ óñòîé÷èâîé ïðè âîçíèêíîâå-
íèè ãðóïïû èãðîêîâ íîâîãî òèïà, ïðè÷åì ïðè k2 ≥ 3 äàííîå óñëîâèå
ãàðàíòèðîâàííî âûïîëíÿåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (5.8), íî
ïðè 2 ≤ k2 ≤ 3 íàîáîðîò ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì.
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TWO TYPES OF PLAYERS IN THE ENDOGENOUS
COALITION FORMATION MODEL

Denis S. Stepanov, Moskow State University (dn.step@gmail.com).

Abstract : A model of coalition formation by players whose payo�
depends on the value of the parameter (e.g., geographical location, bliss
point) is considered. In this model a small portion of the new players
with a di�erent payo� function is injected into the main population.
This paper considers di�erent types of coalition stability and for each
describes corresponding stability criteria. The derived conditions are then
compared with the similar criteria in the game with a single type of
players.

Keywords : coalition stability, Nash equilibrium, weak coalitional equilibrium
(WCE).
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Û 0ÝÜ ������@��!� f(t, x, u, v) �
�����R�)�'�������º�>������������,.	
���º���\$��
	
�
�!���8¼���
$& 
�\������� # ������,OM (t, x, u, v) Í¬�±�����Å��Z`+
�
-»�
�������������������
-²�� # ���!�� 
�
-�
+��)��$& 
� D ⊂ [t0, ϑ] × R

m $&��:���$& 
	��
�& § ��������<���
$& 
����������� Lf = Lf (D) ∈

(0,∞) Í��! 
�
∥

∥f
(

t, x(1), u, v
)

− f
(

t, x(2), u, v
)
∥

∥ 6 Lf

∥

∥x(1) − x(2)
∥

∥ ,
(

t, x(i), u, v
)

∈ D × P ×Q, i = 1, 2;

'�)��$�(*$�� # 	
��� ‖f‖ ��K���������& *���
� # �§	
���! 
�
��� f 	S��	
�������)�
	
� # �����
$& 
�����8¼$& 
	
� ;
Þ 0 ] ��:���$& 
	��
�& § ��������%���
$& 
����������� µ ∈ (0,∞) Í!�! 
�

‖f(t, x, u, v)‖ 6 µ(1 + ‖x‖),

(t, x, u, v) ∈ [t0, ϑ] × R
m × P ×Q.

µ �
$& 
(*�����%��Z`+
�
-Y������������,.	
���
-±	
���! 
�
�8¼ß�D������@���� x[·] =
(

x[t], t0 6

t 6 ϑ
) �
�����R�)�'�������EK���������������D������@����
���A�)� γ(x[·]) = σ

(

x[ϑ]
) Í��|�)� σ(x)^à���
���A��(
���������!c���@���	��B��� x $����A�����������%�D������@��!�<��� R

m ;
¸ ���������=Í�$& 
���!:Q���*�������R�%������	
, # �������
��� # Í��������Z`�����& 
$=�E	T�
�����R�)�'���+¼

�����%����K��@����
�����
-V�����
@��R������,¶��������	��������!�V$D���
	
���),.��� # Í��
+
��$���������	���Zä¼
:���- min �D������@����
���A�)� γ(x[·]) �����)	
�!PQ�����!��M x[·] ���
���������! 
���C��������	����8¼� # �
-§$���$& 
� # , Ò @8;C7AÓ ;�W  ��´����������´�"�
� # �������!�
�& 
$=�%�����*����������´�
�����R�)�'���+¼���!�a����K��@����
�����
-<�����
@��R������,G��������	��������!�a$T���
	
���),.��� # ������	
�
���*�������	¼
���=Í��
+
��$���������	���Z[:���- # ����� # � # �'�������! 
�����
	��������
���S���&�����(� ��� �� Ò $ # ; Í����:¼
����� # ���ÎÍ
��������!� 7B;C7B; @ �!TF 7�¾�L Í�$& 
� ;�7:@
Ó+;
µ ���Q¼& 
� # 	D��������$& 
	
�m�)�
�!�
$& 
� # �	¼
���C$����
$��
+��m��������	��������!�T	� 
�
���
���C�������
���.��$�������(���
� # ���
�! 
�8¼ß����K��@����
����,.�
�����
@��R������,É��������	��������!�Y$´���
	
���),.��� # 	� 
�
���
���E�������
��� Ò $ # ; Í)��������� # ���ÎÍ
F 9AL�Ó+; ¿ �� ��T���! :Í��! 
�Q	Q��������$& 
	
�`�)�
�!�
$& 
� # �
���B$����
$��
+��´��������	��������!�V	� 
�
���	¼
���*�������
���B��$�������(����Z[ 
$=�Y���
�! 
�8¼ß����K��@����
����,.�������
@��R������,á��������	��������!�ÎÍ
�� 
����PQN��*	T$�����@����"�����`�'� # ����(� 
�
���������´$���$& 
� # , Ò @8;C7AÓ Í����� 
�
��,.-*��$�������(	¼��
�& 
$=�Y	S����K���&cQ��Z[:���M<���
��$& 
�!����@��!��M ;½ �����
	���ZÁ��������!�Y+��K�)� # ����$�$ # �� 
����	��� 
(%	§�
�������������������
-±�Y�� # ���!��¼
 
�
-<�
+��)��$& 
�
D =

{

(t, x) : t ∈ [t0, ϑ], ‖x− x0‖ 6 ε+ µ(t− t0)e
µ(t−t0)

}

⊂ [t0, ϑ] × R
m;
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�|�)� ε ∈ (0,∞)
;

Â +��)��$& 
( D ��$& 
("���! 
�������A��(
�����B	
�
���
�����[�)���"�"��������@����A��(
���
���"	
����Zä¼
�������!� Ò � ; 	 ;âÓ ẋ ∈ U(x) =

{

f ∈ R
m : ‖f‖ 6 µ

(

1 + ‖x‖
)

} $��������A��(
��, #
# ����PQ��$& 
	
� # D(t0) =

{

x ∈ R
m : ‖x− x0‖ 6 ε

} ;
9 $'���R����Z[:�� # ����'�)�'���`+��K���� ������R�)$& ���	�������,b����K��@����
����,.�`�����
@��R����¼

��,º��������	��������!�*$C���
	
���),.��� # ������	
�
���T�������
���=Í��
�������! 
�����
	�������,.�`���D���+¼
c���������$��"�
� # ���������
	��������
-a	
,mc��T���������� ;©3 �
��$& 
�!�������
	���������¼& 
��Ma�����	¼
@��R�����T$��
�����!PQ�����C$v	
,.+
�
��� # ���
��������,OMT����K+
��������- Γ ����� # �&PB�� 
��� [t0, ϑ]

;
> �K�)� # $����! ��� 
(�Í��! 
�´�)��� # �& 
��, ∆(Γ) ¼& 
��MV����K+
��������-V����$& 
����(
��� # �A��,âÍ
�! 
�V	
$�������$�$ # �� 
����	���� # ,.�S���!PQ�"�)	
�!PQ�����!� x[t] (t ∈ [t0, ϑ], x[t0] = x0)$���$& 
� # , Ò @8;C7AÓ �E�)	
�!PQ�����!�V���
	
���),.��� z[t] (t ∈ [t0, ϑ], z[t0] = x0) $����)���8¼PS�� 
$=�%	 D Ò 	Q 
� # $ # ,.$'���ÁÍ��! 
� (t, x[t]) ∈ D, (t, z[t]) ∈ D

Ó+;
ãX0 × 4�Ø%4�©8Í;ØVÙ�68©8Ú8787Á3�527kØ<Ø%4�Ï84�68Ú878¨!äkå�68ª�°Ä78Î�Ï84�®\Ø%78©k®
78Ï8ª�æ
3�¨�6868çSè¹èDª�èD4�68Í�ª�èÔª�©Xª�68Ñ8¨�687¬é

9 ¼& 
� # ����'�)�'���E������	
�R�)N # �
�����R�)�'���������B�)���"���! ��Y�D������@���� ϕ(t, x) Í������������
-�	`�������� 
�
���
-Q�
������$& 
���
$& 
�S�
+��)��$& 
� D ;�Â  # �& 
� # Í��! 
��	���� # ���AM
¼& 
�
���§�
�����R�)�'�������!�±$& ���+
����(
��,.�S�D������@���� ϕ(t, x) Ò $ # ; F 7�¾�L�Ó ��$& 
(§�D�����8¼
@����%$`�)���"���! 
� # Í�����	
��, # �!����Z ;

9 	
�R�)� # �
+
��K�����������!� Ò $ # ; F 7�< Í @�¢�L�Ó
G = B(0;K) = {b ∈ R

m : ‖b‖ 6 K}, �|�)� K ∈ (0,∞)  ������
	
��Í��! 
�
F (t, x) = ê�ë {f(t, x, u, v) : u ∈ P, v ∈ Q

}

⊂ G ����� (t, x) ∈ D

Πl(t, x) =
{

f ∈ R
m : 〈l, f〉 6 H(t, x, l)

}

,

Fl(t, x) = F (t, x) ∩ Πl(t, x), (t, x, l) ∈ D × S
Ò H ;C7AÓ

'�)��$�( S = {l ∈ R
m : ‖l‖ = 1} Í H(t, x, l) = max

u∈P
min
v∈Q

〈l, f(t, x, u, v)〉 Í 〈l, f〉
^¹$����A���������
�T�����
�!K	
�R�)�������T	
���! 
�
���
	 l � f ;

] ������	
�R������	
�B	
����Z`���������
Fl(t, x) ⊂ G, (t, x, l) ∈ D × S. Ò H ; @
Ó

9 	
�R�)� # $����A��������,.�%�D������@���� ϕ(t, x) Í2�
�����R�)�'��������,.�<���±�������� 
�
���
-�
������$& 
���
$& 
�Y�
+��)��$& 
� D �V�K�)�
	����& 
	
�
����Z[:����"�
$'���
	
�!� #
ì 0í/�0´Ü ������@��!� ϕ(t, x) ������������,.	
������� D � ϕ(ϑ, x) = σ(x

Ó ��� D(ϑ) =
{

x ∈ R
m : (x, ϑ) ∈ D

} Í������%¼& 
� #
∥

∥σ(x∗) − σ(x∗)
∥

∥ 6 Lσ‖x∗ − x∗‖, Lσ ∈ (0,∞); Ò H ; H Ó
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'�)��$�( x∗ � x∗ �! D(ϑ).
ì 0îËX0 ] ��:���$& 
	���Z[ Å ��������V�D������@���� ψ(t, x, f) ��� D × G � γ(δ) ���

(0,∞) Ò γ(δ) ↓ 0 ����� δ ↓ 0
Ó Í��! 
�

7B; �����§��Z`+
,OM t ∈ [t0, ϑ), (t, x) ∈ D, f ∈ F (t, x), δ > 0

ϕ(t+ δ, x + δf) 6 ϕ(t, x) + ψ(t, x, f)δ + γ(δ)δ; Ò H ; J�Ó
@8; �D������@��!� ψ(t, x, f) �
�����������������º$����!��b��� D × G �������;��Z`+
,OM

(t, x, l) ∈ D × S $&��:���$& 
	��
�& V�%���
���������
ψ

(

t, x, Fl(t, x)
)

= min
f∈Fl(t,x)

ψ(t, x, f). Ò H ; 5
Ó

ì 0îãX0ÅÜ ������@��!� ε(t) ���! 
���������!�
� # �E��� Ê � # ���!�V��� [t0, ϑ] ³�'�)��$�(
ε(t) = sup

x∈D(t)

ε(t, x),

ε(t, x) = sup
l∈S

ψ
(

t, x, Fl(t, x)
)

, (t, x) ∈ D.
Ò H ; ¾�Ó

3 �
$'���
	
�!� # ì 0í/ Í ì 0îË Í ì 0îã Í����A����PQ������, # ���V�D������@���� ϕ(t, x) Í)�)�	¼+���	
� # �&:�NB�
$'���
	
���ÁÍk���A����PQ�������
�B���%$�� # ��-�$& 
	
�Y�� 
�
+
����PQ������- (t, x) 7→

Fl(t, x)
Í l ∈ Sì 0ðï¬0 ] ��:���$& 
	��
�& Q$����A�����������B�D������@��!� ω̃(δ) ��� (0,∞) Ò ω̃(δ) ↓ 0 �����

δ ↓ 0
Ó Í��! 
�

d
(

Fl(t∗, x∗), Fl(t
∗, x∗)

)

6 ω̃(‖t∗ − t∗‖ + ‖x∗ − x∗‖)

�����§��Z`+
,OM (t∗, x∗), (t∗, x∗)
�! D � l ∈ S

;
Ü ������@���� ψ(t, x, f) 	V�
$'���
	
�!��M ì 0îË � ì 0îã +��K�)� # ����K,.	��� 
(Åñ �Ôø�ò�óAôõ ÿ:üÁÿ�ú�ö�ý8÷DòYø2ù�ö ñ�ú ò�û�÷Dò Í�� # �&�E	�	
�����BÍ��! 
�Q�
���*�������Z[ Q�
�����������������������

$����
���
$& 
(´�D������@���� ϕ $C	
��K����$& �������� # 	
��� # �����ÎÍ� 
� # $K� # , # �����B+
,?�����8¼P*���!��� Ò ���A����+
�!��� Ó ¼& ��a$����
���
$& 
( ; +��K�)� # $����! ��� 
(V ����!PQ�ÁÍ��! 
�§�D������@��!�
γ(δ) 	E�
$'���
	
��� ì 0îË ������	������& 
$=�ÎÍ�	
�
�
+�:������
	
�
���ÎÍ�$& 
���
��� # �
���� 
�
�����
-X³	B����$& 
���
$& 
�ÎÍ # ,;�)�
�!�
$������ # 	S��������	
����$& 
	
� (3.4) �D������@���Z γ(δ) ≡ 0

;
Â ���!c�� # ����K��@����
���!��Z;�����
@��R�����!� uc ��������	��������!�S$m���
	
���),.��� # �����8¼

	
�
���*�������
���=Í��
$����
	������!��Zü���B��$�������(�K�
	��������<���A����+
���
	
�
�����
-<�D������@����
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ψ(t, x, f)
;�W  ��S�����
@��R�����!�Q+��K�)� # ����� # ���!�! 
(T	"�����
@���$�$��.��������	��������!�B$��8¼

$& 
� # �
- (2.1) ���S����� # �&PB�� 
��� [t0, ϑ]
;

1 ���²¼& 
�
���±��������)� # ����K+
��������� Γ = {t0, t1, . . . , tN = ϑ} $B�)��� # �& 	¼��� # ∆(Γ) = max
i

(ti+1 − ti)
;mµ ���
@��R������� uc �����R�)�����)���'���& ?����cQ�����
	
�
�

Ò ���±����� # �&PB�� 
��� # [ti, ti+1]
����K+
�������!� Γ

Ó ���
��$& 
�!�������
	��������E�)	
�!PQ�����!�
x[t] $���$& 
� # , (2.1) �������A�����'��(
���º$Y	
$���� # �
�'�� 
�'��(
��, # �)	
�!PQ������� # z[t]���
	
���),.��� ;�µ ���±¼& 
� # ÍX	§$��
�� 
	
�& 
$& 
	
���Å$����
��$& 
�!����@��!� # �Å����K��@����
����,OM
�����
@��R�����%��������	��������!�%�!"����+
�� %F 9 Í 7�¾�L Í!��������	����������"������	
�
���B�������
���Q���
����PQ�)� # cQ����� [ti, ti+1)

����K+
�������!� Γ ��������& 
$=�b�������������� 
�
��,.-b	
���! 
�
�
uc(ti, x[ti])

Í��|�)� x[ti] ^Ö���
�����������* 
�
�����D�)	
�!PQ�����!� x[t] $���$& 
� # , (2.1) ��������R�),�����:�� # cQ����� [ti−1, ti] Ò 	S$'���������ÁÍ����
�|��� i > 1
Ó+;

½  ����ÎÍ������)���'��� # x[t0] = z[t0] = x0 ;ý �þ������	
� # cQ�����Ô����K+
�������!� Γ 	
,.+
������� # �����
�!K	
����(
���ÿ	
���! 
�
�
l(0) ∈ S �%	
���! 
�
� f ∗(t0, z[t0])

�!"�
$'���
	
�!�
f ∗(t0, z[t0]) ∈ Fl(0)(t0, z[t0]). Ò H ; 9
Ó

1 	
�!PQ������� z[t] ���
	
���),.���%��� [t0, t1]
�
�����R�)�'����� # ����	
����$& 
	
� #

z[t] = z[t0] + (t− t0)f
∗(t0, z[t0]). Ò H ; À Ó

1 	
�!PQ������� x[t] $���$& 
� # , (2.1) ��� [t0, t1]
�
�����R�)�'����� # �����b���&c��������

�)���"�"��������@����A��(
���
���B������	
�������!�
ẋ[t] = f

(

t, x[t], uc(t0, x[t0]), v(t)
)

, x[t0] = x0. Ò H ; <�Ó
¸ �)��$�( uc(t0, x[t0])

^ �����
�!K	
����(
��,.-Y	
���! 
�
�a�! P Í v(t) ∈ Q ^¹�)�
�!�
$& 
�8¼
# �
�D��������	����������T	� 
�
���
���B�������
���S��� [t0, t1)

;
Ê �&c�������� x[t] ������	
�������!� (3.9) ���
��� # ���& 
$=�>�����b��+
$�����Z[ 
���²���������+¼��,.	
�����º��� [t0, t1]

�D������@��!�ÎÍ��K�)�
	����& 
	
�
����Z[:Q��� (3.9) ���
�! 
�º	
$�Z����²���
[t0, t1]

;
Ê ��$�$ # �� 
��� # $'���R����Z[:���-<cQ��� [t1, t2]

����K+
�������!� Γ
;

9 $'���������ÁÍ���$'��� x[t1] = z[t1]
Í)�����a�
�����R�)�'���������%�)	
�!PQ������- x[t] � z[t]��� [t1, t2]

���
$& �������� # �����A���
���������[ 
� # �BÍ������´¼& 
�C�)�'�)�A���
$�(`���CcQ����� [t0, t1]
;

9 $'���������ÁÍ���$'��� x[t1] 6= z[t1]
ÍK�
�����R�)�'����� # 	
���! 
�
� l(1) = ‖s[t1]‖

−1 s[t1] ∈

S Í��� ����!PQ�"	
���! 
�
� f ∗(t1, z[t1])
�!T$��
�� 
����c�������-

f ∗(t1, z[t1]) ∈ Fl(1)(t1, z[t1]),

ψ
(

t1, z[t1], f
∗(t1, z[t1])

)

= ψ
(

t1, z[t1], Fl(1)(t1, z[t1])
)

.
Ò H ;C7�¢�Ó
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¸ �)��$�(B�%	´���A��(
����-!c�� # s[ti] = z[ti] − x[ti], i = 0, N
;

1 	
�!PQ�������"���
	
���),.��� z[t] ��� [t1, t2]
�
�����R�)�'��� # ����	
����$& 
	
� #

z[t] = z[t1] + (t− t1)f
∗(t1, z[t1]). Ò H ;C7B7AÓ

1 	
�!PQ������� x[t] $���$& 
� # , (2.1) ��� [t1, t2]
�
�����R�)�'����� # �����;���&c��������

�)���"�"��������@����A��(
���
���B������	
�������!�

ẋ[t] = f
(

t, x[t], uc(t1, x[t1]), v(t)
)

, Ò H ;C7:@
Ó
$E�������A��(
��, # K������������� # x[t1]

Í8�|�)� x[t1] ^ ���
�����������» 
�
�����V�)	
�!PQ�����!�
x[t] $���$& 
� # , (2.1) ���Q�����R�),�����:�� # cQ����� [t0, t1]

;
¸ �)��$�(B	
���! 
�
� uc(t1, x[t1])

�
�����R�)�'�����& 
$=�a$��
�� 
����c�������� #

min
v∈Q

〈

l(1), f
(

t1, x[t1], u
c(t1, x[t1]), v

)〉

= H
(

t1, x[t1], l
(1)

)

, Ò H ;C7 H Ó

v(t) ^��)�
�!�
$& 
� # �
�v��������	����������v	� 
�
���
���C�������
���C���m�����������! 
����	��A��� [t1, t2)
;

9 $'���������ÁÍX��$'��� x[t2] = z[t2]
Í)���E$'���R����Z[:�� # cQ����� [t2, t3]

����K+
�������!�
Γ ���
$& �������� # �����a�
�����R�)�'���������%�)	
�!PQ������- x[t] � z[t] �����A���
���������B 
� # �BÍ�����%¼& 
�Q�)�'�)�A���
$�(B���Q�����R�),�����:���M<cQ���'�AM ;

9 $'���������ÁÍ¬��$'��� x[t2] 6= z[t2]
Í����
$& �������� # �����A���
���������V 
� # �BÍ¬�����U¼& 
�

�)�'�)�A���
$�(B���S�����R�),�����:�� # cQ����� [t1, t2]
;

1 �
�!�
$& 
� #  
��������(�ÍX�! 
�E	BM����)�Q����� # ���������!�Y�����
@��R������, uc ��������	����+¼
���!�Y$´���
	
���),.��� # ������	
�
���§�������
���E���K�A���!K�
	��A����$�(S�)	
�!PQ�����!� x[t] � z[t]���S����� # �&PB�� 
��� [t0, ti]

;
9 $'���������ÁÍ)��$'���a�
������A���
$�( z[ti] = x[ti]

Í������<�
�����R�)�'���������%�)	
�!PQ������-
x[t] � z[t] ��� [ti, ti+1]

���
$& �������� # ���*�����A���
�����<$T�����R�),�����:�� # �acQ���'� # �
[t1, t2], . . . , [ti−1, ti]

����K+
�������!� Γ
;

9 $'���������ÁÍ���$'��� x[ti] 6= z[ti]
Í��
�����R�)�'����� # 	
���! 
�
� l(i) = ‖s[ti]‖

−1 s[ti] ∈

S Ò s[ti] = z[ti] − x[ti]
Ó �%	
���! 
�
� f ∗(ti, z[ti])

�!T$��
�� 
����c�������-

f ∗(ti, z[ti]) ∈ Fl(i)(ti, z[ti]),

ψ
(

ti, z[ti], f
∗(ti, z[ti])

)

= ψ
(

ti, z[ti], Fl(i)(ti, z[ti])
)

.
Ò H ;C7KJ�Ó

1 	
�!PQ�������"���
	
���),.��� z[t] ��� [ti, ti+1]
�
�����R�)�'����� # ����	
����$& 
	
� #

z[t] = z[ti] + (t− ti)f
∗(ti, z[ti]). Ò H ;C7:5
Ó
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1 	
�!PQ������� x[t] $���$& 
� # , (2.1) ��� [ti, ti+1]
�
�����R�)�'����� # �����U���&c��������

�)���"�"��������@����A��(
���
���B������	
�������!�
ẋ[t] = f

(

t, x[t], uc(ti, x[ti]), v(t)
)

, Ò H ;C7�¾�Ó
$V�������A��(
��, # K������������� # x[ti]

Í2�|�)� x[ti] ^Ý���
�����������\ 
�
�����a�)	
�!PQ�����!�
x[t] ��� [ti−1, ti]

;
¸ �)��$�(S	
���! 
�
� uc(ti, x[ti]) ∈ P �
�����R�)�'�����& 
$=�a�!T$��
�� 
����c������!�

min
v∈Q

〈

l(i), f
(

ti, x[ti], u
c(ti, x[ti]), v

)〉

= H(ti, x[ti], l
(i)), Ò H ;C7:9
Ó

v(t) ^��)�
�!�
$& 
� # �
����������	����������v	� 
�
���
���C�������
���C���.����� # �&PB�� 
��� [ti, ti+1)
;

µ ���R�)$& ���	������������S	
,mc��.�����
@��R������� uc ��������	��������!�Q$m���
	
���),.��� # �����8¼
	
�
���V�������
���§	 # ��$& 
�B$Q�������� 
�
��, # �)�
�!�
$& 
� # , # ��������	���������� # v(t) 	� 
�	¼���
���"�������
���"��� [t0, ϑ] �
�����R�)�'����Z[ D�)	
�!PQ������� x[t] = xΓ[t; t0, x

0; v(·)], t ∈

[t0, ϑ] $���$& 
� # , (2.1) Í��� 
	
������Z[:����T����K+
��������Z Γ
;

9 	
�R�)� # 	S����$�$ # �� 
���������´	
�'���������!�
VΓ(t0, x

0) = sup
v(·)

ϕ(xΓ[ϑ; t0, x
0; v(·)]). Ò H ;C7 À Ó

9 �'����������� VΓ(t0, x
0) ��$& 
(S 
�� S���&�����(� ��� :Í����� 
�
��,.-%�'�������! 
���!�
�& *$���+
�������	
,.-%�������
�V	Q����$�$ # �� 
����	���� # �
-V����������D��������	��������!�V	Q$'���������ÁÍ����
�|���

�
�?��$�������(���
�& »�����
@��R�����!� uc Í2�� 
	
������Z[:´��Z ����K+
��������Z Γ �º���A����+
���	¼
	
�
�����
-%�D������@���� ψ(t, x, f)

;
Â @������ # $�	
���
M��E	
�'���������!� VΓ(t0, x

0)
;B1 ���*¼& 
�
���Q������$& ������ # $��������A�)�

�V�
@��������D����$�$& 
�������!� # �&PQ���S�)	
�!PQ�����!� # � x[t] � z[t] 	 # � # ���! 
, ti ∈ Γ
;

Â @������!�������
	
�R�)� # 	»$'��������� 7 Ä z[ti] 6= x[ti], i = 0, N − 1
;m9 �A��(� 
���8¼

���� 
��	
��� # $'��������� @ Ív���
�|���Å�����?�������� 
�
��,OM i = 0, N − 1 ��������	
����$& 
	
�
z[ti] 6= x[ti]

�����!��cQ���& 
$=�ÎÍ�	
,.	
���<�
@��������§����$�$& 
�������!�V$�	
���)�! 
$=�V�§	
,.	
�����
�
@��������<	S$'��������� 7B;

Ê ��$�$ # �� 
��� # ������	
,.-%cQ��� [t0, t1]
����K+
�������!� Γ

;
¿ ���B����� f ∗(t0, z[t0])

� f(

t, x[t], uc(t0, x[t0]), v(t)
) $����)����PS�� 
$=�E	 G Í� 
�

‖f ∗(t0, z[t0])‖ 6 K,
∥

∥f
(

t, x[t], uc(t0, x[t0]), v(t)
)
∥

∥ 6 K, t ∈ [t0, t1].
Ò H ;C7�<�Ó

Â  
$�Z����B	
,m 
�������& E��������	
����$& 
	
�
‖z[t1] − x[t1]‖ 6 2K∆0, Ò H ; @�¢�Ó
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�|�)�T�
+
��K����������� ∆i = ti+1 − ti
Í i = 0, N − 1

;
Ê ��$�$ # �� 
��� # $'���R����Z[:���-a����� # �&PB�� 
�
� [t1, t2]

;
1 	
�!PQ������� z[t] ���
	
���),.���<��� [t1, t2]

�K�)�
	����& 
	
�
�����& *����	
����$& 
	��

z[t2] = z[t1] + ∆1f
∗(t1, z[t1]). Ò H ; @87AÓ

1 	
�!PQ������� x[t] $���$& 
� # , (2.1) ��� [t1, t2]
�K�)�
	����& 
	
�
�����& E����	
����$& 
	��

x[t2] = x[t1] +

t2
∫

t1

f
(

t, x[t], uc(t1, x[t1]), v(t)
)

dt.

9 # ��$& 
�T$D 
� # ������������� #
‖s[t2]‖

2 = ‖s[t1]‖
2

+ 2
〈

s[t1],

t2
∫

t1

(

f ∗(t1, z[t1]) − f
(

t, x[t], uc(t1, x[t1]), v(t)
)

)

dt
〉

+
∥

∥

∥

t2
∫

t1

(

f ∗(t1, z[t1]) − f
(

t, x[t], uc(t1, x[t1]), v(t)
)

)

dt
∥

∥

∥

2

.

Ò H ; @B@
Ó

½ "��������	
����$& 
	�� (3.19) $'���R���
�& §�
@��������
∥

∥

∥

t2
∫

t1

(

f ∗(t1, z[t1]) − f
(

t, x[t], uc(t1, x[t1]), v(t)
)

)

dt
∥

∥

∥

2

6 4K2∆2
1. Ò H ; @ H Ó

Â @������ # 	� 
�
���
�T$'�)���'��� # �
�T	B������	
�
-<����$& 
�<����	
����$& 
	�� (3.22)
;�µ ���R��¼

$& ���	
� # �����B	S	
���)�

2
〈

s[t1],

t2
∫

t1

(

f ∗(t1, z[t1]) − f
(

t1, x[t1], u
c(t1, x[t1]), v(t)

)

)

dt
〉

+ 2
〈

s[t1],

t2
∫

t1

(

f
(

t1, x[t1], u
c(t1, x[t1]), v(t)

)

− f
(

t, x[t], uc(t1, x[t1]), v(t)
)

)

dt
〉

.
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Ê ��$�$ # �� 
��� # 	
,.����PQ�������
〈

s[t1],

t2
∫

t1

(

f ∗(t1, z[t1]) − f
(

t1, x[t1], u
c(t1, x[t1]), v(t)

)

)

dt
〉

,

���� 
�
���
�"������!c�� # 	S	
���)�
t2

∫

t1

〈

s[t1], f
∗(t1, z[t1])

〉

dt−

t2
∫

t1

〈

s[t1], f
(

t1, x[t1], u
c(t1, x[t1]), v(t)

)〉

dt.

µ �S�
�����R�)�'��������Zü	
���! 
�
��� f ∗(t1, z[t1])
� # ��� #

〈

s[t1], f
∗(t1, z[t1])

〉

=

‖s[t1]‖
〈

l(1), f ∗(t1, z[t1])
〉

6 ‖s[t1]‖H(t1, z[t1], l
(1)),

Ò H ; @�J�Ó

���
$�������(
�!� f ∗(t1, z[t1]) ∈ Fl(1)(t1, z[t1])
;

µ �S�
�����R�)�'��������Zü	
���! 
�
��� uc(t1, x[t1])
� # ��� #

〈

s[t1], f
(

t1, x[t1], u
c(t1, x[t1]), v(t)

)〉

=

‖s[t1]‖
〈

l(1), f
(

t1, x[t1], u
c(t1, x[t1]), v(t)

)〉

>

‖s[t1]‖min
v∈Q

〈

l(1), f
(

t1, x[t1], u
c(t1, x[t1]), v

)〉

=

‖s[t1]‖H(t1, x[t1], l
(1)).

Ò H ; @B5
Ó

½ "$��
�� 
����c�������- (3.24) Í (3.25) $'���R���
�& 
〈

s[t1],

t2
∫

t1

(

f ∗(t1, z[t1]) − f
(

t1, x[t1], u
c(t1, x[t1]), v(t)

)

)

dt
〉

6

‖s[t1]‖
(

H(t1, z[t1], l
(1)) −H(t1, x[t1], l

(1))
)

∆1.0 ���! 
,.	����ÎÍ��! 
�B�D������@��!� H(t, x, l) ���
���A��(
���������!c���@���	��S��� x ��� D$"���
��$& ����! 
�
- Lf = Lf (D) Í�������������� #
H(t1, z[t1], l

(1)) −H(t1, x[t1], l
(1)) 6 Lf ‖s[t1]‖ .µ ������� # ���V	
�S	
��� # �������`�)	��S���
$'���R�)����M%��������	
����$& 
	��=Í�������������� #

〈

s[t1],

t2
∫

t1

(

f ∗(t1, z[t1]) − f
(

t1, x[t1], u
c(t1, x[t1]), v(t)

)

)

dt
〉

6

Lf ‖s[t1]‖
2 ∆1.

Ò H ; @�¾�Ó
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Â @������ # ���A�����"$�	
���
M��%	
,.����PQ�������
〈

s[t1],

t2
∫

t1

(

f
(

t1, x[t1], u
c(t1, x[t1]), v(t)

)

− f
(

t, x[t], uc(t1, x[t1]), v(t)
)

)

dt
〉

.

1 ���V¼& 
�
���*	
	
�R�)� # �D������@����%��� (0,∞)

ω∗(δ) = sup
{

‖f(t∗, x∗, u, v) − f(t∗, x∗, u, v)‖ :

(t∗, x∗, t∗, x∗, u, v) ∈ D ×D × P ×Q, |t∗ − t∗| + ‖x∗ − x∗‖ 6 δ
}

,

ω(δ) = δω∗((1 +K)δ
)

.

µ ������� # ���B	
�T	
��� # �������C 
�� ��T���! :Í��! 
�D�)	
�!PQ������� x[t] $���$& 
� # , (2.1)��� [t1, t2]
�K�)�
	����& 
	
�
�����& *	
����Z`��������Z (t, x[t]) ∈ D Í�������������� #

∥

∥f
(

t1, x[t1], u
c(t1, x[t1]), v(t)

)

− f
(

t, x[t], uc(t1, x[t1]), v(t)
)
∥

∥ 6

ω∗((1 +K)∆1

)

, t ∈ [t1, t2],

�� 
�!�K���B$'���R���
�& E�
@��������
〈

s[t1],

t2
∫

t1

(

f
(

t1, x[t1], u
c(t1, x[t1]), v(t)

)

−

f
(

t, x[t], uc(t1, x[t1]), v(t)
)

)

dt
〉

6 K∗ω(∆1);

Ò H ; @B9
Ó

'�)��$�( K∗ = max
{

‖z − x‖ : (t, x), (t, z) ∈ D
}

<∞
;

½  (3.26) Í (3.27) $'���R���
�& §�
@��������
〈

s[t1],

t2
∫

t1

(

f ∗(t1, z[t1]) − f
(

t, x[t], uc(t1, x[t1]), v(t)
)

)

dt
〉

6

Lf ‖s[t1]‖
2 ∆1 +K∗ω(∆1).

Ò H ; @ À Ó

½  Ò H ; @B@
Ó Í (3.23) � (3.28) ������������� #
‖s[t2]‖

2 6 (1 + 2Lf∆1) ‖s[t1]‖
2 +K∗ω(∆1) + 4K2∆1

2. Ò H ; @Á<�Ó
µ �
$& 
(´ 
��������(�	´�����
@���$�$��`����K��@����
�����
-E�����
@��R������, uc ��������	��������!�E$

���
	
���),.��� # ���K�A���!K�
	��A����$�(S	� 
���!��:���- # � # ���! ti ∈ Γ  
�
����� x[ti] � z[ti]
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�)	
�!PQ������-¶$���$& 
� # , (2.1) �>���
	
���),.��� ;C¿ �
�|���²�����
@��R������� uc ���
�����)�! 
���§����� # �&PB�� 
��� [ti, ti+1]

�)	
�!PQ�����!� x[t] � z[t] Í�	
,OM������!:����*	 # � # ���! ti�!�¼& 
��M< 
�
�����X³)�����a¼& 
� # +��K�)�& E$�������	
�R������	��B�
@��������=Í)�����)�
+
�����<�
@��������
(3.29)

‖s[ti+1]‖
2 6 (1 + 2Lf∆i) ‖s[ti]‖

2 + ∆iϕ
∗(∆i), Ò H ; H ¢�Ó

�|�)�T�
+
��K����������� ϕ∗(δ) = K∗ω∗((1 +K)δ
)

+ 4K2δ, δ > 0
;

½ k���
���A��(
���
-"�
@�������� (3.30) Í�$�������	
�R������	
�
-������`��Z`+
�
��� i = 1, N − 1 Í$'���R���
�& §�
@��������

‖z[ϑ] − x[ϑ]‖2 6 e2Lf (ϑ−t1)
(

‖s[t1]‖
2 + (ϑ− t1)ϕ

∗(∆(Γ)
)

)

. Ò H ; H 7AÓ
½  (3.20) � (3.31) ������������� # �
@������!�

‖z[ϑ] − x[ϑ]‖2 6 e2Lf (ϑ−t0)
(

4K2∆(Γ)2 + (ϑ− t0)ϕ
∗(∆(Γ)

)

)

�ÎÍ�$'���R�)�
	��� 
�'��(
����Í��
@������!�

‖z[ϑ] − x[ϑ]‖ 6 eLf (ϑ−t0)
(

4K2∆(Γ)2 + (ϑ− t0)ϕ
∗(∆(Γ)

)

)
1
2
. Ò H ; H @
Ó

¿ ��������(U$��"�
�!�
$����!�
� # 	
��� # �������V���±���
���������
-����
$'���R�)�
	��� 
�'��(
���
$& 
�
z[ti]

Í
i = 1, N

;=1 ���V 
�
�����a¼& 
�
-a���
$'���R�)�
	��� 
�'��(
���
$& 
�Y� # ��Z[ # ��$& 
��Í)$��
�h�)��$����
�
$'���
	
��Z ì 0îË Í���������	
����$& 
	��

ϕ(ti+1, z[ti+1]) 6 ϕ(ti, z[ti]) + ψ
(

ti, z[ti], f
∗(ti, z[ti])

)

∆i + γ(∆i)∆i,

ψ
(

ti, z[ti], f
∗(ti, z[ti])

)

6 ε(ti, z[ti]) 6 ε(ti).

½ E¼& 
��M»��������	
����$& 
	 Ò 	
���
M!�������±��������	
����$& 
	�� Ó �!�� 
� # ��MÅ���
$'���R�)�
	��:¼ 
�'��(
���
-<�����)$& ������
	
���§�)�!���T	´�)�!���'�=Í�������������� # �
@������!�

ϕ(ϑ, z[ϑ]) 6 ϕ(t0, z[t0]) +

N−1
∑

i=0

ε(ti)∆i +

N−1
∑

i=0

∆iγ(∆i). Ò H ; H
H Ó

0 ���! 
,.	����V ����!PQ�ÁÍ��! 
�B�D������@��!�%���)�� 
, σ[x] = ϕ(ϑ, x) ��� D(ϑ) �K�)�	¼	����& 
	
�
�����& E��������	
����$& 
	�� Ò H ; H Ó Í�������������� #
ϕ(ϑ, x[ϑ]) 6 ϕ(ϑ, z[ϑ]) + Lσ ‖z[ϑ] − x[ϑ]‖ . Ò H ; H J�Ó
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] ���R�)�
	��� 
�'��(
����Í�$�������	
�R������	
�B��������	
����$& 
	
�

ϕ(ϑ, x[ϑ]) 6 ϕ(t0, x
0) +

N−1
∑

i=0

ε(ti)∆i + (ϑ− t0)γ
(

∆(Γ)
)

+

Lσe
Lf (ϑ−t0)

(

4K2∆(Γ)2 + (ϑ− t0)ϕ
∗(∆(Γ))

)
1
2 .

Ò H ; H 5
Ó

¸ ���"����$������
	���	B�������� 
�
���
� ρ > 0 Í������)+
����� #  ������
� δ(ρ) > 0 Í��! 
�E�����	
$��'ME����K+
�������!��M Γ ����� # �&PB�� 
��� [t0, ϑ] $.�)��� # �& 
��� # ∆(Γ) 6 δ(ρ) � # ���& # ��$& 
�

(ϑ− t0)γ
(

∆(Γ)
)

+ Lδe
Lf (ϑ−t0)

(

4K2∆(Γ)2 + (ϑ− t0)ϕ
∗(∆(Γ))

)
1
2 6 ρ.

¸ �)��$�(%$����! ���� # Í¬�! 
�%	
�'����������� δ(ρ) 	
,.+
�������E�K�)�
	����& 
	
�
����Z[:���-»$��	¼�� 
����c�������Z δ(ρ) ↓ 0 ����� ρ ↓ 0
;

1 ���´ �������MQ����K+
��������- Γ �Q�� 
	
������Z[:���MQ� # �����
@��R����� uc ��������	��������!�
$"���
	
���),.��� # ������	
�
���B�������
���S	
,.�������!���& 
$=�<��������	
����$& 
	
�

ϕ(ϑ, x[ϑ]) 6 ϕ(t0, x
0) +

N−1
∑

i=0

ε(ti)∆i + ρ. Ò H ; H ¾�Ó

ý �����������E$`¼& 
�
��� # � # ���! ��=Í!+��K�)� # +
�����������)����	��� 
���Q�
+
��K�������� 
("�)	
�8¼
PQ�����!� x[t] ��� [t0, ϑ] Í!���
����PQ�)������,.�D�����
@��R�������
-V��������	��������!� uc �§�� 
	
�+¼
����Z[:���������K+
��������Z Γ

; È>� # ��������Í�+��K�)� # �
+
��K�������� 
(´��M*$�� # 	
����� # xΓ[t]�����)�
+
���² 
� # �������;¼& 
�Å�)�'�)���& 
$=�¶	²����+
�� ��AMÉF 9 Í 7�¾�L ÍO�� 
����PS���? 
� # $K�:¼
# , # ��MB$��
�� 
	
�& 
$& 
	
��������K+
��������Z Γ

;�0 ���! 
,.	����*¼& 
��Í���������	
����$& 
	
� (3.36)������!c�� # 	B	
���)�

ϕ(ϑ, xΓ[ϑ]) 6 ϕ(t0, x
0) +

N−1
∑

i=0

ε(ti)∆i + ρ. Ò H ; H 9
Ó

Â @�������� (3.37) ��$& 
(V�
@��������E$�	
���
M��Y���&�����(� ��� ��V������,âÍX$'����P*��	�c���-�$=�
	%�����
@���$�$��B����� # ���������!�Å������	
, # �������
��� # �����
@��R������, uc ÍX�� 
	
������Z[:���-
���A����+
���
	
�
�����
-%�D������@���� ψ(t, x, f) �%����K+
��������Z Γ

(

∆(Γ) 6 δ(ρ)
) ;

Â  
$�Z����B������������� # 	
���
M!��Z`Zü�
@������!�

VΓ(t0, x
0) 6 ϕ(t0, x

0) +

N−1
∑

i=0

ε(ti)∆i + ρ. Ò H ; H
À Ó
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���&�����(� ��� �� Ò H ;C7 À Ó Í`���� 
�
��,.-ü�'�������! 
���!�
�& á$���+
�²������	
,.-É�������
�É	;����$+¼$ # �� 
����	���� # �
-;����������ÁÍm����� # ���!�!�b�����
@��R�����!����������	��������!� uc ÍO�� 
	
�����:¼
Z[:´��Zá���A����+
���
	
�
�����
-*�D������@���� ψ(t, x, f) �*����K+
��������Z Γ $m�)��� # �& 
��� #
∆(Γ) 6 δ(ρ)

;
Ê ��$�$ # �� 
��� #  
��������(<�������� 
�
�!��Z¹���
$'���R�)�
	��� 
�'��(
���
$& 
( {

x(n)[t]
} �)	
�8¼

PQ������- x(n)[t] = xΓn
[t] $���$& 
� # , (2.1) ��� [t0, ϑ] Í����
����PQ�)������,OM§����� # ���!��¼ 
�
-E�����
@��R�������
- uc �*�� 
	
������Z[:���ME����K+
��������Z Γn

$m�)��� # �& 
��� # � ∆(n) =

∆(Γn) ↓ 0 ����� n → ∞
;�µ �
$& 
(E$&��:���$& 
	��
�& %����	
��� # ������,.-<��� [t0, ϑ] �����+¼�)�'� x[t] = lim

n→∞
x(n)[t]

;8] ���R�����Å����+
�� �� # F 9 Í 7�¾�L ÍX+��K�)� # ����K,.	��� 
(V ��������
�����R�)�'��, x[t] �)	
�!PQ�����!� # �<$���$& 
� # , (2.1) Í����
����PQ�)������, # �<�����
@��R�������
-��������	��������!� uc Í�$��
�� 
	
�& 
$& 
	���Z[:���-º���A����+
���
	
�
�����
-U�D������@���� ψ(t, x, f)

;
] �
	
�
�!�������
$& 
( {

x[t]
} 	
$��'M� �������Mº�)	
�!PQ������- x[t] ��� [t0, ϑ] �
+
��K������� #$�� # 	
����� # Xuc(t0, x

0)
;

9 	
�R�)� # 	
�'���������!�
V (t0, x

0) = lim
∆(Γ)↓0

sup VΓ(t0, x
0). Ò H ; H <�Ó

9 �'����������� (3.39) Í� ����SPQ�.�����S� VΓ(t0, x
0) Í����	
��$��! T�� "	
,.+
�
�������A����+	¼���
	
�
�����
-%�D������@���� ψ(t, x, f)

;
Â @������ # $�	
���
M�� V (t0, x

0)
;�9 $�	��!K�Q$O¼& 
� # ����$�$ # �� 
��� # �����
�!K	
����(
���
�

�)	
�!PQ������� x[t] = lim
n→∞

x(n)[t] �!D�!������� Xuc(t0, x
0) �§�������� 
�
�!��ZÉ���
$'���R�)�	¼	��� 
�'��(
���
$& 
( {ρk} (ρk ↓ 0 ����� k → ∞)

;
1 ���V����PQ�)�
��� ρk

����-��)�& 
$=�<��� # ��� nk
Í������%���� 
�
���
��� ∆(nk) 6 δ(ρk)

;
¿ �
�|���E�)	
�!PQ�����!� x(nk)[t] ��� [t0, ϑ] Ík���
����PQ�)������,.�E�����
@��R�������
- uc �

�� 
	
������Z[:����´����K+
�������!� # Γnk
(k = 1, 2, . . . ) Í�$& 
��$�������,É�
@��������
-

ϕ(ϑ, x(nk)[ϑ]) 6 VΓn
k

(t0, x
0) 6 ϕ(t0, x

0) +

Nk−1
∑

i=0

ε(t
(k)
i )∆

(k)
i + ρk. Ò H ; J�¢�Ó

¸ �)��$�( t(k)
i
^ # � # ���! 
,á����K+
�������!� Γnk

Í ∆
(k)
i = t

(k)
i+1 − t

(k)
i

Í (Nk + 1) ^����$'��� # � # ���! 
�
	*����K+
�������!� Γnk

;
½ m��������	
����$& 
	�� (3.40) �������R�)�'��(
���
���D����	
����$& 
	�� x[ϑ] = lim

k→∞
x(nk)[ϑ] Í�����! 
,.	����a������������,.	
���
$& 
(E�D������@���� σ(x) = ϕ(ϑ, x) �V�
$'���
	
��� ì 0îã Í����	¼��������� #

ϕ(ϑ, x[ϑ]) 6 V (t0, x
0) 6 ϕ(t0, x

0) +

ϑ
∫

t0

ε(t)dt. Ò H ; J�7AÓ
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] �)�!�����
-Å$& 
�
���
��,âÍ����%�
�����R�)�'��������Z V (t0, x

0) Í�����-��)�& 
$=�U ��������U���	¼$'���R�)�
	��� 
�'��(
���
$& 
( {Γn} Ò ∆(n) ↓ 0 ����� n→ ∞
Ó Í��! 
� V (t0, x

0) =

sup
n→∞

VΓn
(t0, x

0)
;�1 ���§����PQ�)�
���Q����K+
�������!� Γn

����-��)�& 
$=�V ������
�`�)	
�!PQ�������
xΓn

[t] ���� 
�
���
�T�K�)�
	����& 
	
�
�����& V��������	
����$& 
	�� ϕ(ϑ, xΓn
[ϑ]) > VΓn

(t0, x
0) −

1
n

;�ý �C�����!��cQ���B�
+�:����
$& 
�*����$�$&��PQ�)������-ÎÍ�$����! ���� # Í��! 
�´$&��:���$& 
	��
�& S����		¼
��� # ������,.-»��� [t0, ϑ] �����R�)�'� x[t] = lim

n→∞
xΓn

[t]
;©1 ���Å¼& 
�
���a�����R�)�'�)�<	
,�¼

�������!���& 
$=�a��������	
����$& 
	
�
ϕ(ϑ, x[ϑ]) > V (t0, x

0). Ò H ; J¸@
Ó
½  (3.41) Í (3.42) $'���R���
�& E�� 
	
����PQ�)�������

� 4�ª�Ï84�èD¨»ãX0í/�0�� û�ø�ò�ú�ò�ö��
(3.39)

ù��	ÿ:ü%ø"û��müÁÿ õ û�û�� þ%ÿ:ÿ��Qö�ÿ�	mû&ö�ò�ù

V (t0, x
0) = sup

x[·]∈Xuc(t0 ,x0)

ϕ(ϑ, x[ϑ]) 6 ϕ(t0, x
0) +

ϑ
∫

t0

ε(t)dt. Ò H ; J H Ó


 �	ûSø2ù�ö ñ�ú ò�û ε(t) (3.6) � ü��ÿ���û��Q��û~ü
(3.43) � ÿ�� õ û��	û�ø"û&ö��Vö��§ó'���Áû ñ �Ôø�ò�óAô

õ ÿ:üÁÿ�ú�ö�ÿ��Uø2ù�ö ñ�ú ò�ò ψ(t, x, f) �
� ¨�èD4�Ñ8¨�68784aãX0í/�0 9 �"�
� # ���������
	
���[ 
���
��� # ,>H ;C7 Ò 	T������	
�
-*����$& 
�E�������:¼
	
����$& 
	�� Ò H ; J H Ó=Ó ������$&�� 
$& 
	��
�& »���! 
�������A� Ê � # ����� ϑ

∫

t0

ε(t)dt
;�0 $'���
	
��� ì 0îã

���! 
���������!�
� # �
$& 
�Å�D������@���� ε(t) ��� [t0, ϑ] 	�M����)�! E	*����$'���*�
$'���
	
��-a��������� 
�
��,OMT�)�
����������` 
���
��� # �DH ;C7B;
¸ � # �& 
� # Í��! 
�D¼& 
���
$'���
	
��� # ��P*�����
$'�)�:¼
+
�! 
(E�)�§�
$'���
	
�!�U���! 
���������!�
� # �
$& 
�\�D������@���� ε(t) �����T��+
���&�Y��� [t0, ϑ]

;
1 �
������� 
�'��(
$& 
	
�� 
���
��� # ,¶H ;C7 # ��P*���´�����
	
��$& 
�§���´$hM�� # �ÁÍ������)�
+
���
-*$hM��+¼
# ������$�$&��PQ�)������-ÎÍ!����� # ����������,OMV	�����+
�� 
��F @ H L �����B�)�
������� 
�'��(
$& 
	
�"�����:¼
���
���������
-% 
���
��� # ,á�´�)���"���! 
�´$& ���+
����(
���
$& 
� # ����PQ��$& 
	 ;Ê ��$�$ # �� 
��� #  
��������(D�D������@���Z ϕ(t, x) ��� D ÍA���� 
�
����� Ò �����������T$��
$'���	¼	
�!� # � ì 0í/ Í ì 0îË Ó �K�)�
	����& 
	
�
�����& E$'���R����Z[:�� # �V�
$'���
	
��Z

C.20
; Ü ������@��!� ϕ(t, x) �)���"�"��������@����!�
� # �����T����������	��������!� # (1, f) Í

f ∈ Rm 	S����PQ�)�
-§ 
�
����� (t, x) ∈ D, t ∈ [t0, ϑ) Í��� ����!PQ�
1. ϕ(t + δ, x+ δf) = ϕ(t, x) + ϕ′(t, x; (1, f)

)

δ + o∗(t, x, f ; δ)δ Ò H ; J
J�Ó
�����<��Z`+
,OM (t, x, f) ∈ D × Rm, t ∈ [t0, ϑ), δ ∈ (0, ϑ− t) Í)�|�)�´�D������@��!�
o∗(t, x, f ; δ) $& 
��$��������B��������	
����$& 
	
� #

sup
(t,x,f)∈D×G

o∗(t, x, f ; δ) 6 γ∗(δ), Ò H ; J¸5
Ó
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�����%¼& 
� # γ∗(δ) ↓ 0 ����� δ ↓ 0 ³@8; �D������@��!� ϕ′(t, x; (1, f)
) �
������������������$����!������ D×G �T�����T��Z`+
,OM

(t, x, l) ∈ D × S $&��:���$& 
	��
�& 

ϕ′
(

t, x;
(

1, Fl(t, x)
)

)

, min
f∈Fl(t,x)

ϕ′(t, x; (1, f)
)

. Ò H ; J�¾�Ó

½  (3.44) Í (3.45) $'���R���
�& E����	
��� # ���������%��� D ×G �
@��������
ϕ(t + δ, x+ δf) − ϕ(t, x) − ϕ′(t, x; (1, f)

)

δ 6 δγ∗(δ),

(t, x, f) ∈ D ×G, t ∈ [t0, ϑ).
Ò H ; J¸9
Ó

Ê ��	
��� # �������
$& 
([���
��� # ���& 
$=�T	. 
� # $ # ,.$'���ÁÍ��! 
�[������	����D����$& 
(C�
@��������
(3.47) ���D���	
��$��! *�� (t, x, f) �! D ×G

;
¿ ���!PQ�Å�!\�
$'���
	
�!�

C.20 �É�
@�������� (3.47) $'���R���
�& :Í"�! 
�b�D������@��!�
ψ∗(t, x, f) = ϕ′(t, x; (1, f)) Í¬��������������\��� D × G Í8�K�)�
	����& 
	
�
�����& U�
$'���	¼
	
�!� #

C.2 Í
C.3 Í����A����PQ������, # ���V�D������@���Z ψ(t, x, f)

;X¿ ����� # �
+
����K� # Í
�D������@��!� ψ∗(t, x, f) $K� # ����	������& 
$=�<���A����+
���
	
�
�����
-V�D������@�����- ;3 ��� # �O 
�
����Í
�! Ò H ; J�Ó $'���R���
�& :Í��! 
�`��������Z`+
�
-Q���A����+
���
	
�
�����
-S�D�����8¼@���� ψ(t, x, f) $�������	
�R������	
�B��������	
����$& 
	
�

ϕ(t+ δ, x + δf) − ϕ(t, x)

δ
6 ψ(t, x, f) + γ(δ), δ > 0.

µ �����'M������<	S¼& 
� # ��������	
����$& 
	
�´�%�����R�)�'���V����� δ ↓ 0 Í�������������� #
ψ∗(t, x, f) 6 ψ(t, x, f), (t, x, f) ∈ D ×G. Ò H ; J À Ó

ý ������	
����$& 
	
� (3.48) ��K���������& :Í��! 
�[�D������@��!� ψ∗(t, x, f) ��	������& 
$=�T���!Pm¼
����-U�
����+���Z[:���-a�����Y$�� # ��-�$& 
	��%���A����+
���
	
�
����,OM±�D������@���- ψ(t, x, f) ���
D ×G

;
¿ ��������(S	
	
�R�)� # 	S����$�$ # �� 
���������´�D������@���Z
ε∗(t, x) = sup

l∈S
ψ∗

(

t, x, Fl(t, x)
)

, (t, x) ∈ D, t ∈ [t0, ϑ). Ò H ; J�<�Ó
µ �
$& 
( (t, x) ∈ D, t ∈ [t0, ϑ)

;"9 $'��������� ε∗(t, x) 6 0 ������������� #
k∗(t, x) , ε∗(t, x)

^ ò�ö��	û ñ þ�þ��Q��óAò¸ø���ö�ÿ:þ��Qò;ø2ù�ö ñ�ú ò�ò ϕ(t, x)
ü��mÿ�ú ñ û

(t, x) ³�	S$'��������� ε∗(t, x) > 0 ������������� # d∗(t, x) , ε∗(t, x)
^ �	ûhø2û ñ �Zþ��Q��ô

óAò¸ø���ö�ÿ:þ��Qò±ø2ù�ö ñ�ú ò�ò ϕ(t, x)
ü��mÿ�ú ñ û (t, x)

;
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9 	
�R�)� #  ����!PQ�"�D������@���Z

ε∗(t) = sup
x∈D(t)

ε∗(t, x), t ∈ [t0, ϑ). Ò H ; 5�¢�Ó

1 �
��������� # ¼& ��E�D������@���Z¶K������������� # ε∗(ϑ) 	 # � # ���! t = ϑ Í!������������	 ������ # �
+
����K� # �D������@���Z ε∗(t)
Í��
�����R�)�'�������!��ZÁ���Q����� # �&PB�� 
��� [t0, ϑ]

;
Ü ������@���Z ε∗(t) ���.�� 
���&K��� [t0, ϑ] ����K�
	
N # þ���û ñ � õ ÿR÷bø2ù�ö ñ�ú ò�ò ϕ(t, x)

;
µ �
$& 
( t ∈ [t0, ϑ]

;.9 $'��������� ε∗(t) 6 0 ������������� # k∗(t) , ε∗(t)
^ò�ö��	û ñ þqþ��Q��óAò¸ø���ö�ÿ:þ��QòVø2ù�ö ñ�ú ò�ò ϕ(t, x)

ü�÷wÿR÷wû&ö��
t ³�	T$'��������� ε∗(t) > 0������������� # d∗(t) , ε∗(t)

^ �	ûhø2û ñ �£þ��Q��óAò¸ø���ö�ÿ:þ��Qò>ø2ù�ö ñ�ú ò�ò ϕ(t, x)
ü

÷wÿR÷wû&ö��
t
;

Â +
��K������� # �������& Λ− � Λ+ $��
�� 
	
�& 
$& 
	
������� # ����PQ��$& 
	��V	 [t0, ϑ] ÍX������� 
�
��,OMÉ�
�����R�)�'������, �D������@���� k∗(t)
� d∗(t)

^ ������������P*�! 
�'��(
�����G�
������ 
����@��� 
�'��(
�����<����$& 
�V$������! 
��� ε∗(t) ;�� ����PQ��$& 
	�� Λ− � Λ+ # �
�&�� :Í�	
�	¼
�
+�:��D���
	
�
���ÎÍ����D��������$������� 
(
$=�ÎÍ��V��������$������������ Λ− ∩ Λ+ Ò 	Q$'���������ÁÍ���$'����
���������!�
$& 
� Ó ��$& 
( # ����PQ��$& 
	
��	
$��'M´ 
�'M t 	 [t0, ϑ] ÍK���������� 
�
��,OM ε∗(t) = 0

;
9 �)�
���������������*�±�
$'���
	
�!� #

C.1 Í
C.2 Í

C.20 �����R�)�����)���'��� # Í8�! 
�<	
,�¼
�������������*�� 
���
$��! 
�'��(
��� ε∗(t) $'���R����Z[:����T�
$'���
	
��� ;

C.30.
Ü ������@��!� ε∗(t) ���! 
���������!�
� # �E��� Ê � # ���!�§��� [t0, ϑ]

;
� ¯8Ï84�524�äk4�68784YãX0í/�0�� ûhø2û ñ �mÿR÷Áø2ù�ö ñ�ú ò�ò ϕ(t, x)

ö��
[t0, ϑ]

ö����Áÿ:üÁû|÷Áò�ö�ô
�mû 
 õ �Ôø

κ(ϑ) =

ϑ
∫

t0

ε∗(t)dt =

∫

Λ−

k∗(t)dt+

∫

Λ+

d∗(t)dt. Ò H ; 587AÓ

¸ �)��$�( ∫

Λ−

k∗(t)dt =

ϑ
∫

t0

min
(

ε∗(t), 0
)

dt Í
∫

Λ+

d∗(t)dt =

ϑ
∫

t0

max
(

ε∗(t), 0
)

dt
;

] ������	
�R������	
�B��������	
����$& 
	
�

V (t0, x
0) 6 ϕ(t0, x

0) + κ(ϑ). Ò H ; 5B@
Ó
¸ �)��$�( V (t0, x

0) = sup
x[·]∈Xuc(t0 ,x0)

ϕ(ϑ, x[ϑ]) Í��|�)�a�����
@��R������� uc ��������		¼
�������!�?������	
�
���Å�������
���U+���K���!�
�& 
$=�����±��$�������(�K�
	��������?���A����+
���
	
�
�����
-
�D������@���� ψ∗(t, x, f) �ÎÍ�$& ��A����+
,m 
(�Í�K������������� V (t0, x

0) 	´�������� 
�
���
-E$& 
�+¼�������<�
�����R�)�'�������*�D������@�����- ψ∗(t, x, f)
;
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1 �A�������� # �& 
� # ÍA�! 
�[	C��� # ���AM��
$'���
	
��-ÎÍA�����T���� 
�
��,OM # ,U����$�$ # �� 
���8¼
	���� # �D������@���� ϕ(t, x) ÍK���)��� # �!v�����! 
��������	`$& ���+
����(
���
$& 
� Ò u ¼ß$& ���+
����(
���
$& 
� Ó�D������@���� ϕ(t, x) Ò $ # ; F 7 À L�Ó ��	������& 
$=�%��������	
����$& 
	
�

ε∗(t, x) = sup
l∈S

ψ∗
(

t, x, Fl(t, x)
)

6 0,

t ∈ [t0, ϑ), (t, x) ∈ D,

Ò H ; 5 H Ó

�=Í�K�������! :Í��%��������	
����$& 
	
�
ε∗(t) 6 0, t ∈ [t0, ϑ]. Ò H ; 5�J�Ó

¿ �
�|���=Í�	[$��
�� 
	
�& 
$& 
	
���Q$ (3.52) Í�	
�'����������� V (t0, x0)
+��K�)�& `$& 
��$��������`�������:¼

	
����$& 
	
� #
V (t0, x

0) 6 ϕ(t0, x
0). Ò H ; 5B5
Ó

Â ����	
���)����ÍK�! 
�C��������	
����$& 
	
� Ò H ; 5B5
Ó ¼���	
��	��A�����! 
���[��������	
����$& 
	�� Ò H ; 5B@
Ó Í
�)�
��������������� # �B��������	
����$& 
	
� #

κ(ϑ) =

ϑ
∫

t0

ε∗(t)dt 6 0 Í������ÎÍ��! 
�´���)���´�B 
�
PQ�ÁÍ!^¹��������	
����$& 
	
� #

∫

Λ+

d∗(t)dt 6

∫

Λ−

|k∗(t)|dt. Ò H ; 5�¾�Ó

� ��P*���a�����
���! 
���������& 
�����
	��� 
(Å��������	
����$& 
	
� (3.56) �����» 
��Ík�! 
�Y���8¼�)����$�$& ���+
����(
���
$& 
��������	��A�����!�
�& `	C���! 
�������A��(
��� # $ # ,.$'���������T�)���"���! 
� #
$& ���+
����(
���
$& 
� ;XW  
�
���Q�)�
$& ��� 
�
�����Q�����%	
,.�������������!� (3.55)

;
¿ ��������(�Í�$����! ����ÎÍ��! 
�B�����������§$"�D������@�����- ψ∗(t, x, f) ��� D ×G ������:¼

���Y�������� 
�
�����\���A����+
���
	
�
�������\�D������@��!� ψ(t, x, f) Ík�
@������ # Í�����$�������(
���
$�����(
���B����&��������Z[ 
$=�a	
���
M!�����T�
@��������%	 (3.43) � (3.52)

;
1 ���D¼& 
�
���[	
	
�R�)� # ������ 
����@��� 
�'��(
�!��Z?�D������@���Z h∗(t, x, f) = ψ(t, x, f)−

ψ∗(t, x, f) ��� D ×G
;�µ ���§��Z`+
,OM t ∈ [t0, ϑ), (t, x, l) ∈ D × S 	
,.�������!�8¼Z[ 
$=�<$��
�� 
����c������!�

ψ∗(t, x, f0) 6 ψ∗(t, x, f 0) 6 ψ(t, x, f 0) =

ψ∗(t, x, f 0) + h∗(t, x, f 0) 6 ψ∗(t, x, f0) + h∗(t, x, f0) 6

ψ∗(t, x, f0) + sup
f∈Fl(t,x)

h∗(t, x, f).

Ò H ; 5B9
Ó
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¸ �)��$�(B�
+
��K����������� ψ∗(t, x, f0) , ψ∗
(

t, x, Fl(t, x)
) Í ψ(t, x, f 0) ,

ψ
(

t, x, Fl(t, x)
) Í��|�)� f0

� f 0 �! Fl(t, x)
;

9 	
�R�)� # 	S����$�$ # �� 
���������´�D������@����

h∗(t, x) = sup
l∈S, f∈Fl(t,x)

h∗(t, x, f),

h∗(t) = sup
x∈D(t)

h∗(t, x).
Ò H ; 5 À Ó

1 ���V¼& 
��M%�D������@���-<	
,.�������!��Z[ 
$=�<��������	
����$& 
	��
ε(t, x) − ε∗(t, x) 6 h∗(t, x),

ε(t) − ε∗(t) 6 h∗(t),
Ò H ; 5Á<�Ó

����� t ∈ [t0, ϑ) Í (t, x) ∈ D
;

µ ���R�)�����)���'��� # ���A�����ÁÍ��! 
�B	
,.�������������S�
$'���
	
���
E

1.
Ü ������@��!� h∗(t) ���! 
���������!�
� # �E��� Ê � # ���!�§��� [t0, ϑ]

;
¿ �
�|���U�! (3.57) I (3.59) $'���R���
�& :Í.�! 
�»�
@�������� (

ϕ(t0, x
0) +

ϑ
∫

t0

ε(t)dt
)

� (

ϕ(t0, x
0) +

ϑ
∫

t0

ε∗(t)dt
) Í�	�M������!:����§$��
�� 
	
�& 
$& 
	
�������Å	 (3.43) � (3.52) Í

�� K��������Z[ 
$=�á���±+
�������ÁÍ.��� # ���\	
�'���������!� ϑ
∫

t0

h∗(t)dt
Ím ; � ; $�������	
�R������	
�

��������	
����$& 
	
�

(

ϕ(t0, x
0) +

ϑ
∫

t0

ε(t)dt
)

−
(

ϕ(t0, x
0) +

ϑ
∫

t0

ε∗(t)dt
)

6

ϑ
∫

t0

h∗(t)dt.

9 �������Z`����������¼& 
��Ma����$�$&��PQ�)������-ÎÍ)�� 
���
$=�!:���M�$=�±�a$�����	
��������ZÁ�����:¼
	
,OM�����$& 
��-Q	`��������	
����$& 
	��AM (3.43) � (3.52) Í��� # �& 
� # Í��! 
��¼& 
�Q����$�$&��PQ�)�+¼
���!� # �
�&�� S+
,m 
(S�������&K��,>�����V����$�$ # �� 
���������V 
�'MV$��! �����@���-ÎÍ�$�	��!�������,OM
$ ϕ(t, x) Í�	Y���� 
�
��,OM\��� 
�!�K�)�������±���Y 
� # �����\����, # ������������� # ���K�A���8¼���@��!�á�����
@��R������, ��������	��������!� uc ÍC+���K���!��Z[:���-�$=�É���?��$�������(�K�
	��������
�D������@���� ψ∗(t, x, f) = ϕ′(t, x; (1, f)

) ;�ý ������� # ���ÎÍ2�D������@��!� ψ∗(t, x, f) Í
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�����Y�D������@��!�±	
���! 
�
��� f Í # ��PQ�& §+
,m 
(§���&�K�)�
+
���
-<�����a	
,.����$'�������!�U	
�+¼
����������, ψ∗

(

t, x, Fl(t, x)
)

, l ∈ S Í��V 
�
�|���B� # ���& E$ # ,.$'�a�� # �����! 
(E�D�����8¼
@���Z ψ∗(t, x, f) �������� 
�
���
-²M��
����c���-º$E 
�
�����²K�������!�\	
,.����$'�������!�\K���:¼��������- ψ∗

(

t, x, Fl(t, x)
)

, (t, x) ∈ D, l ∈ S Í2���A����+
���
	
�
�����
-º�D������@�����-
ψ(t, x, f)

;�W  ��º�D������@���Z ψ(t, x, f) # ��P*���±���
��,m ��� 
(
$=�;	
,.+
���� 
(a�)���q¼
�"��������@����!�
� # �
-Y��� f �����§��Z`+
,OM (t, x) ∈ D, l ∈ S Í��� ����!PQ�T���T$�����(
���
�� K��������Z[:���-�$=�Y�� ψ∗(t, x, f)

;
ï¬0�Ì%Ï878èD4�Ï8çÁØVÙ�68©8Ú878°

ϕ(t, x)
«�Ù�52ª�3�äk4�Í�3�ª�Ï�é! #"U7%$EÙ�®�äkª�3�7¬é�è

C.1
«

C.20
«
C.30.

& õ ò�÷wû õ 7B;¬Ê ��$�$ # �� 
����	����& 
$=�\���
���������! 
���	¼ ��������	������ # ���»$���$& 
� # � (2.1)�!�����'�)�'�)� @8;�µ �
$& 
(§�D������@��!� ϕ(t, x) �
�����R�)�'�������*	*�������� 
�
���
-a	
,.�!���8¼���
-*�
������$& 
���
$& 
� U �
+��)��$& 
� D �B	
�
���!�� ��T��� U Í��D ����!PQ�C�K�)�
	����& 
	
�
�����& 
�
$'���
	
��Z

C.1
;v¿ �
�|���Y�����\��Z`+
,OM (t, x) ∈ D, f ∈ F (t, x) $&��:���$& 
	��
�& �����
�!K	
���)�����%���B����������	���������Z ϕ′(t, x; (1, f)

) �%�����%¼& 
� #

ϕ(t+ δ, x + δf) 6 ϕ(t, x) + ϕ′(t, x; (1, f)
)

δ, δ > 0. Ò J�;C7AÓ
Ü ������@��!� ϕ′(t, x; (1, f)

) �K�)�
	����& 
	
�
�����& *$��
�� 
����c�������Z

ϕ′(t, x; (1, f)
)

= min
h∈∂̄ϕ(t,x)

〈h, (1, f)〉,

�|�)� h = (ht, hx) ∈ Rm+1 � ∂̄ϕ(t, x) ^Ý$&���������)���"�"��������@����A�b�D������@����
ϕ(t, x) 	Q 
�
����� (t, x) Ò $ # ; F H 7�L Í�$& 
� ;�7 H ¢�Ó+;9 	
�R�)� # 	S¼& 
� # ����� # �����"�D������@���Z

o∗(t, x, f ; δ) =
(

ϕ(t + δ, x + δf) − ϕ(t, x) − ϕ′(t, x; (1, f)
)

δ
)

δ−1, δ > 0.

Ü ������@��!� ϕ(t, x) 	 # ��$& 
��$ o∗(t, x, f ; δ) �K�)�
	����& 
	
�
�����& `����	
����$& 
	�� (3.44)�±�����U¼& 
� # o∗(t, x, f ; δ) 6 0
;¬Â  
$�Z����V$'���R���
�& :Í8�! 
�E�����±�D������@����U� # �+¼

�& # ��$& 
�±��������	
����$& 
	
� (3.45) Ík�|�)�E	Y��������$& 
	
� γ∗(δ) 	
,.+
�������<�D������@��!�
γ∗(δ) ≡ 0 ��� (0,∞)

;!9 # ��$& 
�"$` 
� # ���������������ÎÍ��! 
�S�D������@��!� ϕ(t, x) �K�)�	¼	����& 
	
�
�����& *�
$'���
	
��Z
C.20.1

;
¿ ��������� ϕ(t, x) 	
�
���!�� ��"��� U �Q������������,.	
���"	"����PQ�)�
-� 
�
����� (t, x) ∈

D Í� 
�Q�����
�!K	
���)����� ϕ′(t, x; (1, f)
) �
������������������$����!��§��� D×G �§�D�����8¼

@��!� ϕ′(t, x; (1, f)) �����S��Z`+
,OM (t, x) ∈ D ������������,.	
���´��� f ;�¸ �������! :Í������
��Z`+
,OM (t, x, l) ∈ D × S $&��:���$& 
	��
�& ²�\���
��������� ϕ′(t, x; (1, Fl(t, x))

)

=
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min
f∈Fl(t,x)

ϕ′(t, x; (1, f)
) ;m] ���R�)�
	��� 
�'��(
���\	
,.�������!���& 
$=���
$'���
	
���

C.20.2 �
	 # ��$& 
�´$D��� # �
$'���
	
���

C.20
;

1 ���V 
�
����Í��! 
�
+
, ϕ(t, x) �K�)�
	����& 
	
�
�����)�*�V�
$'���
	
��Z C.30 Í����A����P*� #
���S�����"�%�
+��)��$& 
( D �������� 
�
��,.�D�)�
���������! 
�'��(
��,.�´�
�����������������!� ;µ ���R�)�����)���'��� # Í��! 
� D ��$& 
(´�
+('¬�R�)�����������C���
���������
���´����$'�)� Ò �!�
$& 
( I Ó��� # ���
�����! 
�
	 Di = D ∩ Π(τi, τi+1)

Í i ∈ 1, I Í τ1 = t0
Í τI+1 = ϑ Í Ò $ # ; ����$ ;7AÓ �K�)�
	����& 
	
�
����Z[:���MV�
$'���
	
�!� #

R
m

(t0, x
0)

τ1 = t0 τ2 τi τi+1 τI τI+1 = ϑ

D1 Di

DI

Π(τi, τi+1)

t

. . . . . .

. . .. . .

D

0

Ê ��$&�����
� 7B;
7B;Cý ������PQ�)� # Φi = Di\Π(τi+1)

�D������@��!� ϕ(t, x) � # ���& T	
��� ϕ(t, x) =

min
k∈1,k∗

ϕik(t, x)
;�µ ���a¼& 
� # �D������@���� ϕik(t, x)

�
�����R�)�'������,Á�a���������+¼
��,.	
��, 	\�������� 
�
���
-¶	
,.�!�������
->�� 
����,m 
�
-¶�
������$& 
���
$& 
� Ui

��� # ¼
�����! �� Di

Í��Q ����!PQ�"�
+��)������Z[ B������������,.	
��, # �Y��� t, x, f ��� Ui ×G�����
�!K	
���)��, # �����Å����������	���������Z ϕ′
ik

(

t, x; (1, f)
) ³v����$'��� k∗ ���	
�8¼$��! :Í�	
�
�
+�:��"���
	
�
���ÎÍ��� B��� # ����� i ³
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@8;ä3 ��PQ�)�
� # ����PQ��$& 
	
�
Φik = Φi ∩

{

(t, x) : ϕik(t, x) = ϕ(t, x)
} Ò J�; @
Ó

��� # ��� # �
���"���E@����������)�!� [τi, τi+1) × B(0; 1) 	 R
m+1 �a����PQ�)�
�´�����

$������������ Φik(t), t ∈ [τi, τi+1)
��� # ��� # �
���"���ÅcQ���!� B(0; 1) 	 R

m ³
Ò $ # ; ����$ ;"@
Ó ³

H ;|1 ���§��Z`+
,OM k � s Ò k 6= s
Ó Í t ∈ [τi, τi+1)

	
,.�������!���& 
$=�

int Φik(t) ∩ int Φis(t) = ∅.
R

m

(t0, x
0)

τ1 = t0
τ2
τi

τi+1

τI
τI+1 = ϑ

D1

Di

DI

Π(τi, τi+1)

t

. . .

D

0

Φi

Φi

Φik

Φik
�����

Ê ��$&�����
� @8;
¸ �)��$�( Π(τi, τi+1) = {(t, x) ∈ R

m+1 : t ∈ [τi, τi+1]}
Í Π(τi+1) = {(t, x) ∈

R
m+1 : t = τi+1}

Í int Φik(t)
^¹	
�!�� 
���������
$& 
( # ����PQ��$& 
	�� Φik(t)

	
R

m ;
Ê ��$�$ # �� 
��� #  
��������(��������� 
�
���
� # ����PQ��$& 
	
� Φik(t)

Í k ∈ 1, k∗
Í��D ����!PQ�

 ����!��Z��� # ���!�� ���Zb�
������$& 
���
$& 
( Vik
# ����PQ��$& 
	�� Φik

Í����� 
�
�������K�)�
	����& 
	
�	¼
�����& *	
����Z`��������Z Vik ⊂ Ui

;
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Ü ������@��!� ϕ′
ik

(

t, x; (1, f)
) ����	
��� # �������C������������,.	
���C���.��� # �����! 
� Vik×

G �ÎÍ�K�������! :Í�����-��)�& 
$=�± ��������U�D������@��!�
κ(δ) Ò κ(δ) ↓ 0 ����� δ ↓ 0

Ó ÍX�! 
�
����� (t∗, x∗, f∗)

� (t∗, x∗, f ∗) �! Vik ×G

∣

∣ϕ′
ik

(

t∗, x∗; (1, f∗)
)

− ϕ′
ik

(

t∗, x∗; (1, f ∗)
)
∣

∣ 6

κ
(

|t∗ − t∗| + ‖x∗ − x∗‖ + ‖f∗ − f ∗‖
)

.
Ò J�; H Ó

¿ ���!PQ�ÁÍ����"�
$'���
	
��Z
C.4 Ò $& 
� ;"7�¢ H Ó Í�$&��:���$& 
	��
�& S ��������*�D������@��!� w̃ ↓

0 ����� δ ↓ 0 Í��! 
�
d
(

Fl(t∗, x∗), Fl(t
∗, x∗)

)

6 w̃
(

|t∗ − t∗| + ‖x∗ − x∗‖
) Ò J�; J�Ó

�����§��Z`+
,OM (t∗, x∗)
� (t∗, x∗) �! D � l ∈ S

;
µ �
$& 
(b���
����	
���! 
�
��, f∗

� f ∗  ������
	
,âÍ��! 
� f∗ ∈ Fl(t∗, x∗)
Í f ∗ ∈

Fl(t
∗, x∗) Í ‖f∗ − f ∗‖ 6 w̃

(

|t∗ − t∗| + ‖x∗ − x∗‖
) Í2�|�)� (t∗, x∗)

� (t∗, x∗)�! Vik
� l ∈ S

;
1 ���S �������M f∗ � f ∗ +��K�)�& �	T$������ (4.3) Í (4.4) 	
,.�������������´��������	
����$& 
	
������§��Z`+
� # l ∈ S

∣

∣ϕ′
ik

(

t∗, x∗; (1, f∗)
)

− ϕ′
ik

(

t∗, x∗; (1, f ∗)
)
∣

∣ 6

κ

(

|t∗ − t∗| + ‖x∗ − x∗‖ + w̃
(

|t∗ − t∗| + ‖x∗ − x∗‖
)

)

.
Ò J�; 5
Ó

0 ���! 
,.	���� # �
���� 
�
�����
�m��+
,.	��������m�Q�!����Z������ (

|t∗−t∗|+‖x∗−x∗‖
)

↓

0 �D������@���� κ

(

|t∗− t∗|+ ‖x∗−x∗‖+ w̃
(

|t∗− t∗|+ ‖x∗−x∗‖
)

) Í������������ # Í
�! 
�������§��Z`+
�
��� ε > 0 ����-��)�& 
$=�% ������
� δ = δ(ε) > 0 Í��! 
�B����� |t∗ − t∗| +

‖x∗ − x∗‖ 6 δ +��K�)�& 

κ

(

|t∗ − t∗| + ‖x∗ − x∗‖ + w̃
(

|t∗ − t∗| + ‖x∗ − x∗‖
)

)

6 ε

�����§��Z`+
�
���B	
���! 
�
��� l ∈ S �ÎÍ�K�������! :Í
∣

∣ϕ′
ik

(

t∗, x∗; (1, f∗)
)

− ϕ′
ik

(

t∗, x∗; (1, f ∗)
)
∣

∣ 6 ε Ò J�; ¾�Ó
�����±��Z`+
,OM l ∈ S � f∗ ∈ Fl(t∗, x∗)

Í f ∗ ∈ Fl(t
∗, x∗) Í��K�)�
	����& 
	
�
����Z[:���M��������	
����$& 
	��

‖f∗ − f ∗‖ 6 d
(

Fl(t∗, x∗), Fl(t
∗, x∗)

)

6 w̃
(

|t∗ − t∗| + ‖x∗ − x∗‖
)

.
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1 �
�!�
$& 
� #  
��������(�ÍX�! 
� f∗ ∈ Fl(t∗, x∗)
�K�)�
	����& 
	
�
�����& %$��
�� 
����c�������Z

ϕ′
ik

(

t∗, x∗; (1, f∗)
)

= ϕ′
ik

(

t∗, x∗;
(

1, Fl(t∗, x∗)
)

) ;
½  (4.6) 	
,m 
�������& §��������	
����$& 
	
�

ϕ′
ik

(

t∗, x∗; (1, f∗)
)

> ϕ′
ik

(

t∗, x∗; (1, f ∗)
)

− ε

�����V	
,.+
���������
��� f∗ Í�$��
�� 
	
�& 
$& 
	���Z[:������E	
���! 
�
��� f ∗ ∈ Fl(t
∗, x∗) � l ∈ S

;
Â  
$�Z����B$'���R���
�& :Í)�! 
�B�����§��Z`+
� # l ∈ S

ϕ′
ik

(

t∗, x∗;
(

1, Fl(t∗, x∗)
)

)

> ϕ′
ik

(

t∗, x∗;
(

1, Fl(t
∗, x∗)

)

)

− ε. Ò J�; 9
Ó
È`���A���
���������B���
����K,.	����& 
$=�ÎÍ��! 
�*�����§��Z`+
� # l ∈ S

ϕ′
ik

(

t∗, x∗;
(

1, Fl(t
∗, x∗)

)

)

> ϕ′
ik

(

t∗, x∗;
(

1, Fl(t∗, x∗)
)

)

− ε. Ò J�; À Ó
½  (4.7) Í (4.8) $'���R���
�& §��������	
����$& 
	
�
∣

∣

∣
ϕ′

ik

(

t∗, x∗;
(

1, Fl(t∗, x∗)
)

)

− ϕ′
ik

(

t∗, x∗;
(

1, Fl(t
∗, x∗)

)

)
∣

∣

∣
6 ε Ò J�; <�Ó

�����U��Z`+
,OM (t∗, x∗)
Í (t∗, x∗) �! D Ò |t∗ − t∗| + ‖x∗ − x∗‖ 6 δ

Ó �±��Z`+
,OM
l ∈ S

;
9 	
�R�)� # ���A�����»�
+
��K������������� Ωik(t) = int Φik(t), t ∈ [τi, τi+1)

;`½ 
�
$'���
	
��- 7 Í @ Ò $& 
� ;ä7B7�<�Ó 	
,.	
���)� # Í2�! 
� # ����PQ��$& 
	
� Ωik(t)

������������,.	
���
��� t ��� [τi, τi+1)

	VM��K�
$|�)�
���"�
	
�
- # �& 
������� ;vW  
�Y��K���������& �Ä������±��Z`+
,OM
t∗ ∈ [τi, τi+1)

� ξ > 0 ����-��)�& 
$=�% ������
� ρ = ρ(ξ) > 0 Í��! 
�
d
(

Ωik(t∗),Ωik(t
∗)

)

6 ξ Ò J�;C7�¢�Ó
�����§��Z`+
,OM t∗ ∈ [τi, τi+1), |t∗ − t∗| 6 ρ

;
> �K�)� # $����! ��� 
(�Í8���Q�����!��cQ���U�
+�:����
$& 
�Å����$�$&��PQ�)������-ÎÍ��! 
� ρ(ξ) ↓ 0����� ξ ↓ 0

;�¿ �
�|���T�����V����$'�)� δ = δ(ε) Ò $& 
� ; Ò J�; ¾�ÓhÓ # ��P*���Q	
,.+
���� 
( ξ > 0	 (4.10) ����$& 
����(
��� # �A��, # Í��! 
�B+��K�)�& *$�������	
�R������	
�B��������	
����$& 
	
�
ρ(ξ) + ξ 6 δ. Ò J�;C7B7AÓ

] ���R�)�
	��� 
�'��(
����ÍX�����U��Z`+
,OM t∗ ∈ [τi, τi+1)
� ξ > 0 ����-��)�& 
$=�» ������
�

ρ = ρ(ξ) > 0 Í��! 
�<�������
	
,Ä+
,Ä���U+
,O��� t∗ ∈ [τi, τi+1)
(

|t∗ − t∗| 6 ρ
) �

x∗ ∈ Ωik(t∗)
Í�����-��)�& 
$=�< 
�
����� x∗ ∈ Ωik(t

∗) Í������%���� 
�
���
-%$�������	
�R������	
�
|t∗ − t∗| + ‖x∗ − x∗‖ 6 ρ(ξ) + ξ 6 δ. Ò J�;C7:@
Ó
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¸ �������! :Í&�����"¼& 
��M (t∗, x∗)

� (t∗, x∗) ����Z`+
�
��� l ∈ S 	
�������C��������	
����$& 
	
�
(4.9)

;�]  ��A���Q+
,m 
(�Í������E¼& 
��M§ 
�
����� (t∗, x∗)
� (t∗, x∗) 	
�������Q��������	
����$& 
	
�

∣

∣sup
l∈S

ϕ′
ik

(

t∗, x∗; (1, Fl(t∗, x∗))
)

− sup
l∈S

ϕ′
ik

(

t∗, x∗; (1, Fl(t
∗, x∗))

)
∣

∣ 6 ε.

Ò J�;C7 H Ó0 ���! 
,.	����ÎÍ��! 
�§ 
�
����� (t∗, x∗)
� (t∗, x∗) $����)����PS�� 
$=�Å	 int Φik

�U�! 
�
int Φik ∩ int Φis = ∅

�����§��Z`+
� # s 6= k Í�������������� #
ϕ′

ik

(

t∗, x∗; (1, Fl(t∗, x∗))
)

= ϕ′(t∗, x∗; (1, Fl(t∗, x∗))
)

,

ϕ′
ik

(

t∗, x∗; (1, Fl(t
∗, x∗))

)

= ϕ′(t∗, x∗; (1, Fl(t
∗, x∗))

)

.0 ���! 
,.	����U¼& 
�U����	
����$& 
	��=Í�������������� # Í��! 
�*�����a��Z`+
,OM ε > 0 � t∗ ∈

[τi, τi+1)
����-��)�& 
$=� ρ > 0  ������
�ÁÍO�! 
�±�����\��Z`+
,OM x∗ ∈ Ωik(t∗)

� t∗ ∈

[τi, τi+1) (|t∗ − t∗| 6 ρ) ����-��)�& 
$=�V 
�
����� x∗ ∈ Ωik(t
∗) Í������V���� 
�
���
-V$������:¼	
�R������	
�

∣

∣ε∗(t∗, x∗) − ε∗(t
∗, x∗)

∣

∣ 6 ε. Ò J�;C7KJ�Ó
Â  
$�Z����Q�)�'�)��� # 	
,.	
����Í)�! 
�*�D������@��!� ξik(t) = sup

x∈Ωik(t)

ε∗(t, x)
���������+¼

��,.	
���Å��� [τi, τi+1)
��¼& 
�»	
�������Y������	
$��'M i, k (i = 1, I, k ∈ 1, k∗)

Í�	
����$& 
���
$& 
�ÎÍ)�E����� k = s

;
9 ,.+
����� # ���A�����B 
�
���!� (t∗, x∗) ∈ Di

Í��K�)�
	����& 
	
�
����Z[:´��Zþ$��
�� 
����c��+¼
����Z x∗ /∈

⋃

k∈1,k∗

Ωik(t∗)
;Á1 ���B 
�
����� x∗ 	´¼& 
� # $'���������`����-����� 
$=�§��� # ����(	¼

c���- # �����m�)	�� # ����PQ��$& 
	�� Φik(t∗)
� Φis(t∗)

Í����� 
�
��, # �
���"���������������&P*�! ;ý �S�����!��cQ���±�
+�:����
$& 
�U����$�$&��PQ�)������-ÎÍ¬$����! ���� # Í¬�! 
�§ 
�
����� x∗ ������������¼���&P*�! B 
����(
���B¼& 
� # �)	�� #?# ����PQ��$& 
	�� # ;�¿ �
�|���Q� # ��� # ����	
����$& 
	
�
ϕ′(t∗, x∗; (1, f∗)

)

= min
(

ϕ′
ik

(

t∗, x∗; (1, f∗)
)

, ϕ′
is

(

t∗, x∗; (1, f∗)
)

)

½ T¼& 
�
���*����	
����$& 
	��S$'���R���
�& 
min

f∗∈Fl(t∗,x∗)
ϕ′(t∗, x∗; (1, f∗)

)

= min
(

min
f∗∈Fl(t∗,x∗)

ϕ′
ik

(

t∗, x∗; (1, f∗)
)

,

min
f∗∈Fl(t∗,x∗)

ϕ′
is

(

t∗, x∗; (1, f∗)
)

)

. Ò J�;C7:5
Ó
¿ ���b����� x∗ ∈ Φik(t∗) = cl Ωik(t∗)

ÍO 
�º����-��)�& 
$=�¶���
$'���R�)�
	��� 
�'��(
���
$& 
(
{xj}

Í!$����)����PS��:Q����$=�%	 Ωik(t∗)
�V$hM������!:Q����$=�%� x∗ Í! 
�S��$& 
( x∗ = lim

j→∞
xj

;
¸ �)��$�( cl Ωik(t∗)

^à�� # ,.��������� # ����PQ��$& 
	�� Ωik(t∗)
	

R
m ;
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Â  
$�Z����C�"�!v������������,.	
���
-"���	
��$�� # �
$& 
�T�D������@���� ϕ′
ik

(

t, x;
(

1,Fl(t, x)
)

)

�� t, x $'���R���
�& 
ϕ′

ik

(

t∗, xj;
(

1, Fl(t∗, xj)
)

)

→ ϕ′
ik

(

t∗, x∗;
(

1, Fl(t∗, x∗)
)

)

����� j → ∞.
Ò J�;C7�¾�Ó

µ ������� # ���%	
�S	
��� # ������� (4.16) Í�������������� #
ϕ′

ik

(

t∗, x∗;
(

1, Fl(t∗, x∗)
)

)

6 sup
z∈Ωik(t∗)

ϕ′
ik

(

t∗, z;
(

1, Fl(t∗, z)
)

)

=

sup
z∈Ωik(t∗)

ϕ′
(

t∗, z;
(

1, Fl(t∗, z)
)

)

.
Ò J�;C7:9
Ó

È`���A���
����������Í�� # ���& # ��$& 
�*��������	
����$& 
	
�
ϕ′

is

(

t∗, x∗;
(

1, Fl(t∗, x∗)
)

)

6 sup
z∈Ωis(t∗)

ϕ′
is

(

t∗, z;
(

1, Fl(t∗, z)
)

)

=

sup
z∈Ωis(t∗)

ϕ′
(

t∗, z;
(

1, Fl(t∗, z)
)

)

.
Ò J�;C7 À Ó

½  (4.17) Í (4.18) $'���R���
�& E$��
�� 
����c��������
ϕ′

(

t∗, x∗;
(

1, Fl(t∗, x∗)
)

)

=

min
(

ϕ′
ik

(

t∗, x∗;
(

1, Fl(t∗, x∗)
)

)

, ϕ′
is

(

t∗, x∗;
(

1, Fl(t∗, x∗)
)

))

6

min
(

sup
z∈Ωik(t∗)

ϕ′
(

t∗, z;
(

1, Fl(t∗, z)
)

)

, sup
z∈Ωis(t∗)

ϕ′
(

t∗, z;
(

1, Fl(t∗, z)
)

))

,

 
�B��$& 
(*�����§��Z`+
,OM l ∈ S

ϕ′
(

t∗, x∗;
(

1, Fl(t∗, x∗)
)

)

6 sup
z∈Ωik(t∗)∪Ωis(t∗)

ϕ′
(

t∗, z;
(

1, Fl(t∗, z)
)

)

. Ò J�;C7�<�Ó
] ���R�)�
	��� 
�'��(
����Í�� # ��� #

sup
l∈S

ϕ′
(

t∗, x∗;
(

1, Fl(t∗, x∗)
)

)

6

sup
z∈Ωik(t∗)∪Ωis(t∗)

sup
l∈S

ϕ′
(

t∗, z;
(

1, Fl(t∗, z)
)

)

,
Ò J�; @�¢�Ó

����, # �<$'���
	�� # �ÎÍ�	
,.�������!���& 
$=�a��������	
����$& 
	
�
ε∗(t∗, x∗) 6 sup

z∈Ωik(t∗)∪Ωis(t∗)

ε∗(t∗, z). Ò J�; @87AÓ
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9 ,mc�� # , ����$�$ # �� 
���'���¶ 
�
���!� (t∗, x∗) ∈ Di

(

x∗ 6∈
⋃

k∈1,k∗

Ωik(t∗)
) Í

���������������&PS��:´��ZÁ���
	
���´�)	�� #?# ����PQ��$& 
	�� # 	
����� Φik(t∗)
Í k ∈ 1, k∗

;
Â ����	
���)����Í!�! 
�´�����E 
�
����� (t∗, x∗) ∈ Di

(

x∗ 6∈
⋃

k∈1,k∗

Ωik(t∗)
) 	Q�
+�:�� #

$'���������U	
������,Ã	
����Z`�������!� x∗ ∈ Φikj
(t∗)

Í j ∈ 1, J Í.�|�)� J 6 k∗
� kjIa���� ������A��(
��,.�B����$'�)�=Í����S������	
�
$hM������!:����*����$'�)� k∗ ;�1 ���Y ������
-± 
�
�����

(t∗, x∗)
	
,.�������!���& 
$=�<���*�����A���
�����%$ (4.21) ��������	
����$& 
	
�

ε∗(t∗, x∗) 6 sup
z∈ ⋃

j∈1,J

Ωikj
(t∗)

ε∗(t∗, z). Ò J�; @B@
Ó

½ ���������	
����$& 
	�� (4.22) $'���R���
�& :Í��! 
�§�����<��Z`+
� # t∗ ∈ [τi, τi+1)
$������:¼

	
�R������	
�B����	
����$& 
	
�
ε∗(t∗) = sup

x∗∈D(t∗)

ε∗(t∗, x∗) =

max
k∈1,k∗

sup
x∗∈Ωik(t∗)

ε∗(t∗, x∗) = max
k∈1,k∗

ξik(t∗).
Ò J�; @ H Ó

9 ,mc�� Ò ���E$& 
� ;·7:@ H Ó +
,O���§���
�����������Í��! 
�V�D������@���� ξik(t) Í k ∈ 1, k∗
Í

������������,.	
��,²���C����� # �&PB�� 
��� [τi, τi+1)
;K¿ � # $K� # , # ������������� # ÍA�! 
�[�D�����8¼

@��!� ε∗(t) ������������,.	
���B���Q����PQ�)� # ����� # �&PB�� 
��� [τi, τi+1)
Í i = 1, I

;
9 �! 
�
��� # ,Ä���
������A���ÎÍ¬�! 
�<	%����$�$ # �� 
����	���� # � # ����� # �����B�D������@��!�

ε∗(t)
��� [t0, ϑ] �K�)�
	����& 
	
�
�����& *�
$'���
	
��Z C.30

;

]mµ"½T].Ââ3 � ½D¿�)vÊ È ¿í0DÊ+*
7B; ÆX�
$���	 � ;=½4;-, ú û&ö ñ òÅ÷Dö�ÿ.öû%þ��mü/�	ÿ:þ��Qò0.¶ò�÷wÿ:þ��Qò»÷Dö�ÿ 
 ÿR÷wû õ ö�ý1�ù�� õ �Bü%ø!û�û|÷âý1� þ&ò�þ��mû|÷ þBö�û�ø�ò�ö�û���ö�ý8÷Dò2��û õ û ñ õ43 þ��Qö�ý8÷Dò þ%üKû5�Kû�÷Dò
676 ¿ � ;�½8�9�O0 � ÂüÊ È ý4;"@�¢
¢B<=;�¿�;Î7:58;;:ÃJ�;�]�; À @ I <�J�;

@8;|1 � # (������
	 9�; Ü ; Í Ê ��+
�����
	\È ;<� ;=,íþ&ö�ÿ:ü	ý¹ö�û 
 ø��(� ñ ÿ 
 ÿ»��ö��Ôø�ò5���\ò
ñ ü�����ò��Aò�ø¬ø2û õ û&ö ú ò��Ôø���ö�ÿ:û´ò�þ&ú�ò�þ�ø"û&ö�ò�û � � ; Ä ý �K�����=Í 7�<B<
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ñòðîêó. Íóìåðàöèÿ äâîéíàÿ ïî ðàçäåëàì: (1.1) � â ðàçäåëå 1; (2.1) �
â ðàçäåëå 2, è ò.ä. ∫ 1

0

x dx =
1

2
. (2.1)

Íóìåðàöèÿ òåîðåì, îïðåäåëåíèé, ñëåäñòâèé è ò.ä. � äâîéíàÿ ïî
ðàçäåëàì àðàáñêèìè öèôðàìè.

Òåîðåìà 2.1. Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëèðîâêà äîêàçàòåëüñòâà.

a = b . (2.2)

2.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Ïîäðàçäåëû äîëæíû áûòü âûäåëåíû äâîéíîé íóìåðàöèåé.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ôîðìóëèðîâêà îïðåäåëåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 2.1. Ôîðìóëèðîâêà çàìå÷àíèÿ.

3. Òàáëèöû
×èñëîâîé ìàòåðèàë ñëåäóåò ïðåäñòàâëÿòü â ôîðìå òàáëèöû. Âñå

òàáëèöû äîëæíû áûòü ïðîíóìåðîâàíû ñêâîçíîé íóìåðàöèåé àðàá-
ñêèìè öèôðàìè. Ïîñëå íîìåðà ìîæåò áûòü óêàçàíî íàçâàíèå òàáëè-
öû.1

Òàáëèöà 1.
1 2 3
4 5 6

4. Ðèñóíêè
Ðèñóíêè äîëæíû áûòü âûïîëíåíû â õîðîøåì êà÷åñòâå, ïðåèìó-

ùåñòâåííî â ôîðìàòå .eps. Íóìåðàöèÿ ðèñóíêîâ ñêâîçíàÿ. Êàæäûé
ðèñóíîê äîëæåí èìåòü ïîäïèñü.

1ñíîñêè èç òåêñòà íóìåðóþòñÿ ïî ïîðÿäêó ñëåäîâàíèÿ
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Ðèñóíîê 1. Æóðíàë

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû îôîðìëÿåòñÿ êàê íóìåðîâàííûé ñïèñîê. Ïåð-
âûìè ïðèâîäÿòñÿ èñòî÷íèêè íà ðóññêîì ÿçûêå, çàòåì íà àíãëèéñêîì.
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