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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 
Методы математического моделирования и информационные технологии определяют в целом 

состояние фундаментальных исследований в мире, стране и отдельном регионе. Сейчас трудно 
представить исследователя в любой области знаний, который бы не использовал возможности Ин-
тернет, электронной почты, электронных библиотек и коллекций. 

В Карелии первые шаги по использованию математических методов и вычислительной техни-
ки были предприняты еще в 1959−1961 гг., когда группа автоматики (рук. к. т. н. Н. Г. Зайцев) нача-
ла осваивать ЭВМ «Минск-1». Понимая необходимость применять вычислительную технику и ма-
тематические методы, Президиум РФ АН СССР в феврале 1969 г. поддержал идею создания вычис-
лительного центра. В июле 1969 г. при Отделе экономики КФ АН СССР была создана лаборатория 
математических методов и вычислительной техники. В мае 1973 г. на базе лаборатории был органи-
зован Отдел математических методов и вычислительной техники (рук. к. т. н. Г. А. Борисов), вклю-
ченный в состав Института леса. В 1975 г. Президиум АН СССР принял постановление об органи-
зации Отдела математических методов автоматизации научных исследований и проектирования, 
который затем в 1992 г. был переименован в Отдел математики и анализа данных (рук. к. т. н.  
А. Д. Сорокин). 

Наконец в июне 1999 г. Президиум РАН принимает постановление о создании нового инсти-
тута в КарНЦ РАН – Института прикладных математических исследований. 

Основными направлениями исследований в новом институте стали: проблемы дискретной ма-
тематики, теории вероятностей и математической статистики, математического программирования, 
исследование и разработка методов математического и информационного моделирования с целью 
решения эколого-экономических и других проблем Республики Карелия. 

Данный выпуск Трудов Карельского научного центра РАН продолжает серию сборников по 
математическому моделированию и информационным технологиям, которые публиковались Ин-
ститутом ежегодно и были посвящены решению различных проблем математического моделирова-
ния и информатики, возникающих в прикладных задачах. Таковы основные вехи становления ака-
демической математики и информатики в Карелии. 
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Описаны функции потерь мощности технологических переделов от их нагрузки и 
рекурсивные зависимости потерь мощности и энергии на линеаризованной после-
довательности переделов топливно-энергетического хозяйства региона. 
 

К л ю ч е в ы е  с л о в а: потери мощности, технологические переделы, системные связи. 
 

G. A. Borisov, T. P. Tikhomirova. CHARACTERISTICS AND 
PROPERTIES OF ENERGY AND POWER LOSSES AT STEP 
TRANSITIONS IN THE ENERGY FACILITIES OF THE REGION 
 
Functions of power losses at process step transitions relative to their load, and recursive 
relations of power and energy losses on the linearized sequence of step transitions in the 
region’s fuel-and-energy facilities are described. 
 
K e y  w o r d s: power  losses, process step transitions, system connections. 

 

 
Сегодня энергоемкость ВВП России превы-

шает среднемировой уровень в 4,5 раза, а пока-
затели США и ЕС – почти десятикратно [Мака-
ров, Мелентьев, 2009]. Поставленная Энергети-
ческой стратегией России задача обеспечения 
роста электропотребления, снижения негативно-
го воздействия на окружающую среду при со-
хранении главенствующей роли органического 
ископаемого топлива может быть решена толь-
ко при значительном сокращении потерь энер-
гии. Поэтому снижение энергоемкости экономи-
ки и основной ее составляющей – потерь – явля-
ется главным приоритетом Энергетической 
стратегии России [Фортов, Фаворский, 2006]. 

На технологических переделах топливно-
энергетического хозяйства страны теряется 84–
86 % используемой первичной энергии, а в Ка-
релии – не менее 76 % [Мелентьев, Штейнгауз, 

1959; Борисов, 2006; Борисов, Тихомирова, 2009]. 
Большинство современных проблем топливно-
энергетического хозяйства, таких как: 

• низкая надежность, качество и эффектив-
ность энергоснабжения; 

• дефицит инвестиций и мощностей; 
• негативное воздействие на окружающую среду; 
• высокая стоимость энергообеспечения соци-

альной и производственной сферы обусловлены 
преимущественно не объемами полезно исполь-
зуемых конечных видов энергии, а потерями ее.  

Поскольку электроэнергетическое хозяйство 
является сложной системой с многочисленными 
и разнообразными связями, то детальное изуче-
ние этих связей с целью повышения энергетиче-
ской эффективности системы экспериментально 
практически исключено. Ввиду этого становится 
необходимым создание математических моделей, 



 
 

описывающих все разнообразие и сложное взаи-
модействие потерь мощности и энергии всех или 
хотя бы основных составляющих сложного топ-
ливно-энергетического хозяйства, в качестве ко-
торых по степени однородности, информацион-
ной обеспеченности, специфичности технологи-
ческих процессов преобразования энергии и су-
ществующей организационной административ-
ной структуре следует выбрать технологические 
переделы его. Статья посвящена описанию коли-
чественных характеристик потерь (или технологи-
ческих расходов) на отдельных технологических 
переделах регионального топливно-энергетиче-
ского хозяйства, а также системных взаимосвязей 
в нем. Потери рассматриваются на примере топ-
ливно-энергетического хозяйства Карелии. 

Для адекватного отображения свойств техноло-
гических переделов с целью построения математи-
ческой модели системы, которую они образуют, не 
подходят известные математические модели для 
планирования ТЭКа [Баринов, Совалов, 1990], ос-
нованные на использовании на каждом переделе 
усредненных нормативных удельных расходов 
первичной энергии и, соответственно, удельных за-
трат на получение единицы вторичной энергии. 
Принятый в экономике энергетики период фикси-
рования нормативных удельных расходов на пере-
делах равен одному году. Такой большой период 
измерений  сглаживает все изменения их в течение 
года, какими бы большими они ни были. Это при-
водит к невозможности учесть изменяемость по-
терь в зависимости от режимов работы, влияния 
смежных переделов на их уровень.  

В связи со сказанным модели переделов 
должны в целом описывать  мгновенные значе-
ния потерь мощности в каждом из них и расхода 
на собственные нужды в зависимости от вели-
чины нагрузки и других сильно влияющих на 
потери параметров. На технологическом уровне 
электроэнергетического хозяйства с его быстро 
протекающими безинерционными процессами, 
всегда сбалансированными по генерации и по-
треблению мощности в нормальном режиме, 
принят период фиксации технологических пара-
метров, в том числе и мощности, равный одно-
му часу. Детализация описания должна дохо-
дить до каждого технологического передела. 
Ввиду этого для построения математической 
модели энергетического хозяйства необходимы 
модели его элементов-переделов, характеризую-
щие зависимости на них потерь мощности. 

Основные функции технологических переде-
лов заключаются в изменении (преобразовании) 
вида или параметров энергии, сопровождающих-

ся в той или иной степени потерями энергии и 
мощности. Потери мощности и расходы на соб-
ственные нужды (далее потери) возникают 
вследствие различных физических явлений. Вви-
ду этого решение нашей основной задачи – коли-
чественно определить их величину в зависимо-
сти от протекания множества различных физиче-
ских процессов, параметры которых многочис-
ленны и часто неизвестны, становится таким спо-
собом невозможным. Более предпочтителен 
путь, когда величина потерь мощности определя-
ется в зависимости от основного энергетического 
параметра – мощности. Этот путь является ос-
новным и в сложившейся практике оперативно-
диспетчерского  и технологического управления 
[Баринов, Совалов, 1990], когда требуется оце-
нить энергетическую эффективность различных 
элементов энергетического хозяйства. Для этого 
можно использовать две характеристики – рас-
ходную характеристику передела и зависимость 
потерь мощности от нагрузки передела.  

Рассмотрим расходную характеристику i-го 
передела топливно-энергетического хозяйства. 
Он представляет собой нелинейную функцию 
мощности Pi-1, поступающей на элемент систе-
мы от его выходной мощности Pi, т. е. Pi-1 = 
f(Pi). Функция во всем диапазоне  допустимого 
изменения нагрузки является дифференцируе-
мой, выпуклой, монотонно возрастающей, что 
позволяет находить минимальные значения сум-
мы подобных функций.  

Ввиду отсутствия идеальных элементов и 
обязательного наличия потерь всегда 

Pi-1 > Pi,                 (1) 
Pi-1= Pi+∆ Pi,    (2) 

где ∆ Pi – потери мощности в i-м элементе сис-
темы. 

Потери ∆Pi могут быть разделены на две со-
ставляющие – постоянную и переменную, завися-
щую от величины выходной мощности (нагрузки) 
передела Pi. Постоянная составляющая образуется 
так называемыми потерями холостого хода ∆P0i, 
идущими у электромашин на различные виды тре-
ния, у электрических аппаратов переменного тока 
на потери мощности холостого хода, обусловлен-
ные вихревыми токами магнитопроводов, у линий 
электропередач высокого напряжения переменно-
го тока – тлеющим разрядом проводов. 

Переменная составляющая потерь мощности 
обычно представляется нелинейной функцией с по-
ложительной второй производной, характеризую-
щей увеличенное возрастание потерь в сравнении с 
ростом нагрузки, характерное в электрических, га-
зодинамических и гидравлических агрегатах. В 



 
 

электрических машинах, аппаратах и проводах это 
потери «в меди» (∆Pм), изменяющиеся квадратично 
относительно нагрузки. Также квадратично отно-
сительно нагрузки (подачи) изменяются газо- и 
гидродинамические потери в трубопроводах. В 
сложных газо-, паро- и гидроустановках расходные 
характеристики имеют степенную зависимость от  
3-й до 6-й степени [Шичков, 2006]. 

Можно утверждать, что положительность 
второй производной функции потерь в элементе 
от нагрузки является общим свойством всех пе-
ределов, так при отрицательной второй произ-
водной расходная характеристика кривая АВ  
пересечет линию Pi-1 = Pi и тогда количество от-
водимой энергии будет больше подводимой 
(рис. 1), а к.п.д. превысит 100 %. 

 

 
      Рис. 1. Расходная характеристика передела 

 
В крайнем случае этот вид потерь (∆Pм) мо-

жет быть принят линейным относительно на-
грузки Pi, если нелинейные свойства слабо вы-
ражены. 

В общем виде расходная характеристика i-го 
передела может быть описана с достаточной 
степенью точности полиномом m-й степени с 
положительной второй производной и постоян-
ной составляющей: 

m
iim

iiiiii

Pa

PaPaPaP

⋅+

+⋅+⋅+Δ=−

,

2
,2,1,01 ...

       (3) 

Степени полинома для различных переделов 
приведены далее в формулах (4) – (14). 

У такой характеристики две особые точки 
(см. рис. 1). В точке 1 при Pi=0 у i-го передела 
при нулевой нагрузке имеются потери холосто-
го хода ∆P0i. В точке 2, образованной касатель-
ной из начала координат к расходной характе-
ристике  – самый высокий к.п.д. 

Общий вид (1–2–3) расходной характеристи-
ки подходит для адекватного представления 
расходных характеристик различных переделов 

в соответствии с имеющимися представлениями 
[Борисов, Тихомирова, 2009]. Рассмотрим их 
конкретные формы на различных переделах с 
выделением составляющей на потери и собст-
венные нужды для структуры переделов, харак-
терных для топливно-энергетического хозяйства 
Республики Карелия. 

Потребляемая мощность при добыче иско-
паемых топлив характеризуется зависимостью: 

1010 )1( PaP ⋅+= ,                 (4) 

где расход на собственные нужды и потери 

101 PaP ⋅=Δ ,     

a01 − доля расхода на собственные нужды от вы-
даваемой мощности.  

При транспортировке твердых топлив 

2212021 )1( PlaaP ⋅⋅++= ,  

22122021 PlaPaP ⋅⋅+⋅=Δ ,               (5) 

где a02 – доля расхода на собственные нужды, 
связанные с погрузкой и хранением его; 
a12 – удельные расходы топлива на транспорт 
[Эксергические расчеты.., 1991]; 
l2 – расстояние транспортировки. 

При транспортировке жидкого и газообраз-
ного топлива [Селезнев и др., 2007] 

,221 PPP ′Δ+′=′  

3
232

2
222

31202трпс2

PaPa

PaaPPP

′+′+

+′+′=Δ+Δ=′Δ
 ,                  (6) 

где Pпс – потери мощности на перекачивающей 
(насосной или газокомпрессорной) станции,  

3
23231202пс PaPaaP ′+′+′= ,               (7) 

Pтр – потери мощности в трубопроводе [Се-
лезнев и др., 2007],  

2
222тр PaP ′= ,    (8) 

22a′ – гидравлическое или аэродинамическое со-
противление трубопровода. 

Потребляемая мощность и ее потери в агре-
гатах тепловых и гидравлических станций [Ме-
лентьев, Штейнгауз, 1959] 

332 PPP Δ+= ;
3

333
2

323313033 PaPaPaaP +++=Δ .              (9) 

Потребляемая мощность и ее потери в лини-
ях электропередач и трансформаторах электри-
ческих сетей  

443 PPP Δ+= ,     

4424044 )( PPaaP +=Δ ,             (10) 

где a04P4 – потери мощности в «стали»; 
2

424Pa – потери мощности в «меди». 



 
 

Потребляемая мощность и ее потери при 
преобразовании электроэнергии в световую 
энергию 

554 PPP Δ+= ,               (11) 

)1(55 η−=Δ PP ,               (12) 

где η – к.п.д. источника света. 
При преобразовании электроэнергии в меха-

ническую без регулирования частоты, напряже-
ния потребляемая мощность и потери ее  

,554 PPP ′Δ+′=′  

ω⋅+′=′Δ сопр05 MPP ,             (13) 

где ω = 2πf  – круговая частота; 

0P′  – потери холостого хода; 

Мсопр – момент сопротивления на валу рабочего 
механизма. 

Потребляемая мощность и ее потери при 
преобразовании электроэнергии в механиче-
скую с регулированием частоты [Шичков, 2006]  

554 PPP ′′Δ+′′=′′ , 
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Наличие в полиномах расходных характери-
стик или в характеристиках потерь членов вто-
рой степени и выше приводит к увеличению со-
ставляющей потерь энергии на переделе, зави-
сящей от неравномерности графика нагрузки, 
характеризующейся в электрических сетях уве-
личением коэффициента формы графика (суточ-
ного, годового) [Красновский, 1988]. При увели-
чении показателя степени и коэффициента чле-
на полинома характеристики потерь  влияние 
неравномерности графиков нагрузки возрастает.  

Это свойство – влияние неравномерности гра-
фика нагрузки на рост величины потерь, квадра-
тичных относительно нагрузки, выявлено только 
у переменной части потерь в электрических се-
тях, чему посвящено несколько десятков работ, 
проанализированных в работе [Арутюнян, 2007]. 

Согласно одной из этих работ [Красновский, 
1988], можно оценить меру влияния неравно-
мерности графика нагрузки на технологический 
расход энергии в линиях электропередачи по 
графикам, показывающим, во сколько раз при 
неравномерном графике они больше при пере-
даче той же энергии по равномерным графикам. 

В нашей работе [Борисов, 1965] было показа-
но, что и незначительные по величине случай-
ные колебания нагрузки на гидро- и турбоагре-
гатах, вызванные колебаниями частоты системы 
и работой регуляторов мощности агрегатов, так-

же приводят к увеличению потерь мощности и 
увеличенному потреблению топлива на электро-
станциях. 

Значит, имея в виду нелинейность характери-
стик потерь и неравномерность графиков нагру-
зок в системах энергоснабжения, можно с уве-
ренностью полагать, что на каждом технологи-
ческом переделе с нелинейными расходными 
характеристиками происходит рост потерь энер-
гии, вызванный временной неравномерностью 
нагрузок, который не учитывается при исполь-
зовании нормативных усредненных показателей 
расходуемой энергии переделов. 

Рассмотрим теперь последовательность тех-
нологических переделов. 

В работах отечественных ученых [Баринов, 
Совалов, 1990] был предложен, обоснован и ис-
пользован ряд приемов, упрощающих модели 
энергетических систем, построенных примени-
тельно к решению различных инженерных задач 
на основе пренебрежения (по сравнению с пол-
ной моделью) теми или иными факторами, ока-
зывающими несущественное влияние на иссле-
дуемые параметры. Другой важной составляю-
щей упрощающих модель приемов является 
энергетическое эквивалентирование. Построе-
ние эквивалентированных энергетических ха-
рактеристик основывается на методах оптимиза-
ции режима эквивалентируемой части электро-
энергетической системы, которые получаются в 
результате наивыгоднейшего распределения на-
грузок между агрегатами и электростанциями 
этой части энергосистемы, а также эквивалент-
ные характеристики электрической сети, пред-
ставляющие собой линеаризованную зависи-
мость потерь сети от активных мощностей элек-
тростанций и потребляемых нагрузок. 

Пределом упрощающих и эквивалентируе-
мых процедур при моделировании топливно-
энергетического хозяйства для исследования по-
терь энергии может быть обобщенная линеари-
зованная модель системы, оценки потерь энер-
гии в различных технологических переделах 
приведены в работах [Борисов, 2006; Макаров, 
Мелентьев, 1973]. Очевидно, что использование 
для исследования свойств потерь в целях даль-
нейшего их снижения в качестве объекта регио-
на представляется более доступным по получе-
нию информации и объемам вычислений и в то 
же время представительным по полноте описа-
ния связей между переделами. 

Представим топливно-энергетическое хо-
зяйство региона (рис. 2) в виде линейной  
последовательности переделов, как это выпол-



 
 

Рис. 2. Линейная последовательность переделов топливно-энергетического хозяйства 

нено в работах  [Борисов, 2006; Борисов, Ти-
хомирова, 2009]. 

Рассмотрим потоки мощности на линейной 
последовательности переделов топливно-энер-
гетического хозяйства. Исходя из баланса мощ-
ности, потребляемая мощность источника пер-
вичной энергии 
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Потребляемая на i-м переделе мощность Pi-1 
составит 
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i = 0, 1, … , n-1, 
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i = 0, 1, … , n-1. 
Причем надо иметь в виду, что выходная 

мощность на каждом переделе является вложен-
ной функцией от выходной мощности после-
дующего: 
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Линейная последовательность технологиче-
ских переделов является обратной рекуррентной 
последовательностью, когда нагрузка каждого 
передела зависит от суммы нагрузки и потерь 
последующего. 

Потребность в энергии i-го передела получа-
ется интегрированием уравнения (17): 
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В практике управления используется ежечас-
ное фиксирование нагрузок по мощности в пре-
делах одного года. Тогда 
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где Pnk – конечная мощность n-го передела в k-й 
час года; 
∆Pjk – потери мощности передела в k-й час года; 
∆t – промежуток времени, равный часу. 

Коммерческий учет фиксирует в точках 
раздела ответственности собственников пока-
зания счетчиков энергии, по которым опреде-
ляются ежегодное получение и отпуск энер-
гии по линиям электропередачи, газо- и неф-
тепроводам. 

Формула (20), определяющая количество 
энергии на выходе i-го передела, одновременно 
определяет объем годовых продаж энергии i-го 
передела и объем годовых закупок энергоноси-
телей i+1 передела. 

При существующем государственном регу-
лировании тарифов на многие энергоносители 
их изменение происходит не чаще одного раза в 
год. В пределах этого периода при неизменном 
тарифе τi-1 затраты на покупку энергоносителя 
(топливная составляющая себестоимости элек-
тростанций, котельных) на i-м переделе 
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Выручка i-го передела от продажи его энер-
гии составит при тарифе τi 
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Прибыль i-го передела [Клер и др., 2001] 
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где Zi – годовой фонд заработной платы на i-м 
переделе; 
Ki – суммарные капиталовложения; 
аа – доля годовых амортизационных отчислений 
от капиталовложений; 
ап – доля постоянной части годовых эксплуата-
ционных издержек; 
анп – доля налога на прибыль. 
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С учетом формул (21) и (22) 
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Существенно различаются по функциям, тех-
ническим и финансово-экономическим показа-
телям два состояния системы. 

Если в первом бездефицитном состоянии ее 
конечная мощность Рn меньше располагаемой, 
т. е. Pрасп n < Pn, то имеется резервная Pрез n = 
Pрасп n – Pn.  

При появлении дополнительной потребности 
в конечной мощности yn, меньшей или равной 
резервной (yn ≤ Pрез n), потребуется лишь увели-
чение текущих значений мощности и издержек 
на всех предшествующих переделах, которые 
приведут к увеличению издержек конечного 
пользователя на величину Иn= yn·τn·Тn , где τn – 
тариф на конечный вид энергии; Тn – время ис-
пользования дополнительной мощности. Если 
система находится во втором состоянии,  
то резерва располагаемой мощности нет    
Pрез n = Pрасп n – Pn = 0.  

При исчерпании резерва системы обеспече-
ние дополнительной потребности может проис-
ходить по двум вариантам. 

При традиционном варианте системы для 
обеспечения дополнительной потребности  
необходим на последнем переделе ввод до- 
полнительной мощности yn. На промежуточных 
i-х переделах ввод мощности составит: 

)()( 11 iiiiii PPyPPy −− −+= . Для ввода допол-

нительных мощностей в системе потребуются 
инвестиции: 
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где ki – удельные капиталовложения на единицу 
установленной мощности и далее 
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Считая, что вводится на i-м переделе допол-
нительно величина мощности yi второго порядка 
малости, не изменяющая коэффициент полезного 
использования kпиi на каждом переделе, формулу 
(25) можно записать приближенно в виде: 
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Кроме того, рост потребляемой на каждом 
переделе мощности потребует увеличения из-
держек системы на всех переделах, пропорцио-
нальных увеличению мощности каждого пере-
дела. Рост издержек при регулируемых тарифах 
будет происходить за счет роста мощности на 
первом и последующих переделах и составит по 
всей системе величину не меньше И1= τn· yn ·Тисп n, 
где τn – стоимость конечной энергии; Тисп n – 
число часов  использования мощности послед-
него передела; yn – дополнительная мощность. 

При энергосберегающем варианте обеспече-
ние дополнительной мощности yn возможно за 
счет снижения потерь последнего передела на 
величину – yn. Для реализации такого пути по-
требуются инвестиции на осуществление энер-
госберегающего мероприятия только на этом 

переделе )()(2 nnn yKyK −= , а издержки на 

всех переделах останутся неизменными. 
В итоге первый вариант приращения мощно-

стей потребует инвестиции на всех переделах и 
увеличения издержек K1(yn) и И1. Второй вари-
ант – инвестиций только на последнем переделе 
K2(yn) и оставит неизменными издержки. 

При K1(yn) > K2(yn) и И1 > И2 (И2=0) второй 
вариант абсолютно эффективен. 

При условии K1(yn) < K2(yn) и И1 > И2 требует-
ся оценка их по чистому дисконтированному 
доходу: 
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= +
+−=
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и срокам возврата кредитов, полученных на 
энергосберегающие мероприятия. 

 
Выводы 

1. Расходные характеристики переделов топ-
ливно-энергетического хозяйства или их потери 
являются непрерывными, выпуклыми, монотон-
но возрастающими функциями от нагрузки, хо-
рошо аппроксимируемыми полиномами m-й 
степени. 



 
 

2. Благодаря членам полинома второй и вы-
ше степени потери энергии на переделах зави-
сят как от среднего значения мощности, так и ее 
неравномерности, поэтому оценки потерь необ-
ходимо проводить по мгновенным или текущим 
значениям мощности. 

3. Линейная последовательность переделов не 
имеет интегральных звеньев в большей части пе-
редела и является рекуррентной последовательно-
стью, когда нагрузка каждого передела зависит от 
нагрузки и потерь последующего, а в конце кон-
цов от потребителя конечного вида энергии. 

4. Потери мощности и энергии в абсолютном 
значении растут от конечного потребителя к 
первичному источнику, затраты в относитель-
ном и абсолютном значении наоборот. Вследст-
вие этого конечный покупатель оплачивает все 
потери на предшествующих переделах. 

5. При снижении конечного энергопотребле-
ния снижается прибыль на всех предшествую-
щих переделах производственной части топлив-
но-энергетического хозяйства. 

6. Ввиду удаленных взаимосвязей финансо-
во-экономические оценки энергосберегающих 
мероприятий в условиях отсутствия в системе 
резервов резко повышают свою эффективность 
за счет инвестиций на ввод новых мощностей на 
начальных переделах. 

7. Существующие в соответствии с Киот-
ским протоколом оценки выбросов парниковых 
газов, сжигающих топливо, привязанные к пере-
делам, не учитывают основную первопричину 
их появления – потери энергии, являющиеся 
первопричиной выбросов парниковых газов в 
топливно-энергетическом хозяйстве. 

8. На линейной последовательности переде-
лов рыночные механизмы получения максиму-
ма прибыли стимулируют максимальное энерго-
потребление. 
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Рассмотрены пути развития информационных ресурсов электронной библиотеки 
КарНЦ РАН с использованием методов онтологического моделирования.  При этом 
содержание коллекций документов согласуется с онтологией  и определяется степе-
нью изученности природных объектов Карелии. Электронная научная информация 
автоматически индексируется при помощи предметных онтологий. Это позволяет ис-
пользовать онтологию для построения запросов контекстного поиска документов. 
                                       
К л ю ч е в ы е   с л о в а : онтология, термины, контент, электронная библиотека, 
индексация, интеграция,  тематический поиск релевантных документов. 
 
V. T. Vdovitsyn, V. A. Lebedev. ONTOLOGICAL MODELING OF 
KARELIAN RESEARCH CENTRE’S DIGITAL LIBRARY CONTENT 

 
The ways to develop DL information resources by the method of ontological modeling 
are considered. The contents of document collections agree with the ontology and depend 
on the level of knowledge about the respective objects in Karelia. Scientific publications 
are indexed automatically by means of subject ontology. This enables application of the 
ontologies for building contextual search queries. 
 
K e y   w o r d s : ontology, terms, content, digital library, indexing, integration, thematic 
search for relevant documents. 

 

 
Введение 

Технология электронных библиотек (ЭБ) 
[Arms, 2000] позволяет создать наряду с кол-
лекцией электронных научных публикаций со-
трудников институтов КарНЦ РАН сетевой эн-
циклопедический справочник по изученности 
природных и культурно-исторических объектов 
и систем Карелии. Содержание (контент) такого 
справочника будет способствовать как поддер-
жанию и развитию научных исследований и 
специального образования, так и укреплению 
научного престижа КарНЦ РАН. Для создания 

такого справочника необходимо выполнение 
двух следующих основных условий: 
• реализация технологии ЭБ в виде полно-

функционального интернет-портала, 
• разработка модели создаваемого электронно-

го ресурса (справочника), обеспечивающей 
актуальность, достоверность и полноту его 
контента, а также технологии создания кон-
тента на базе этой модели. 
Технологическая основа портала ЭБ КарНЦ 

РАН создавалась и апробировалась на протя-
жении ряда лет и в настоящее время успешно 



 
 

функционирует [Вдовицын и др., 2004, 2005, 
2006]. Она обеспечивает выполнение следую-
щих функций: создание электронных коллек-
ций, последовательное наполнение их докумен-
тами с одновременным формированием унифи-
цированных метаданных для обеспечения по-
следующего доступа к документам. При этом 
для каждой подключаемой коллекции может 
быть разработана онтология для тематического 
поиска, что обеспечивается соответствующей 
технологией [Лебедев и др., 2004, 2005; Вдови-
цын и др., 2007; Вдовицын, Лебедев, 2008]. 

Разработка моделей информационных ресур-
сов является одним из эффективных средств сис-
тематизации контента ЭБ. При этом модель пред-
ставляет собой словарь терминов с указанием их 
взаимосвязей (тезаурус, таксономия, онтология), 
разработка которых признана сообществом экс-
пертов приоритетной для России [Перспективные 
направления, 2007]. Для разработки модели спра-
вочника используется методология онтологиче-
ского моделирования [Вдовицын и др., 2007; Вдо-
вицын, Лебедев, 2008],  coзданнная на основе 
обобщения опыта возникновения онтологий кол-
лекций ряда природных ресурсов Карелии. 

Онтология  (Шаблон:  Lang-neolat  от  др.-
греч. ων род. п. οντος – сущее, то, что существу-
ет и λογος – учение, наука) – раздел философии, 
изучающий проблемы бытия; наука о сущем.  

В информатике  под онтологией подразумевает-
ся эксплицитная, т. е. явная, спецификация концеп-
туализации, где в качестве концептуализации вы-
ступает описание множества объектов и связей ме-
жду ними [Gruber, 1993; Ushold, Gruninger, 1996].  

Онтология, таким образом, представляет со-
бой попытку наиболее общего описания универ-
сума существующего, который не ограничивал-
ся бы данными отдельных наук и, возможно, не 
сводился бы к ним. Можно выделить три уровня 
представления онтологий. 
• Мета-онтология – описывает наиболее общие 

понятия, которые не зависят от предметных 
областей.  

• Онтология предметной области – формальное 
описание предметной области, обычно приме-
няется для того, чтобы уточнить понятия, опре-
деленные в мета-онтологии (если использует-
ся) и/или определить (зафиксировать) общую 
терминологическую базу предметной области.  

• Онтология конкретной задачи – онтология, 
определяющая общую терминологическую 
базу задачи, проблемы.  

Построение онтологий осуществляется при 
помощи языка описания онтологий. Самым из-
вестным из них является язык OWL [Загоруль-
ко, 2008].  

Формально онтология определяется как  
O = <X, R, F>, где  

X – конечное множество понятий предметной 
области,  
R – конечное множество отношений между по-
нятиями,  
F – конечное множество функций интерпретации.  

 Как видно, по форме – это определение гра-
фа с помеченными вершинами, где X – множе-
ство вершин, R – множество дуг,  F – множество 
помет. Значения помет интерпретируется неко-
торой функцией (функциями).   

Онтологию можно интерпретировать как ие-
рархический граф связей терминов, принятых в 
предметных областях, с их толкованиями, поме-
тами и функциями интерпретации помет [Фаз-
лиев, 2008]. Основание: природные объекты, 
подлежащие описанию в ЭБ, обладают иерархи-
ческой структурой, множество их свойств изу-
чает комплекс научных дисциплин, иерархиче-
ски соподчиненных, что и отображается в графе 
связей терминов. 

В составе ЭБ КарНЦ РАН в первую очередь 
разрабатываются предметные онтологии по гео-
логии, водным ресурсам, ботанике, зоологии, 
экологии, почвоведению, лесоведению и лесо-
водству. Они будут использоваться для: 
• формирования комплекса коллекций доку-

ментов по изученности природных объектов 
и систем Карелии; 

• формирования толкований значений ком-
плекса терминов научных дисциплин, а так-
же их взаимосвязей; 

• обеспечения автоматической индексации до-
кументов коллекций  для последующего по-
иска; 

• построения  запросов на поиск релевантных 
документов. 
Очевидно, что для реализации этих целей не-

обходима соответствующая технология, вклю-
чающая функции создания и редактирования 
онтологий, коллекций документов, индексиро-
вания документов, построения запросов на по-
иск и осуществление поиска релевантных запро-
су документов. 

Ряд функций указанных технологий нами 
был осуществлен ранее и опубликован в серии 
докладов на российских конференциях [Лебедев 



 
 

и др., 2004, 2005; Вдовицын и др., 2007;  Вдови-
цын, Лебедев, 2008]. В работе излагаются реше-
ния и схемы технологий новых функций.   

 
Построение онтологической модели 

Онтологическая модель контента ЭБ пред-
ставляет собой совокупность онтологий пред-
метных областей (наук или научных дисцип-
лин), объединяемых рубрикатором ГРНТИ. 

Для обеспечения достоверности, актуально-
сти и полноты предметных онтологий необхо-
димо разработать методологию их создания, со-
ответствующую целям ЭБ. 

В качестве основы методологии принята сле-
дующая парадигма. 

Изучаемые природные объекты Карелии под-
разделяются на классы в соответствии с класси-
фикацией наук и научных дисциплин (например, 
по рубрикатору ГРНТИ). Каждый класс объектов 
характеризуется некоторым набором свойств (ат-
рибутов), принимающих значения из соответст-
вующих областей (доменов). Некоторые подмно-
жества свойств объявляются признаками и ис-
пользуются непосредственно или их значения  для 
различных классификаций объектов внутри клас-
са. Множество свойств объектов разбивается на 
группы (темы), изучение которых является пред-
метом соответствующей научной дисциплины. 

Каждый объект вступает во взаимодействие 
с другими объектами, что является основой для 
выделения различных систем и подсистем. В 
системах объекты выполняют некоторые роли 
(функции), которые могут иметь различные оце-
ночные названия (враги, союзники и т. п.), или 
выражаются соответствующими формулами. 

Каждый объект любого класса обладает не-
которым строением, т. е. состоит из набора час-
тей (объектов), вступающих во взаимодействия 
и является системой (агрегатом). 

Выделяют внешнее строение (морфологию) 
и внутреннее (анатомию). 

Взаимодействие объектов в системах в не-
котором масштабе времени может быть неиз-

менным (статика) или меняющимся (динами-
ка). Разделение взаимодействий объектов на 
классы и виды определяется в соответствую-
щих научных дисциплинах. Статика определя-
ет устойчивость, а динамика (процессы) – 
внешнее поведение (этологию), внутреннее 
функционирование (физиологию), происхожде-
ние, становление (генетика, генезис). Термины 
в скобках здесь понимаются расширительно, в 
предметных областях они конкретизируются и 
детализируются. 

Методология построения предметных онто-
логий, основанная на данной парадигме, опреде-
ляет структуру графа связей понятий (точнее 
терминов) предметной области. 

Для построения предметной онтологии необ-
ходимо установить номенклатуру (список) 
свойств (атрибутов) объектов класса, изучае-
мую данной научной дисциплиной. Затем опре-
делить их домены. Выделить свойства и/или 
части объекта – признаки, участвующие в клас-
сификациях, предварительно установив список 
классификаций и номенклатуры их классов. 
При необходимости зафиксировать соответст-
вие (например, в виде табличной функции) зна-
чений признаков и классов. 

Некоторые термины являются многословны-
ми сочетаниями (например, сухие сосновые и 
смешанные леса, сырые засфагненные луга). Та-
кого рода термины будем трактовать как конка-
тенацию названий классов различных независи-
мых классификаций. В тех же примерах: леса, 
луга – типы растительности; сухие, сырые – 
классы по влажности; сосновые, засфагненные – 
классы по преобладающим видам растений 
(эдификаторам). 

 Для обеспечения удобства поиска такого ро-
да классификации в составе таксономии разно-
сятся по уровням иерархии. В запросе они пред-
ставляются в виде конъюнктивной (например, 
сырые   засфагненные    луга) или конъюнк-
тивно-дизъюнктивной формы (например, сухие 

   (сосновые  смешанные)   леса (рис. 1).

 
                  Рис. 1. Отображение классификации местообитаний по ряду независимых оснований 



 
 

Далее следует устанавливать термины и назва-
ния, относящиеся к морфологии, анатомии, этоло-
гии и физиологии, т. е. зафиксировать номенклату-
ры названий частей объектов и систем, их функции 
и оценки. При этом учитываются следующие типы 
отношений: классификации, агрегации, синонимии 
и полисемии. Технология, реализующая указанную 
методологию, состоит в следующем: 
• Корневые понятия (термины) предметных 

областей принимаются по рубрикатору 
ГРНТИ. 

• Начиная с корневых понятий, организуем по-
иск их значений (толкований) в Интернет 
или словарях. 

• Используя найденное толкование, выделяем 
в нем термины более детальных понятий и 
ищем их толкования. 

• Поступаем аналогично с терминами следую-
щего уровня. И так до уровня значений 
свойств. 

• В процессе поиска и нахождения терминов и их 
толкований фиксируем термин и URL статьи с 
наиболее полным толкованием его значения в 
связи с термином предыдущего уровня (рис. 2). 

 
Ботаника http://ru.wikipedia.org/wiki/Ботаника 
Биомеханика http://ru.wikipedia.org/wiki/Биомеханика 
Биоценология http://ru.wikipedia.org/wiki/Биоценология 
Бриология http://ru.wikipedia.org/wiki/Бриология 
Вирусология http://ru.wikipedia.org/wiki/Вирусология 
Генетика http://ru.wikipedia.org/wiki/Генетика 
Геоботаника http://ru.wikipedia.org/wiki/Геоботаника 
Гидробиология http://ru.wikipedia.org/wiki/Гидробиология

Рис. 2. Вид словаря терминов со ссылками на ин-
тернет-ресурсы 
 
• Таким образом, определяем как номенклату-

ру терминов и их связи, так и адреса (URL) 
толкований. После этого материалы переда-
ются на экспертизу специалистам-предмет-
никам, и по результатам экспертизы итераци-
онно выполняется построение таксономий и 
механизма ссылок на толкования терминов. 
 
В целом таксономия онтологии будет иметь 

структуру иерархического графа (древовидного 
или с полуциклами), фрагмент которого пред-
ставлен на рис. 3. 

Вершины графа – термины, дуги – отноше-
ния между ними (классификации и агрегации), 
тип отношения помечается в узле разветвления. 
Отношения синонимии выделены в отдельную 
структуру (словарь). Полисемия (т. е. наличие 

одинаковых по написанию терминов) разреша-
ется ввиду того, что такие термины могут нахо-
диться  только в разных частях структуры (явля-
ются терминами разных наук). 

Реализация таксономии представляется в ви-
де таблицы (рис. 4), точнее  базы данных (реля-
ционной или объектной). Технология загрузки и 
редактирования таксономии и словаря синони-
мов отработана [Загорулько, 2008]. На рис. 5 по-
казан пример занесения нового термина.  

 
Технология формирования контента ЭБ 

Создание онтологических моделей дает воз-
можность разработки системного плана разви-
тия контента ЭБ и его реализации. При этом ма-
териалы контента подразделяются на следую-
щие категории: 
• толкования терминологии; 
• состояния изученности объектов и систем; 
• проблемы, мероприятия, обсуждения; 
• коллекции текущих публикаций. 

Как указано выше, толкования терминов мо-
гут быть включены в состав ЭБ посредством 
ссылок на соответствующие ресурсы Интернет 
или словари. 

Данные об изученности природных объек-
тов и систем Карелии в основном могут быть 
подготовлены сотрудниками КарНЦ РАН. Од-
нако ряд коллекций может быть импортиро-
ван из Интернет, например, такие коллекции 
как: минералы, горные породы, химические 
элементы и соединения, определение видов 
растений и др. Также могут быть задействова-
ны сайты заповедников, природных парков, 
музеев и др. 

Интеграция «сторонних» материалов состоит 
в том, чтобы обеспечить доступ к ним посредст-
вом поисковых сервисов, имеющихся в ЭБ. Это 
сервисы поиска: по названиям коллекций и их 
документов и  с использованием онтологий (для 
формирования тематических запросов). 

Каждая коллекция (собственная или вклю-
чаемая)  должна пройти процесс импортирова-
ния, который включает формирование: записи в 
списке коллекций и списка документов коллек-
ции. 

Записи в списке коллекций содержат назва-
ние коллекции и ее URL в виде гиперссылки. 
Аналогично записи в списке документов также 
содержат их названия и гиперссылку на текст 
документа. Для формирования этих списков 
имеется соответствующая технология [Вдови-
цын и др., 2004, 2005, 2006].



 
 

 
       Рис. 3. Фрагмент структуры онтологии, включающий классификации терминов по независимым основаниям 
 

Метка Предок Потомок 
Биология А Экология Сообщества (экосистемы,биоценозы) 

  Связи 
  Виды 
  Популяции 
  Охрана окружающей среды 
 Сообщества Суша 
  Пресные воды 
  Моря 
Сообщества суши К Типы Биосфера 
  Зона 
  Подзона 
  Район 
  Ландшафт 
  Биогеоценоз 
  Местообитание (биотоп) 
Сообщества суши К Зона Арктическая пустыня 
  Тундра 
  Лесотундра 
  Лес 
Сообщества суши К Подзона Северная тайга 
  Средняя тайга 
  Южная тайга 

                      Рис. 4. Фрагмент онтологии по биологии (начало структуры по экологии) 
 

 
                           Рис. 5. Пример добавления терминов в состав онтологии по водной экологии 



 
 

Отличие процесса регистрации привлекае-
мых коллекций заключается в том, что их доку-
менты могут быть представлены в различных 
форматах (HTML, PDF и др.) и могут не содер-
жать списка документов в явном виде. Таким 
образом, необходимо будет разработать допол-
нительные технологические средства для фор-
мирования списков документов привлекаемых 
коллекций, аналогично тому, как формируются 
списки терминов онтологий и их толкований. 

Для обеспечения тематического поиска доку-
ментов в коллекциях производится их индексация 
с использованием соответствующей предметной 
онтологии. Структура индексного файла – это таб-
лица, которая содержит имя документа, его URL и 
список встречающихся в его тексте терминов в 
порядке их иерархии и связей в онтологии. 

 Документы ЭБ по степени структуризации 
можно разделить на три категории: базы данных 
(таблицы), слабоструктурированные (XML-до-
кументы) и неструктурированные (статьи в фор-
матах PDF, HTML и т. п.). Таблицы и XML-до-
кументы структурно соответствуют структуре 
онтологии, поэтому процесс их индексации 
сравнительно прост. Документ прочитывается 
«поэлементно», индексируется только текст, ко-
торый находится между тегами элементов 
XML-документа, для которых определено соот-
ветствие с рубриками онтологии. Соответствие 
рубрик документа  рубрикам онтологий обеспе-
чивает сохранение в индексе порядка терминов, 
принятого в онтологии. Это важно для органи-
зации поиска релевантных запросу документов. 

Неструктурированные документы могут со-
держать термины не в порядке их подчиненно-
сти в онтологии. Тогда, если не принять особых 
мер при их индексации, индекс документа будет 
содержать список терминов в порядке их нахож-
дения в тексте, а не в порядке, принятом в онто-
логии, что впоследствии будет порождать «ин-
формационный шум». 

Принята следующая схема индексации доку-
ментов. Во-первых, в структуре графа таксоно-
мии выделен дополнительный уровень для вы-
деления подграфов, близких по составу соответ-
ствующей коллекции документов ЭБ. Во-вто-
рых, множество публикаций сотрудников 
КарНЦ РАН разделено на части (названные кол-
лекциями), содержание документов которых 
близко по смыслу к соответствующей рубрике 
ГРНТИ. При этом статьи комплексных сборни-
ков (например, юбилейный сборник «Северная 

Европа в ХХI веке: природа, культура, экономи-
ка») разделяются между разными коллекциями. 
Это решение значительно сокращает непроизво-
дительные затраты времени на установление со-
ответствия между содержанием статьи и требуе-
мым фрагментом онтологии. 

Далее, в тексте документа в процессе его чте-
ния сначала ищутся термины, близкие к корню 
онтологии (темы, подтемы). И если найден один, 
то дальше ищутся термины, подчиненные ему 
вплоть до «листьевых» терминов, и они помеща-
ются в индекс. Далее ищется следующий термин 
корневых уровней и подчиненные ему и т. д. В ре-
зультате список терминов в индексе будет иметь 
порядок, соответствующий онтологии.  

Процесс индексации документов привлекае-
мых коллекций должен предусмотреть несколь-
ко ветвей предварительной обработки форматов 
документов, например, перевод в текстовый 
формат для осуществления единообразного про-
смотра текстов в процессе индексации. Индекс-
ные файлы образуют для коллекций, относимых 
к соответствующей дисциплине.  

После выполнения указанных операций сто-
ронние коллекции считаются интегрированны-
ми в ЭБ, и доступ к ним осуществляется при по-
мощи сервисов нашей ЭБ. 

Интеграция статей толкований терминов он-
тологий отличается тем, что списки статей, от-
носящихся к данной предметной онтологии, 
включаются в соответствующий индексный 
файл. Причем индексация статьи может не про-
изводиться. 

Реальные объекты, описываемые в докумен-
тах коллекций, вступают между собой в различ-
ные отношения, которые указываются в виде их 
ролей в составе системы. Целесообразно ис-
пользовать эту информацию для создания ги-
перссылок между документами. В результате 
получаем не просто наборы документов, а ком-
плексы связанных документов, что полезно при 
их изучении. Для решения этой задачи разрабо-
тана соответствующая технология [Вдовицын, 
Лебедев, 2008]. В итоге получим распределен-
ную библиотеку, содержащую описание классов 
природных объектов Карелии и толкования тер-
минов онтологии. 

 
Поиск в ЭБ релевантных документов 

Преимущество в использовании онтологий 
для формирования запросов на поиск заключает-
ся в том, что запрос в этом случае представляет 



 
 

собой фрагмент таксономии, в котором терми-
ны связаны в иерархию. Тем самым запрос уже 
не является простым списком терминов, а отра-
жает их зависимость. При этом устраняется воз-
можная полисемия терминов и тем самым отсе-
кается значительная часть «информационного 
шума»  в отклике на запрос. 

Ранее нами была предложена обобщенная 
схема запросов [Вдовицын, Лебедев, 2008], ко-
торая представляет собой редукцию предикат-
ного выражения, а именно, нетерминалы в угло-
вых скобках обозначают предикаты вида Х = а, 
где Х – слово в составе индекса, а – термин в за-
просе. С учетом объединения предметных онто-
логий на основе рубрикатора ГРНТИ  схема за-
проса принимает следующий вид: 

{ <Рубрика ГРНТИ><коллекция>} [<класс> 
/ … ][<агрегат (тема)> / … ][<характери-

стика> ][<список значений> / ]… /  
[<характеристика М > ][<список значений> 

/ ] [<тема> /  … ] 
[<характеристика N >  ] [<список значе-

ний> / ]… /  
[<характеристика N + К > ] [<список значе-

ний  / >] 
[<класс> /  … ][<тема> /  … ][<ха-

рактеристика> ] 
[<список значений> / ] , 
где 
<список значений> : = <значение>  

/ <список значений>. 
Эта схема отображает возможность построе-

ния максимально точного для данной онтологии 
запроса на поиск. Наличие квадратных скобок 
указывает на возможность формирования и са-
мых простых запросов, состоящих из одного 
термина. При использовании дизъюнкций в со-
ставе фрагментов, заключенных в квадратные 
скобки, необходимо правильно расставить круг-
лые скобки, чтобы учитывать приоритеты логи-
ческих операций. 

Нетерминалы «Рубрика ГНТИ» и «коллек-
ция», заключенные в фигурные скобки, опреде-
ляют как раздел онтологии, так и коллекцию до-
кументов, в которой должен выполняться поиск. 
Очевидно, что поиск осуществляется в одной 
коллекции. При необходимости поиска в боль-
шем их числе запросы должны повторяться. 

Нетерминалы «класс», «тема», «характери-
стика», «значение» отражают иерархическую 

структуру онтологии. При этом нетерминалы 
«класс» и «тема» подразумевают возможность 
иерархических классификаций. 

Пример запроса: 
 

Рубрика ГРНТИ Водное хозяйство  

Коллекция Озера  

Тема Гидробиология  

Подтема Фитопланктон  

Характеристика Биомасса    

Численность    
Сезонное изменение биомассы 

 
Очевидно, что построение запроса по ука-

занной схеме непростая задача, поэтому пре-
дусмотрены средства оказания помощи поль-
зователю в составлении запроса. Сначала он в 
процессе поиска в глубину по онтологии фор-
мирует список необходимых терминов, и 
только далее, обдумав свои потребности, пе-
реносит термины в запрос в порядке, опреде-
ляемом иерархией и соответствующей инст-
рукцией. При этом расстановка знаков конъ-
юнкции и дизъюнкции и формирование опера-
тора Select выполняется при помощи про-
граммного   сервиса,   который   контролирует  
допустимость конъюнктивных связей между 
терминами, как это показано ниже. 

Следует обратить внимание на двойствен-
ность семантики союза «и» в русских текстах. 
Часто его семантика соответствует не конъюнк-
ции, а объединяющему «или»,  т. е. дизъюнк-
ции. Например, выражение «сосновые и сме-
шанные леса» должно быть представлено сле-
дующей формулой:   

(сосновые  смешанные)  леса 
В нашем случае онтология представляет со-

бой множество терминов предметной области, 
связанных между собой отношениями класси-
фикации, агрегации и синонимии. 

Классификации разбивают некоторые исход-
ные множества на группу непересекающихся 
подмножеств (классов) по определенным осно-
ваниям, в качестве которых могут использовать-
ся наличие или отсутствие у объекта определен-
ных атрибутов (признаков) и/или определенных 
значений атрибутов. Классификации могут быть 
одноуровневыми или многоуровневыми (иерар-
хическими), многоуровневость производит по-
следовательная классификация сначала исход-



 
 

ного множества, а затем его подмножеств, под-
множеств этих подмножеств и т. д. Одно и то же 
множество может быть классифицировано не-
сколько раз с использованием различных осно-
ваний. В этом случае классификации также це-
лесообразно разнести по уровням иерархии, 
иначе все разбиения попадут в один список, ра-
зобраться в котором пользователю будет затруд-
нительно и это будет источник построения не-
допустимых (пустых) конъюнкций (см. рис. 1). 

Таким образом, по определению в классифи-
кациях допускаются конъюнкции между терми-
нами, лежащими на одном пути в графе онтоло-
гии. Все остальные конъюнкции являются пусты-
ми, так как связывают непересекающиеся под-
множества. В этих условиях, чтобы проверить 
допустимость любой конъюнкции, заданной в за-
просе, достаточно проверить, лежат ли входящие 
в нее термины на одном пути в онтологии и, если 
не лежат, сообщить об этом пользователю, чтобы 
он исключил эти конъюнкции из запроса. 

Часто бывает, что классификации верхних 
уровней (т. е. отражающие их термины) могут 
отсутствовать в конкретных документах. Анало-
гичное бывает и в случаях множественной клас-
сификации набора документов по различным 
основаниям. В этом случае допустимые конъ-
юнкции будут «пустыми», исправить положе-
ние может только сам пользователь, заменив 
конъюнкции дизъюнкциями. 

Агрегации в отличие от классификаций по-
зволяют представить класс объектов в виде со-
вокупности частей или свойств. Отдельные объ-
екты класса описываются указанием значений 
свойств или собственных имен частей. При по-
иске объектов класса в коллекциях в этих случа-
ях допускаются конъюнкции между названиями 
свойств или частей. При поиске конкретных 
объектов следует указывать также значения 
свойств или имена частей. Запись конъюнкции 
должна быть аналогичной предыдущей схеме. 

В некоторых случаях допустимые конструк-
ции в запросах для классификаций и агрегаций 
вступают в противоречие. Для их разрешения 
достаточно пометить в онтологии классифика-
ции и агрегации различными знаками (напри-
мер, классификации метятся буквой К, а агре-
гации – буквой А) (см. рис. 4). Тогда упомяну-
тый выше контроль допустимости конъюнкций 
достаточно дополнить анализатором этих по-
меток. 

Синонимические гнезда терминов в онтоло-
гиях представляются отдельными словарями си-
нонимов. Когда пользователь указывает в запро-

се очередной термин, выполняется поиск в сло-
варе синонимов, и если они есть, то автоматиче-
ски в запрос помещается дизъюнкция всего си-
нонимического гнезда. Тем самым осуществля-
ется расширение запроса. 

 
Заключение 

Предложены технологии развития контента 
ЭБ посредством интеграции  коллекций, описы-
вающих природные объекты Карелии с исполь-
зованием онтологических моделей предметных 
областей в качестве основы для обеспечения 
полноты контента. Для построения онтологий 
предложены  технологии  поиска в Интернет 
терминов предметных областей,  их связей и 
толкований и включения их в состав онтологий. 
Онтологии также используются для индексации 
документов коллекций с целью сокращения вре-
мени на поиск. Индексные файлы, помимо ин-
дексов документов, содержат URL документов 
привлекаемых коллекций сторонних сайтов и 
статей толкований терминов. Для тематического 
поиска документов в коллекциях разработана 
технология построения запросов с использова-
нием онтологий и технология поиска в индекс-
ных файлах.  

Значительная  часть указанных технологий 
уже разработана.  
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В статье рассматривается проблема моделирования и статистического оценивания 
вероятности переполнения (потери) в системах обслуживания с конечным буфе-
ром. Приведены известные аналитические результаты, а также новая асимптотика 
вероятности потери при растущем размере буфера. Основное внимание уделено по-
строению точечных и интервальных оценок вероятности потери с использованием 
регенеративного моделирования. Приведены численные примеры. Работа выполне-
на при поддержке РФФИ, проект 10-07-00017.  
 
К л ю ч е в ы е  с л о в а :  система обслуживания с потерями, конечный буфер, 
регенерация, формула Эрланга, вероятность потери, распределение Парето, довери-
тельное оценивание.  
 
R. S. Goricheva, E. V. Morozov. REGENERATIVE SIMULATION OF 
LOSS PROBABILITY IN QUEUEING SYSTEMS WITH FINITE BUFFER 
 
In the paper we consider the problem of modeling and statistical estimation of the 
overflow (loss) probability in queueing systems with finite buffer. Both known analytical 
results and a new asymptotic for loss probability under increasing buffer size are given. 
The main focus is on construction of point and interval estimates of the loss probability 
using regenerative simulation. Some numerical examples are given. The research is 
supported by RFBR, project 10-07-00017. 
 
Key words:  queuing loss systems, finite buffer, regeneration, Erlang formula, loss 
probability, Pareto distribution, confidence estimation. 
 

 
 

Введение 

При изучении современных телекоммуника-
ционных систем важное место занимает анализ 
потока отказов или потерь. К потерям относится 
та часть поступающей нагрузки, которая не об-
служивается из-за занятости обслуживающих 
устройств или переполнения буферов для ожи-
дания в очереди.  

В данной статье рассматриваются основные 
модели систем с потерями, обсуждаются извест-
ные аналитические результаты для таких систем, 
в частности, формулы Эрланга. Изучаются свой-
ства вероятности потери, включая свойства мо-
нотонности, а также ее асимптотика при расту-
щем размере буфера в условиях, когда коэффи-
циент загрузки больше 1. Приведены результаты 



    

о свойствах среднего числа потерь на цикле заня-
тости, которые затем используются при оценива-
нии стационарной вероятности потери.  

Регенерирующие процессы и тесно связан-
ные с ними процессы восстановления играют 
существенную роль при моделировании трафи-
ков и оценивании характеристик широкого 
класса телекоммуникационных сетей. Важно 
также заметить, что регенеративный подход 
часто может быть использован для доверитель-
ного оценивания сетевых характеристик. В ста-
тье описана регенеративная структура системы 
с конечным буфером, а затем регенеративный 
метод использован для построения точечных и 
доверительных оценок как среднего числа по-
терь на цикле регенерации, так и вероятности 
потери. Подробно представлены результаты 
имитационного моделирования некоторых сис-
тем с потерями, в том числе систем с распреде-
лением Парето времени обслуживания. Данная 
статья не может рассматриваться как сколько-
нибудь полный обзор проблематики систем с 
потерями. (В этой связи укажем недавнюю ра-
боту [Abramov, 2008].) Основной интерес для 
авторов представляет возможность применения 
регенеративного метода для надежного оцени-
вания вероятности потери с перспективой ис-
пользования этих результатов при оценке веро-
ятности потери данных (оценки качества обслу-
живания (QoS) в телекоммуникационной сети.  
Авторы посвящают эту работу 100-летию 

теории А. К. Эрланга, которое отмечалось в 
2009 г. 

 
Системы с пуассоновским  
входным потоком 

Рассмотрим систему с буфером размера 
n < ∞ , в которой заявка, поступающая при вели-
чине очереди, равной n , получает отказ − теря-
ется. Пусть iT  − интервал между приходом i -й 

и 1i + -й заявок, а iS  − время обслуживания i -й 

заявки 1,2,...i =  Предполагается, что последова-

тельности { }iT  и { }iS  независимы и состоят из 

независимых, одинаково распределенных слу-
чайных величин (н.о.р.с.в.). Всюду далее, чтобы 
обозначать типичный элемент такой последова-
тельности, опускается соответствующий индекс. 
Коэффициент загрузки (или трафика) системы 
задается следующим образом: /ES ETρ = , где 

ES , ET  − среднее время обслуживания и сред-
няя длина интервала между приходами заявок, 
соответственно. Стационарная вероятность по-

тери обозначается через lP . В широких предпо-

сылках, выполненных во всех моделях, рассмат-
риваемых в данной статье, эта вероятность су-
ществует и равна пределу отношения числа по-
терянных заявок к общему числу приходов, ко-
гда число приходов неограниченно растет 
[Abramov, 1997].  

Система, в которой входной поток является 
пуассоновским и отсутствует буфер для ожида-
ния в очереди, называется системой Эрланга 

/ / / 0M G m , m  − число обслуживающих кана-
лов. (Подробнее можно ознакомиться в [Greiner 
et. al., 1999].) В такой системе вероятность lP  

определяется формулой Эрланга  
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Подчеркнем, что формулы Эрланга (вклю-
чающие также вероятности других состояний) 
верны при любом распределении времени об-
служивания. Если время обслуживания имеет 
экспоненциальное распределение и система об-
ладает буфером размера 0 n≤ < ∞ , то стацио-
нарную вероятность потери можно рассчитать 
по известной формуле 
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где вероятность простоя системы 0P  определя-

ется следующим образом : 
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Исследуем вероятность потери lP  в системе 

Эрланга на монотонность как функцию коэффи-
циента загрузки ρ . Продифференцировав по ρ  
выражение (1) , получаем: 
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Нетрудно увидеть, что числитель второго 
множителя этого выражения может быть запи-
сан как 
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Это доказывает (интуитивно ожидаемый ре-
зультат), что вероятность потери возрастает с 
увеличением загрузки системы.  



 

 

 
Рис. 1. Зависимость вероятности потери в системе / / 2 / 0M Pareto  (с параметром 
распределения Парето 2,6α = ) от коэффициента загрузки ρ  

 
Дальнейший анализ в случае 1m = , дает 

32 / (1 ) 0lP ρ′′ = − + < , т. е. вероятность lP  являет-

ся выпуклой вверх функцией. А для 2m =  не-
трудно получить, что вероятность потери будет 
менять выпуклость вниз на выпуклость вверх в 
точке перегиба 0,73ρ ≈ . Рис. 1 хорошо иллюст-
рирует установленные выше свойства выпук- 
лости и монотонности на примере  
двухканальной системы Эрланга c распределе-
нием Парето времени обслуживания, т. е. 

( )P S x x α−> = , 1x ≥ , (и ( ) 1P S x> =  при 1x < ) с 

параметром 2,6α = . Отметим также очень 
хорошее совпадение между оценкой вероят-
ности потери l̂P , вычисленной как отношение 

числа потерянных заявок к общему числу 
заявок, и ее точным стационарным значени-
ем, вычисленным по формуле Эрланга (1). 
(Этот результат может также служить тестом 
корректности программы имитационного мо-
делирования.) 

 
Расчет вероятности в системе / / /M M m n  

Рассмотрим систему / / /M M m n  с пуассо-
новским входным потоком с параметром 0λ >  
и экспоненциальным обслуживанием с парамет-
ром 0μ >  и изучим зависимость вероятности 

потери lP  от значения коэффициента трафика 

ρ . При выполнении условия / 1mρ <  соответ-
ствующая система с неограниченным буфером 
( n = ∞ ) обладает стационарным режимом. В 
этом случае существует такой уровень, выше 
которого загрузка системы практически не под-

нимается. Если достижение этого уровня интер-
претировать как вероятность потери (перепол-
нения буфера в аналогичной системе с конеч-
ным буфером), то вероятность такого события 
оказывается очень малой. Заметим, что эта об-
ласть исследований относится к теории оцени-
вания вероятностей редких событий. Поэтому 
очевидно, что вероятность потери в системе с 
конечным буфером при фиксированном значе-
нии коэффициента трафика / 1mρ <  должна 
быть весьма чувствительна к величине буфера. 
В частности, можно ожидать, что она убывает с 
ростом размера буфера. Действительно, это лег-
ко следует из формул (2), (3). Более того, с рос-
том величины буфера n , ( / ) )( n

lP mO ρ= . 

Таким образом, скорость убывания вероятно-
сти потери является экспоненциальной, что хо-
рошо иллюстрирует принцип больших уклоне-
ний для данной простейшей системы, у которой 
распределение времени обслуживания (экспо-
ненциальное) имеет так называемый легкий 
хвост [Glynn, Whitt, 1994]. 

Более интересная проблема – изучение пове-
дения величины lP  при большой загрузке систе-

мы, т. е. при / 1mρ > . Это типичная ситуация в 
системах с потерями, где не возникает проблема 
нестационарности, и поэтому ограничения на 
коэффициент трафика не требуются. В этом 
случае предполагаем, что вероятность потери 
должна быть скорее чувствительна к коэффици-
енту трафика, чем к величине буфера. Для пояс-
нения отметим, что при / 1mρ >  система (в ста-
ционарном режиме) почти все время находится 
в состоянии максимальной загрузки независимо 



    

от величины буфера. (Величина буфера, однако, 
влияет на время выхода системы на стационарный 
режим.) Для проверки этого предположения иссле-
дуем поведение вероятности lP  в системе 

/ / /M M m n  с загрузкой / 1mρ >  при неограни-
ченном увеличении буфера. Из формулы (2) имеем: 

0 0

/ ( ! )

/ ! / ! ( / )

m n n

l m n
k m k

k k

m m
P

k m m

ρ

ρ ρ ρ

+

= =

=
+ 

.               (4) 

Выполнив замены 
0

: ( / !) / ( / !)
m

k m

k

A k mρ ρ
=

=  , 

: / mδ ρ= , перейдем к пределу при n → ∞  и, 

учитывая, что 1δ > : 
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Таким образом, действительно, вероятность 
потери в системе / / /M M m n  в случае большой 
загрузки сходится при растущем размере буфера n  
к фиксированному значению, зависящему лишь от 
коэффициента / mρ . Важно подчеркнуть, что пе-
реход к пределу при n → ∞  в самой формуле (4) 
(при / 1mρ > ) не имеет смысла, так в этом случае 
система с бесконечным буфером оказывается не-
стационарной и поэтому, в частности, 0 0P = . 

В табл. 1 представлены результаты численно-
го эксперимента (по 20 000 наблюдений), где 
сравниваются значения оценки вероятности по-
тери l̂P , вычисленной как доля отказов и вероят-

ности потери lP , вычисленной по формуле (4). 

Полученная близость l̂P  и lP  совершенно ожи-

даема и указывает на состоятельность оценки l̂P . 

Заметим, что строгое обоснование (сильной) со-
стоятельности следует из регенеративной теории, 
что будет обсуждаться далее. Проблема, связан-
ная с обоснованием состоятельности, состоит в 
том, что потери, точнее соответствующие инди-
каторы потерь, не являются н.о.р.с.в.  
 
Таблица 1. Результаты имитационного моделирова-

ния системы / / /M M m n  

ρ  m  n  l̂P
 lP

 
4,06 2 0 0,6162 0,6193 
4,06 2 5 0,5072 0,5096 
4,06 2 10 0,5093 0,5069 
4,06 2 20 0,5116 0,5069 
4,06 2 50 0,5101 0,5069 
4,06 2 100 0,5035 0,5069 
4,06 4 0 0,3146 0,3160 
4,06 4 10 0,0852 0,0822 
4,06 4 20 0,0564 0,0500 
1,56 2 0 0,3228 0,3220 
1,56 2 5 0,0521 0,0512 
1,56 2 7 0,0011 0,0009 

8 4 10 0,5034 0,5000 
8 4 100 0,5054 0,5000 
8 2 10 0,7493 0,7500 
8 2 100 0,7418 0,7500 
8 2 500 0,7275 0,7500 

 
Кроме того, результаты экспериментов под-

тверждают, что при / 1mρ < , оценка l̂P  убывает 

с увеличением буфера, а при / 1mρ > , оценка 

l̂P  перестает зависеть от его размера и стремит-

ся к фиксированному значению, определяемому 
формулой (5). Рис. 2 иллюстрирует последний 
результат на примере системы / / 2 /M M n  при 

50n = .
  

 
Рис. 2. Зависимость вероятности потери в системе / / 2 / 50M M  от числа поступивших 
заявок при значении коэффициента загрузки 4,06ρ =  



 

В заключение отметим, что вероятность по-
тери в системе / /1 / 0M M  / (1 )lP ρ ρ= +  дейст-
вительно сближается с 1 1/ ρ− , т. е. с правой ча-
стью формулы (5) при 1m =  и при большом ρ . 
Интересно отметить, что аналогичный результат 
(однако доказываемый гораздо более сложно) 
верен и для более общей системы / / /GI M m n , 
см. [Abramov, 2008]. Можно ожидать, что ре-
зультат верен и для системы с потерями 

/ / /M GI m n .  
 

Потери на цикле занятости  
в системе / /1 /GI G n  

 В данном разделе, который опирается на ра-
боту [Wolff, 2002], приведены результаты для 
среднего числа потерь nEL  на цикле занятости 

системы (который является также циклом реге-
нерации всех типичных процессов системы, см. 
[Perkoz et al., 2003]) в зависимости от размера 
буфера n . Этот результат полезен для вычисле-
ния вероятности потери. Пусть A− количество 
поступивших заявок, K − число обслуженных 
заявок, и nL A K= −  − число потерь, все – за 

один период занятости. Обозначим через β  − 
длительность цикла, включающего период заня-
тости B  и следующий за ним период простоя 
I , т. е. B Iβ = + . Таким образом, имеем (сто-
хастические) равенства 

1 1

 ,
A K

i i
i i

T B Sβ
= =

= =  .                                       (6) 

Естественно предположить, что в системе с 
потерями EA < ∞ . Это условие выполняется в 
случае пуассоновского входного потока и дис-
циплины обслуживания FIFS (заявки обслужи-
ваются в порядке поступления в систему). Для 
других распределений и при 1ρ >  необходимы 
дополнительные условия, иначе возможно воз-
никновение ситуации, при которой система  
никогда не станет свободной. Применяя тож- 
дество Вальда к равенствам (6), получим: 

,E EA EB EKμλ β = = , что в итоге дает  

nEL E EBλ β μ= − .                                         (7)        

Рассмотрим два важных случая распреде-
ления интервала входного потока. Говорят, 
что интервал между приходами заявок T  об-
ладает свойством НСЛИ (новое в среднем 
лучше использованного), если среднее неза-
вершенное время между приходами меньше 
среднего времени между приходами, т. е. 

( | ) , 0E T t T t ET t− > ≤ ≥ . (Принятый анг-
лоязычный термин − NBUE: new better than used 

in expectation. Русскоязычная терминология 
(НСЛИ) дается в [Байхельт, Франкен, 1988].) 
Противоположное свойство НСХИ (NWUE − 
new worse than used in expectation) означает, что 
среднее незавершенное время между приходами 
больше среднего времени между приходами,  
т. е., ( | ) , 0E T t T t ET t− > ≥ ≥ . Отметим, что 
в первом случае EI ET≤ , а во втором EI ET≥ . 
Отсюда и из равенства (7) легко получается сле-
дующий результат [Wolff, 2002]. 

Теорема  1.  В системе / /1 /GI G n   
1) если λ μ≤ и T  удовлетворяет свойству 

НСЛИ, то  
1, 0,nEL n≤ ≥  

2) если λ μ≥  и T  удовлетворяет свойству 
НСХИ, то 

1, 0nEL n≥ ≥ . 

В обоих случаях при λ μ= выполняется ра-

венство 1nEL =  для любого 0n ≥ . 

Заметим, что равенство 1nEL =  (при λ μ= ) 

легко следует из (7) в системе M/GI/1/n, по-
скольку для пуассоновского входного потока 
EI =1/ λ . 
Можно рассмотреть более общую однока-

нальную систему с бесконечным буфером 
/ /1GI G , в которой, тем не менее, заявки могут 

быть потеряны по различным причинам. К при-
меру, если в системе находится j  заявок, то но-

вая заявка встает в очередь с вероятностью jp . 

Получается система с конечным буфером n  при 
1jp = , если j n≤  и 0jp = , если j n> . В качест-

ве еще одного примера можно предложить пра-
вило, где поступившая заявка, встречающая в 
системе работу больше некоторой константы v , 
теряется. В общем случае заявка, встречающая в 
системе работу, равную v , встает в очередь с 
вероятностью vq , 0v ≥ . Перечисленные правила 

удовлетворяют следующему условию J : для 
любого 1i ≥  событие { A i≥  и i -я заявка вста-
ет в очередь} не зависит от последовательности 
{ 1, ,i iS S + …  1, ,i iT T + …}. При последнем условии 

времена обслуживания заявок, вставших в оче-
редь, образуют последовательность н.о.р.с.в. 
(Заявки могут обслуживаться в произвольном 
порядке.) 

Теорема  2.  Пусть в системе с потерями 
/ /1GI G  выполняется условие J. Тогда 
1) если λ μ≤  и T  удовлетворяет свойству 

НСЛИ, то среднее число потерь на цикле 
1EL ≤ ; 



    

2) если λ μ≥  и T  удовлетворяет свойству 
НСХИ, то 

1.EL ≥  
В обоих случаях при λ μ=  выполняется ра-

венство 1.EL =   
 

Регенеративный метод оценивания 
В данном разделе кратко описан регенера-

тивный метод имитационного моделирования. 
Кроме того, этот метод применен для моделиро-
вания работы систем с конечным буфером и до-
верительного оценивания вероятности потери в 
таких системах. 

Процесс { , }tX X t T= ∈ , где [0, )T = ∞  или 
{0,1, }T = … , называется регенерирующим про-

цессом, если существует бесконечная последо-
вательность моментов регенерации 

0 1 20 β β β= < < <  таких, что сегменты (циклы 
регенерации) 1( , )p t k kG X tβ β−= ≤ <  являются 
н.о.р. [Serfozo, 2009]. Разумеется, интервалы 

1k k kα β β −= − , при 1k ≥ , также н.о.р.с.в. Обозна-
чим через β  типичную длину цикла регенера-
ции, считая, что первая заявка поступает в пус-
тую систему в момент времени 0t =  (процесс 
без задержки). Будем предполагать, что процесс 
X  является положительно возвратным,  
т. е. Eβ < ∞ , и длина цикла регенерации β  − 
непериодическая, т. е. ( 1) 0P β = > . (Условие 
положительной возвратности обеспечивается 
конечностью буфера, исключающей неограни-
ченный рост значений процесса.) Тогда сущест-
вует (стационарный) предел по распределению 

kX X при k → ∞ такой, что ( ) 1P X < ∞ = . Бо-
лее того, если f  − измеримая функция, то (для 
процесса с дискретным временем) верно сле-
дующее соотношение: 

1

0

( )
1

lim ( ) ( ) :
 ik

i
ik

i

f X
f X Ef X r

k E

E
β

β
=

→∞ =

= = =


 .            (8) 

(Аналог для случая непрерывного времени 
очевиден.) Предполагается также, что 

 
0

( ) i
i

f XE
β

=

< ∞ . 

Для оценки неизвестного параметра r , яв-
ляющегося искомой стационарной характери-
стикой регенерирующего процесса, объединим 
данные в пределах одного цикла регенерации и 
получим н.о.р. с.в.  

1

1

: ( ), 0
p

p

p k
k

Y f X p
β

β −

−

=

= ≥ . 

Если выполнено (наиболее слабое) условие  
20 ( )E Y rβ< − < ∞  ,                                       (9) 

то можно применить регенеративную Централь-
ную Предельную Теорему [Glynn, Iglehart,  
1993]: 

1/2 | (0,1), ,|k k Nrk r kα σ → ∞−  

где 

1

1 k

k i
ik

α α
=

=  , : ,k
k

k

Y
r

α
=

1 k

k i
i

Y Y
k

=   − соответст-

вующие выборочные средние, 2 2( )E Y rσ β= − , 

( )0,1  N  − стандартная нормальная с. в., а k  − 

число завершенных циклов регенерации в про-
цессе моделирования. 

Таким образом, последовательность 
1/2 [ ]k kk r rα σ−  сходится (по распределению) к 

стандартному нормальному закону с ростом 
числа циклов регенерации. Следовательно, 
100(1 )%γ−  доверительный интервал для неиз-
вестного оцениваемого параметра r  имеет вид  

( ) ( )
[ , ]k k

k k

z s k z s k
r r

k k
γ γ

α α
− + , 

где квантиль zγ  находится из условия 

2 ( ) 1zγ γΦ = − , ( )xΦ  – функция Лапласа, а  
2 ( )s k  − эмпирическая дисперсия, причем 
2 2( )  ,s k kσ→ → ∞  с вероятностью 1. (Подроб-

нее описание регенеративного метода имитаци-
онного моделирования см. в [Bratley, Fox, 1987], 
[Law, Kelton, 1991], [Glynn, Iglehart, 1993].) 

Важным аспектом изучения систем с потеря-
ми является анализ потока отказов, возникаю-
щих из-за переполнения буфера. Такой поток 
может являться входным потоком для других 
телекоммуникационных устройств. Для того 
чтобы проиллюстрировать регенеративный ме-
тод оценивания, опишем регенеративную струк-
туру системы / / /M G m n  и построим довери-
тельный интервал для оценки l̂P  вероятности 

потери заявки, получаемой как отношение чис-
ла отказов к общему числу поступивших заявок.  

Пусть { }it  − моменты прихода заявок в сис-

тему и iν  − число заявок в системе в момент 

прихода заявки 1i ≥ . Легко понять, что регене-
рации в процессе { iν } возникают при приходе 

заявки в пустую систему. Определим рекурсивно  

1 min{ : 0}, 0,k k ll kβ β ν+ = > = ≥  

где 0 0β =  (первый приход в пустую систему в 

момент времени 0t = ). Тогда { }kβ – есть моменты 



 

регенерации процесса { iν } (и других процес-

сов) в данной системе обслуживания. (Данная 
конструкция легко может быть расширена на 
случай ненулевых начальных условий.) 

Для того чтобы проиллюстрировать приме-
нение регенеративного метода для построения 
точечных и интервальных оценок вероятности 
потери, рассмотрим m  − серверную систему 

/ / /M G m n  с конечным буфером. 
Вначале рассмотрим систему / / /M Pareto m n  

с распределением Парето времени обслу- 
живания  с  параметром  2α > ,  т. е. 

( ) , 1P S x x xα−≥ = ≥ . В настоящее время обще-
признано, что распределение Парето (распреде-
ление с тяжелым хвостом) достаточно хорошо 
описывает трафики широкого класса современ-
ных телекоммуникационных систем [Leland et 
al., 1994], [Taqqu et al., 1997], [Willinger et al., 
1997], в то время как экспоненциальное распре-
деление (распределение с легким хвостом) так-
же традиционно продолжает играть важную 
роль в таком анализе. В случае конечного буфе-
ра средняя длина цикла регенерации конечна, 
Eβ < ∞ , и кроме того, величина β  является не-
периодической ввиду свойства входного потока. 
Поскольку 2α > , то время обслуживания имеет 
конечный второй момент, 2ES < ∞ . В свою оче-
редь это влечет конечность второго момента 
длины цикла регенерации, 2Eβ < ∞ [Wolff, 
1989]. 

 Более того, при оценивании вероятности по-
тери из этого факта также следует 2

nEL < ∞ , по-

скольку величина nL  (число потерь на цикле ре-

генерации) в данном случае составлена из инди-
каторов потерь на цикле и поэтому nL β≤  

[Morozov, 2004]. Другими словами, в данном 
случае можно применить доверительное оцени-
вание, основанное на регенеративном методе. 
Очевидно, это же верно и в случае экспонен- 
циального времени обслуживания, поскольку 
тогда 2 21/ES μ= < ∞ . 

Замечание .  Напомним, что система регене-
рирует каждый раз, когда заявка поступает в 
пустую систему. Это означает, что момент реге-
нерации не является событием в потоке отказов, 
поскольку отказ происходит только в момент 
прихода при переполненном буфере. Другими 
словами, нельзя обнаружить момент регенера-
ции, наблюдая лишь за потоком потерь. С этой 
точки зрения моменты регенерации можно на-
звать скрытыми.  

Число потерь на интервале дискретного вре-
мени [0, ]i  (считающего приходы заявок) можно 
задать в следующем виде:  

1

( ) ,
i

n j
j

L i I
=

=  

где индикатор jI =1, если j-я заявка потерялась. 

Так как циклы регенерации  

1{ , }k i k kG I iβ β−= ≤ <  н.о.р., то и фрагменты 

потока отказов, состоящие из заявок, потерянных на 
циклах 1[ , )k kβ β− , 1k ≥ , также будут н. о. р. с. в. 

Таким образом, последовательность 
{ , 1}iI I i= ≥ образует регенерирующий процесс, и 

выполняется следующее предельное соотношение: 

1im :(
1

l )
i

i
ln

k

E I
EL

P r
k E E

L k

β

β β
=

→∞
= = ≡ =


. 

Ниже приведены результаты численного мо-
делирования для построения (1 )%γ−  довери-

тельного интервала для оценки вероятности по-
тери в системе / / /M G m n  при 0,95γ = , т. е. 

1,96zγ = . Численные значения результатов мо-

делирования представлены в табл. 2, где 
( )

( )
k

z s k
k

k
γ

α
Δ = – ширина доверительного интер-

вала для оценки вероятности потери, построен-
ного по k  завершенным циклам регенерации. 

В частности, из табл. 2 видно, что оценка веро-
ятности потери, полученная на основе регенератив-
ного метода, близка к значению, полученному по 
формуле (4) для системы с экспоненциальным об-
служиванием. Заметим, что для систем с распреде-
лением Парето времени обслуживания, данная 
формула неприменима. Полученные данные также 
показывают, что повысить число циклов можно, 
уменьшая размер буфера или увеличивая число ка-
налов. Поведение интервальной оценки, в зависи-
мости от числа циклов регенерации k , представле-
но на рис. 3. (Фактически, это иллюстрирует реге-
неративную Центральную Предельную Теорему.) 

Далее проиллюстрируем утверждения Теоре-
мы 1 на примере системы / /1 /M M n , в которой 
верны соотношения 1, 1, 1,n n nEL EL EL≤ = ≥  

при 1, 1, 1ρ ρ ρ≤ = ≥ , соответственно. Заме-

тим, что интервал между приходами заявок T  об-
ладает как свойством НСЛИ, так и свойством 
НСХИ, и поэтому Теорема 1 применима. В частно-
сти, при 1ρ = получаем 

1n
l

EL
P

E Eβ β
= = ,                                            (10)



    

Таблица 2. Результаты регенеративного моделирования системы / / /M G m n  

Service ρ
 m  n  k  

ˆ
nL

 
ˆ ( )lP k

 
( )kΔ

 
ˆ ( ) ( )lP k k− Δ

 
ˆ ( ) ( )lP k k+ Δ

 lP
 

Pareto 1,28 1 0 8 789 1,27 0,5604 0,0072 0,5532 0,5675 − 
Pareto 1,28 1 5 759 6,56 0,2494 0,0211 0,2283 0,2706 − 

M 1 1 0 10 042 0,99 0,4977 0,007 0,4907 0,5048 0,5 
M 1 3 0 18 646 0,07 0,0676 0,0043 0,0633 0,0719 0,0625 
M 4,06 2 0 7 570 1,64 0,6213 0,0077 0,6136 0,629 0,6193 
M 4,06 2 10 13 472,23 0,5203 0,0104 0,5099 0,5307 0,5069 
M 4,06 4 0 13 678 0,46 0,316 0,0084 0,3076 0,3244 0,316 
M 4,06 4 10 3 198 0,47 0,0756 0,0106 0,065 0,0862 0,0822 
M 4,06 4 20 1 718 0,7 0,0604 0,0131 0,0473 0,0734 0,05 

 

 
Рис. 3. Зависимость оценки и границ доверительного интервала в системе / / 4 / 0M M  от 
числа регенераций при значении коэффициента загрузки 4,06ρ =  

Таблица 3. Результаты регенеративного моделирования системы / /1/M M n  

λ  
μ  ρ  n  k  ˆ

nL
 

ˆ ( )lP k
 

( )kΔ  
ˆ ( ) ( )lP k k− Δ

 
ˆ ( ) ( )lP k k+ Δ

 lP
 

7 1,5 4,67 5 4 3456,750 0,7823 0,0076 0,7748 0,7899 0,7857 
5 3 1,67 5 340 24,230 0,4123 0,0122 0,4001 0,4244 0,4115 
4 4 1 3 3 991 0,980 0,1965 0,0091 0,1873 0,2056 0,2000 
3 5 0,6 3 8 699 0,140 0,0621 0,0167 0,0454 0,0788 0,0562 

1,5 8 0,19 3 16 096 0,001 0,0013 0,0007 0,0006 0,0019 0,0010 

 
что позволяет использовать выборочное  
среднее длины цикла регенерации при оценке 

lP . Численные результаты доверительного оце-

нивания представлены в табл. 3, где lP – вероят-

ность потери заявки, вычисленная по формуле 
(4), ˆ ( )lP k  − оценка, построенная по k  завершен-

ным циклам регенерации, ( )kΔ  − ширина дове-
рительного интервала для оценки вероятности 
потери. Эксперименты проведены для систем с 
размером буфера 5n ≤ , что дает достаточное 
число циклов регенерации за приемлемое время 
моделирования. Из табл. 3 видно, что оценка l̂P  

вероятности потери, полученная с использова-
нием регенеративного метода, близка к значе-
нию lP , вычисленной по формуле (4). Рис. 4 де-

монстрирует зависимость ширины доверитель-
ного интервала для l̂P  от числа циклов регене-

рации k . Из табл. 3 видно, что эксперименты 
подтверждают зависимость оценки ˆ

nL  среднего 

nEL  от ρ , установленную Теоремой 1. В част-

ности, видно, что при 1ρ = , значение ˆ
nL  близко 

к 1. В целом, результаты, полученные в ходе мо-
делирования, дают хорошее согласие с утвер-
ждениями Теоремы 1.  

 

Заключение 

В статье рассматриваются различные вопро-
сы, связанные с вероятностью потери в систе-
мах обслуживания с конечным буфером. Рас-
смотрены некоторые аналитические свойства



 

 
Рис. 4. Зависимость оценки и границ доверительного интервала в системе / / 3 / 0M M  и 
величины, обратной оценке длины цикла от числа регенераций при значении коэффициента 
загрузки 1ρ =  

 

вероятности потери, в частности, свойство моно-
тонности. Изучена зависимость вероятности по-
тери от величины буфера. В частности, показано, 
что если коэффициент трафика больше 1, то эта 
вероятность асимптотически перестает зависеть 
от величины буфера, когда он растет. Рассмотре-
ны также свойства среднего числа потерь на цик-
ле занятости системы, являющегося также цик-
лом регенерации, в зависимости от типа распре-
деления входного потока. Другим важным аспек-
том данной работы является использование реге-
неративного имитационного моделирования для 
точечного и доверительного оценивания вероят-
ности потери. В статье также приведены числен-
ные результаты моделирования.  
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Рассматривается обратная задача определения параметров нелинейной модели 
водородопроницаемости с динамическими граничными условиями. По извест-
ному из эксперимента выходному десорбционному потоку предложен алгоритм 
оценки параметров переноса: адсорбции, десорбции, растворения и диффузии. 
 
К л ю ч е в ы е  с л о в а : водородопроницаемость, математическое моделирование, 
оценка параметров. 
 
Yu. V. Zaika, E. P. Bormatova. PARAMETRIC IDENTIFICATION OF 
HYDROGEN PERMEABILITY MODEL WITH DYNAMICAL 
BOUNDARY CONDITIONS 
 
The inverse problem of parameters determination of nonlinear model of hydrogen 
permeability is considered. Using the outlet desorption flux known from experiment the 
algorithm of transition parameters (adsorption, desorption, solution and diffusion) 
estimation is proposed. 
 

K e y  w o r d s : hydrogen permeability, mathematical modelling, parameters estimation. 

 

 
Введение 
 

Исследования в области водородного мате-
риаловедения инициированы перспективами во-
дородной энергетики и проблемой защиты кон-
струкционных материалов от водородной кор-
розии [Водород в металлах, 1981]. Эксперимен-
тальный метод проницаемости является класси-
ческим [Кунин и др., 1972]. Вместе с тем при 
обработке экспериментальных данных имеется 
разброс в оценках значений параметров моде-

лей. Одна из основных причин: обратные задачи 
математической физики характеризуются высо-
кой чувствительностью к экспериментальным и 
вычислительным погрешностям. Кроме того, 
традиционный «метод подгонки» обычно не га-
рантирует единственности набора параметров, 
удовлетворительно аппроксимирующих экспе-
риментальные кривые. Поэтому, во-первых, не-
обходимо определить объем данных, достаточ-
ный для однозначной параметрической иденти-
фикации модели. Во-вторых, алгоритм оценки 



 

 

параметров должен быть корректным (в частно-
сти, не содержащим дифференцирования за-
шумленных измерений). 

Будем ориентироваться на следующий вари-
ант эксперимента. Пластина толщины   из ис-
следуемого материала (металла или сплава) яв-
ляется перегородкой вакуумной камеры. При за-
данной температуре TT =  образца с входной 
стороны скачкообразно создается давление 

const0 =p  молекулярного водорода. С выход-

ной стороны производится вакуумирование и с 
помощью масс-спектрометра определяется де-
сорбционный поток )(tJJ = , t  – время. Потоки 

подразумеваем отнесенными к единице площа-
ди, т. е. речь идет о плотностях. По достижении 
стационара const)( =≈ JtJ , *tt ≥ , на входе рез-

ко увеличиваем давление до значения 00 pp >+  и 

дожидаемся последующего установления де-
сорбции при *

* ttt >≥ . Такой вариант предпоч-
тительнее двух классических экспериментов, 
поскольку нет необходимости в повторной дегаза-
ции образца и «старт» второго этапа происходит 
не с нулевого начального распределения атомар-
ного водорода в пластине, а с предшествующего 
стационара (разнообразие повышает информатив-
ность). Выход на стационар носит асимптотиче-
ский характер. Но *t  и *t  не следует выбирать 
слишком большими, чтобы переходные процессы 
«не потерялись» на фоне стационарных. 

Давления и концентрацию ),( xtc  растворен-
ного водорода считаем относительно малыми, 

)(cDD ≠ . Поскольку речь идет об обратных за-
дачах и экспериментальные погрешности в луч-
шем случае оцениваются в 10–20%, то авторы 
старались ограничиться минимальным набором 
коэффициентов, подлежащих определению. 

Математическая модель 

Рассмотрим следующую модель с поверхно-
стной десорбцией [Габис и др., 1987]: 
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Здесь μ  – кинетический коэффициент, )(Ts  – 

коэффициент прилипания, )(Tb  – коэффициент 

десорбции, )(Tg  – параметр соответствия по-
верхностной и объемной концентраций. Зависи-
мость параметров диффузии и десорбции от 
температуры T  считаем аррениусовской: 

]}/[exp{0 RTEDD D−= , ]}/[exp{0 RTEbb b−= . 

При необходимости допустимы другие зависи-
мости от .T  Температурная зависимость μ  

формально учтена в коэффициенте )(Ts . Далее 
это непринципиально, поскольку в течение экс-
перимента температура постоянна. 

Смысл граничных условий (2): дисбаланс по-
токов адсорбции, десорбции и диффузии идет 
на накопление атомов водорода на поверхности. 
Вакуумная система достаточно мощная, чтобы 
пренебречь ресорбцией: 0≈spμ . Более точная 

модель растворения на поверхности: 
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Но когда диффузия значительно медленнее рас-
творения и концентрации малы, получаем усло-
вие быстрой растворимости  ,0,0 gqc ≈ , где 

+−= kkg / . Если поверхность изотропна (в 

смысле +− ≈
kk

EE ), то параметр g  слабо зависит 

от T . По измерениям известна функция 
)()()( 2 tbqtJtJ  =≡ . Кривые проницаемости 

имеют стандартный S-образный вид кривой на-
сыщения. Для второго этапа эксперимента 
( ],[ *

* ttt ∈ ) начальное распределение ),( * xtc  – 

стационар, а давление 0p заменяем на +
0p . Тре-

буется определить значения sbgD ,,,  при тем-

пературе эксперимента TT = . В алгоритме 
идентификации используются интегральные со-
отношения, устойчивые к помехам. 

Численное решение прямой задачи. Вначале 
входная сторона пластины испытывает удар-
ную нагрузку из-за скачка давления. В связи с 
этим (и нелинейностью задачи) схема вычис- 
лений носит неявный и итерационный харак- 
тер. Для аппроксимации уравнения (1) исполь-
зуем шеститочечный двухслойный шаблон по 
схеме Кранка-Николсон. Перейдем к гранич-
ным условиям. В стандартных обозначениях 



 

 

)(,0,0 k
k tqq  ≈ , ),( ik

k
i xtcc ≈ , здесь 00 =t , 00 =x , 

=nx , tΔ=τ , xh Δ= . Из начальных данных 

определяем 000
,0 == icq 

, ni ≤≤0 . На каждом 

слое по времени аппроксимируем 
hccctc kkk

kx 2/]43[)0,( 210 −+−≈ . Аналогичные вы-

кладки при =x  в изложении опускаем.  
Заменив производную по t  конечной разно-
стью )/()(/)( 1

00
1

00 ττ gccqq kkkk −− −=− , находим 

),( 2100
kkk ccfc =  как положительный корень квад-

ратного уравнения. Значения kk cc 21 ,  предвари-
тельно подсчитываются по явной схеме. С теку-
щими k

n
k cc ,0  решаем методом прогонки трех-

диагональную систему линейных алгебраиче-
ских уравнений и находим новые приближения 

kk cc 21 ,  (и остальные значения k
ic , 13 −≤≤ ni ). 

Снова решаем квадратное уравнение относи-
тельно kc0  и повторяем вычисления до установ-

ления (обычно 2–3 итерации). Затем переходим 
к следующему слою по времени. 

Результат счета контролировался выходом 
распределения ),( xtc  на линейный стационар 

при соблюдении материальных балансов: 

  +−=
t t

xx dttDcdttDcdxxtc
0 00

,),()0,(),( 


 −−=
t

x

t

dttDcdttJtq
00

.),()()( 
          (4) 

Для второго этапа ( ],[ *
* ttt ∈ ) построения анало-

гичны. Численные эксперименты проводились в 
широком диапазоне: D  от 10-9 до 10-3 scm /2 ; b  
от 10-20 до 10-5 scm /2 ; g от 310−  до 610  cm/1 ; s  

от 10-10 до 10-2 ; 0p  от 0,1 до 10 Torr ; 
211046,1 ⋅=μ  sTorrcm2/1 . Толщина   варьирова-

лась в пределах cm12 102102 −− ⋅−⋅ , что соответ-
ствует экспериментальной практике. «Внутрен-
ние» параметры sgbD ,,,  («внешние» +

00 ,, pp  

задаются), порождающие кривые проницаемости, 
«забывались» и восстанавливались по излагаемой 
ниже методике. Затем анализировались качествен-
ные возможности алгоритма идентификации. 

Вырожденные модели. Наряду с задачей (1)–
(3), которую будем обозначать I, рассмотрим 
еще две. Задачу, в которой граничные условия 
(2), (3) заменены линейными 

0),()(,0~)0,()( 00 =≡>=≡  tctcctctc ,        (5) 

обозначаем II. Простейшая модель II не учитыва-
ет физико-химические процессы на поверхности, 
диффузия – единственный лимитирующий фак-
тор. Плотность выходного потока атомов водоро-
да определяется как ),()( tDctJ xII −= . Решение 

),( xtc  понимается как обобщенное из-за несогла-

сованности краевых условий при 0+→t . Для 
0>t  обычно пользуются представлением ),( xtc  

рядом Фурье. Примем 0
~c  равной установившей-

ся концентрации 0c  в задаче I. Это соответствует 

ситуации, когда поверхностные процессы значи-
тельно быстрее диффузии. Формально задача II – 
первого рода. Но при (см. (6)) 

)(~ 1
00 IJPbgcc −== −  

она связана с нелинейной задачей I. 
Рассмотренную в [Zaika, Bormatova, 2008] 

модель с граничными условиями  





== ∂
∂−=

∂
∂−=−

xx x

c
Dtcb

x

c
DtcbP )(

~
,)(

~ 2

0

2
0

,

)(
~ 2 tcbJ III ≡ , 

s

cm
b

4

]
~

[ = , 

(с объемной десорбцией) обозначим III. По-
скольку в модели I 2

,0
22

,0,0  cbgbqJ −=≡ , то пе-

реход I → III понимаем в следующем смысле: 
накопление на поверхности несущественно и 

2/
~

gbb = . Причина введения моделей II, III в 
том, что варьирование параметров I в указанных 
широких пределах может приводить к вырожде-
нию. 

Равновесие и стационар 

Равновесная пара ( cp, ) определяется при-

равниванием к нулю производных: 

.,, 12 −≡=== bsgpcqgcqbps μγγμ  

Тем самым модель соответствует эксперименту 

в области 
2/1

~ pc . Определение коэффициен-

та равновесной растворимости γ  является более 
простой задачей. Когда в эксперименте насыще-
ния-дегазации пластины нельзя пренебречь по-
верхностной концентрацией, необходима сле-
дующая корректировка. Без ограничения общ-
ности поверхности единичны, торцами пренеб-
регаем. Количество атомов H  после насыщения 



 

 

численно равно qgqc )2(2 +=+   – известное 

число Q  после дегазации. Тогда из 2qbps =μ  

после подстановки )2/( += gQq  определяем 
комплекс 

bsg /)2(~ μγ +=  , pQ γ~= . 

При 1>>g  можно считать, что в равновесии 
поверхностная концентрация несущественна на 
фоне объемной и γγ =~ . Когда известен коэф-

фициент γ  или γ~ , исключается один из пара-

метров поверхностных процессов. Но другие 
эксперименты характеризуются своими погреш-
ностями и требуют затрат. Постараемся обой-
тись без предварительного определения γ  или 

γ~ . 
Стационарное распределение водорода ли-

нейно. В модели I: 

.)(

,),(0,0

1
0

0
1

*,0

JPbgc

cxJDxtccq t

−=

+−===
−

−



       (6) 

Из 2
qbJ =  находим значение 

 qgc =  и прирав-

ниваем к ),( * tc : 

).(0)( 0
1 psPgDbJJPJ μ≡=+−− −       (7) 

Из двух таких уравнений для давлений 0p  и +
0p  

исключаем sμ : 
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(8) 

Корни разного знака, комплекс параметров z  
определяется однозначно. Затем из (7) находим 
s . Целесообразно предварительно уравнение (8) 
разделить на J  и перейти к безразмерной пере-

менной Jz . В модели III 

0
~ 12/1 =+−− −DbJJPJ   

и по информации },,,{ 00 +
+ JJpp  однозначно оп-

ределяются величины s  и 12/1~ −Db  . С учетом 
2/

~
gbb =  стационарные уровни J в моделях I и 

III одинаковы при фиксированных P . Параметр 
2/

~
gbb =  в силу 2

,0
22

,0,0  cbgbqJ −=≡  имеет 

смысл объемного коэффициента десорбции. 
При фиксированных sD,  и JP >>  из соотно-

шения (7) получаем const2/)
~

(lglg +−= bJ , т. е. 
линейную зависимость в логарифмических ко-
ординатах. 

Время запаздывания 

Рассмотрим функцию )(tS , равную интегра-

лу на отрезке времени ],0[ t  от плотности де-

сорбции )(τJ . Это количество атомов H , де-

сорбировавшихся с единичной площадки при 
=x  за время t . График этой выпуклой функ-

ции имеет наклонную асимптоту. Точка пересе-
чения асимптоты с осью t  называется временем 
запаздывания 0t . Уравнение касательной к гра-

фику )(tS  в точке ),( ** St : 

)()( *** tttJSS −⋅+=  ( JS = ). 

Следовательно, значение +∈ Rt0  достаточно 

точно вычисляется как JStt /**0 −= , )( ** tSS ≡ . 

Здесь *t  – время установления выходного пото-

ка: constJtJ =≈)( , *tt ≥ . Для краевой задачи II 

( 0)(,~)( 00 == tcctc 
, ),( tDcJ xII −= ) имеется 

явное выражение Dt 6/2
0 =  [Кунин и др., 

1972]. Важно, что IIt0  не зависит от 0
~c .  

Замечание. Обычно считают ctc =)(0 , где 
2/1

0~ pc  – равновесная с давлением 0p  концен-

трация. В контексте задачи I полагаем 00
~ cc = : 

быстро устанавливаются поверхностные про-
цессы и лимитирует диффузия. Поскольку в 
равновесии 2qbP = , а в стационаре 

JqbP =− 2
0 , то 0cc > . Кроме того, 

22
0

22
 cccqbJ +== , III JJJ <= . 

Когда поток атомов H  на входную поверхность 
значительно превосходит пропускную способ-
ность мембраны ( JP >> ), имеем cc ≈0 . Нако-

нец, из формулы (6) следует 1
0

−+= DJcc 
, и 

если 0cc <<
, то 1

0
−≈ DJc   (в задаче II 

1
0

~ −= DJc II ). 

Будем говорить, что модель I вырождается 
в II (I → II), если при заданных gsbD ,,,  и 

)(~ 1
00 JPbgcc −== −  ( IJJ = ) плотности де-

сорбции )()()( 2 tbqtJtJ I =≡  и ),()( tDctJ xII −=  

равны как функции времени. Совпадение подра-



 

 

зумевается с погрешностью много меньшей экс-
периментальной. Аналогично интерпретируем 
обозначения III → II, I → III. В силу 2/

~
gbb =  

значения 0c  и J  в I такие же, как и в III. 

Критерии вырождения. Так как функция 
)(tS  строго выпукла, но известна приближенно, 

то в качестве критерия вырождения I → II мож-
но взять соотношения Dtt III 6/2

00 =≈  и 
1

0
−≈ DJc   ( 0cc <<

). Они должны выполняться 

совместно. Сравним проникающие потоки. По-
скольку в задаче I граничные концентрации рав-
ны {

cc ,0 }, а в II – { 0,0c }, то справедлива 

оценка III JJ < . Значение III JpszJ −= −
0

1 μ  

определяется из 11
0 )( −− =−= DJJPbgc III  . 

Кроме того: 

( ).211

,/

1

0
12

PJJP

ccJbgcqbJ

II

I

<>−≡

===
−

−

χ

χ  

В обозначениях JIz ≡,,χ  уравнение стацио-

нара (7) запишется более компактно: χ=+1zI . 

Параметр χ  дополнительно характеризует зону 

вырождения I → II в смысле 1~0 >><< χcc . 

Приведем комментарии качественного харак-
тера. В модели I концентрации qq ,0  могут ока-

заться сравнимыми ( 1≈χ ). При фиксирован-

ных gD,  определяющим является произведе-

ние bP  – чем оно меньше, тем «дальше» модели 
I и II. Если значительно уменьшить падающий 
на входную поверхность поток 0psP μ= , то про-

никающий поток J  будет очень мал и 0cc ≈
. 

Если уменьшить b , то на выходе десорбция бу-
дет слабой, что способствует росту 

c  ( )(tc  мо-

нотонно растет до уровня 
c ). Обратно, если b  

велик, то на выходной стороне активная десорб-
ция понижает концентрацию 

c  и в пределе по-

лучаем задачу II с 0)( =tc . Рост bP  влечет 

уменьшение времени установления концентра-
ции: 00 0)0( cc →= . Когда модели перекрывают-

ся (I → II), большие (но не слишком) вариации 
bs,  практически не влияют на запаздывание 

Dt 6/2
0 ≈ . В этом и проявляется некоррект-

ность обратной задачи. Подчеркнем, что вариа-

ции 0, psb , сохраняющие их произведение, 

практически не меняют It0 . 

Приведенные рассуждения дают основание 
наряду с временем запаздывания ввести в рас-
смотрение диффузионное и поверхностное вре-
мена: D2/2=ξ  и bP/2=η . Если ξη >> , то 

лимитирующим фактором являются поверхно-
стные процессы. При ξη <<  лимитирует диф-

фузия (вырождение I → II). Разность 
)3/(~

0000 ξ=−= IIII tttt  показывает, насколько по-

верхностные процессы увеличивают запаздыва-
ние. Следовательно, 0

~t  и η  должны быть связа-

ны монотонной зависимостью. Удобнее сравни-
вать относительные величины: ξδ /)( 000

IIttt −=  

и ξη / . Коэффициент растворения g  является 
связующим между поверхностью и объемом и 
играет особую роль. 

Замечание. Помимо качественных рассужде-
ний и соображений размерности ( D/~ 2ξ , 

bP/1~η ) приведем обоснование множителей. 

Рассмотрим стационар в модели II: 

00
~)( ctc = , 0)( =tc ,  /~)(),( 0cxxtc −= , *tt ≥ . 

Обозначим через )(xv  «среднюю скорость ста-

ционарного переноса» в сечении ),0( ∈x . То-

гда /~),()( 0* cDxtcxvJ == , 

Ddxxxvdxdt /)()(/ −==   

и после интегрирования на ],0[   получаем харак-

теристическое время D2/2
* =τ . Это значение 

возникает и при вероятностном анализе диффу-
зии [Зельдович, Мышкис, 1973, гл. V]. Обратно. 
Пусть диффузия медленная на фоне поверхност-
ных процессов. Рассмотрим установление 

2
00 bqPq −= , bPqq /0)0( 00 =→=  

( 0)0,( ≈tDcx ). Интегрируя, получаем 

{ }( ))(2exp)( 00 tqbPtbPtqbP +−=− , 

{ }.2exp2)(1 0
2/1 tbPtqPb −≤− −  

При bPNt /* == τ , 2=N , левая часть нера-
венства, характеризующая отклонение от уста-
новления на поверхности, меньше 3,7 %. Можно 
было бы уточнить *τ , заменив в граничном ус-

ловии функцию )0,(tDcx−  на J : 



 

 

JbqPq −−= 2
00 , bJPqq /)(0)0( 00 −=→= , 

)(/2* JPb −=τ . Но стационарное значение 

J  зависит от всех параметров модели, а по-
скольку 2/PJ < , то порядок оценки *τ  не из-
менится. 

Выясним теперь механизм влияния коэффи-
циента быстрой растворимости g  на свойства 
решений задачи I. Обозначим 
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Поясним смысл введения всплеск-времени Θ  
(по аналогии с диффузионным и поверхностным 
временами). На начальном этапе входной диф-
фузионный поток )(0 tF  испытывает всплеск и 

затем JF →0 . Продолжительность всплеска от-

носительно невелика ( *t<< ), но интеграл может 
оказаться значительной величиной. Следова-
тельно, Θ  – интегральная мера продолжитель-
ности этого процесса. Геометрически −Θ  рас-
стояние от нуля до точки пересечения с осью 
времени асимптоты графика количества атомов 
H , проникших в объем пластины с единичной 
поверхности. Аналогия с временем запаздыва-
ния. Когда модель I вырождается в II, значение 
Θ  (как и 0t ) можно вычислить аналитически: 

IIII tD 0
2 23/ ==Θ=Θ  . Это следует из 

DJcc /~
00 == , Dt 6/2

0 = , ),( tDcJ x−=  

и материального баланса: 
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Отсюда 02t=Θ . Здесь у Θ,,,, 0** ttSJ  подра-

зумевается индекс II. 
Остановимся на свойствах величины IΘ=Θ , 

характеризующей жесткость задачи переноса. 
Разделим Θ  на два слагаемых: Θ+Θ=Θ ~II . При 

*tt =  из баланса (4) с учетом – 

JJtFtDcx +−= ])([)0,( 0 , представления (6) и ус-

ловия )()(),( tqtJtDcx 
 −−=  имеем: 
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J
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Здесь *S  – интеграл от )()( 2 ττ bqJ = , ],0[ *t∈τ . 

Подставляя выражения 

DJcc /0  += , bJgqgc /==  , 

после деления на J  для времени запаздывания 
JStt /**0 −=  получаем соотношение 

2/11
0

2

0

]
~

)[(
~~

,
1

2
−− +=Θ+

≡++=Θ+

bJgt

JI
bI

g

D
t





.         (9) 

Аналогичное выражение для модели III: 
2/1

0 ]
~

[
~~ −=Θ+ bJt  . 

Критерии вырождения ηξ << , ηξ >>  асим-

птотические. Как указать «шкалу соизмеримо-
сти» в конкретной задаче, когда диапазон до-
пустимых значений параметров относительно 
мал (не 5–10 порядков)? Запишем соотношение 
(9) в переменных 

D2/2=ξ , bP/2=η : ηξ Gt +=Θ+0 , 

2/)1(,
~~ 1

0 +≡=Θ+ − gJPGGt η . 

Переход I→ II характеризуется 0→ηG  

( ξη <<G ), ),,,( sgbDGG = . Для оценки влия-

ния поверхностных процессов на водородопро-
ницаемость необходимо исследовать окрест-
ность соизмеримости ξη ~G . 

Для дальнейшего анализа удобно преобразо-
вать множитель G . Введем безразмерный пара-

метр g=ν , характеризующий соизмери-

мость емкостей поверхности и объема пластины 
(в равновесии в объемном столбике под единич-
ной площадкой находится qg  атомов водоро-

да). Воспользуемся выражением Jg /  из урав-
нения стационара: 

ξη
ν

νη

η
ξ

ν
ν

ν
ν







 +=>









−−
≡







 +=






 += −

1
,1

,
11

2

1

2/1

1

MG
JJP

P
M

MJPgG 

.
1~~

00 ξη
ν

νξ 





 +=−Θ+=Θ+ Mtt  



 

 

В знаменателе дроби в M  под знаком корня вы-

полняется 0>=−− zJJJP , 

)( JoJPJJP +−=−− , 

2/),,,( PsgbDJJ <= . 

Основной вариант. Рассмотрим условие 
JP >> , когда падающий на вход поток значи-

тельно превосходит пропускную способность 
материала. Этого можно добиться за счет 

},{ 0 p . Уменьшение 0p  увеличивает время экс-

перимента и снижает точность измерений. По-
этому понятно стремление увеличить P . Но же-
лательно не доводить дело до IP >> , по-
скольку растет некорректность задачи оценива-
ния gb, . Вместе с тем, область эксперимента 

IP >>  (проверяется после определения s  по 
двум стационарам) позволяет заметить качест-
венные закономерности, которые в более широ-
ком диапазоне подтверждаются численным ана-
лизом. Итак, при 1≈M  получаем 

,
1~~

,
1~~

0

0

ξ
η

ν
νδδ

ξ
σδσ

νξη
ν

νσ







 +=Θ+=≡

≡





 +=Θ+≡

t

gt 
       (10) 

где ξδ /~
00 tt = , ξδ /

~Θ=Θ , IIttt 000
~ −= , 

Dt II 6/2
0 = , IIII t02

~ −Θ=Θ−Θ=Θ . Отсюда ясно, 

что величины σ  и δσ , характеризующие откло-
нение модели I от II по входному всплеску и за-
паздыванию, зависят лишь от седлового пара-
метра g  и соотношения времен D2/2=ξ , 

bP/2=η  (σ  – от среднего геометрического 

времени, δσ  – от их отношения). Выбором   
можно влиять на коэффициент усиления 

)/1( νν + . Для модели III ξηνσ =  точка пере-

гиба отсутствует.  

Результаты численного моделирования. Для 
фиксированных значений ,P  D  (в указанных 
выше границах) рассматривались значения 

]10,10[ 22−∈ν  и варьированием параметра де-

сорбции b  определялся примерный диапазон 

соизмеримости ]10,10[/ 22−∈ξηG . Величины Θ~  

и 0
~t  характеризуют «вход» и «выход». При 

JP >>  ( IP >> ) знаем качественное поведе-
ние их суммы σ . Желательно иметь информа-
цию о них в отдельности.  

 
Рис. 1. Зависимость 0

~t  от ξη  (перегиб при 1=ν ) 

 

 

Рис. 2. Зависимость Θ~  от ξη  (монотонность по ν ) 

 
На рис. 1, 2 представлены зависимости 0

~t , Θ~  от 

ξη  при различных ]10,10[ 22−∈ν . Графики 

0tδ , Θδ  от ξη /  качественно аналогичны (пе-

региб по ν  и его отсутствие). Для определенно-
сти фиксированы значения 1,00 =p , 01,0= , 

610−=D , их вариации не приводят к качествен-
ным изменениям графиков. Указанным во врез-
ках значениям ν  соответствуют /2ν=g . Абс-

цисса ξη=x  дает значение комплекса 

)/(4 0
42 pxbs μξ= , определяющего время запаз-

дывания Itt 00 = . Соизмеримость времен ξη ~G  

иллюстрируется таблицей. 
 
Соизмеримость времен ξη ~G  

ν  0,01 0,1 1 10 100 
ξη /G 0,3–100 0,3–70 0,1–100 0,3–200 0,3–100 



 

 

 
  Рис. 3. «Производная входа по выходу»:  

  0/ tδδΘ  от ξη /  

 
Рис. 3 демонстрирует почти постоянство 
«производной входа по выходу», т. е. слабую 
зависимость 0/ tδδ Θ  от поверхностного вре-

мени. Управляющим параметром является в 
основном g . При переходе через значение 

1=ν  перегиб происходит только у 0
~t , при 

этом Θ~  растет монотонно с ростом ν  до зна-

чения «насыщения» IIIΘ~  (для малых ν  может 

оказаться 0
~ <Θ ). Формула (10) получена в 

предположении PJ << , но вычисления пока-
зали, что положение точки перегиба не меня-
ется в широком диапазоне параметров 
(рис. 4, 5). Рис. 6 показывает динамику пере-
хода I → III с ростом g . 

 
   Рис. 4. Сравнительное поведение времен 

  запаздывания, PJ <<  

 
Рис. 5. Сравнительное поведение времен 

запаздывания, PJ ≈  
 

 
    Рис. 6. Динамика перехода модели I в III  
    с ростом g  

 
Остановимся подробнее на зависимости показа-
теля пропускной способности пластины PJ /  от 
параметров моделей I и III. Численно установле-
но, что при фиксированном ξ  в модели III при-

ращение времени запаздывания IIIIIIII ttt 000
~ −=  и 

стационарная водородопроницаемость PJ /  за-

висят только от произведения Pb
~

. Обозначим 
2/1]

~
[v PbIII ≡ . Величина 

IIIv  имеет размер-
ность скорости и характеризует динамику по-
верхностных процессов при быстром насыще-
нии поверхности.  



 

 

 
     Рис. 7. Зависимость 0

~t  от Pb
~

 (модель III) 

 
Рис. 7 демонстрирует уменьшение IIIt0

~  с рос- 

том поверхностной скорости 
IIIv . При 

/2vv DIIIII ≡=  ( IIv  – «средняя скорость» диф-
фузионного переноса в модели II) с относитель-
но малой погрешностью справедливо ξ≈0

~t  

( D2/2=ξ  – диффузионное время).  

 
Рис. 8. Зависимость PJ /  от Pb

~
 (модель III) 

 
Рис. 8 показывает, как вместе с IIIt0

~  уменьшает-

ся проницаемость PJ / . При 
IIIII vv <<  пока-

затель PJ /  практически не зависит от 
IIIv  и 

близок к максимальному значению 1/2. С рос-

том 
IIIv  зависимость PJ /  от 

IIIv  становится 
линейной в логарифмических координатах. 

В модели I при фиксированном ξ  отношение 

PJ /  зависит только от скорости gbPI /v ≡ , 
поскольку стационарные потоки в I и III совпада-
ют. Характер этой зависимости уточняет рис. 9. 

 
    Рис. 9. Зависимость PJ /  от gbP /  (модель I) 

 
Но время задержки IIttt 000

~ −=  определяется при 

этом не только величиной Iv , но и значением 
g . Поэтому при качественном исследовании 

модели I использовались не скорости, а време-
на. С ростом g  происходит вырождение I → III 

и точка с координатами ),(v ξII  попадает на 

график )(v~
0

It (рис. 10). 

 
Рис. 10. Зависимость 0

~t  от gbP /  (модель I) 

Алгоритм определения параметров 

По классической кривой проницаемости 
нельзя однозначно сделать вывод о соизмеримо-
сти поверхностных процессов и диффузии. Если 
взять J  и JStt /**0 −=  из задачи I и принять в 

II 0
2 6/ tDD II == , IIDJc /~

0 = , то в II получим 

то же значение J . Близкими могут быть и пере-
ходные процессы. Например, при 210~ −g , 

710~
~ −Pb , 610−=ID  концентрация 0c  больше 



 

 

IDJ /  почти в два раза и IDt 2/2
0 ≈ . Однако 

)(tJ  в моделях I и II (при указанных IID  и 0
~c ) 

совпадают в пределах 5 %. Поэтому и предлага-
ется эксперимент с двумя давлениями и «стар-
том» на втором этапе не с нуля, а с достигнуто-
го стационара. 

Вначале продолжим рассуждения в рам- 
ках модели II ( 00

~ cc = ). Для второго этапа  

( +→ 00 pp , ],[ *
* ttt ∈ ) сделаем замену 

),(),(),( * xtcxtcxtc −=Δ  и примем *t  за начало 

отсчета времени. Здесь )(),( 1
* xDJxtc −= −  , 

IIJJ = , IItt ** = , .**
IItt =  Получим ту же краевую 

задачу для Δc , только вместо )(,0 tJc II  будут 

000 ccc −=Δ +  и IIIIII JJJ −=Δ  (
FJ II = ). Новое 

время запаздывания вычисляем по формуле 

,)(,
*

0

*
*

*0 
Δ

Δ≡Δ
Δ
Δ−Δ=Δ

t

II
II

dJS
J

S
tt ττ

,*
*

* ttt −≡Δ  IIIIII JJJ −≡Δ + .         (11) 

В исходном времени интегрирование ведется по 
],[ *

* tt∈τ  и 0tΔ  определяется длиной отрезка 

между точкой ),( ** St  и точкой пересечения 

асимптоты для )(* tSS Δ+  ( *tt > ) с горизонталь-

ной прямой *SS = . В модели II Dtt 6/2
00 ==Δ  

и не зависит от значений sgb ,, , +
00 , pp . 

Вырожденный случай. Напомним, что зна-
чения s  и 12/11 ~

)( −− == DbgDbz   определя-
ются из анализа стационаров. По известной 
из эксперимента плотности десорбции 

)()( 2 tbqtJ =  вычисляем JStt /**1 −=  и 

JStt ΔΔ−Δ= /**2 , т. е. в (11) вместо )(tJ IIΔ  

используем JtJtJ −=Δ )()( , JJJ −=Δ + . Если 

it  совпадают с высокой точностью, то обос-

нованно полагаем, что эксперимент находит-
ся в зоне I → II. Ведь в модели I на втором 
этапе изменилось не только входное давле-
ние, но и начальные данные. Хотя теоретиче-
ски времена запаздывания it  могут совпасть 

и в I при специально подобранных 0p , +
0p . Из 

Dti 6/2=  находим оценку коэффициента 

диффузии D . Соотношение (7) дает значение 
комплекса bg / . Однозначно определяется 

коэффициент объемной десорбции 2/
~

gbb = . 

Для разделения параметров bg,  требуется 
дополнительная информация, например, зна-
чение равновесного коэффициента γ  (γ~ ). Ес-

ли 21 tt ≈ , но JP ~  и (или) +
+ JP ~ , то можно 

перейти к нелинейной модели, считая полу-
ченные оценки bD

~
,  подлежащими уточне-

нию. 

Нелинейная модель. Пусть вычисленные it  

существенно различны в масштабе времени ус-
тановления *t . Обратную задачу решаем после-
довательно в соответствии с усложнением моде-
ли: II → III → I. Известны значения it , s , 

12/1~ −= Dbz  , 0psP μ=  и грубые оценки bD
~

,  

после обработки измерений )(tJ  по линейной 
модели II. 

1. В рамках нелинейной модели III справед-
ливы соотношения 

( ) ]1[]/[21]
~

[ 2/1
0 +=+=+=Θ+ − χξξξ IzJbt  , 

1
**10

−−== JSttt ,  χ=+1Iz ,         (12) 

12/1~ −≡ Dbz  , 111 >−≡ −JPχ , ),
~

( DbIIIΘ=Θ . 

Имеем нижнюю грань 

][2/ 0
2

0
IItDt Θ+==Θ+  . 

Решаем краевую задачу III с оценками bD
~

,  и 

вычисляем приближение )1(Θ . Заменив 

в уравнении (12) неизвестную величину Θ  на 
)1(Θ , находим значения )1(ξ  и )1(2)1( 2/ ξ=D , 

2)1()1( )/(
~

zDb = . Повторяем итерации до  

установления, ориентируясь на невязку 

|| )2,1(JJ − . 
2. Переходим к модели I, только когда су-

щественна разница в переходном процессе 
)()( tJtJ III−  (поскольку IIII JJ = , см. рис. 6). 

Известны s , 2/
~

gbb = , zbD /
~ 2/1 = . Осталось 

определить параметр g  или b . Выбирая 
IIIΘ=Θ )1( , 3/2)1( ξ=Θ  или даже 0)1( =Θ  (ко-

гда очень велика разница между IIIJ  и J , 

1<<g ), можно организовать итерационный 
процесс на основе соотношения (9). Но в кон-
кретной задаче сразу ясно (см. рис. 6, 11) 
в каком направлении нужно изменять значе-
ния g . 



 

 

 
Рис. 11. Идентификация моделей I–III по 

временам запаздывания, bbIII ~≡  

Сопряженные уравнения 

Выше при уточнении величины Θ  использо-
вался метод простой итерации. Можно реализо-
вать и (квази)ньютоновский алгоритм, но это 
представляется громоздким. Основная проблема 
для сходимости – начальное приближение. Этот 
этап вызывает определенные трудности в связи 
с начальным всплеском входного потока 

)0,()(0 tDctF x−= . Попытаемся сгладить эту не-

приятность, нацелившись на итерации интегра-
ла от входной концентрации, которая монотон-
на и «глаже» (в силу 0

2
00 FbqPq −−=  концен-

трация 0c  интегрально зависит от 0F ). 

Воспользуемся техникой сопряженных 
уравнений [Марчук, 1992]. Определим сопря-
женное к (1) уравнение xxt Dψψ −= . Для любого 

решения (сопряженной функции) интегрирова-
нием по частям получаем 

.)()(

)(][0

**

*

*

0
0

0
0

0
0

0 0

dtcDdtcD

dxcdtdxDcc

t

xx

t

xx

t

t

t

xxt



 

==

=

+−

−=−=





ψψ

ψψ
     (13) 

Смысл такого выбора ),( xtψ  в том, чтобы после 

преобразований не появилось двойного интегра-
ла. Остались величины, связанные с краевыми 
условиями (и измерениями). В простейшем слу-
чае ( 1=ψ ) с учетом χ=+1Iz  получаем уравне-

ние баланса (9): 

.
1

1

1

2

1

2

22

0
bIDbI

g

D
t +

−
+⋅=++=Θ+

χ
χ

     (14) 

В тождество (13) можно подставить выражения 

),( * xtc  согласно (6) и bJgltc /),( = , 

0),0( =xc . Нет информации о )(0 tc  и 

)0,()(0 tDctF x−≡ . От одного из соответствую-

щих слагаемых в (13) можно избавиться допол-
нительным ограничением 0)0,( =tψ  или 

0)0,( =txψ . Предпочтительнее исключить плот-

ность входного потока 0F  ( 0)0,( =tψ ). Значения 

zs,  считаем уже известными. Для варианта 

/x=ψ  (знаменатель для нормировки) с учетом 

граничного условия (2) ( 0=x ) получаем 

)15(,0)(

)(
)(

32
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0

0

*2/1
*

2
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=−

−+++−≡


t

dttc
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tgDS
tS

b
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D
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Dbf
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2/1*2/10**
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JPbgcJI

dIStSdJStS
tt

−==

====

−

 ττττ
 

По аналогии с 0t  введем времена запаздывания 

для )(0 tc  и )(tI : 

−−= *

0 0
1

0*0 )(
t

c dcctt ττ ,  −−= *

0

1
*2/1 )(

t
dIItt ττ . 

Тогда уравнение (15) с подстановкой χ=+1Iz  
перепишется в форме 

χχχ 02/10

2

]1[]2[
6 cttt

b

z

D
−+−=++ .     (16) 

Подставим выражение b  из уравнения (14): 

( )DD

tt
II

c

3/
~

,2/

]1[
~

22

2/10

 −Θ=Θ−Θ≡Θ≡

−+−Θ=

ξ
χχξ

.      (17) 

 

Итак, диффузионное время ξ  представлено в 

виде 321 ttt −+=ξ  (рис. 12). Рассмотрим асим-

птотику 32 tt −  с ростом g . Стационарные кон-

центрации 
,0c  (

cc >0 ) удовлетворяют соотно-

шениям 

.2/,11/

/,/

1
0

2222
0

PJJPcc

JgbcJgbcP

<>−≡=

==−
−χ

  

В силу уравнения стационара 1+= Izχ  фор-

мально при +∞→g  ( 0)/( +→= gDbz  ) име-

ем 1+→χ , 00 +→− cc , 2// 22
,0 Pgbc →

. Кон-



 

 

центрации 
,0c  растут согласованно с g . Далее 

большая входная концентрация на начальном 
этапе приводит к быстрому переносу к выход-
ной стороне, но из-за большого g  относительно 

малы 
q  и соответствующий десорбционный  

отток. Наблюдается тенденция к выравни- 
ванию интегралов от )(,0 tc 

, а не только  

предельных значений 
,0c . Следовательно, раз-

ность 2/1032 tttt c −=− χ  убывает с ростом g  

(рис. 13), поскольку 
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   Рис. 12. Зависимость слагаемых в формуле (17) от ν  

 
       Рис. 13. Зависимость 2t  и 3t от g  

 
Вместе с тем, Θ  быстро растет (в том числе из-
за роста *t ), так что при 1>>g  практически 

)]3/(][1[)2/( 22 DD  −Θ−≈ χ  (установлено чис-
ленно). Это дает хорошее начальное приближе-
ние )0(Θ≈Θ  в форме линейной функции от ξ . 

Итак, при 1<<g  0)0( ≈Θ , а при больших g  сле-

дует брать )0(Θ  из ]1][3/[2/ 22 −−Θ≈ χDD  . 

Идентификация модели III. Вырожде- 
ние I → III происходит с ростом g  при 

constgbb == 2/
~

. Уравнения вида (14), (16) для 
модели III получаются формальным предель-
ным переходом 0)

~
/(1/1 2/1 →= bgb : 

1

1
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2

0 −
+⋅=Θ+

χ
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D
t
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6 cttt
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( )12/1~ −= Dbz  . Полагаем )0(
0ct  из 002/1 ≈− ctt χ , 

находим из второго уравнения приближение 
)0(D  и значение )0(~

b  из z . Решая краевую зада-
чу численно, находим )1(

0ct  и так до установления 

(несколько итераций). Если рассматриваем пе-
реход I → III, то, совместив таким образом IJ  и 

IIIJ , растворимость g  рациональнее подбирать 
по монотонности (см. рис. 6, 11). 

В общей модели I выбор начального при-
ближения – проблема, которую будем решать 

аппроксимацией интеграла ≡ *

0 0 )(
t

dttcK  в со-

отношениях (16), (17) ( ?)0(
0 ≈ct ). 

Аппроксимация интеграла K. Когда входная 
поверхность насыщается очень быстро, можно 
считать 

)/()( *
1

*0* zDJPtJPbgtctK −=−=≈ −  . 

Следующий шаг – учтем интегрально входной 
поток значением J : 

.)(2},2/tanh{)(

)(0)0(,

00

00
2
00

JPbtctgq

tcqJPbqq

−≡==

==−+−=

αα


 

Такое приближение функции )(0 tc  качественно 

отражает реальную картину: график является S-
образной кривой насыщения с характерными 
показателем экспоненты tα−  и временем уста-
новления *τ . Поскольку JtF →)(0 , то стацио-

нарная концентрация не изменится ( 1tanh → ). 
Вычисляем интеграл от )(0 tc  ( *t : 0}exp{ * ≈− tα ): 

]2ln)](
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JPbgtc

JPbtcK
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Эта оценка неэффективна при I → III с ростом 
g , вырождаясь в *0tcK ≈ , 00 ≈ct  (в то время 

как 0ct  растет, см. рис. 4, 5, 14). 

 
Рис. 14. Рост запаздывания 0ct  с увеличением η  и ν  

 
При относительно малых g  полагаем в (14) 

0≈Θ  на фоне большого 0t  и принимаем 

)(/2ln1
0*0 JPbKcttc −≈−= −  в (16). Тогда по-

лучаем систему линейных уравнений для оцен-
ки параметров ηξ ,  (а значит и bD, ): 
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Перейдем к поиску приближения K  в более 
широком диапазоне возможных значений рас-
творимости g . В уравнении насыщения вход-

ной поверхности представим один сомножитель 
)(0 tq  полученной аппроксимацией 

}2/tanh{)(~
0

1
0 αtcgtq −= : 0)0(0 =q , 

).(2/}2/tanh{)()( 000 tFPttqtq −+−= αα     (18) 

По построению, если заменить входной по-
ток )(0 tF  на J , то функция 

})(tanh{)()(~ 1
0 JPbtJPbtq −−= −  

удовлетворяет уравнению (18). Ищем такую ап-
проксимацию JtF →)(

~
0 , которая бы привела к 

оценке KK
~≈ , пригодной и при больших g . 

В силу условия (2) ориентируемся на PF <0

~ . 

Кроме того, требуем соблюдения материального 
баланса (14): 

I

P
dFdF

tt

21

1
)()(

~ **
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0 η
χ
χξττττ +

−
+=Θ≡=  .     (19) 

Из физических соображений примем 
}]exp{1[)(

~
0 tAJtF β−+= . При выборе показате-

ля β  ориентируемся на величину 2)/( πD , ха-
рактеризующую скорость убывания входного 
диффузионного потока в аппроксимирующей 
линейной краевой задаче II. Выше принята 
верхняя оценка показателя скорости насыщения 

поверхности )(2 JPb −=α . Значение β  уточ-

ним позже. Предэкспонента A  фиксируется в 
силу интегрального соотношения (19) (да и ин-
тересует нас именно интеграл K ): 
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Уточнение показателя β . Интегрируя ли-
нейное уравнение 

}exp{)(2/}2/tanh{00 tAJJPtqq βαα −−−+−= , по-

лучаем 
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     (20) 

При интегрировании выбиралось }exp{ tu β−= , 

0}exp{ * ≈− tβ . Рассмотрим показатель 2)/( πβ D= , 
характерный для краевой задачи II (решение пред-
ставимо рядом по })/(exp{ 2kD π− ). Тогда грубо 

bPJPb ≈− )( , ηξβαγ // ≈= . 

Число γ  имеет важный физический смысл – оно 
характеризует соизмеримость диффузионного и 
поверхностного времен. Поскольку речь идет о 
приближении, то разумно остановиться на ра-
циональных значениях (чтобы интеграл вычис-
лялся в элементарных функциях), например, 

.3,2,1,2/1,3/1=γ  



 

 

Пусть 2/1=γ  (поверхностные процессы 
медленнее, относительно низкие температуры). 
Тогда получаем оценку 
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Отсюда следует, что при малых g  имеем преж-

нюю оценку 0ct  ( 0→Θ ). С ростом g  при выро-

ждении I → III первое слагаемое убывает и полу-
чаем быстрый рост Θ~0ct . При 2,1=γ  изме-

нится лишь константа в форме дроби: 
3/]12ln22[ −−π , 2/]3[ −π . Правда, в случае 

2=γ  (поверхностные процессы быстрее, отно-

сительно высокие температуры) приходится 
раскрывать неопределенность дроби в (20). Это 
делается стандартно. Обозначим числитель че-
рез )(γf . Тогда 0)2( =f , 

2/]3[)2( −=′ πf , |)2(|)2)(2()( −+−′= γγγ off . 

Сокращаем на 2−γ  и переходим к пределу 

2→γ . Не останавливаясь на арифметических 

преобразованиях, отметим лишь, что уточнен-
ное представление запаздывания 0ct  по-прежне-

му линейно по искомым переменным ηξ , . 
Если нужно более точно учесть начальный 

быстрый рост входного потока от нуля, то пола-
гаем 

}]exp{1[}2/tanh{)(
~

)( 00 tAJttFtF βα −+=≈ . 

Первый множитель в масштабе времени насы-
щения поверхности растет от нуля до единицы 
(S-образно), появляется начальный всплеск. Ве-
личина A  по-прежнему определяется матери-
альным балансом: 
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Вычисляя как и выше соответствующий инте-
грал K , получаем 
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Линейность запаздывания 0ct  по Θ,η  (а значит 

и по ξη, ) сохраняется. 

Заключение 

Параметры поверхностных и диффузионных 
процессов определяются в одном эксперимен-
те. Это представляется более корректным, чем 
использование «табличных данных» по каждо-
му коэффициенту из различных источников. К 
тому же свойства поверхности существенно за-
висят от условий производства материала. Ин-
формация на входе «черного ящика» (о концен-
трации или потоке при 0=x ) существенно 
улучшила бы обусловленность обратной  
задачи идентификации. Желательно, чтобы 
скорости диффузии и поверхностных процес-
сов были соизмеримыми по порядкам 
( scmDPb /]/[]

~
[ 2/1 ==  ). Следовательно, речь 

идет о не слишком высоких температурах: 
химические процессы активируются с рос-
том T значительно быстрее диффузии, мо-
дель I вырождается в II. В прикладном плане 
модель I нацелена на исследование тонких 
пленок или стенок, когда концентрации малы 
и требуется оценить медленное (но на зна- 
чительном интервале времени) накопление 
водорода или его изотопов с внешней сто- 
роны. 

В алгоритме используются только интеграль-
ные операторы обработки информации )(tJ , 
что нацелено на помехоустойчивость оценива-
ния. Рассмотренный диапазон порядков величин 
очень широк. В конкретном случае следует пе-
реходить к безразмерным переменным ix : 

1xDD = , 2xbb = , 3xss = , 4xgg =  (чертой фик-

сируются характерные порядки) с учетом общей 
априорной информации о материале (можно ли 
считать коэффициент растворимости ма-
лым/большим; достаточно ли велика/мала тем-
пература, чтобы считать поверхностные процес-
сы сравнимыми с диффузией). 

Работа выполнена при поддержке РФФИ 
(грант 09-01-00439). 
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ОЦЕНКА ПАРАМЕТРОВ ДИФФУЗИИ И ДЕСОРБЦИИ 
ВОДОРОДА В КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ТДС-ДЕГАЗАЦИИ 

 

Ю. В. Заика, Е. К. Костикова 
 
Институт прикладных математических исследований 
Карельского научного центра РАН 
 
 
 
 
Рассматривается дегазация пластины, предварительно насыщенной водородом. 
Эксперимент проводится методом термодесорбционной спектрометрии (ТДС). В 
соответствующей краевой задаче с нелинейными граничными условиями учтены 
основные физико-химические процессы: диффузия и десорбция. Предложена 
методика оценки параметров модели по результатам измерений. 
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параметрическая идентификация. 
 
Yu. V. Zaika, E. K. Kostikova. ESTIMATION OF HYDROGEN 
DIFFUSION AND DESORPTION PARAMETERS IN THE BOUNDARY-
VALUE PROBLEM OF TDS-DEGASSING 
 
Degassing of a plate saturated with hydrogen is considered. The experiment is based on 
the thermal desorption spectrometry (TDS) method. The model is a boundary-value  
problem with nonlinear boundary conditions. The main physical and chemical processes, 
such as diffusion and desorption, are taken into account. The method of estimating model 
parameters by measurements is proposed. The work was supported by the Russian  
Foundation for BasicResearch (grant 09-01-00439). 
 
K e y  w o r d s :    hydrogen   permeability,   nonlinear   boundary-value   problems, 
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Постановка задачи 

Водород рассматривается как один из пер-
спективных экологически чистых энергоносите-
лей. Кроме того, безопасность систем транспор-
тировки и переработки углеводородного сырья 
во многом определяется уровнем защиты конст-
рукционных материалов от водородной корро-
зии. Экспериментальный метод термодесорбци-

онной спектрометрии (ТДС) является одним из 
основных при исследовании взаимодействия во-
дорода с твердым телом [Кунин и др., 1972; Во-
дород в металлах, 1981; Взаимодействие водо-
рода.., 1987]. Пластина толщины   из металла 
или сплава, нагретая до температуры T T= , на-
ходится в камере с газообразным водородом под 
давлением p . После насыщения растворенным 



 

атомарным водородом образец быстро охлажда-
ется (отключается ток нагрева), камера вакуу-
мируется, и в условиях медленного нагрева с 
помощью масс-спектрометра определяется де-
сорбционный поток. По этой эксперименталь-
ной информации судят о характеристиках взаи-
модействия водорода с исследуемым материа-
лом. 

Рассмотрим симметричную по постановке 
эксперимента нелинейную краевую задачу ТДС-
дегазации: 

2

2

)(
x

c
TD

t

c

∂
∂=

∂
∂ ,  ( )*0, ,t t∈  ( )0, ,x ∈     (1) 

)()(),0( xxxc −== ϕϕ ,  [ ]0, ,x∈          (2) 

)()()0,()( 2
0 tcTbtcTD x = , 

)()(),()( 2 tcTbtcTD x  −= ,  ],0[ *tt ∈ .            (3) 

Здесь ( , )c t x  − концентрация атомарного во-

дорода (H), растворенного в пластине, 

0 ( ) ( ,0)c t c t≡ , ( ) ( , )c t c t≡  , )()(0 tctc = ; 

*t − время дегазации; D , b  − коэффициенты 

диффузии и десорбции; )()()( 2
,0 tcTbtJ =  − 

плотность десорбционного потока (торцами 
пластины пренебрегаем). Параметры модели D  
и b  зависят от температуры T . Как правило, в 
«рабочем диапазоне» достаточно точно выпол-
няется закон Аррениуса: 

[ ]{ }0( ) exp /DD T D E RT= − , 

[ ]{ }RTEbTb b−= exp)( 0 , 

const,,,, 00 =REbED bD
 ( bD EE ,  − энергии  

активации). Нагрев обычно линейный: 

0( ) vT t T t= + , v 0> . Сокращенно будем обозна-

чать ( ) ( ( ))D t D T t≡ , ( ) ( ( ))b t b T t≡ . 

Что касается начальных данных )(xϕ , то в 
силу относительной скоротечности подго- 
товительного этапа (охлаждение – вакуумиро-
вание – нагрев) можно считать начальное  
распределение практически равномерным: 

constcx ==)(ϕ . Несогласованность граничных 
условий при этом непринципиальна, поскольку 
используем лишь интегральные соотношения 
(решение (1)–(3) понимается как обобщенное). 
Для тонких мембран следует учесть «начальный 
прогиб» концентрации по краям. В статье огра-
ничимся вариантом 

,)()( 2
00

kxAcx −−=ϕ ,1=k 2/0  = , 00 >A . 

Цель работы состоит в разработке вычисли-
тельного алгоритма для определения по плотно-
сти десорбции (потоку) )(tJ , [ ]*,0 tt ∈  ( 0)( ≈tJ , 

*tt ≥ ), параметров 
bD EbED ,,, 00
, характеризую-

щих водородопроницаемость конструкционного 
материала. 

Из-за большого разброса порядков величин 
при численном моделировании )(tJ  (в соответ-

ствии с краевой задачей (1)−(3) и теорией разно-
стных схем [Самарский, Гулин, 1989]) проводи-
лось масштабирование: 

zx = ,  [ ]1,0=z ,   ccu = ,   zzt uDu = , 

JubuD z
2

1,0
1,0

±≡±= ,  2DD = ,    cbb = ,  

( )25.01),0( −−= zAzu ,   cAA 2= . 

Параболическое приближение 

Сходимость в нелинейных обратных задачах 
параметрической идентификации, как правило, 
локальная. «Куполообразный» характер распре-
деления ),( xtc  известен. В эксперименте 

мм< . Поэтому целесообразно в качественном 
плане за первое приближение взять параболу 

,))(()(),(~),( 2
0−−=≈ xtAtBxtcxtc  

 =02 , 0)0( AA = , cB =)0( . 

Считаем известной равновесную раствори-
мость pTpcc ~),(= , она определяется дав-

лением и температурой насыщения и пропор-
циональна корню из давления. Симметрия вы-
полнена, функция 0)( >tB  аппроксимирует 

),( 0tc , 0)( >tA , 0>t . Считая, что к момен-

ту *t  произошла дегазация образца ( 0),( ≈xtc , 

*tt ≥ ), определим константу 0A . В силу сим-

метрии и материального баланса 

.3/

])([)(

3
000

0

2
000*

0*






Ac

dxxAcdJS
t

−=

=−−=≡  ττ
   (4) 

Отсюда ( ) 3
0*00 /3  ScA −= . Кроме того, ус-

ловия согласования начальных данных и гра-
ничных условий дает  )(/ 00 Db EEfbD −= : 

{ } .][]/[)(exp

])[0()0(

22
000

0
0

022
000





AcRTEE

A
b

D
AcbAD

bD −−=

=−=
  (5) 

Теперь воспользуемся квадратичной аппрок-
симацией. Из условия материального баланса 
выразим 0)( >tB  и подставим в ),(~ xtc : 
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Подставим теперь выражение для аппрокси-
мации ),(~ xtc  в граничное условие 

)(~)()0,(~)( 2
0 tcTbtcTD x = , выразим функцию 

0)( >tA  через параметры модели D , b  и из-

вестную по экспериментальным данным )(tQ . 
Оба корня квадратного уравнения относительно 

)(tA  положительные, выбираем меньший из 

них (по физическому смыслу 0)(0 ≥tc ). Из ус-

ловия bcJ 0
~=  получаем соотношение для 

оценки bD EbED ,,, 00 : 









−+= 1

)(3

)(2
)(1

)(

)(3

)(

)(

TD

Tb
tQ
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TD

Tb

tJ


, (6) 

)(tTT = , [ ]*,0 tt ∈ .  

Поскольку )(tJ  соответствует исходной мо-

дели (1)−(3), а на предварительном этапе ис-
пользуется параболическое приближение кон-
центрации H в объеме, то это равенство являет-
ся приближенным. 

График  )(tJ  растет, потом убывает, причем 
на начальном и конечном этапах измерения ме-
нее точны. Поэтому нормируем уравнение на 

maxmax JI =  (по порядку) и выделим безраз-

мерные переменные: 

( ) ,1)(21)( 1
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1
*

1
max YXJttQItI −+= −−−
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)(3
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)(3

)(
,)()(
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TbI
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TbJt
XtJtI


≡≡≡  

),0(],[ *21 tttt ⊂∈ . Формально допуская 

0<E , удобно считать новые переменные 
))(()( tTXtX ≡ , ))(()( tTYtY ≡  «аррениусовски-

ми»: 
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bDYDbX EEEEEE
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Тогда 

( ) .2,01)(1

)(),,,;(
1

max
1

*

1
max00
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−

≡=−+−

−≡

JQtqYXtq

ItIEYEXtf YX
  (7) 

Заметим, что параметры начального распре-

деления cA ,0  входят в соотношение лишь не-

явно посредством )(tJ . 

Преобразуем теперь Y  с учетом связи 
)(/ 00 XEfbD =  (см. (5)): 

{ }
{ } { },)](/[exp]/[exp
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Разумеется, maxI  зависит от всех входных 

данных },,{ bDϕ . Запись )( 000 bZZ =  означает, 

что значения 0, Ac  уже найдены, а )(tJ  при ре-

шении обратной задачи воспринимается как за-
данная фиксированная функция времени. Ана-
логично представим X : 

{ }

{ } { }.)](/[exp]/[exp
][

)](/[exp

022
00

0max*

0

tRTERTE
Ac

AJt

tRTEXX

XX

X

−
−

=
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

  

Подставляя в уравнение (7), получаем зави-
симость ),,;( 0 YX EEZtff = . Далее с учетом за-

шумленности реальных измерений )(tJ  и по-
грешности параболической аппроксимации це-
лесообразно следовать методу наименьших 
квадратов (МНК): 

min)(),,(
2

1

2
0 →= 

t

tYX dfEEZF ττ , ),0(],[ *21 ttt ⊂ . 

Производные функции F  по указанным ар-
гументам можно выписать явно (подсчет ин-
теграла по квадратурной формуле считаем 
элементарной операцией). Задача оптимиза-
ции решается стандартными средствами (авто-
ры использовали пакет Scilab) в физически оп-
равданном диапазоне параметров (в пределах 
одного-двух порядков). Укажем принятые в 
данной работе опорные значения: 

1810=c  1/см3; 3000 =T  К; 210−=  см; 
3

0 10−=b  см4/c; 90=bE  кДж/моль; 
2

0 10−=D  см2/c; 40=DE  кДж/моль. 

Результаты вычислительных экспериментов 
показали, что без учета погрешностей измере-
ний и модели (т. е. )(tJ  определялся решением 

прямой задачи (1)−(3)) погрешность оценивания 
параметров находится в пределах 20 %. Началь-
ные приближения энергий активации bD EE ,  в 

диапазоне нескольких десятков кДж/моль можно 



 

указать для конкретного материала из физико-
химических соображений. Приближение 0b  

( 0Z ) берем в силу 

.]}[/exp{)0()()0( 22
0000

2
,00  AcRTEbcTbJ b −−==

Именно как начальное приближение в реальном 
ТДС-эксперименте значение )0(J  известно с 

большой погрешностью. 
Замечание. Задача несколько усложняется, 

когда равновесную концентрацию c  также при-
ходится считать неизвестной. Тогда задача че-
тырехмерная в соответствии с (7). По оценкам 

YX EYEX ,,, 00  значения 0, Ac  находятся из 

уравнений (4), (5). 
Далее переходим к локальному уточнению 

оценок bD EbED ,,, 00  в соответствии с исходной 

моделью (1)−(3). При этом учитываем, что иско-
мых независимых переменных 3 в силу 

)(/ 00 Db EEfbD −= . 

Функция Грина 

Поскольку зависимость от времени )(tJ  из-

вестна по результатам ТДС-эксперимента, ре-
шение краевой задачи удобно представить с по-
мощью функции Грина [Мартинсон, Малов, 
2002, гл. 2]. Для cx =)(ϕ  имеем 
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Для уточнения оценок параметров модели 
используем соотношение 2

,0 bcJ = , поэтому 
далее нас интересует представление гранич- 
ной концентрации )(0 tc . Для варианта 

)()( 0−−= xAcxϕ  получаем: 

{ } −







−+−

−−=




∞

=1
0

0

0

)0,(exp
14

12

)(
2

)(

n
n

n

t

tA

dJctc

γμ
μ

ττ






  

{ } ,)(),(exp
4

1 0

τττγμ dJt
n

t

n
∞

=

−−


≡
t

dssDt
τ

τγ )(),( ,   ( )2
0πμ nn ≡ . 

Заменим в скобке [ ]  экспоненту на 

{ }[ ] 11)0,(exp +−− tnγμ : 
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Соотношение )(0 tcbJ =  имеет форму 

семейства уравнений для оценки параметров: 
0),,,;( 00 =Φ=Φ bD EbEDt , 

).,0(],[ *21 tttt ⊂∈  При численной реализа-
ции ряды заменялись частичными суммами: 
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Используя пакет Scilab, численно решалась за-

дача min
2

1

2 →Φ τd
t

t
 при 521 == NN .  

За начальное приближение принимались зна-
чения, полученные в предыдущем пункте. Уро-
вень ошибок оценивания в среднем понизился 
до нескольких процентов (на «идеальном» сиг-
нале )(tJ  из (1)−(3)). Численные эксперименты 

показали, что при 10≥iN  невязка резко возрас-

тает, возможно, из-за накопления вычислитель-
ных погрешностей. 

Сопряженные уравнения 

Если неопределенность значений D, b очень 
велика (например, 3–5 порядков), то нелишне 
иметь в распоряжении дополнительное семейст-
во уравнений, поскольку на универсальный ал-
горитм параметрической идентификации нели-
нейной распределенной модели рассчитывать не 
приходится. Укажем один из возможных подхо-
дов, основанный на общей идее использования 
сопряженных уравнений [Марчук, 1992]. 

Используя интегрирование по частям, для 
произвольной достаточно гладкой функции 

),( xtψ  получим: 
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 

 .   (9) 

Здесь опущен двойной интеграл, поскольку  
в дальнейшем изложении считаем функцию  

),( xtψ  подчиненной сопряженному уравнению 
22 xDt ∂∂−=∂∂ ψψ . Подчеркнем, что краевые ус-

ловия не ставятся, «пробных» функций ψ  бесконечно 

много. Выберем, например, xtxt σβψ exp)(),( = . 

При нормировке 1)( * =tβ  получаем 

xttxt σγσψ exp)},(exp{),( *
2= , 
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t

dssDt
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)(),( τγ . 

Перепишем (9) в обозначениях 
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Аналогично рассматривается вариант 
xtxt σβψ sin)(),( = ( )xt σβ cos)( : { } xttxt σγσψ sin),(exp),( *

2−=  
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Получаем дополнительное семейство уравне-
ний. Параметр σ  целесообразно варьировать в 
пределах 1~σ . 

Заключительные замечания 

В предлагаемой итерационной процедуре оце-
нивания   используется   подсчет   интегралов  по  
 
СВЕДЕНИЯ ОБ АВТОРАХ: 

времени, а не численное решение краевой задачи 
при текущих приближениях параметров (как того 
требует, например, «стандартный» градиентный 
метод минимизации невязки). Если мембрана не 
очень тонкая, следует использовать вариант 

,)()( 2
00

kxAcx −−=ϕ  1>k  

(в середине пластины равновесная концентра-
ция и только у самого края концентрация не-
много меньше). 

При обработке зашумленных эксперимен-
тальных кривых следует, по-видимому, отка-
заться от использования условия согласования 
краевых условий (5). В интегральном смысле 
(рассматриваем решение краевой задачи (1)−(3) 
как обобщенное) считаем cx =)(ϕ  ( 00 =A ). В 

силу (4) имеем оценку равновесной концентра-
ции c . Далее считаем параметры YX EYEX ,,, 00  

(однозначно определяющие bD EbED ,,, 00 ) неза-

висимыми в соотношении (7). Последующие 
преобразования YX ,  не проводим, уравнение 

(5) и соответствующее соотношение 
)(/ 00 Db EEfbD −=  исключаем из модели. Зада-

ча оптимизации становится четырехмерной. 
 

Работа выполнена при поддержке РФФИ 
(грант 09-01-00439). 
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Эта обзорная статья посвящена моделированию сетевого трафика с помощью 
гауссовских процессов. Основное внимание уделено аналитическим свойствам 
моделей, и, кроме того, обсуждаются методы имитационного моделирования, а 
также проверка нормальности сетевого трафика на основе статистических данных. 
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Введение 

В последнее время широкое распростране-
ние получили различные сетевые приложения, 
что естественным образом вызвало увеличение 
информации, передаваемой по компьютерным 
сетям. Передача информации по сетям предъяв-
ляет к сетевой инфраструктуре достаточно же-
сткие требования. Поэтому возникает необхо-
димость анализа загрузки компьютерных сетей, 
расчета их характеристик, таких, например, как 
емкости буферов, пропускная способность и  
т. д. Последние два десятилетия ознаменова-
лись существенными достижениями в исследо-
вании сетевого трафика. Было, в частности, ус-
тановлено, что процессы, протекающие в сетях 

передачи данных, обладают фрактальными 
свойствами (эффект самоподобия) и долговре-
менной зависимостью (долгой памятью) 
[Leland et al., 1994; Willinger et al., 1995; 
Crovella, Bestavros, 1997]. Такие свойства ради-
кально отличают современные модели от пуас-
соновских моделей, которые адекватно опи- 
сывали процессы обслуживания и, в частности, 
сетевые процессы на протяжении долгого  
времени. Например, пуассоновские модели опи-
раются на экспоненциальные распределения  
интервалов входного потока и времени обслу-
живания заявок (пакетов) и обладают короткой 
памятью и, с другой стороны, не обладают 
свойством самоподобия (фрактальности). 

                           



 

Разумеется, столь радикальное отличие новых 
моделей привлекло значительное внимание к ана-
лизу их свойств. В частности, наличие долговре-
менной зависимости между данными сетевого тра-
фика сделало весьма популярными модели, осно-
ванные на гауссовских процессах. Самым извест-
ным и изученным самоподобным гауссовским про-
цессом с долговременной зависимостью является 
фрактальное броуновское движение (ФБД). Так, 
например, данный процесс, названный фракталь-
ным трафиком, был использован в качестве моде-
ли, адекватно описывающей входной поток широ-
кого класса сетевых узлов [Norros, 1994].  

В данной статье приведены основные свой-
ства ФБД, а также обсуждаются некоторые ме-
тоды имитационного моделирования такого 
процесса в системах обслуживания.  

Верификация гауссовских моделей 

Во многих случаях сетевой трафик возникает 
как объединение значительного числа потоков 
от отдельных узлов сети (отдельных пользова-
телей). Можно ожидать, что соответствующим 
образом нормированный и центрированный 
суммарный трафик будет сближаться с ФБД с 
ростом числа агрегированных узлов. Действи-
тельно, это подтверждается рядом функцио-
нальных центральных предельных теорем, ут-
верждающих, что суперпозиция входных пото-
ков от растущего числа независимых on/off-ис-
точников сходится к некоторому гауссовскому 
процессу с соответствующей корреляционной 
структурой [Taqqu et al,. 1997]. Заметим, что 
on/off-модель описывает поведение отдельного 
пользователя, который чередует периоды актив-
ной работы в сети (on-период) c периодами 
молчания (off-период). 

Пусть каждый источник описывается сле-
дующим процессом { }( ), 0W t t ≥ , где  

   
1,   On-период

( )
0,   Off-период.

t
W t

t

∈
=  ∈

                     (2.1) 

Отметим, что хвост функции распределения 

F связан с функцией распределения F  как 

F = 1- F . Предположим, что хвосты функции 
распределения on/off-периодов подчинены сле-
дующим законам (имеют тяжелые хвосты) 

  
2

2

( ), 1 2  или  

( ),  1 2 или ,

on

off

on on on on on

off off off off off

F l x L x

F l x L x

α

α

α σ

α σ

−

−

⋅ ⋅ < < < ∞

⋅ ⋅ < < < ∞

�

�
  (2.2)  

где onl , offl  – константы; 2
onσ , 2

offσ  – дисперсии 

on/off-периодов; ( )onL x , ( )offL x  – медленно ме-

няющиеся на бесконечности функции, т. е. 
удовлетворяющие условию 

 
( )

lim 1
( )x

L tx

L x→∞
= , для любого 0t > .  

Обозначим через onμ и offμ  математические 

ожидания on/off-периодов. 
Предположим, что имеется M независи- 

мых одинаково распределенных источников. 
Источник m характеризуется процессом 

}{ ( ) ( ),  0mW t t ≥  вида (2.1), 1,...,m M= . Совокуп-

ный агрегированный трафик на интервале 
[0, ]tT , порожденный этими источниками, име-
ет следующий вид: 

* ( )

10

( ) ( )
tT M

m
M

m

W tT W u du
=

 =  
 
 , 

т. е. это суммарное время активности всех 
M источников на интервале [0, ]tT , где 0T >  – 
параметр шкалы времени.  

Интерес представляет поведение процесса 

}{ * ( ),  0MW tT t ≥ при больших значениях M и T . 

В [Taqqu et al,. 1997] показано, что для больших 
M  и T  распределение этого процесса сближа-
ется с распределением процесса 

( ) ( ),  0Hon
H

on off

TM t T L T McB t t
μ

μ μ
 + ≥ +  

, (2.3) 

где c – положительная константа, зависящая от 
исходных параметров; L – медленно меняющая-
ся на бесконечности функция, также выражен-
ная через исходные параметры, а ( )HB t  – ФБД, 

у которого параметр Херста H определяется как 
3 min( , )

2
on offH

α α−
= . 

Более точно (2.3) означает, что имеет место 
следующая функциональная центральная пре-
дельная теорема 

{ }
*

1/2 1/2

( )

limlim , 0 ( ), 0
( )

on
M

on off

d HHT M

W tT TM t

t cB t t
T L T M

μ
μ μ

→∞ →∞

  
 −   +   ≥ = ≥ 
 
 



, (2.4)  

 где = d означает равенство по распределению. 

Этот результат говорит о том, что ФБД  
можно рассматривать как формальную модель 
сетевого трафика, где on/off-периоды имеют тя-
желые хвосты вида (2.2). Тем не менее, нельзя 
априори предполагать асимптотическую нор-
мальность сетевого трафика и его фракталь-
ность, поскольку распределения on- и off-пе-
риодов должны, вообще говоря, удовлетворять 
некоторым моментным свойствам (иметь тяже-

~ 

~ 



 

лые хвосты). Кроме того, даже при наличии 
указанной асимптотики (2.4) соответствующая 
скорость сходимости может быть крайне мед-
ленной. Поэтому гауссовские модели, приме-
няемые для описания асимптотического поведе-
ния трафика или величины загрузки коммуни-
кационной сети, нуждаются в статистическом 
обосновании. Этот вопрос, а также методы ими-
тационного моделирования гауссовских процес-
сов рассматриваются ниже. 

Пусть { ( ),  0}A t t ≥  – процесс со стационар-

ными приращениями, где ( )A t есть объем ин-

формации, поступающей в интервале [0, t), 
0t ≥ . Таким образом, приращения 

}{ ( 1) ( ) ,   i=1,2,...iA i A i A+ − = Δ  образуют стацио-

нарную последовательность одинаково распре-
деленных случайных величин (с.в.) с неизвест-
ной функцией распределения F . Сформулиру-
ем основную гипотезу: 

0 :H  ,F μ σ= Φ , 

где ,μ σΦ  – функция распределения нормаль-

ной с.в. ( , )N μ σ  с неизвестными параметрами 

μ  и σ . Основная сложность в проверке дан-

ной гипотезы заключается в том, что элемен-
ты временного ряда в типичных ситуациях яв-
ляются зависимыми. Для проверки гипотезы 
будем использовать N-Q график (normal 
quantile plot). Он представляет собой множе-
ство пар 

 

( ){ , },   1,..., ,i ia x i n=   (2.5) 

где n  – количество наблюдений, (1) ( )nx x< ⋅⋅⋅ <  – 

порядковые статистики, полученные по вход-
ным данным, i iA xΔ = , а значения ia  выбирают-

ся таким образом, что 1 na a< ⋅⋅⋅ <  и, кроме того, 

1

0
n

i
i

a
=

= . Заметим, что для всех 1 i n≤ ≤  имеем  

1

1

i i i

n n n

− < <
+

. Тогда значения ia  можно опре-

делить как 
 

1

1i

i
a

n
−  = Φ  + 

, 1,...,i n= , 

где 0,1Φ = Φ . 

Другой подход к выбору значений ia  пред-

ложен в [Brown, Hettmannsperger, 1996] и за-
ключается в использовании так называемой 
метрики Вассерштейна  

  ( )
1

21 1

0

( ) ( )nF t t dtμ σ− −− − ⋅Φ , (2.6)  

где 1( )nF t−  – обратная эмпирическая функция 

распределения. Смысл этой метрики состоит в 
том, что она оценивает расстояние между об-
ратной эмпирической функцией и обратной 
функцией распределения ( , )N μ σ . Далее необ-

ходимо найти значения параметров μ  и σ , ко-
торые минимизируют выражение (2.6). Исполь-
зуя свойства эмпирической функции распреде-
ления и стандартной нормальной с. в., можно 
получить значения оценок параметров ˆ xμ =  и 

1

ˆ
n

i i
i

b xσ
=

= , минимизирующих (2.6). Коэффици-

енты ib  определяются следующим образом: 

 

1 11
i

i i
b

n n
φ φ− − −      = Φ − Φ            

, 

где φ  – плотность (0,1)N . Обозначим 

1
i

i

n
φ φ −  = Φ     

 и определим ia  как  

   

1

2
1

1

( )

i i
i n

i i
i

a
φ φ

φ φ
−

−
=

−=
−

, 1,..., .i n=  

Далее по полученным данным строится N-Q 
график (2.5). При справедливости нулевой ги-
потезы 0H  данный график должен быть близок 

к прямой линии. Чтобы качественно проверить 
это утверждение, можно использовать оценку 
коэффициента корреляции 

  

( ) ( )

( )
1

2 2

( )
1 1

( )( )
( , )

n

i i
i

n n

i i
i i

x x a a
r r x a

x x a a

=

= =

− −
= =

− −



 
. 

В случае справедливости нулевой гипотезы 
следует ожидать, что r 1≈ . Отметим, что под-
робный анализ нормальности агрегированного 
трафика рассматривается в [Kilpi, Norros, 2002]. 

Гауссовские модели  

Часто удобно рассматривать сетевой трафик 
на произвольном интервале [0,t]. Пусть 
( ( ),   )A t t R∈  – объем информации, поступив-

шей на интервале [0,  ]t , 0t ≥ . Тогда при s t< , 

нагрузка, поступившая на интервале [ ,  ]s t , рав-

на ( ,  ) ( ) ( )A s t A t A s= − . 



 

Перечислим некоторые свойства, которыми, 
как правило, обладает входной трафик. 

1. Стационарность. При достаточно общих 
условиях, можно считать, как отмечалось выше, 
что входной трафик образует процесс со ста-
ционарными приращениями.  
(Однако, данное свойство, вообще говоря, не 
выполняется для больших промежутков време-
ни, охватывающих различные периоды сетевой 
активности). Более точно процесс ( ( ),  )A t t R∈  
имеет стационарные приращения, если выпол-
нено 

( , ) (0, )dA s t A t s= − , для любых s t< . 

2. Высокий уровень агрегирования. Для боль-
шинства современных коммуникационных сис-
тем характерно то, что входной поток представ-
ляет собой суперпозицию большого числа пото-
ков от отдельных пользователей. Из стационар-
ности приращений следует, что 

( ,  ) ( )A s t m t s= ⋅ −E , т. е. средний объем посту-
пающего в любом интервале трафика пропор-
ционален длине интервала. Заметим, что 

(1)m A= E . Также ввиду стационарности,  

дисперсия поступающего объема трафика зави-
сит только от длины интервала, т. е. 

( ( , )) ( )Var A s t t sυ= − .  

Гауссовским источником ( )A ⋅  будем назы-
вать гауссовский процесс со стационарными 
приращениями, если для любых s t<  

  ( , ) ( ( ), ( ))dA s t N m t s t sυ= ⋅ − − .                  (3.1) 

Рассмотрим ковариацию входного трафика 
на интервале длины ε  

1
( , ) ( (0, ), ( , )) ( ( ) 2 ( ) ( ))

2
Ct Cov A At t t t tε ε ε υ ε υ υ ε= + = + − + −  (3.2)  

где 0ε >  – любое фиксированное число. 
Гауссовский источник обладает свойством 

долговременной зависимости (долгой памяти) в 
том и только том случае, если 

1

( ,1)
k

C k
∞

=

= ∞ , 

т. е. если ряд из коэффициентов автокорреля-
ции расходится [Mandjes, 2007]. Иначе источ-
ник обладает кратковременной зависимостью 
(короткой памятью). 

Приведем два важных примера гауссовских 
источников: 

1. Фрактальный броуновский источник: это 
гауссовский источник { ( ),  0}A t t ≥  вида (3.1), 

для которого математическое ожидание 
( )A t mt=E , а дисперсия 2( ) Ht tυ = , где 

(0,1)H ∈  – параметр Херста. Можно показать, 

что фрактальный гауссовский источник облада-
ет свойством долговременной зависимости при 

1 / 2H > . Действительно из (3.2) имеем 

( )2 2 2( ,1) ( 1) 2 ( 1) / 2H H HC k t t t= + − + − , тогда 

2 2

2 2 2

( ,1) 1 (1 1/ ) 2 (1 1/ )
lim lim

2 1/

H H

Hk k

C k k k

k k−→∞ →∞

+ − + −= ⋅

 ''1
(1) 0

2
constυ= ⋅ = ≠ . 

Поэтому ряды с общими членами ( ,1)C k  и 
2 2Hk −  сходятся или расходятся одновременно, в 

то время как функция 2 2Hk − несуммируема при 
1 / 2H > .  

2. Интегральный процесс Орнштейна-Улен-
бека, для которого ( ) 1 tt t eυ −= − + . Данный про-
цесс обладает свойством коротковременной за-
висимости, поскольку ковариация в этом случае 
равна 

( )1 11
( ,1) 2

2
k k kC k e e e− − − − += − + , и, очевидно, 

является суммируемой. Несмотря на короткую 
память, данный процесс также рассматривает-
ся как модель сетевого источника [Mandjes, 
2007]. 

Напомним, что входной процесс ( ( ),  )A t t R∈  
представляет собой суперпозицию большого 
числа n  независимых одинаково распределен-
ных входных потоков ( ( ),  )iA t t R∈  со стацио-

нарными приращениями, т. е. 
1

( ) ( )
n

i
i

A t A t
=

= . 

Тогда в силу центральной предельной теоремы 
можно ожидать, что для каждого t R∈ , значе-
ние A(t) распределено приблизительно как  

 

1 1(1) ( ( )) (0,1)A t nVar A t Nn +⋅E . 

 
 Обозначим 1(1)A m=E , 1( ( ))Var A t  = ( )tυ . 

Тогда значение ( )A t  близко к значению гаус-

совского процесса со средним nmt  и дисперси-
ей ( )n tυ .  

 Отметим, что к настоящему времени приме-
нимость гауссовских моделей для описания тра-
фиков при высоком уровне агрегирования и на-
личии тяжелых хвостов является широко при-
знанной. 

 Следует отметить, что гауссовский процесс 
допускает отрицательные значения, что проти-
воречит физическому смыслу сетевого трафика. 
Например, вероятность отрицательного трафика 
на интервале [0, t] равна 



 

( ( ) 0) (0,1)
( )

m t n
P A t P N

tυ
 ⋅< = < −  
 

. 

Для преодоления этого недостатка модели 
такая возможность игнорируется, что допусти-
мо, если вероятность отрицательного трафика 
мала, т. е., если величина / ( )m t n tυ⋅  прини-

мает большие значения. Это действительно так 
при больших значениях n , а также в случае 
ФБД, у которого величина / ( )m t n tυ⋅  имеет 

вид 1 Hnmt − .  
Из предшествующего анализа следует, что 

во многих случаях модель сетевого трафика мо-
жет быть представлена в следующем виде:   

  ( ) ( )A t mt X t= + ,  (3.3) 

где m  – средняя интенсивность входящего тра-
фика, а ( )X t  – некоторый центрированный га-

уссовский процесс, описывающий флуктуации 
трафика вокруг среднего. Впервые данная мо-
дель предложена в [Norros, 1994], где в качестве 

( )X t  рассматривался процесс ФБД и соответст-

вующий трафик (3.3) назван фрактальным бро-
уновским трафиком.  

 Теперь также предположим, что интенсив-
ность обслуживания определяется как 
r m μ= + , где μ  – некоторый положительный 

параметр. Поскольку r m> , то система облада-
ет стационарным режимом. В частности, суще-
ствует стационарная (текущая) загрузка систе-
мы Q . Тогда вероятность того, что величина за-

грузки Q  превысит некоторое пороговое значе-

ние b , определяется как [Norros, 1994]: 

  ( )( ) ( )supP Q b P X t t b
t S

μ
 

≥ = − ≥ 
 ∈ 

            (3.4) 

где S  – множество (дискретное или непрерыв-
ное) моментов времени, на котором рассматри-
вается процесс Q .   

 Пусть теперь в данную систему поступает ин-
формация от n  независимых одинаково распре-
деленных гауссовских источников. В этом случае 
вероятность переполнения (3.4) запишется в виде: 

( )

( )

1

( ) sup ( )

                sup 1/ ( ) .

n
i

t S i

t S

P Q nb P X t n t nb

P nX t t b

μ

μ

∈ =

∈

  ≥ = − ≥  
  

 = − ≥ 
 


 

Обозначим 1/ nε = , тогда интересующая 
нас вероятность (3.4) может быть переписана в 
виде: 

  ( )sup ( ) .
t S

p P X t t bε ε μ
∈

 = − ≥ 
 

                   (3.5) 

Отметим, что при малом ε  переполнение бу-
фера становится редким событием. Задача оцен-
ки (малой) вероятности редкого события важна 
при проектировании коммуникационных сетей. 
Например, чтобы обеспечить приемлемое каче-
ство обслуживания (QoS) коммуникационной 
сетью, вероятность переполнения (3.5) должна 
быть порядка 910−  и меньше. Эффективное вы-
числение оценки вероятности (3.5) требует при-
менения специальных ускоренных методов, по-
скольку прямой метод Монте-Карло в данной 
ситуации оказывается неприменимым ввиду не-
приемлемо большого времени моделирования, 
необходимого для построения оценки с задан-
ной точностью. Эта проблема более подробно 
обсуждается в [Dieker, Mandjes, 2006].  

Приведем известные результаты для асим-
птотики pε при 0ε →  [Debicki, Mandjes, 2002]. 

В случае если множество S = N – множество 
натуральных чисел, то для (3.5) справедливо 
асимптотическое выражение  

( ) ( )( )* 1sup ( ) ,   при 0,
t

p P X t t b tε ε μ ϕ ε ε−

∈

 = − ≥ Ψ → 
 �

�

где ( )
( )

b t
t

t

μϕ
υ
+= , * 2arg inf ( )

t S
t tϕ

∈
= , а ( )xΨ  – 

хвост функции распределения с. в. (0,1)N ,  
т. е. 

2 /21
( ) ,   x 0

2
y

x

x e dy
π

∞
−Ψ = ≥ . 

Отметим, что *t  – так называемое наиболее 
вероятное время достижения переполнения бу-
фера. 

В случае, если процесс ( )X t  является ФБД 

{ }( ),  0HB t t ≥ , то легко получить, что 

 *

1

H b
t

H μ
= ⋅

−
, ( )

1
*

1

H H
b

t
H H

μϕ
−

   =    −   
. 

Если [0, ]S T=  и *T t> , то для вероятности 

переполнения (3.5) справедливо асимптотиче-
ское представление 

( ) ( )( )
1

1
*

1 * 12 1
~ · · · ,  при  

(1 )
0

2
,

H
HH

t
p t

H H
ε ε

ϕβ ε ϕ ε
π

−

− −
 
  Ψ
 


→

− 

 

где 2Hβ  – константа Пиканда [Piterbarg, 1996], 

которая определяется следующим образом 
 

( )/2
[0, ]

1
lim exp sup 2 ( ) .
T t T

B t t
T

α
α αβ

→∞ ∈

 = ⋅ − 
 

E   

~ 
N 



 

Моделирование гауссовских  
процессов 

Выше говорилось о том, что гауссовские 
процессы могут являться приемлемыми моделя-
ми для описания сетевого трафика. В этой связи 
важна задача их имитационного моделирова-
ния. Одним из универсальных методов такого 
моделирования является факторизация Чëлески 
[Asmussen, Glynn, 2007], которая кратко описа-
на ниже. 

Будем рассматривать гауссовский процесс 
( )X t  с дискретным временем и ковариационной 

функцией ( , )s tΓ . Пусть , 0,...,( )ij i j nγ =Γ =  – кова-

риационная матрица рассматриваемого процес-
са, где ( )( ),  ( )ij Cov X i X jγ = . Известно, что Γ  – 

неотрицательно определена, т. е. 0Tx xΓ ≥  для 
любого 0x ≠ . Дополнительно предположим, 
что Γ  положительно определена. Задача факто-
ризации Чëлески состоит в том, чтобы для дан-
ной положительно определенной матрицы Γ  
найти нижнюю треугольную матрицу 

, 0,...,( )ij i j nC c ==  ( 0ijc =  при j i> ), такую, что 

CCΤΓ = . Поиск такой матрицы является хо-
рошо известной алгебраической задачей. 
Формулы для элементов матрицы C  приве-
дены, например, в [Asmussen, Glynn, 2007]. 
Имитационное моделирование исходного 
процесса состоит в построении 1n +  его зна-
чения, т. е. с.в. (0),..., ( )X X n . При этом вна-

чале необходимо сгенерировать 1n +  незави-
симых стандартных нормальных с. в. 

0 ,..., nY Y . Затем значения ( )X i  вычисляются 

следующим образом: 

0

( )
i

ik k
k

X i c Y
=

= , 0,...,i n= . 

Отметим, что данный метод является точ-
ным в том смысле, что он сохраняет корреляци-
онную структуру моделируемого процесса. 
Действительно, 

0 0

0 0

min( , )

0

( , ) ,

                    ( , )

                    ,

ji

i j ik k js s
k s

ji

ik js k s
k s

i j

ik js ij
k

Cov X X Cov c Y c Y

c c Cov Y Y

c c γ

= =

= =

=

 
=  

 

=

= =

 





 

т. е. корреляционная матрица построенных  
с.в. (0),..., ( )X X n  совпадает с заданной матри-
цей Γ . 

Таким способом можно моделировать любой 
гауссовский процесс и, в частности, ФБД, у ко-
торого ковариационная функция имеет вид:  

( )2 2 21
( , ) | | | | | |

2
H H Hs t t s t sΓ = + − − . 

На рис. 1, 2 представлены графики ФБД для 
числа шагов 200n =  и для различных значений 
параметра Херста H. Эти графики наглядно по-
казывают различные типы последействия 
(«предсказуемость» траекторий процесса) в за-
висимости от значений параметра H.  
 

 
Рис. 1. Реализация ФБД для H=0,8 
 

 
Рис. 2. Реализация ФБД для H=0,2 
 

 Как уже отмечалось, факторизация Чëлески 
является общим методом для моделирования 
любого гауссовского процесса. Сложность это-
го метода составляет O(n3). Этот метод также 
требователен к объему памяти, поскольку необ-
ходимо хранить корреляционную матрицу Γ  и 
матрицу С. 

 Чтобы промоделировать ФБД, можно вос-
пользоваться его стохастическим представлени-
ем Мандельброта [Mandelbrot, van Ness, 1968], 
которое, в свою очередь, аппроксимируется 
следующим выражением: 



 

0
1/2 1/2 1/2

1 2
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
n

H H H
H H

k b k

B n C n k k B k n k B k− − −

=− =

  = − − − + −   
 

1,...,n N= . 
Здесь 3/2b N= , 1B  ( 2B ) – вектор из 
1b + ( 1N + ) независимых одинаково распреде-

ленных стандартных нормальных с.в. (причем, 

1B  и 2B  также взаимно независимы), а констан-
та HC  определяется следующим образом: 

2

( 1/ 2) ( 1/ 2,2 2 )H

H
C

H H Hβ
=

− − −
, 

где ( , )x yβ  – бета-функция. 
 Данный подход является исторически пер-

вым, но в настоящее время используется до-
вольно редко. Подробное описание методов мо-
делирования ФБД представлено в [Coeurjolly, 
2000].  

Отметим, что стандартное броуновское дви-
жение 1/2( ) ( )B t B t=  моделируется проще, чем 

ФБД. Для пояснения обозначим h
nt nh= , где 

1,2,...n = , а 0h >  – фиксированная длина шага. 

Обозначим приращения ( ) ( )1
h h h
n n nB B t B t −Δ = − . 

Имитационное моделирование броуновского 
движения осуществляется по следующей схеме. 
Сначала генерируются приращения h

nBΔ  как не-

зависимые одинаково распределенные с.в. вида 
(0, )N h ; после этого вычисляются значения 

( )B t в моменты времени }{ h
kt    

( ) 1 ,     1,..., .h h h
n kB t B B k n= Δ + ⋅⋅⋅+ Δ =          (4.1)  

При моделировании приходится заменять 
исходный процесс с непрерывным временем на 
процесс с дискретным временем, а это приводит 
к так называемой ошибке дискретизации. Фак-
тически траектория процесса представляет со-
бой линейный интерполяционный сплайн, по-
строенный по точкам ( )h

kB t , удовлетворяющим 

(4.1). Выберем шаг 1/ ,Nh h N= =  где 0N >  – 

некоторое фиксированное число, а ( )hB t  – тра-
ектория броуновского движения, сгенерирован-
ная по схеме (4.1). В работе [Asmussen, Glynn, 
2007] показано, что средняя ошибка рассматри-
ваемой линейной интерполяции удовлетворяет 
соотношению 

1
1/2

0

( ) ( ) / ,   / 32hB t B t dt c N c π− = =E . 

После того как мы выяснили, каким образом 
статистически моделируются гауссовские про-
цессы, мы промоделируем процесс загрузки в 
коммуникационной системе с гауссовским 

входным потоком. Пусть в такую систему на 
интервале [0, ]t  поступает объем нагрузки, рав-

ный величине ( )A t , которая определяется сле-
дующим образом: 

( ) ( )HA t mt amB t= + , 

где ( )HB t  – ФБД с параметром Херста H. Пусть 

обслуживание трафика осуществляется с некото-
рой постоянной скоростью C . Моделирование 
стационарного процесса загрузки Q(k), 0k ≥ , (в 
дискретном времени) осуществляется по сле-
дующей схеме. В начальный момент времени 
система пуста ( (0) 0Q = ), далее загрузка в мо-

мент времени k  рассчитывается по следующему 
реккурентному соотношению [Norros, 1994] 
 ( )( )( ) max 0, ( 1) ( ) ( 1)H HQ k Q k C m am B k B k= − − + + − − ,    

 k = 1,2…                                                                 (4.2). 

 
Рис. 3. Моделирование загрузки для H=0,8, a=1, C=1, 
m=0,5 
 

Пример моделирования по схеме (4.2) пред-
ставлен на рис. 3. 

 
Заключение 

В статье рассмотрена применимость гауссов-
ских моделей для моделирования трафиков и 
процесса загрузки в современных телекоммуни-
кационных сетях. Представлен элементарный 
N-Q тест для проверки нормальности сетевого 
трафика. Обсуждается проблема оценки вероят-
ности переполнения, которая играет важную 
роль при планировании мощностей телекомму-
никационных систем. Приведены важные асим-
птотические результаты для случая агрегиро-
ванного входного потока при растущем числе 
слагаемых потоков от отдельных источников 
(пользователей). Рассматриваются основные 
методы имитационного моделирования ФБД и 
стандартного броуновского движения. Кроме 



 

того, представлены результаты численного 
моделирования ФБД и процесса загрузки в 
системе обслуживания с таким входным про-
цессом. 
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Рассматриваются случайные графы, состоящие из  N занумерованных вершин. Сте-
пени вершин определяются независимо в соответствии со степенным распределе-
нием с показателем τ>0. Все полуребра вершин занумерованы. Граф строится  
путем равновероятного соединения полуребер для образования ребер. Последние 
исследования показали, что такие случайные графы можно использовать для моде-
лирования топологии сети Интернет. Получено предельное распределение макси-
мальной степени вершины при условии, что сумма степеней равна n, где n четно,  
τ<1 и N, n →∞ так, что n/N1/τ →∞. 
 
К л ю ч е в ы е   с л о в а : случайные графы, Интернет, максимальная степень 
вершины, предельное распределение. 
 
Yu. L. Pavlov, E. N. Dertishnikova. ON LIMIT DISTRIBUTION  OF  
MAXIMUM VERTEX DEGREE IN RANDOM GRAPH OF INTERNET TYPE 
 
We study random graphs consisting of  N numbered vertices. The  degrees of the vertices 
are drawn independently from power-law distribution with the exponent τ>0. All of the 
stubs of  the vertices  are numbered.  The graph is constructed by joining each stub to 
another equiprobably to form edges. Reсent studies show that such random graphs can be 
used for modeling the  Internet topology. We obtain  the limit distribution of  the  
maximum vertex degree under the condition that the  sum of vertex degrees is equal to n,  
n is  even, τ<1 and N, n →∞ such that n/N1/τ →∞. 
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В последнее время появилось большое чис-
ло книг и  статей,  посвященных использова-
нию случайных графов для моделирования  
сложных сетей передачи данных, включая Ин-
тернет (см. например, [Janson et al., 2000; 
Reittu, Norros, 2004; Durrett, 2007]). В связи с  
этим такие графы иногда называют графами 
Интернет-типа.  Степени их вершин являются 
независимыми случайными величинами, об-

щим распределением которых служит дискрет-
ный  аналог распределения  Парето с положи-
тельным показателем τ. 

Пусть в графе содержится N вершин, зануме-
рованных числами от 1 до N, а степени  вершин 
обозначим  Nηη ,...,1 . Пусть η  – случайная вели-
чина, равная степени  произвольной вершины, и 
положим 

P{η ≥k}=k-τ,  τ>0,  k=1,2, …                           (1) 

 



 

Для удобства описания структуры графа бу-
дем использовать понятие  полуребра, т. е. реб-
ра, инцидентного конкретной вершине, но для 
которой смежная вершина еще не определена. 
Предполагается, что все полуребра графа явля-
ются различными (занумерованными). Процесс 
формирования графа состоит из двух этапов. На 
первом этапе для каждой вершины определяется 
ее степень, т. е. число выходящих из нее полу-
ребер, являющееся реализацией  случайной ве-
личины  η . На  втором этапе полуребра, выхо-
дящие из  всех вершин, соединяются равноверо-
ятно; два полуребра, соединившись, образуют 
ребро. Понятно, что для построения графа необ-
ходимо, чтобы общее число полуребер было 
четным. Для обеспечения этого условия искус-
ственно вводят дополнительную вершину, сте-
пень которой равна 0 или 1 в зависимости от то-
го, является ли суммарное число полуребер ос-
новных вершин  четным или нет. Нетрудно ви-
деть, что такая конструкция графа  допускает 
петли и кратные ребра. 

Во многих работах (см., например, [Reittu, 
Norros, 2004; Durret, 2007]) указываются  воз-
можные варианты содержательной интерпрета-
ции рассмотренной модели. Например, при мо-
делировании Интернета, вершинам графа могут 
соответствовать локальные сети (точнее, авто-
номные системы),  кратные ребра означают од-
новременную передачу данных несколькими 
компьютерами одной сети в другую, а петля со-
ответствует подключению одного компьютера к 
другому через общий  маршрутизатор внутри 
одной локальной сети. 

В различных статьях и монографиях (см. на-
пример, [Janson et al., 2000; Reittu, Norros, 2004; 
Durret, 2007; Павлов, 2007, 2009; Павлов, Чеп-
люкова, 2008]) изучалось  предельное поведе-
ние различных характеристик Интернет-графов 
при N→∞. В ходе исследований выяснилось, 
что свойства графов существенно зависят от 
значения параметра τ. Наблюдения за реальны-
ми сетями показали, что предложенная модель 
является адекватной, если τ ∈(1,2),  хотя с раз-
витием сетей уже встречаются  случаи τ<1. От-
мечается также, что если параметр τ изменяется 
так, что его значение переходит через точки τ=1 
или τ=2, то происходят значительные измене-
ния свойств графа.  Поэтому представляет инте-
рес  изучение графов Интернет-типа и при зна-
чениях параметра τ вне интервала (1,2). Заме-
тим, что если τ ∈(1,2), то распределение (1)  
имеет конечное математическое ожидание и 
бесконечную дисперсию.  

Представляют интерес  Интернет-графы  с 
заданной суммой степеней вершин 
νN ++= ...1η Nη , так как на практике иногда уда-

ется оценить число связей в реальных сетях, а 
если известны результаты о таких графах в раз-
личных зонах изменения N и νN, то их можно 
распространить и на графы со случайным чис-
лом ребер. 

В настоящей работе рассматривается под-
множество Интернет-графов, для которых сум-
ма степеней  вершин известна и равна n.  Распо-
ложим степени вершин в виде вариационного 
ряда 

)()2()1( ... Nηηη ≤≤≤ , записав 
)()1( ,..., Nηη  в не-

убывающем порядке.  Обозначим )( Nη макси-

мальную степень вершины, т. е. 
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В работе [Павлов, Чеплюкова, 2008] было 
найдено предельное распределение максималь-
ной степени вершины при τ>0 и N, n→∞ так, 
что 1<n/N<ζ(τ), где  ζ(τ) – значение дзета-функ-
ции  Римана  в  точке   τ.  В этой  работе  рас-
сматривались  также случаи  n/N↓1  и  n/N ↑ ζ(τ). 
Заметим, что при τ≤1  справедливо равенство 
ζ(τ)=∞.   В случае n/N→∞  и  τ<1   было допол-
нительное условие n/N1/τ →0.  В работе [Павлов, 
2009] получены предельные теоремы для )( Nη в 

случае τ>1 и n/N→ ζ(τ). 
В настоящей работе  доказана теорема о пре-

дельном поведении максимальной степени вер-
шины при условии, что τ ∈(0,1), νN=n и N,n→∞   
так, что n/N1/τ →∞.  Справедливо  следующее 
утверждение. 

Теорема. Пусть N,n→∞ так, что  
 n/N1/τ →∞,   τ ∈(0,1). Тогда 

,)(
0

/1 →






 ≤

−
Ρ

z
N dxxgz

N

n
τ

η   

где g(x) – плотность устойчивого распределе-
ния с показателем τ  и характеристической 
функцией 
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а  Г(1- τ)  означает значение гамма-функции в 
точке 1-τ. 

Методом доказательства теоремы является  
обобщенная схема размещения частиц по ячей-
кам, введенная и изученная В. Ф. Колчиным 
(см., например, [Колчин, 2004]).  Ниже  приво-
дятся вспомогательные  утверждения  (леммы 1-
3), с помощью которых  в конце статьи доказы-
вается сформулированная теорема. 

Из (1) ясно, что  
{ } ,)1( ττη −− +−==Ρ= kkkpk   k=1, 2, …    (3)                      



 

Пусть  ξ1, …, ξN – независимые одинаково 
распределенные случайные  величины, каждая 
из которых имеет распределенные (3). Отсюда 
следует, как легко видеть, что если k1, …, kN – 
натуральные числа такие, что k1+…+ kN  = n, то 
справедливо равенство 
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а если nkk N ≠++ ...1 , то  

{ } 0,...,11 ===Ρ NN kk ηη .  Соотношение  (4) оз-

начает, что для двух  наборов случайных вели-
чин ),...,( 1 Nηη  и ( ),...,1 Nξξ  выполнены условия 

обобщенной схемы размещения. 
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Используя (4), легко получить следующую 
лемму. 

Лемма 1. Справедливо равенство 
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Рассмотрим предельное поведение вероятно-
сти { }.nN =Ρ ξ  

Лемма 2.  Пусть N, n→∞  так, что  n/N 1/τ → 
∞. Тогда для n таких, что  { } 0>=Ρ nNζ , 

{ } )).1(1()1( oNnnN +==Ρ +− ττζ  

Доказательство.  Нетрудно проверить, что 
лемма 2 вытекает из результатов работы [Тка-
чук, 1973]. Однако, следуя этой работе и лемме 
2.5.2 книги [Pavlov, 2000], мы приведем подроб-
ное доказательство леммы 2, поскольку, как бу-
дет видно ниже, оно послужит  основой для ана-
логичного доказательства в схеме серий (лемма 
3), для которой  использовать статью [Ткачук, 
1973] нельзя. Обозначим  

( )a
nN //1 τγ = ,                                                    (5)                                   

где )22/( += ττa .  Легко видеть, что  

{ } ),()()( 321 nPnNPnPnN ++==Ρ ζ                      (6)                                                 

где     
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Оценивая последовательно эти вероятности, 
мы увидим ниже, что  основной вклад в сумму 
(6) дает второе слагаемое. 

Рассмотрим вероятность )(1 nP . Обозначим  
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Из (3) следует, что при  k→∞ 
 pk=τk-(τ+1)(1+o(1)).                                         (8) 
Отсюда нетрудно получить, что при доста-

точно больших l 
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здесь и далее символы C1, C2, …   означают  не-
которые положительные постоянные. 

Поскольку 0//1 →nN τ , из (5) следует, что 

( ) )( 1−− = Non τγ .                                                 (10) 
Используя это соотношение и учитывая, что 

при 0≤y≤1  справедливо равенство )(1 ye y δ+= ,  

где yy 2)( ≤δ ,  из (7) и (9) получаем, что   
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где,  в силу (9), (10),   при N→∞ 
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Учитывая это, находим, что 

( ) )(1)/(1 1−+= NonR γ .                                 (12) 

Введем вспомогательные независимые, оди-
наково распределенные случайные величины 
ξ1(γ), …, ξN(γ),  имеющие следующее распреде-
ление вероятностей: 

{ } { } ( ) .,)/(1)/(exp)( 1
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Обозначим ).(...)()( 1 γξγξγζ NN ++= Легко ви-

деть, что   
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Докажем, что при N→∞ 
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Обозначим  φ(t), φγ(t)  характеристические 

функции случайных величин  ξ1 и  ξ1(γ) соответ-

ственно. Воспользуемся  формулой  обращения 

и представим вероятность { }nN =Ρ )(γζ   в виде 
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Нетрудно видеть, что 
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Отсюда и из (11) получаем, что 

)()())/(1( 1−+≤+ NotnitR ϕγ . 

Тогда из (12) и (16) следует, что  
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Покажем, что для [ ]ππ ,−∈t   справедливо 

неравенство .0)( 4 >≥ Ctγϕ  

Из (3) получаем, что  
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где ( )asz ,,Φ  – трансцендентная функция Лерча, 
имеющая вид: 
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При s<1  и z→1  известна асимптотика функ-
ции (20) (см., например, [Flajolet, Sedgewick, 
2009]): 

( ) ))1(1()ln)(1(1,, 1 ozssz s +−−Γ=Φ − .         (21) 
Отсюда и из (19) нетрудно получить, что 

φ(t)→1 при t→0. Рассмотрим случай 0<ε≤|t|≤π. 
Из (19) и (20) следует, что 
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Согласно  [Прудников и др., 1981] (см. при-
меры 5.4.3.1 и 5.4.2.1) 
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Подставляя эти выражения в (22), получаем, 
что 

dx
ete

et
ex

t

xx

x
x

∞

−−

−
−−

+−
+−

Γ
−

=

0
2

1

cos21

)1)(cos1(

)(

1
1

)(Re

τ

τ

ϕ
.     (23) 

Для того чтобы выполнялось равенство 
,0)(Re =tϕ  последнее слагаемое в  (23)  должно 

равняться единице. Но это возможно только, ес-
ли для всех х 
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или xet −=cos , что исключено. Поэтому 
0)(Re ≠tϕ  и из (18) следует, что при любом 
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Из (19) и (21) находим, что при   t→0 
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откуда получаем, что при |t|< ε  и достаточно 
малом  ε 

{ }τϕ tCt 6exp)( −≤ .                                      (25) 

Поскольку при  ε≤|t|≤π  справедливо  нера-
венство  
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из (15), (24) и (25) следует, что 
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откуда и следует (14). Из (5) и (12)-(14) нахо-
дим, что  
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Оценим вероятность )(2 nP .  Очевидно, что 
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Обозначим )(),...,(1 nn N γξγξ  вспомогательные  

независимые одинаково распределенные слу-
чайные величины, для которых 
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Покажем, что при достаточно больших n 
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Легко видеть, что 
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Заметим, что 
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Отсюда и из (9) получаем неравенство 

{ } ( )
.

)()1(

15

/11
15

/11
1

τ

τττ

γ
γγγξ

C

NNCNnN

=

≤>Ρ− −−−

 (32) 

С помощью (9) для достаточно больших n не-
трудно вывести оценку: 
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Используя неравенство Чëбышева, отсюда полу-
чаем, что 
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а из (9)  находим, что 

{ }
{ } )1(1

1

1
1

1

/11
1 o

т

N
N

+=







>Ρ−

>Ρ−
−−

γξ
γξ τ

, 

поэтому из (31)-(33)  следует оценка (30). 
Учитывая (29), представим вероятность  

)(2 nP   в виде суммы 
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С помощью (5) и (8) нетрудно получить,  
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Покажем, что при выполнении условий лем-
мы имеют место соотношения   

)(, )1(
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и, как следует из  (30), 2/)1(
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этому 
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Рассмотрим 3S .  Если  3Kk ∈ , то,  как и вы-

ше, )1(
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Учитывая (9), нетрудно получить, что 
τγγξ −≤Ε 1

231 )()( nCn . Поэтому с помощью нера-
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следовательно, как видно из (5) и (37), 
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+−= τnoS .  Отсюда, из оценок (35), (36) и 

представления (34) получаем, что в условиях 
леммы 
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где S={i:  γn<i<n(1-γ)-k}.  В силу (8) при  
i>γn 
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Отсюда и из (39) следует, что 
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и из (6), (27), (38) получаем утверждение 
леммы 2. 

Для суммы )(r
Nζ  справедлив следующий ре-

зультат. 



 

Лемма 3. Пусть  N,n→∞  так, что  
ττ /1/1 ,/ zNnrNn −=∞→ ,  где z – фиксиро-

ванное положительное число. Тогда 
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где g(x) – плотность устойчивого распределе-
ния с показателем τ  и  характеристической 
функцией (2). 
Доказательство. Мы будем следовать мето-

ду доказательства леммы 2. Все введенные  
там обозначения сохраняют силу и далее, а  
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Используя эти соотношения, легко находим, 
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Рассматривая  выражение 
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и используя (41), нетрудно получить, анало-
гично (17) – (24), что при  любом фиксирован-
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При доказательстве леммы 2 мы видели, что  
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если  ,πε ≤≤ t  то (26). Используя  эти оценки 

и разбивая интеграл, стоящий в правой части 
равенства (43), на сумму двух интегралов, соот-
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Отсюда и из (5),  (42), (43) приходим к соот-
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Отсюда и из  (41)  следует, что  в условиях  леммы 
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Обозначим функцию распределения  случай-
ной величины 1ξ  через F(x).  Из  (1)  следует, 
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Согласно теореме 2.6.1 книги [Ибрагимов, 
Линник, 1965] условия (49) достаточно для того, 
чтобы F(x) принадлежала области притяжения 
устойчивого закона с показателем τ, а в силу 
теоремы 2.1.1 этой же книги получаем, что та-
кой закон является предельным для случайной 
величины τζ /1

1 / NN − .  Используя теорему 2.2.2 
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Учитывая (41), получаем оценку, аналогич-
ную (30): 
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Используя (41) и (46), получаем в итоге, что 
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Отсюда и из (5), (50), (51) следует, что при 
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Учитывая (50) и равенство  τ/1zNnr −= ,  из 
(52)  и (53)  находим, что     
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Если 3Kk ∈ , то, как и в лемме 2, видим, что  
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следует, что 
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Оценка )(3 nP  проводится аналогично соот-

ветствующему доказательству в лемме 2, поэто-
му из (40), (47) и (56) получаем утверждение 
леммы 3. 

Теперь мы можем доказать теорему. Из (9) 
следует, что ),( 1

7
−− =≤ NorCPr

τ   поэтому из 

лемм 1 – 3 очевидным образом получаем тре-
буемое. 

 
Литература 

Ибрагимов И. А., Линник Ю. В. Независимые и 
стационарно связанные величины. М.: Наука, 1965. 
524 с. 

Колчин В. Ф.  Случайные графы. М.: Физматлит, 
2004. 256 с. 

Павлов Ю. Л. Предельное распределение объема 
гигантской компоненты в случайном графе Интер-
нет-типа // Дискретная математика. 2007. Т. 19, № 3. 
С. 22–34. 

Павлов Ю. Л. О предельных распределениях сте-
пеней вершин в условных Интернет-графах // Дис-
кретная математика. 2009. Т. 21, № 3. С. 14–23. 

Павлов Ю. Л., Чеплюкова И. А.  Случайные графы 
Интернет-типа и обобщенная схема размещения  
// Дискретная математика. 2008. Т. 20, № 3. С. 3–18. 

Прудников А. П., Брычков Ю. А., Маричев О.  И.   
Интегралы  и  ряды.  М.: Наука,   1981. 798 с. 

Ткачук С. Г.  Локальные предельные теоремы, 
учитывающие большие уклонения в случае предель-
ных устойчивых законов // Известия АН Узб. ССР. 
Сер. физ.-мат. наук. 1973. Т. 2. С. 30–33. 

Durrett R. Random Graph Dynamics. N.Y.: 
Cambridge University Press, 2007. 221 p. 

Flajolet P., Sedgewick R. Analytic Combinatorics. 
Cambridge: Cambridge University Press.  2009.  824 p. 

Janson S., Luczak T., Rucinski A. Random Graphs. 
Wiley, New York, 2000. 333 c. 

Pavlov Yu. L. Random Forests. Utrecht: VPS, 2000. 
122 p. 

Reittu H., Norros I. On the power-law random graph  
model of massive data networks // Performance Evaluation. 
2004. Vol. 55, N 1. P. 3–23. 

СВЕДЕНИЯ ОБ АВТОРАХ: 

Павлов Юрий Леонидович 
зав. лаб. теории вероятностей и копмьютерной статистики, 
д. ф.-м. н. 
Институт прикладных математических исследований 
КарНЦ РАН 
ул. Пушкинская, 11, Петрозаводск, Республика Карелия, 
Россия, 185910 
эл. почта: pavlov@krc.karelia.ru 
тел.: (8142) 763370 
 
Дертишникова Екатерина Николаевна 
аспирант 
Институт социально-экономического развития территорий 
ул. Комсомольская, 23, Вологда, Россия, 160014 
эл. почта: Katya-dert@mail.ru 
тел.: 89217021153 

 

Pavlov, Yury 
Institute of Applied Mathematical Research, Karelian Research 
Centre, Russian Academy of Science 
11 Pushkinskaya St., 185910 Petrozavodsk, Karelia, Russia  
e-mail: pavlov@krc.karelia.ru 
tel.: (8142) 763370 
 
 
 
 
Dertishnikova, Ekaterina 
Institute for Socioeconomic Development 
23 Komsomolskaya St., 160014 Vologda, Russia 
e-mail: Katya-dert@mail.ru 
tel.: 89217021



 

Труды Карельского научного центра РАН 
№ 3. 2010. С. 66–71 
 
 
 
 
 
УДК 519.2 
 

ОБ АСИМПТОТИКЕ СТАТИСТИКИ ТИПА 
2χ  

ДЛЯ ИНТЕРНЕТ-ГРАФОВ 
 

Ю. Л. Павлов, И. А. Чеплюкова 
 

Институт прикладных математических исследований  
Карельского научного центра РАН 
 
 
 
 
Рассматриваются Интернет-графы, состоящие из  N  вершин при условии, что 
сумма степеней  вершин равна  .n  Получено предельное распределение статистики 

типа 2χ для таких графов в случае, когда ,, ∞→nN  ( ) ,0  ,1 ><≤< ττςNnC  

где ( )τς − значение дзета-функции Римана в точке .τ    

   
 

К л ю ч е в ы е  с л о в а :  случайные графы, Интернет, статистика типа 2χ , 

предельное распределение. 
 

Yu. L. Pavlov, I. A. Cheplyukova. ON ASYMPTOTICS OF  
2χ  -  TYPE 

STATISTICS IN CONDITIONAL  RANDOM INTERNET GRAPHS 
 
We consider random Internet graphs consisting of N  vertices under the condition that 

the sum of vertex degrees is equal to .n We get the limit distribution of 2χ  type statistic 

for these graphs such that ( ) ,0  ,1  ,, ><≤<∞→ ττςNnCnN  where ( )τς  is the 

Rimann's  zeta-function. 
 

K e y  w o r d s :  random  graphs,  Internet, 2χ  type statistic, limit distribution. 
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Для связанной с критерием согласия 2χ  по-
линомиальной схемы хорошо известно асимпто-
тическое поведение соответствующей статисти-
ки. Однако во многих комбинаторных задачах, 
отличающихся от полиномиальной схемы, при 
проверке статистических гипотез также возни-
кает необходимость получения подобных ре-
зультатов. В настоящей работе рассматривается 
одна из таких задач. Объектом исследования яв-

ляется известная конструкция случайного графа 
(см., например, [Faloutsos et al., 1999; Jason et al., 
2000; Newman et al., 2001; Reittu, Norros, 2004]), 
являющаяся подходящей моделью сети Интер-
нет. В связи с этим такие модели иногда называ-
ют Интернет-графами. Опишем этот граф. 
Предполагается, что граф состоит из N  основ-
ных  и одной вспомогательной вершин. Степени 
основных вершин, занумерованных числами от 



 
 

1 до N , задаются независимыми случайными 
величинами Nηη ,,1  ,  распределение которых 

имеет вид 
{ }
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где iτ − некоторые положительные параметры. 

Для описания структуры графа будем ис-
пользовать понятие полуребра [Reittu, Norros, 
2004], т. е. ребра, инцидентного конкретной вер-
шине, но для которой смежная вершина еще не 
определена. Чтобы суммарное число полуребер 
было четным, степень вспомогательной верши-
ны полагается равной 1 или 0, в зависимости от 
того, является ли число полуребер основных 
вершин четным или нет. Предполагается, что 
все полуребра различны и при образовании ре-
бер полуребра соединяются равновероятно. 

Во многих работах изучалось предельное по-
ведение различных характеристик Интернет-гра-
фов. В работе [Faloutsos et al., 1999] было показа-
но, что на практике, как правило, параметры рас-
пределения  Nττ ,,1   одинаковы и принадлежат 

интервалу (1,2). В работах [Cheplyukova, Pavlov, 
2007; Павлов, Чеплюкова, 2008] впервые было 
предложено использовать обобщенную схему 
размещения частиц по ячейкам с целью исследо-
вания асимптотического поведения Интернет-
графов. Эта схема была  введена  и  изучена  
В. Ф. Колчиным (см., например,  [Колчин, 2004]). 

В настоящей работе мы рассматриваем под-
множество  Интернет-графов при условии, что 
сумма степеней основных вершин задана и рав-
на n , т. е. 

 .1 nN =++ ηη   

В качестве нулевой статистической гипотезы 
будем рассматривать гипотезу о том, что пара-
метры распределения (1) 

.21 ττττ ==== N  

Для проверки этой гипотезы кажется естест-
венным использовать статистику типа 2χ  сле-
дующего вида 
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Введем независимые одинаково распреде-
ленные случайные величины ,,,1 Nξξ   распре-

деление которых имеет вид 
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где    ( )asxk ,,       ;,2,1 Φ=     означает  
трансцендентную функцию Лерча:                       
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а параметр распределения  λ  выбран из интер-
вала (0,1) так, что выполнено равенство 
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Нетрудно проверить, что уравнение (5) имеет 
единственное решение на интервале (0,1).  
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Ниже приведена  локальная предельная тео-
рема для статистики (2) в случае  ∞→nN ,  так, 
что   ( ),1 1 τς<≤< NnC  где   ( )τς  −  значение 
дзета-функции Римана в точке .τ  Заметим, что 
слабая сходимость  распределения статистики 
(2) к нормальному закону следует из результа-
тов работы  [Ронжин, 1988]. Содержание данной 
статьи докладывалось на следующих конферен-
циях: Barcelona Conference on Asymptotic 
Statistics (2008) [Cheplyukova, Pavlov, 2008],  
X Всероссийском симпозиуме по прикладной и 
промышленной математике (2009) [Чеплюкова, 
2009], 9th Internetional Conference «Computer 
Data Analysis and Modeling: Complex Stochastic 
Data and Systems» (2010), формулировки утвер-
ждений приведены в трудах этих конференций. 
В настоящей работе  эти результаты обобщают-
ся в виде приведенной ниже теоремы и дается 
ее подробное доказательство. 

Далее будем считать, что при  ( )τς→Nn   
выполнено одно из условий:                    
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Теорема. Пусть ∞→nN ,  так, что 
( ).1 τς<≤< NnC  Тогда равномерно отно- 

сительно целых k  таких, что 



 

( ) ( )( )21 ρσ −− NNak  лежит в любом конеч-

ном фиксированном интервале, справедливо  
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Эта теорема будет доказана с помощью при-
веденных ниже лемм 1 − 3.  

 
Лемма 1. Справедливо равенство 
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Доказательство.  Учитывая равенство 
,1 nN =++ ηη   из (2) легко получить, что  
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Из (1), (3) и (4) несложно показать, что для 
рассматриваемого множества условных графов 
справедливо равенство 
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Это равенство означает, что выполнены ус-
ловия обобщенной схемы размещения ([Колчин, 
2004]).  Из (7) и (8) нетрудно получить утвер-
ждение леммы 1. 

Легко видеть, что суммы случайных вели-
чин, стоящие в правой чисти равенства (6), об-
разуют схему серий, поэтому задача получения 
предельного распределения статистики (2) сво-
дится к доказательству локальных предельных 
теорем для случайной величины Nς  и случайно-

го вектора ( ).  , NN μς  

Введем следующие обозначения:      
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Лемма 2. Пусть выполнены условия теоре-
мы. Тогда последовательность распределений  
( ) NNN QAS −  слабо сходится к двумерному нор-

мальному закону с плотностью 
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где   ( ) ., 2
21 R∈= xxx  

Доказательство.  Для справедливости утвер-
ждения леммы достаточно показать, что в каждой 
точке ( )21, tt  выполнено равенство 
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где ( )21, ttϕ  обозначает характеристическую 

функцию случайной величины ( ) .NNN QAS −  

Обозначим через ( )21, ttf  характеристи- 
ческую функцию случайного вектора 
( )., 1111 ννξξ EE −−  Используя формулу Тей- 
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здесь и далее ,, 21 CC  означают некоторые по-
ложительные постоянные. 

Из (3) несложно найти, что 
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Используя (3) и (5), легко показать, что 
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где, как следует из (11), 
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В лемме 3 [Павлов, Чеплюкова, 2008] показа-

но,  что в случае ( )τς<≤≤< 50 CNnC  спра-

ведливы неравенства ,176 <≤≤ CC λ  поэтому 

из соотношений (12) следует, что 
( ),, 2/3−= NOFE  значит ( ).1−= Nor  Отсюда и из 

(13) видно, что в этом случае имеет место ра-
венство (10). 

Из леммы 3 [Павлов, Чеплюкова, 2008] сле-
дует, что 1→λ  при ( ).τς→Nn  При 1<s  для 

функции Лерча ( )1,, szΦ справедливы соотноше-
ния (см., например, [Flajolet, Sedgewick, 2009]): 
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где ( )xΓ − значение гамма-функции в точке .x  
Тогда, используя (12) и (15), несложно показать, 
что 
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где запись f

 g означает, как и в [Грэхем и др., 

2006], что выполнены одновременно два нера-
венства gCf 8≤  и  .9 fCg ≤  Тогда из (14) и 

(16) получаем, что                           
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Аналогичным образом нетрудно показать, 
что  
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Из (17) и (18) следует, что ( )1−= Nor   и в слу-

чае ( ),τς→Nn  поэтому из (13) опять получа-
ем соотношение (10), что и завершает доказа-
тельство леммы. 

Лемма 2 показывает, что распределение ста-
тистики (2) слабо сходится к нормальному зако-
ну. Докажем, что имеет место локальная сходи-
мость.  

Лемма 3.  Пусть выполнены условия теоре-

мы. Тогда равномерно по ( )21, zzz =  

{ } ( )( ) ( )[ ],1det oQAzgQzS NNNN +−==P
 где   ( )xg  определено в (9). 

Доказательство.  Пусть α обозначает рас-

стояние от R∈α   до ближайшего целого числа,  
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Для двумерной случайной величины X  и 
вектора  d  обозначим 
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Из (16) видно, что 
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а для всех ( )41,21Ω∈d   справедливо 
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Отсюда, из (20) и леммы 2 следует, что в слу-
чаях, когда ( )τς<≤≤< 50 CNnC  и 

( ) ,4, >→ ττςNn  выполнено условие 1 локаль-
ной предельной теоремы  [Мухин, 1991] для дву-
мерных случайных сумм в схеме серий, а имен-
но, существует такое ,0>α  что  

( ) ,H
21dQd NN

−≥ α   

поэтому в этих случаях утверждение леммы 3  
справедливо. 

Пусть  ( ) .4, >→ ττςNn  Проверим вы- 
полнение условия 2 указанной теоремы  [Му-
хин, 1991]. Для этого достаточно показать,  
что ∞→NH  и существуют такие 

( ] ( ),21,0,0,0,2,0,0 ∈>>∈> νβδα M  что  

( )  ,,B 122
δδ θαθ −−≥ NN Quu                               (22) 

где  
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а  P* −  симметризованное распределение  ,X
*

 

( ) [ ]θβθθθθ ν 1
21 ,H   ,1  ,, −∈== NN QMu .  

Нетрудно найти, что при 0>ν  справедливо 
соотношение 

( )=uN ,B2 θ                         (23) 
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Из (19) – (23) следует, что достаточно пока-
зать существование ν  и ,δ  обеспечивающих 
выполнение неравенства 

( )( )   .1 132
422

1
CuN ≥− −+−− δτδτ

δ

λ                    (24) 

В силу условия леммы ( ) ,1 ∞→− τλN  поэто-

му при достаточно малых ν  и δ   неравенство 
(24) выполнено и, следовательно, утверждение 
леммы 3 справедливо при .40 << τ  Осталось 
рассмотреть случай .4=τ  Аналогично преды-
дущему получаем, что  

( ) ,ln,B 14
2 uNCuN ≥θ  

и, как нетрудно проверить, (22) справедливо и 
при ,4=τ  что завершает доказательство лем-
мы 3. 

Из результатов работ [Павлов, Чеплюкова, 
2008]  и  [Павлов, 2009] следует, что в рассмат-
риваемых условиях

                      { } ( ) ( )( ).112
1

1 oNnN +==
−

πσςP  

поэтому из лемм 1 и 3 получаем утверждение 
теоремы. 
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДЕСОРБЦИИ 
ВОДОРОДА С ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПОВЕРХНОСТИ 

 

Н. И. Родченкова, Ю. В. Заика 
 

Институт прикладных математических исследований 
Карельского научного центра РАН 
 
 
 
 
Рассматривается дегазация цилиндрического образца, содержащего растворенный 
водород. Эксперимент проводится методом термодесорбции. В соответствующей 
краевой задаче с нелинейными динамическими граничными условиями учтены фи-
зико-химические процессы в объеме и на поверхности металла: диффузия, десорб-
ция, растворение и захват дефектами. На основе разностных аппроксимаций разра-
ботан вычислительный алгоритм моделирования десорбционного потока, приведе-
ны результаты численных экспериментов. 
 

К л ю ч е в ы е   с л о в а :  термодесорбция водорода, математическое моделирова-
ние. 
 
N. I. Rodchenkova, Yu. V. Zaika. NUMERICAL MODELLING OF 
HYDROGEN DESORPTION FROM CYLINDRICAL SURFACE 
 
Degassing of a cylindrical sample containing dissolved hydrogen is considered. The 
experiment is made by the thermodesorption method. In the corresponding boundary-
value problem with nonlinear dynamic boundary conditions physical-chemical processes 
in the bulk and on the metal surface are taken into account: diffusion, desorption, capture 
by defects, and solution. Computational algorithm for desorption flux modelling is 
developed on the basis of difference approximations. The results of numerical modelling 
are presented. This work was supported by the Russian Foundation for Basic Research 
(grant 09-01-00439) and by the Russian Science Support Foundation. 
 
K e y   w o r d s :  hydrogen thermodesorption, mathematical modelling. 
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Введение 

Значительная концентрация водорода в ме-
талле приводит к водородной хрупкости [Кунин 
и др., 1972; Колачев, 1985]. Естественные ме-
таллургические концентрации растворенного 
водорода составляют от 0,1 до 100 ppm. Для из-
мерения концентрации водорода в твердой про-

бе в условиях заводской лаборатории авторами 
статьи [Полянский и др., 2006] разработан ана-
лизатор водорода (АВ-1). Цилиндрический об-
разец помещается внутрь вакуумного экстракто-
ра из кварцевого стекла. Экстрактор помещает-
ся в печь с заданной температурой экстракции. 
Контакт образца и стенок экстрактора точеч-



 
 

ный, теплопроводность кварца пренебрежимо 
мала, поэтому теплопередача происходит за 
счет излучения. При нагревании образца ато-
марный водород диффундирует внутри и десор-
бируется с поверхности в молекулярной форме. 
С помощью масс-спектрометрического анализа-
тора водорода фиксируется экстракционная кри-
вая, подлежащая дальнейшей обработке (в част-
ности, оцениваются кинетические параметры 
моделей). График зависимости десорбционного 
потока от температуры при монотонном нагреве 
(ТДС-спектр) обычно содержит несколько пи-
ков. Наряду с диффузией лимитирующими фак-
торами являются поверхностные процессы (сле-
дуем работе [Габис и др., 1987]) и захват атомов 
водорода различного рода дефектами (напри-
мер, трещины, микрополости, включения гид-
ридных фаз). Решение проблем водородного ма-
териаловедения, особенно это касается изотопов 
дейтерия и трития, требуют значительных за-
трат. Поэтому роль математического моделиро-
вания в таких задачах является достаточно весо-
мой. Работа посвящена математическому обес-
печению экспериментальных исследований. 
При численном моделировании десорбционного 
потока будем использовать параметры, харак-
терные для алюминия и его сплавов. 

Математическая модель 

Уравнение нагрева. Образец имеет форму ци-
линдра с характерными размерами 
(ГОСТ 21132.1-98): радиус основания 

мL 3104 −⋅= , высота мH 2102 −⋅= . Концентра-
ция в начальный момент времени czrc =),,0(  
постоянная (формируется в процессе изготовле-
ния материала). Без принципиальных изменений 
численного алгоритма при необходимости мож-
но учесть снижение концентрации водорода в 
приповерхностном слое, например, в результате 
предварительной механической и термообра-
ботки. Если прогрев образца равномерный (дос-
таточно медленный, )(tTT = , КT =][ ), то дина-
мику изменения температуры можно описать 
дифференциальным уравнением (ДУ) теплового 
баланса [Полянский и др., 2008]: 

].)[3.64(107~
44

e
5 TTT

Vc

S

dt

dT −+⋅= −

ρ
σ  

TT 293)0(0 == K. Здесь conste =T  – темпе-

ратура стенки экстрактора, HLS π2= , 

HLV 2π=  – площадь поверхности и объем ци-

линдра, 331071,2 −⋅⋅= мкгρ  – объемная плот-

ность, 1131015,1~ −−⋅⋅= KкгДжc  – удельная тепло-

емкость, 42181067,5 −−−− ⋅⋅= КмсДжσ  – постоян-
ная Стефана-Больцмана.  

Поскольку не при всех eT  предположение о 

равномерном прогреве справедливо с достаточ-
ной точностью, рассмотрим альтернативную 
распределенную модель. С учетом «трубчатой» 
геометрии экстрактора считаем, что нагрев идет 
в основном через боковую поверхность. Тем са-
мым речь идет о нижней оценке динамики про-
грева «центра» образца. Приведенное уравнение 
из [Полянский и др., 2008] является мажорант-
ным сверху. Примем радиально симметричную 
модель: 
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Здесь λ  – коэффициент теплопроводности 
(для алюминия в диапазоне ]800,300[∈T  

-1-11236 КмсДж −⋅≈λ ); 1)~( −= ρλκ c  – температу-

ропроводность; время окончания счета *t  опре-
деляется стационаром 

e)0,( TtT ≈ , *tt > ; 
tεσα = , 

)3,64(107 5 +⋅= − Ttε  – коэффициент поглощения. 

Вспомогательная задача численного моделиро-
вания нагрева: оперативно оценивать, насколько 
распределение ),( rtT  отличается от равномер-

ного нагрева )(tT  при заданных eT , L , H  и те-

плофизических характеристиках материала. На-
пример, при КT 2930 = , КT 773e =  и указанных 

L , H  предположение о равномерности нагрева 
алюминиевого образца справедливо: разность 

)0,()( tTtT −  не превышает сотой доли градуса. 
И это без учета в распределенной модели по-
глощения тепла торцами. Максимальная темпе-
ратура достигается через 2,2 часа, причем в 
пределах часа нагрев практически линейный. В 
дальнейшем считаем прогрев образца равно-
мерным. 

В качестве завышенной оценки рассмотрим 
случай, когда торцы прогреваются столь же ин-
тенсивно, как и боковая поверхность: 

222 LHLS ππ += . На рис. 1 приведены графики 
температуры: верхний – для ДУ с учетом прогре-
ва всей поверхности, нижний (два совпадающих 
графика) – для ДУ с учетом прогрева только бо-
ковой поверхности и для краевой задачи тепло-
проводности в бесконечном цилиндре. 



 

 
   Рис. 1. Зависимость температуры образца от времени 

 
Диффузионная модель с учетом дефектов. 

Рассмотрим краевую задачу термодесорбции 
для цилиндра с учетом диффузии в объеме, за-
хвата водорода дефектами, выхода из раствора 
на поверхность и десорбции: 
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.const)0( 0 == TT  Здесь ),,( zrtc  – концентрация 

атомарного водорода (H) в металле; ),,( zrtw  – 
концентрация H, обратимо захваченного дефек-

тами физико-химической структуры материала 
(например, в микрополостях); maxw  – макси-

мальная концентрация обратимого захвата;  
)(tγ  – концентрация H в ловушках, которые на-

чинают высвобождать водород только по дости-
жении некоторой критической температуры critT  

(характерно для включений гидридных фаз);  

ia  – коэффициенты поглощения и выделения H 

ловушками ( 03 >a  при critTT ≥ ); ),(1 ztq , 

),(2 rtq , ),(3 rtq  – поверхностные концентрации 

(на боковой поверхности цилиндра и на торцах); 
c  – начальная (естественная) концентрация H в 
твердой пробе; g  – коэффициент соответствия 
концентраций атомов водорода в объеме и на 
поверхности (коэффициент быстрого растворе-
ния); D , b  – коэффициенты диффузии и де-
сорбции. В рассматриваемом температурном 
диапазоне ( ]800,300[∈T ) полагаем 0>ia  кон-

стантами. Изменения для случая нестационар-
ных ))(()( tTata ii ≡  непринципиальны. Для 

практических целей захват учтен в простейшей 
интегральной форме, уточнение геометрии де-
фектов и их распределения в образце сущест-
венно усложнило бы модель. Для упрощения 
выкладок учли по одной обобщенной ловушке 
обратимого захвата и распада. Их может быть 
несколько со своими индивидуальными )( j

ia  и 
)(

crit
kT . Считаем, что коэффициенты диффузии и 

десорбции зависят от температуры по закону 
Аррениуса: 

]}/[exp{)( 0 RTEDTD D−= , 

]}/[exp{)( 0 RTEbTb b−= , 

bDE , – энергии активации. Сокращенно обо-

значаем ))(()( tTDtD = , ))(()( tTbtb = . Отрезок 

времени [ ]*,0 t  определяется дегазацией: 

0)( ≈tJ , *tt ≥ . Условия 0),0,( =+ ztcr , 

0)2/,,( =Hrtcz   следуют из симметрии. 
Более точная модель растворения на поверх-

ности (для определенности боковой) имеет фор-
му баланса потоков: 
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Но когда диффузия значительно медленнее 
растворения (температура не слишком низкая) и 
концентрации малы, получаем условие быстрой 
растворимости gqc ≈ , где +−= kkg / . Если по-

верхность изотропна (в смысле +− ≈
kk

EE ), то 



 
 

параметр g  слабо зависит от T . В дальнейшем 

обозначение gE  используем условно: это не 

энергия активации, а разность +− −
kk

EE , кото-

рая может оказаться и отрицательной. 
Что касается ловушек, активирующихся 

лишь с определенной критической температу-
ры (типа гидридных фаз): учли лишь их ем-
кость и скорость распада. Моделирование де-
гидрирования – самостоятельная сложная зада-
ча, приводящая к нелинейным краевым зада-
чам со свободными границами раздела фаз с 
условиями типа Стефана. Вариант с объемной 
десорбцией рассмотрен в [Zaika, Rodchenkova, 
2008], с поверхностной – в [Zaika, 
Rodchenkova, 2009]. 

В силу симметрии начальных данных 

23 qq = , и далее разностную аппроксимацию 

строим лишь для половины цилиндра 
( ],2/[ HHz ∈ ) с соответствующими краевыми 

условиями ( 0| 2/ =Hzc ,  =2q ). Для дефекта с 

обратимым захватом (микрополость) константа 
w  определяется в силу (2) 

)0/( =∂∂ t : [ ] 0)(/1)( 02max01 =−− wTacwwTa . 

Для ловушки типа включения гидридной 
фазы значения const=γ , critT , 3a  задаются по 

информации о конкретном химическом соста-
ве гидрида. Наличие производных iq  (накоп-

ления) соответствует представлениям о воз-
можности миграции H по поверхности до де-
сорбции 2H . 

Таким образом, модель нацелена на задачу 
анализа в целом динамики малых естествен-
ных концентраций водорода (без предвари-
тельного насыщения в лабораторных услови-
ях). В прикладном контексте задачи основные 
процессы учтены минимальными математиче-
скими средствами. Дальнейшая детализация 
приводит к росту количества параметров. Об-
ратная задача их оценки становится трудно-
обозримой. 
Уточнение постановки задачи. Цель работы 

состоит в разработке разностной схемы и вы-
числительного алгоритма для моделирования 
десорбционного потока водорода из цилиндри-
ческого образца: 
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Десорбируется 2H , но подсчет ведем в ато-

мах ( сJ /1][ = ). Критерием правильности вы-
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При монотонном нагреве удобно наряду с 
зависимостью от t  рассматривать ТДС- 
спектр – график )(TJJ = . Обычно он содер-
жит несколько пиков. Считают, что первый 
пик соответствует поверхностному водороду. 
Но следует соблюдать осторожность: пока де-
сорбируется поверхностный водород, идет 
подкачка H из объема. Актуальна задача оцен-
ки соответствующей поправки. При моделиро-
вании время 

st  окончания поверхностного во-

дорода определяется из 
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t
drrqrdzzqLdJ

s πττ

Численное моделирование позволяет выде-
лить на экстракционной кривой участок, со-
ответствующий количеству начального по-
верхностного водорода, оценить значения 
энергий активации диффузии, десорбции, па-
раметры обратимого захвата и распада гид-
ридных фаз. 

 
Разностная аппроксимация  
краевой задачи 

Следуя стандартной методике [Самарский, 
1971], введем пространственную сетку 
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и сетку по времени 
{ }]/[,,1,0, * ττωτ tKkktk ====  . 

Обозначим через k
jic ,
 приближенные значе-

ния объемной концентрации ),,( jik zrtc . Анало-

гично ),,(, jik
k

ji zrtww ≈ , )( k
k tγγ ≈ , )( ks

k
s taa = , 

)( kk tDD = , где 
hji zr Ω∈),( , τω∈kt . Для уравнения 

(1) рассмотрим неявную разностную схему ме-
тода переменных направлений, называемую 
продольно-поперечной (схемой Писмена-Рэч-
форда), а для уравнения (2) – схему с весами. 
Переход от слоя k  к слою 1+k  осуществляется 
в два этапа. На первом этапе определяются  
промежуточные значения 2/1

,
+k
jic  из системы урав-

нений 

 J(τ)dτ.
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На втором этапе, пользуясь найденными 
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Здесь, чтобы иметь возможность использо-
вать алгоритм прогонки на s -м слое по времени 
( 1;2/1 ++= kks ), неизвестную величину s

jiW ,  

заменяем ее аппроксимацией из линейного по 
s
jiW ,

~
 уравнения 
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В стандартных обозначениях  
),( ytfy =  – это симметричная схема 

4}{ 2/12/1 τssss ffyy ++= −−  для нормированного 

на maxw  уравнения (2) с фиксированной по вре-

мени функцией ),,( 2/1 zrtcc s−= . Итерационную 

процедуру уточнения s
jiW ,

~
 укажем позже. Для 

определенности полагаем 21=σ . Погрешность 

аппроксимации есть )( 222
zr hhO ++τ  [Самар-

ский, 1971]. 
Прогонка по радиусу r. Рассмотрим переход с 

k -го слоя на 2/1+k . Выразим 2/1
,
+k
jiw  из уравне-

ния (6) и подставим в (5). В обозначениях 
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Значения в начальный момент времени (на 
нулевом слое) известны: const0

, == cc ji . Следуя 

методу прогонки, ищем приближенные значе-
ния концентрации в узлах сетки на ( 2/1+k )-м 
слое ( 0≥k ) по времени в виде 

2/1
,1

2/1
,1

2/1
,1

2/1
,

+
+

+
+

+
+

+ += k
ji

k
ji

k
ji

k
ji cc βα , 1,,1,0 1 −= Ni  ,  (11) 

Прогоночные коэффициенты:  1,,3,2 Ni = , 
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При 0+→r  имеем 

rrrrr crztczrtcrc ≈−= /)),0,(),,((/ . 

Начальные коэффициенты находим из ап-
проксимации уравнения 
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Ближайшая цель – найти значение 2/1
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jNc , не-

обходимое для реализации прогонки. Запишем 
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Значения концентрации на k -м слое уже из-
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Корни квадратного уравнения по y  разных 

знаков ( 1<<τ ). По физическому смыслу берем 
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jNсy . Погрешность аппроксимации гра-

ничного условия )( 22 τ+rhO , что согласуется со 

схемой в объеме.  
Теперь найдем все значения 2/1
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Зная все значения 2/1
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Прогонка по переменной z. Поскольку в ци-
линдрических координатах возникает особен-
ность при 0+→r , то переход с ( 2/1+k )-го слоя 
на ( 1+k )-й совершается в два этапа. Первый 
этап: 1=i , 0+→r  (аппроксимируем 

rrr crc ≈/ ), реализуется алгоритм прогонки для 

уравнения  

γ321 ]1[)2( awacWaccDc zzrrt ++−−+= . 

Второй этап: 1,,2 1 −= Ni  , 0>r , прогонка 

для уравнения 
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Уравнение для w  не меняется. Уравнение (7) 
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.]
~

1[

2

2
2

5,0

1
3

1
,1

1
2

1
,1

1
,1

1
1

2

1
1,1

1
,1

1
1,1

1

2

2/1
,0

2/1
,1

2/1
,2

2/1

2/1
,1

1
,1

++++++

+
−

++
+

+

+++

+

++

++−−

−
+−

+

+
+−

=
−

kk
j

kk
j

k
j

k

z

k
j

k
j

k
j

k

r

k
j

k
j

k
j

k

k
j

k
j

awacWa

h

ccc
D

h

ccc
D

cc

γ

τ

(15) 

Выразим 1
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jw  из (8) ( 1=i , 2/1=σ ) и подста-
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получаем 
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Ищем приближение концентрации на ( 1+k )-м 
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Начальные коэффициенты находим из (16) 
при 1=j  и условия 0| 2/ =Hzc : 
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Разностная аппроксимация уравнения (7) для  
1,,2 1 −= Ni  : 
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  (18) 

Выразим 1
,
+k
jiw  из (8) ( 2/1=σ ) и подставим в 

соотношение (18). В обозначениях 
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при каждом фиксированном 1,,3,2 1 −= Ni   

получаем 
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Ищем концентрацию в узлах сетки на ( 1+k )-м 
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Начальные коэффициенты находим из (19) 
при 1=j  и условия 0| 2/ =Hzc : 
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Ближайшая цель – значение 1
, 2

+k
Nic , 

1,,1 1 −= Ni  , необходимое для реализации про-

гонки. Запишем аппроксимацию граничного ус-
ловия (4) 
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Запишем приближение компактнее: 
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По физическому смыслу выбираем поло-
жительный корень квадратного уравнения по 
y . Корни разных знаков, по крайней мере 

при относительно малых τ  (обозначаем 
1<<τ ). Погрешность аппроксимации гранич-

ного условия )( 22 τ+zhO  согласуется со схе-

мой в объеме. 
Теперь найдем все значения 1

,
+k
jic  при 0=i  и 

1Ni = , 2,,1,0 Nj = . Используя граничное ус-

ловие на оси цилиндра ( 0| 0 =+rc ), получаем 
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аппроксимирующего условие (3) при Lr = . 
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Коррекция s
jiW ,

~
 ( 1;2/1 ++= kks ) состоит в том, 

что можно положить max,, /
~

wwW s
ji

s
ji =  и повто-

рить вычисления по схеме метода переменных 
направлений до установления s

ji
s
ji WW ,,

~ ≈  (обыч-

но две-три итерации).  
Классическая диффузионная задача. Для уп-

рощенных расчетов считают диффузию единст-
венным лимитирующим фактором (игнориру-
ются физико-химические процессы на поверх-
ности), и рассматривают краевую задачу I рода 
с нулевыми граничными концентрациями: 
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В качестве приближения решения использу-
ется частичная сумма ряда 

,sin

)(exp),,(

0

0

01 1







⋅








×

×








−= 
∞

=

∞

=

z
H

n
r

L
J

dDAzrtc

m

t

nm
n m

nm

πμ

ττλ

,,
)(

))1(1(4
202

0
1

0

1









+






≡−+≡

+

LH

n

Jn

c
A m

nm
mm

n

nm

μπλ
μμπ

 

представляющего обобщенное решение (из-за 
несогласованности краевых условий). Здесь 

))(()( tTDtD ≡ , 0J , 1J  – функции Бесселя пер-

вого рода нулевого и первого порядков, 0
mμ  – 

последовательные нули функции )(0 μJ . Поток 

H сквозь поверхность: 
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Часто ограничиваются первым слагаемым 
( 1== mn ), считая остальные быстро затухаю-
щими. Но в рассматриваемой задаче асимптоти-
ка по времени не столь важна: самое интересное 
происходит до и в окрестности «верхушки» 
ТДС-пика. Сколько членов ряда необходимо 

брать для хорошей аппроксимации графика  
( 5±  %)? Ряд сходится медленно. Напри- 
мер, при 32310 −= мc , 123

0 102 −−⋅= cмD , 
14106 −⋅⋅= мольДжED  ( 7102 −⋅≈D , KT 773= ), 

нужно 144 члена ряда ;15,13,11,9,7,5,3,1( =n  

)181 ≤≤ m . При четных n  сумма равна нулю.  
 

 
    Рис. 2. Приближения диффузионного потока )(tI  

 
На рис. 2 приведены по убыванию максиму-

ма приближения )(tI  частичными суммами с 

=≤ ),(),( MNmn  ),18,15(  ),10,5(  )3,3( , )1,1( . 
Несколькими слагаемыми не обойтись, пик 
только один (разве что в конкретной ситуации 
необходимо учесть несколько сравнимых кана-
лов диффузии с различными )( jD ). 

 
Алгоритм и результаты моделирования 

Изложим поэтапно алгоритм вычислений. 
Фиксируем значения L , H , 0D , DE , 0b , bE , 0g , 

gE , c , maxw , γ , 0T , eT , critT , 1a , 2a , 3a , σ , ρ , 

c~ . Переход от k -го слоя к 1+k  осуществляется 
в два этапа. I-й этап: на ( 2/1+k )-м слое по вре-
мени ( 0≥k ) алгоритм вычислений следующий. 

1. Вычисляем значения 2/1
,

~ +k
jiW  из уравнения 

(9) при 2/1+= ks . 
2. В соответствии с соотношениями (10), (11) 

прямым ходом прогонки вычисляем наборы ко-
эффициентов 2/1

,
+k
jiα , 2/1

,
+k
jiβ . 

3. Значения концентрации в граничных узлах 
определяем, решая квадратные уравнения отно-
сительно 02/1

,1
>= +k

jNсy . 

4. Обратным ходом прогонки по формуле 
(11) находим приближенные значения концен-
трации во всех внутренних узлах. 



 

5. Используя граничные условия, доопреде-
ляем значения 2/1

,
+k
jic  в граничных узлах при 

0=j  и 2Nj = , 1,,1,0 Ni = . 
6. Из второго уравнения разностной схемы в 

объеме вычисляем значения концентрации в де-
фектах обратимого захвата: 
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7. Коррекция 2/1
,

~ +k
jiW : можно положить 
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++ =  и повторить п.п. 2–6 до ус-

тановления 2/1
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2/1
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~ ++ ≈ k
ji

k
ji WW  (2–3 итерации). 

II-й этап: на ( 1+k )-м слое по времени 
( 0≥k ) алгоритм следующий.  

1. Вычисляем по слою значения 1
,

~ +k
jiW  из 

уравнения (9) при 1+= ks . 
2. В соответствии с соотношениями (16), 

(17), (19), (20) прямой прогонкой вычисляем ко-
эффициенты 1

,1
+k
jα , 1

,1
+k
jβ , 1

,
+k
jiα , 1

,
+k
jiβ . 

3.  Значения концентрации в граничных уз-
лах определяем, решая квадратное уравнение 
относительно 01

, 2
>= +k

Nicy . 

4.  Обратным ходом прогонки по формулам 
(17), (20) находим приближенные значения кон-
центрации во внутренних узлах. 

5.  Из граничных условий: 1
,
+k
jic  при 0=i  и 

1Ni = , 2,,1,0 Nj = . 
6.  Из второго уравнения разностной схемы в 

объеме: 
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      7. Коррекция 1
,

~ +k
jiW : можно положить 

max
1

,
1

, /
~

wwW k
ji

k
ji

++ =  и повторить п.п. 2–6 до уста-

новления 1
,

1
,

~ ++ ≈ k
ji

k
ji WW . 

 
Результаты численного моделирования 

На рис. 3–10 изображены графики де- 
сорбционного потока )(tJ . Варьируемые коэф-
фициенты приводятся в порядке следования 
максимумов )(tJ  слева направо или по их  
убыванию. Кружком отмечается окончание на-
чального поверхностного водорода. Фикси- 
руем 32310 −= мγ , 323

max 10 −= мw . Параметры 
по умолчанию, общие для всех графиков, берут-
ся из таблицы. 

 
       Рис. 3. Влияние параметра 0b  

 

 
      Рис. 4. Влияние параметра bE  

 

 
     Рис. 5. Влияние параметра 0D  

 

 
      Рис. 6. Влияние параметра DE  



 
 

 
Рис. 7. Влияние параметра g0  

 

 
Рис. 8. Влияние параметра gE  

 

 
      Рис. 9. Сравнение )(tJ  и )(tI  

 

 
    Рис. 10. Влияние дефектов двух типов 

Параметры моделирования, общие для всех графиков 

Примечание. 1
0 ][ −= мg , 12

00 ],[ −= смDb , 

1],,[ −⋅= мольДжEEE gDb
, КTTT =],,[ ecrit0

, 

1
321 ],,[ −= caaa , мHL =],[ , 3][ −= мc . 

 
На рис. 3 показано влияние коэффи- 

циента 0b  на десорбционный поток. Изме- 

нения: 12141312
0 10;10;10 −−−−= смb . Рис.  4  

иллюстрирует влияние энергии актива- 
ции bE , изменения по убыванию мак- 

симума: 14 12;10;910 −− ⋅=⋅ мольДжEb . Рис. 5: 
12655

0 10;10;105 −−−−⋅= смD . На рис. 6 показано 

влияние :DE  6;5;410 4 =⋅ −
DE . На рис. 7 ва- 

рьируется 1
0 200;100;50 −= мg . Рис. 8 отра- 

жает зависимость десорбции от значения 
1;0;110 3 −=⋅ −

gE . На рис. 9 представлены гра-

фики двух потоков: диффузионного – для выро-
жденной задачи I рода, десорбционного – для 
краевой задачи с динамическими граничными 
условиями (левый график). Значения парамет-
ров: 3

0 102 −⋅=D , 4106 ⋅=DE , 5
0 10−=b , 

41012 ⋅=bE , 3
0 10=g , 23103 ⋅=γ , 24

max 10=w , 

0
01 =a , 03 ≡a . На рис. 10 приведен график по-

тока с учетом дефектов двух типов (обратимый 
захват и распад). 
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ПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ ИНВАРИАНТЫ  
ДЛЯ МОДЕЛЕЙ С ЛАТЕНТНЫМИ ПЕРЕМЕННЫМИ 
 
С. В. Стафеев 
 
Институт прикладных математических исследований  
Карельского научного центра РАН 
 
 
 
 
В статье рассматривается  модель факторного анализа с зависимыми остатками. 
Стандартный подход к получению статистических выводов с помощью этой модели 
основан на параметрическом представлении и на методе максимального правдоподо-
бия. К сожалению, такой подход не всегда применим. Например, данная ситуация 
возникает  тогда, когда  выборочная матрица ковариаций вырождена. Один из подхо-
дов для преодоления данных трудностей состоит в использовании полиномиальных 
инвариантов, представляющих из себя полиномы, которые зависят от элементов мат-
рицы ковариаций наблюдаемых случайных величин. В статье разработан метод полу-
чения таких инвариантов для произвольного числа латентных переменных.  
   

К л ю ч е в ы е  с л о в а :  факторный анализ, латентные переменные, полиноми-
альные инварианты. 
 
S. V. Stafeev. POLYNOMIAL INVARIANTS FOR MODELS WITH 
LATENT VARIABLES 
 
Statistical inference in factor analysis models is usually based on parametric 
representation and on maximum likelihood estimates. However , such approach is not 
always applicable. For example, the case when a sample covariance matrix is singular  
the likelihood ratio test cannot be used. One of the approaches for overcoming these 
difficulties consists in using model invariants, that is, polynomial equality relations that 
the model imposes on the entries of the covariance matrix of the observed variables.  In 
this paper a simple method for finding model invariants for any number of latent 
variables is developed. 
 

K e y  w o r d s :  factor analysis, latent variables, polynomial invariants. 

_____________________________________________________________________________________
_ 
Постановка задачи 

Рассмотрим следующую модель факторного 
анализа:  

  
=

=+=
k

j
ijiji niYHaX

1

,,...,1,                               (1) 

где t
nXX },...,{ 1=X – вектор   наблюдаемых слу-

чайных    величин     с    матрицей     ковариаций  
)( ijσ=Σ ; t

kHH },...,{ 1=H – множество незави-

симых в совокупности нормально распределен-
ных латентных (ненаблюдаемых) случайных  



 

величин (факторов), причем 0M =iH , 1D =iH , 

ki ,...,1= ; )( ijaA =  – матрица  факторных нагру-

зок. Вектор остатков t
kYY },...,{ 1=Y  имеет невы-

рожденное нормальное распределение с нуле-
вым вектором математических ожиданий и мат-
рицей ковариаций )( ijθ=Θ .  Векторы Y  и H  

являются независимыми. Взаимосвязь компо-
нент вектора Y  представляется ковариацион-
ной графовой моделью [Стафеев, 2005] со 
структурой ),( EVG = , где  },...,1{ nV = , а  

}0,|),{( ≠≠= ijjijiE θ .        

Стандартный подход к получению статисти-
ческих выводов с помощью этой модели осно-
ван на параметрическом представлении модели 
и на методе максимального правдоподобия 
[Harman, 1976]. К сожалению, такой подход не 
всегда применим. Например, данная ситуация 
возникает  тогда, когда  выборочная матрица ко-
вариаций вырождена. Заметим, что когда число 
наблюдений меньше числа переменных, это все-
гда так. Один из подходов для преодоления дан-
ных трудностей состоит в использовании поли-
номиальных инвариантов модели. Инвариант 
модели (1) представляет из себя полином, кото-
рый зависит от элементов матрицы ковариаций 
наблюдаемых случайных величин. Заметим, что 
проблема нахождения инвариантов модели (1) 
связана с проблемой параметрической иденти-
фицируемости модели (1) [Стафеев, 2006, 2009].  
Основная проблема данного подхода состоит в 
том, что нахождение инвариантов для 2>k   
очень трудно с вычислительной точки зрения 
[Drton et al., 2007]. В статье разработан простой 
метод получения таких инвариантов для произ-
вольного числа латентных переменных.    

 
Полиномиальные инварианты 

Легко видеть, что матрица ковариаций на-
блюдаемых случайных величин Σ   допускает 
следующее представление:  Θ+=Σ tAA .        (2)                                

Пусть k
GP  – множество  всех положительно 

определенных   матриц, допускающих разложе-
ние (2), и пусть  )(Σf  – полином, зависящий от 

элементов  ijσ    матрицы  Σ .  Полином )(Σf   

называется  полиномиальным инвариантом мо-
дели (1),  если 0)( =Σf  для всех матриц   

k
GP∈Σ . Легко видеть, что множество всех инва-

риантов модели (1)  образует идеал G
nkI ,   кольца 

многочленов  ]),(,,[ Ejijiij ∉<σR . Заметим, 

что согласно известной теореме Гильберта, лю-
бой идеал имеет конечный базис.  

Пусть ],[, jiM ijnk <⊆ σR   – идеал, который 

генерируется всеми )1()1( +×+ kk  минорами 
симметричной матрицы Σ . (Другими словами, 
базис идеала nkM ,  состоит из всех  

)1()1( +×+ kk  миноров матрицы Σ .)  В работе 
[Drton, Sullivant, 2007] показано, что 

],[,, jiMI ijnknk <= σR , 

где nkI ,  – идеал   G
nkI , , в котором граф G  не со-

держит ребер. Аналогичным образом, можно 
показать: 

].),(,,[

]),(,,[

,

,,

EjijiM

EjijiII

ijnk

ijnk
G

nk

∉<

=∉<=

σ
σ

R

R




 

В работе [Loera et al., 1995] найден базис 
идеала  nkI , . Он состоит из полиномов вида                       

mljijmlilmij ≠≠≠− ,σσσσ .                            (3) 

Полиномы вида (3) называются тетрадами.  
Заметим, что простейшими инвариантами, 

принадлежащими nkI , , являются  не содержа-
щие диагональных элементов )1()1( +×+ kk  ми-
норы матрицы Σ . Примером нетривиального 
инварианта для 2=k  и 5=n  является пентада 
[Harman, 1976], имеющая вид: 

.35142324154524132315

15452325142545132314

15243425132514352413

35451324123545132412

35451324121534352412

45143523125145342312
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σσσσσσσσσσ
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σσσσσσσσσσ
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+
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Определим основной объект данной работы. 
Пусть ),( EVG =  – дополнительный  для G  

граф. Определим граф ),( EVG = , где 

}...1),,...,({ 211 kiiiii kk ≤<<<≤== iV , 

}.,...,1,,),(

),,...,(),,...,(|),{( 11

klsEji

jjii

ls

kk

=∈

=== jijiE
  

Заметим, что граф G был впервые опреде-
лен в работе [Stafeev, 2007] в контексте про-
блемы параметрической идентифицируемости 
модели (1).   

Обозначим через || , jiΣ  детерминант матри-

цы k
lmji lm 1,,, )( ==Σ σji . Пусть ),( CC EVC = , где 

},...,1,{ miV iC == α ,  а 

)},(,1,...,1),,{( 11 miiC miE αααα −== + , – четный   

простой цикл. Определим следующий полином: 



 
 

∏∏
∈∈

Σ−Σ=Σ
''' ),(

,
),(

, ||||)(
CC EE

Cf
ji

ji
ji

ji
, 

где }12/,...,0),,{( 2212
' −== ++ mjE jjC αα  и 

''' \ CCC EEE = . 

Пусть ),( TT EVT =   – граф, состоящий из про-
стого нечетного цикла с множеством ребер 

)},(),...,,{(
11 1211 mmE αααα −= , простой цепи с 

множеством ребер 
)},(),...,,{(

2211 112 mmmmE αααα −+=  и простого не-

четного цикла с множеством ребер  
)},(),,(),...,,{(

222 113 mmmmmmE αααααα −+= . Опреде-

лим следующий полином: 
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где }1]2/[,...,0),,{( 2212
' −== ++ mjE jjT αα , 

''' \ TTT EEE = . 
Следующая теорема описывает большой 

класс полиномиальных инвариантов. 
Теорема 1.  Пусть  )(GC   – множество  всех 

четных простых циклов графа G , а )(GT  – 

множество  всех подграфов графа G , состоя-
щих из двух нечетных простых циклов, соеди-
ненных простой цепью. Тогда 

G
nkTC ITCff ,)}(),(),(),({ ⊂∈∈ΣΣ GTGC . 

Доказательство. Рассмотрим случай 1=k . 
Модель (1) в этом случае имеет вид: 

iii YHaX +=  , 

где t
naaA },...,{ 1= . Используя независимость  H  

и Y , получаем для Eji ∉),(  

.)])(HM[(

)M(

jijjii

jiij

aaYHaYa

XX

=++

==σ
                     (4) 

Пусть ),( CC EVC =  – четный  простой цикл гра-

фа G , причем },...,1,{ miV iC == α , а   

)},(,1,...,1),,{( 11 miiC miE αααα −== + . По-

лучаем: 
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Пусть ),( TT EVT =  – подграф  графа G , со-
стоящий из простого нечетного цикла с множе-
ством ребер )},(),...,,{(

11 1211 mmE αααα −= , про-

стой цепи с множеством ребер 

)},(),...,,{(
2211 112 mmmmE αααα −+=  и простого не-

четного цикла с множеством ребер  
)},(),,(),...,,{(

222 113 mmmmmmE αααααα −+= . Полу-

чаем  
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Таким образом, для 1=k  теорема доказана. 
Рассмотрим общий случай. Обозначим 

.},...,{,},...,{
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11
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t
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Легко видеть, что 
ViYHX iii ∈+= ,A . 

Для непересекающихся  i и jполучаем 

.)(]))(M[(

]M[
t

t

tAAAA jijjii

jiij

YHYH

XX

=++

==Σ
 

Таким образом, tAA )( jiij =Σ  для непересе-

кающихся i и j . Получаем, что                              

Ejijijiij ∈==Σ ),(|,||||)(||||| AAAA t .          (5) 

Очевидно, что соотношение (5) аналогично 
соотношению (4). Таким образом, подставляя в 
полученных полиномиальных инвариантах для 
случая 1=k  вместо ковариаций ijσ   соответст-

вующие  миноры || ijΣ , получаем требуемый ре-

зультат. 
Пусть },...,{ 11 −= kmmm  и },...,{ 11 −= kddd , mи 

d не пересекаются, 321 iii ≠≠ , dm∉},,{ 321 iii , и 

пусть граф G содержит цикл с множеством ре-
бер 
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Тогда, используя теорему 1, получаем сле-
дующий инвариант 

.0||||||
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Например, в случае 2=k и 5=n этот инвари-
ант имеет вид: 



 

.
3515

3212

4313

4212

5414

5212

4515

4212

5313

5212

3414

32125,2

σσ
σσ

σσ
σσ

σσ
σσ

σσ
σσ

σσ
σσ

σσ
σσ

−=Cf
 

Инвариант 5,2
Cf  является произведением 12σ  

и пентады.  
Пусть S  – выборочная  матрица ковариа-

ций. Для проверки нулевой гипотезы   
0)(: =ΣfH f  можно использовать статистику 

)(Sf [Drton et al., 2008]. Обозначим через 

))(( SfVarΣ  дисперсию )(Sf . Дисперсия 

))(( SfVarΣ  является полиномом, который зави-
сит от элементов матрицы Σ . Заменяя матрицу 
Σ оценкой S , получаем оценку для дисперсии 
статистики ))(( SfVarS . В условиях нулевой ги-

потезы стандартизованная статистика 

))((

)(

SfVar

Sf

S

 

асимптотически имеет стандартное нормальное 
распределение.  
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СХОДИМОСТЬ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ 
ДЛЯ МОДЕЛИ ТЕРМОДИНАМИКИ МОРСКОГО ЛЬДА 
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В статье рассматривается локально-одномерная модель термодинамики морского 
льда, представляющая собой краевую задачу теплопроводности со свободной гра-
ницей и нелинейными граничными условиями. Для этой задачи построена неявная 
разностная схема; доказана равномерная по отношению к шагам сетки ограничен-
ность сеточного решения и его производных и вытекающая из этого сходимость се-
точного решения к обобщенному решению задачи. Отдельной трудностью является 
граничное условие I рода на границе вода-лед: рассматривается последователь-
ность задач с условиями III рода и соответствующий предельный переход. 
 
К л ю ч е в ы е   с л о в а : термодинамика морского льда, краевые задачи теплопро-
водности, задача Стефана, свободная граница, сходимость разностных схем. 
 
I. A. Chernov. CONVERGENCE OF THE DIFFERENCE SCHEME FOR 
THE MODEL OF SEA ICE THERMAL DYNAMICS 
 
We consider the locally one-dimensional model of thermal dynamics of sea ice. This is a 
boundary-value problem of heat conduction with a free boundary and nonlinear boundary 
condition. For this problem we construct the lattice numerical method and prove that the 
lattice solution and its lattice derivatives are bounded uniformly with respect to the lattice 
steps. This implies the convergence of the lattice solution to the weak solution to the 
boundary-value problem. A difficulty is the Dirichlet boundary condition of the water-ice 
boundary: we consider a sequence of problems with Neumann conditions with 
consequent passing to limit. 
 
K e y   w o r d s :  thermal  dynamics  of  sea  ice,   boundary-value  problems  of  heat  conduction, 
the Stefan problem, free boundary, convergence of lattice methods. 

___________________________________________________________________ 

 
 
Введение 

Термодинамика морского льда (процессы 
таяния и намерзания льда) обычно описывается 
локально-одномерными моделями [Maykut, 
Untersteiner, 1971]. Это связано с крупномас-
штабностью процессов в океане (море), в ре-

зультате чего поля температур и потоков тепло-
ты и массы можно с высокой точностью при-
ближать кусочно-постоянными полями. Мы рас-
сматриваем локально-одномерную модель тер-
модинамики льда при ряде упрощений. Она 
представляет собой краевую задачу для уравне-



 

ния теплопроводности со свободной границей. 
Свободной границей является поверхность раз-
дела вода-лед, на которой ставятся граничное 
условие I рода и условие сохранения количества 
вещества – условие типа Стефана. Потоки теп-
лоты на границах вода-лед и воздух-лед задают-
ся и являются достаточно произвольными нели-
нейными монотонными функциями температу-
ры льда на указанных поверхностях. Таким об-
разом, имеем параболическую краевую задачу 
со свободной границей, нелинейными гранич-
ными условиями III рода и Стефана и гранич-
ным условием I рода. Свободную границу «вы-
прямляем» заменой переменных. Условие I рода 
заменяем последовательностью условий III рода 
с малым параметром при производной. Строим 
разностную схему и доказываем ее сходимость 
к обобщенному решению задачи [Ладыженская, 
1973]. Предельный переход по малому парамет-
ру дает решение исходной задачи. 

 
Постановка задачи 

Пусть ось z  направлена вниз, за ноль прини-
маем верхнюю поверхность льда. Толщина льда – 

( )tb , температура – ( )zt,T . Не учитываем сол-
нечную радиацию и осадки, а также считаем 
температуру воздуха достаточно низкой, так что 
верхняя поверхность льда не меняется. Тогда 
распределение температуры льда описывается 
следующей краевой задачей со свободной гра-
ницей [Maykut, Untersteiner, 1971]: 

Ta=T zt
2∂∂ , ( )( )tbz 0,∈ , ( )tt ˆ0,∈ ,           (1) 

( ) ( )( ),0,0 tTt,f=tTa sz −∂ ,               (2) 

( )( ) T=tt,bT ,                (3) 

( )( ) ( )( )tbt,Ta+bt,Tt,f=b zb ∂− , 0ˆ >bb ≥ ,    (4) 

( ) ( )zT=zT 00, , ( ) 00 b=b .               (5) 

Здесь a  – коэффициент температуропровод-
ности. Температура льда не может быть выше 
точки плавления T , которая зависит от солено-
сти. Будем пока считать ее постоянной. На верх-
ней поверхности задан тепловой поток ( )Tt,fs . 

Считаем, что ( )Tt,fs  (непрерывно дифференци-

руемый с ограниченным градиентом) монотон-
но убывает по T, ( ) 0<Tt,f s , ( ) 0>t,fs −∞ . На 

границе вода-лед температура равна точке плав-
ления – граничное условие I рода. Поток тепла 
(положительный или отрицательный) ( )Tt,fb  за-

дается, его свойства аналогичны ( )Tt,fs . Поло-

жительная разница между приходящим теплом 
и диффузионным оттоком от поверхности 

вглубь льда идет на компенсацию скрытой теп-
лоты таяния льда (удельную теплоту таяния 
единицы объема считаем единичной); аналогич-
но отрицательная разница компенсирует тепло-
выделение при кристаллизации. Закон сохране-
ния энергии приводит к условию типа Стефана 
(4). Таким образом, свободная граница может 
двигаться в обоих направлениях (утолщение ли-
бо вымывание льда), однако считаем, что при 
достижении минимально возможной толщины 

b̂  лед исчезает; во всяком случае, его эволюция 
описывается уже другими моделями. Также лед 
не может превышать некоторую предельную 
толщину b . Итак, далее всюду ]ˆ[ b,bb ∈ . 

С целью устранить свободные границы сде-
лаем замену переменной по формулам 

( ) ( )zt,T=xt,U , bx=z , xz =b ∂∂ , 

bUxbU=T xtt
1−∂−∂∂ . Получим задачу на [ ]0,1  с 

дополнительным слагаемым в правой части 
уравнения теплопроводности. Граничное усло-
вие первого рода осложняет исследование зада-
чи, поэтому заменим «жесткие» условия I рода 
последовательностью условий III рода (8) с па-
раметром bα ; кроме того, допустим зависи-

мость коэффициента a  от времени (требуя глад-
кости, ограниченности вместе с производной и 
отделенности от нуля): 

( ) bUxb+Uta=Ub xxt
∂∂∂ 22 , ( )0,1∈x ,            (6) 

( ) ( ) ( )( ),0,0 tUt,bf=tUta sx −∂ ,              (7) 

( ) ( ) ( )( )TtUbα=tUta bx −−∂ ,1,1 ,              (8) 

( )( ) ( )( )TtUαtUt,f=b bb −−− ,1,1 ,              (9) 

( ) ( )xbT=xU 000, , ( ) 00 b=b .             (10) 

 
Разностные аппроксимации 

Введем в [ ] [ ]t̂0,0,1 ×  равномерную сетку ND  с 

шагами h  и τ , индекс i меняется от 0 до I, индекс 
n  – от 0 до N. Введем обозначения ( )in

i
n x,tU=U  

и аналогичные. Коэффициенты уравнения (6) и 
правую часть (9) аппроксимируем на предыдущем 
слое, остальные величины – на текущем. Исклю-
чая граничные узлы, получаем множество ND  уз-

лов.    Границу   обозначим   ND∂ .    Введем   обо- 

значения для сеточных производных 
( ) τUU=U i

n
i
n

i
nτ /1−−∂ , ( ) hUU=U i

n
+i

n
i
nh /1 −∂ , 

12 −∂∂∂ i
nhh

i
nh U=U . Представим выражение 

( ) ( )( ) -+
11, nnn

I
nb

I
nb B+B=bTUα+Unτf −− −− , где 

0+ ≥nB , 0ˆ - ≤nB . 



 

Заменяя производные сеточными аналогами, 
получим неявную схему 

)11(-1

+22

n
i
nh

n
i
nh

i
nhn

i
nτn

BUih

+BUih+Ua=Ub
−∂+

∂∂∂

( )00 , nsnnhn Unτfb=Ua −∂ ,              (12) 

( )TUbα=Ua I
nnb

I
nhn −−∂ −1 ,             (13) 

( ) ( )TUαUnτf=b I
nb

I
nbnτ −−−∂ −−+ 111 , ,         (14) 

( )ihbT=U i
000 .               (15) 

Эта разностная схема имеет первый порядок 
аппроксимации. 

 
Принцип максимума 
для сеточной задачи 

Докажем аналог принципа максимума для 
параболических задач и ряд следствий. Экстре-
мумы далее могут быть нестрогими. 

УТВЕРЖДЕНИЕ 1. Пусть сеточная функция 
i
nU  определена в ND и удовлетворяет (11)–(15). 

Тогда она ограничена в ND  равномерно по h , 

τ  и bα . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть i
nU  достигает 

минимального значения в узле ( ) NDn,i ∈ . При-

меним (11). Левая часть неположительна, все 
слагаемые правой части неотрицательны. Про-
тиворечие не возникает только если 1+i

n
i
n U=U . 

Применяя рассуждение к узлу ( )1+in,  и далее, 
получаем, что если достаточно малый минимум 
достигается в объеме, то он достигается и на 
границе также. В узлах вида ( )In,  применим 

граничное условие (13): при T<U i
n  имеем 

I
n

I
n U<U 1− , что противоречит минимальности. 

Аналогично рассуждение для узлов ( ),0n  (с при-
менением (12)). Если же минимальное значение 
достигается при 0=n , то оно ограничено, при-
чем оценка зависит только от начальных усло-
вий. Доказательство для максимума совершенно 
аналогично. 

Пусть i
nU  удовлетворяет (11)–(15) в ND . 

Обозначим через NN D'D ⊂  множество, на ко-

тором определена сеточная производная i
nhU∂ . 

Введем также 'DN  аналогично ND . 

УТВЕРЖДЕНИЕ 2. Пусть i
nU  удовлетворяет 

(11)–(15) в ND  при достаточно малых h  и τ . 

Тогда i
nhU∂  ограничена в 'DN  равномерно по h  

и τ . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сначала убедимся, что 
значения i

nhU∂  на границе 'DN  равномерно ог-

раничены. Для узлов вида ( ),0n , ( )1−In,  это 
сразу следует из граничных условий (12), (13) и 
утверждения (1). Для начальных узлов вида 
( )i0,  в силу (15) ( )( )θ+xbTb=U ix

i
h 0000 ∂∂ , где 

hθ ≤≤0 , и потому ограничена. Произведем се-
точное дифференцирование уравнения (11) по 
h  с учетом hU+U=U i

nhh
i
nh

+i
nh ∂∂∂∂ 1 : 

( )
.

1
-+1-

+22

i
nhn

i
nhn

i
nhhn

i
nhhn

i
nhhn

i
nhτn

UB+UB+UihB

+UhB+i+Ua=Ub

∂∂∂∂+

∂∂∂∂∂∂
−

 

Введем следующую сеточную функцию ре-

куррентно: ( ) 1+2
1 1

−−
− − nnnn BτbM=M , 10 =M . Эта 

функция – сеточный аналог экспоненты: 

nnnnτ MbB=M 2+ −∂ . Пусть n
i
nh

i
n MU=V /∂  и пе-

репишем уравнение в виде 

( )

.

1

-1-

+212

i
nn

i
nhn

i
nhn

i
nhn

i
nτ

n

n
n

VB+VihB

+VhB+i+Va=V
M

M
b

−

−

∂+

∂∂∂
 

Так как 2+ −
nn bB  ограничено, то при достаточ-

но малом τ  (обеспечивающем положительность 
знаменателя) функция 1≥nM . Поэтому мини-

мальное и максимальное значения функции i
nV  

не достигаются в 'DN : в противном случае ле-

вая и правая части уравнения имеют разные зна-
ки. Возможен только нестрогий экстремум, дос-
тигаемый и на границе. Однако значения i

nhU∂ , 

а следовательно, и i
nV , равномерно ограничены 

на границе, так что i
nV равномерно ограничена в 

ND . Отсюда следует и равномерная ограничен-

ность функции i
nn

i
nh VM=U∂ . В самом деле, 

при 0ττ ≤  

( ) ( )0
/ˆ

11 μτμτM τt
n −≤−≤ − –t̂/τ0, 

где +max B=μ . Здесь использована монотон-
ность функции ( ) xx /11 −−  при ( )0,1∈x . 

Пусть i
nU  удовлетворяет (11)-(15) в ND . 

Обозначим через N
o
N DD ⊂  множество, на ко-

тором определена сеточная производная i
ntU∂ . 

Введем также o
ND  аналогично ND . 

УТВЕРЖДЕНИЕ 3. Пусть i
nU  удовлетворяет 

(11)–(15) в ND  при достаточно малых h  и τ . 

Тогда i
ntU∂  ограничена в ND  равномерно по 

h  и τ . 



 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сеточное дифферен-
цирование по τ  уравнения (11) приводит к соот-
ношению, содержащему следующие слагаемые: 

1. Слагаемое с производной i
ntt U∂∂  в левой 

части, положительное, если i
nτU∂  – максималь-

ное значение; 
2. Слагаемые с производными i

nth U∂∂ 2 , 
i
nth U∂∂  и 1−∂∂ i

nth U  в правой части, отрицатель-

ные, если i
nτU∂  – максимальное значение; 

3. Слагаемые с производными +
nτB∂ , -

nτB∂  в 

правой части и nτb∂  в левой, которое перенесем 

в правую часть; 
4. Слагаемое i

nhnτ Ua 2∂∂ в правой части. 

Коэффициенты при указанных величинах 
равномерно ограничены, что следует из дока-
занных выше утверждений. Слагаемое пункта 4 
заменим, выразив i

nhU
2∂  из (11); получим сла-

гаемое n
i
nτt aUa /∂∂ , где производная от a  – в 

средней точке, а также несколько ограниченных 
слагаемых. Сеточные производные коэффици-
ентов из пункта 3 преобразуем следующим об-
разом: 

i
nUnτbtnτ τUB+bB+B=B 1

++++
−∂∂∂ , 

аналогично -
nτB∂ . Здесь величины +++

Ubt B,B,B  

ограничены независимо от шагов сетки; в слу-
чае непрерывности производных коэффициен-
тов это – производные в средних точках. Поэто-
му первые два слагаемые ограничены независи-
мо от шагов сетки. 

Предположим, что i
nτU∂  – максимальное 

значение, и оценим слагаемые, содержащие се-
точные производные функции i

nU  по τ . Они в 

совокупности оцениваются величиной 
( ) i

nτnt UY+aa ∂∂ / , где Y определяется оценками 

коэффициентов при сеточных производных 
функции i

nU  по τ . Без ограничения общности 

можно считать, что ( ) 0/ <Y+aa nt∂  и отделена 

от нуля. В противном случае сделаем замену пе-
ременных ( )ttY=θ ˆ2exp1 −− , Yxt=y /)ˆ2exp(− . 
Для простоты пусть в исходных переменных 

const=a . Оценка Y коэффициентов не изме-
нится в новых переменных, а указанное нера-
венство будет выполнено. Тогда при достаточно 
большом положительном значении i

nτU∂  сумма 

слагаемых, содержащая сеточные производные 
функции i

nU  по τ , будет отрицательной и дос-

таточно большой по абсолютной величине. Та-
ким образом, правая часть отрицательна, если 

i
nτU∂  – достаточно большое положительное 

максимальное значение. Левая часть – неотри-
цательна, что приводит к противоречию. Поэто-
му i

nτU∂  не может принимать в o
ND  слишком 

больших значений, т. е. ограничена сверху. От-
метим, что оценка не зависит от шагов сетки, а 
только от коэффициентов уравнения и интерва-
ла времени. Рассуждение для минимума дослов-
но такое же. 

Осталось    проверить   граничные   узлы. 
Для 1=n  рассмотрим (11) с учетом 

iii UUU 101 ττ∂+= : 
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Если i
τU 1∂ – максимальное (минимальное) 

значение, то выражение в скобках справа непо-
ложительно (неотрицательно). Применяя теоре-
му о среднем к сеточным производным от на-
чального распределения, получаем с учетом ог-
раниченности начального распределения в 

]),0([ 0
2 bC , что i

τU 1∂  ограничено независимо 

от шагов. 
Для 0=i  продифференцируем на сетке усло-

вие (12): 
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С учетом ограниченности частных производ-
ных (они в средних точках) и коэффициентов, а 
также монотонности ),( Utfb  по второму аргу-

менту, получаем, что 00 >∂∂ nh Uτ  при достаточ-

но большом значении 0
nτU∂ , что противоречит 

максимальности. Для минимума доказательство 
дословно повторяется. Случай Ii =  рассматри-
вается аналогично (с помощью условия (13)). 

В итоге получаем, что функция i
nτU∂  огра-

ничена в o
ND  равномерно относительно шагов 

сетки h  и τ . 
Для решения системы (11)–(15) применим 

стандартный метод прогонки. На каждом слое 
времени вычисляется nb  из (14), затем прого-

ночные коэффициенты для линейных уравнений 
(11) и (13), и в (12) выражаем 1

nU  через 0
nU  с 

помощью найденных коэффициентов. Получа-



 

ется одно нелинейное уравнение для 0
nU . Нахо-

дим 0
nU  и далее обратной прогонкой определя-

ем последовательно i
nU . 

 
Сходимость аппроксимаций 
и обобщенное решение 

Итак, сеточные функции i
nU  равномерно ог-

раничены независимо от шагов сетки вместе со 
своими сеточными производными i

nhU∂  и 
i
nUτ∂ . Построим в ]1,0[]ˆ,0[ ×=Π t  функцию 

),(
~

xtU  сплайновой интерполяцией первого по-

рядка сеточной функции i
nU . 

По построению )(),(
~

1 Π∈ HxtU  (соболевское 
пространство функций, обладающих первыми 
обобщенными производными из )(2 ΠL  [Лады-
женская, 1973; Михайлов, 1976] при любых 
(достаточно малых) шагах h  и τ , причем се-

мейство ),(
~

xtU  ограничено по норме )(1 ΠH . 

Выберем последовательность шагов ( )kkh τ, , 

сходящуюся к нулю, и соответствующую после-
довательность ),(

~
xtU k . Она ограничена в гиль-

бертовом пространстве )(1 ΠH , поэтому можно 
выделить слабо сходящуюся подпоследователь-
ность, за которой сохраним прежнее обозначе-
ние ),(

~
xtU k ; ее предел обозначим 

)(),( 1 Π∈ HxtU . При этом обобщенные произ-

водные от ),(
~

xtU k  сходятся к таковым от преде-

ла. Эта функция непрерывна, так как равномер-
но ограниченные непрерывные члены последо-
вательности ),(

~
xtU k , обладая равномерно огра-

ниченными кусочно-постоянными производны-
ми, равностепенно непрерывны, что влечет рав-
номерную сходимость (возможно, после перехо-
да к подпоследовательности – теорема Арцела). 

Функции  )(
~

tbk ,  полученные  сплайновой 
интерполяцией первого порядка сеточных функ-
ций nb , равномерно ограничены и равностепен-
но непрерывны, поскольку обладают равномер-
но ограниченными  (в  силу ограниченности 
правой части (14)) кусочно-постоянными произ-
водными. Переходя к подпоследовательности 
(теорема Арцела), получаем непрерывную 
функцию )(tb . 

Назовем пару функций )(),( 1 Π∈ HxtU , 

])ˆ,0([)( tCtb ∈  обобщенным решением [Лады-

женская, 1973; Михайлов, 1976] краевой задачи 
(6)–(10), если ),( xtU  и )(tb  удовлетворяют ин-

тегральному тождеству 
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при любой непрерывной )(),( 1 Π∈ HxtV , такой, 

что 0),ˆ( =xtV  и 0)1,( =tV , и тождествам 

( )( ) dttU
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a
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bx dttwTtUbαtUta    (18) 

для любой непрерывно дифференцируемой 
функции )(tw . 

Построенные функции ),( xtU  и )(tb  образу-
ют обобщенное решение в смысле данного оп-
ределения: на аппроксимациях тождества вы-
полняются с погрешностью ),( τhO , равномер-

ная сходимость аппроксимаций позволяет пе-
рейти к пределам )()(

~
tbtbk → , ),(),(

~
xtUxtU k → , 

а слабая сходимость – к пределам 

)0,()0,(
~

tUtU xkx ∂→∂ , )1,()1,(
~

tUtU xkx ∂→∂ . 

Поскольку в исходной задаче имелось крае-
вое условие I рода (3), то следует перейти к пре-
делу при +∞→bα . Интуитивно ясно, что это 

повлечет TtU =)0,( , покажем это. 

Достаточно показать, что 
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ограничено; выкладку следует понимать на ап-
проксимациях с последующим переходом к пре-
делу. Ограниченность левой части следует из 



 

ограниченности всех слагаемых правой части: 
),( xtU  ограничено, а )0,(tUx∂  ограничено в си-

лу ограниченности ),( xtU  и (7). Тождество (18), 

таким образом, при +∞→bα  дает ( ) TtU =,1  в 

силу основной леммы вариационного исчисле-
ния. 

Отметим, что построенная свободная грани-
ца )(tb  является абсолютно непрерывной, по-
этому обратная замена переменных является 
гладкой. Пару непрерывных функций ( )zt,T , 

)(tb  назовем обобщенным решением исходной 
задачи, если ( ) TtT =b(t),  и соответствующая 
пара ),( xtU  и )(tb  удовлетворяет тождествам 
(16) и (17) при любой непрерывной 

)(),( 1 Π∈ HxtV , такой, что 0),ˆ( =xtV  и 0)1,( =tV . 
Полученная обратной заменой из построенной 
функции ),( xtU  функция ( )zt,T  в паре с постро-
енной функцией )(tb  является обобщенным ре-
шением в смысле данного определения. 

 
Выводы 

Таким образом, мы построили неявную раз-
ностную схему для краевой задачи III рода тер-
модинамики морского льда и доказали ее сходи-

мость к обобщенному решению задачи. Тем са-
мым доказано существование обобщенного ре-
шения этой краевой задачи со свободной грани-
цей, нелинейными граничными условиями III 
рода. Доказано также существование решения 
задачи с граничным условием I рода, представ-
ляющим особую сложность в силу своей «жест-
кости». Поскольку порядки величин тепловых 
потоков известны, предложенная схема может 
применяться для решения задачи при достаточ-
но большом параметре bα  (таком, чтобы отли-

чия температуры на границе вода-лед от точки 
замерзания были малы сравнительно с точно-
стью модели). 
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В статье предложен многомерный статистический критерий однородности (явля-
ются ли две выборки выборками из одного и того же многомерного распределе-
ния). Критерий основан на понятиях многомерной квантильной функции, множеств 
минимального объема и одноклассовом методе опорных векторов. Статистика кри-
терия фактически представляет собой статистику критерия о равенстве параметра 
биномиального распределения определенному значению. Проведено эксперимен-
тальное сравнение критерия с некоторыми другими статистическими критериями 
однородности, такими как критерий Хотеллинга, многомерный ранговый критерий 
и ядерный критерий Крамера. Для проведения экспериментов использовался пакет 
R – свободно распространяемое программное обеспечение для статистических вы-
числений и графики, доступное на многих платформах.  
 
К л ю ч е в ы е  с л о в а :  многомерные критерии однородности, многомерная 
квантильная функция, множества минимального объема, одноклассовый метод 
опорных векторов.  
 
S. P. Chistiakov. ON A NEW MULTIVARIATE STATISTICAL 
HOMOGENEITY TEST 
 
In this paper a multivariate homogeneity test (of whether two sets of observations arise 
from the same distribution) is proposed. The test is based on the concepts of 
multidimentional quantile function, minimum volume sets, and one-class support vector 
machines. The test statistic is as a matter of fact, the test statistic for binomial 
proportions. We conducted experimental comparison of our test with some statistical tests 
such as Hotelling test, multivariate rank test, and kernel Cramer test. For the experiments 
we used package R – open source environment for statistical computing and graphics 
which is freely available for most computing platforms. 
 
K e y  w o r d s :  multivariate homogeneity tests, multidimensional quantile function, 
minimal volume sets, one-class support vector machines. 
 
 

 



 

Введение 

 В статье предложен многомерный статисти-
ческий критерий однородности двух выборок,  
т. е. критерий проверки нулевой гипотезы о том, 
что выборки являются выборками из одного 
распределения. Критерий основан на понятиях 
многомерной квантильной функции (обобщении 
понятия квантиля распределения на многомер-
ный случай), множеств минимального объема и 
одноклассовом методе опорных векторов. Клю-
чевую роль в построении критерия играет одно-
классовый метод опорных векторов. Именно, 
предположим, что имеется случайная выборка 
из распределения P  на некотором множестве 
X  и мы хотим построить по данной выборке 
некоторое «достаточно простое» множество C , 
такое, что вероятность его дополнения была бы 
близка к некоторому заранее фиксированному 
числу ν  между 0 и 1. Для решения этой задачи 
в работе [Scholkopf et al., 1999] был разработан 
метод, в оригинальной транскрипции носящий 
название novelty detection, а в отечественной ли-
тературе носящий несколько названий: одно-
классовая классификация, обнаружение новиз-
ны (или нетипичности).  

Метод основан на построении функции f , 
положительной на множестве C и отрицатель-
ной на его дополнении. Такая функция ищется в 
классе функций, допускающих представление в 
виде ядерного разложения по некоторому под-
множеству векторов наблюдаемой выборки  
(называемых опорными векторами). Метод ос-
нован на построении гиперплоскости в так  
называемом (гильбертовом) «спрямляющем» 
пространстве высокой (возможно бесконечной) 
размерности, отделяющей выборку от нуля, и 
алгоритмически сводится к задаче квадратично-
го (выпуклого) программирования.  

Несмотря на сравнительно недавнее появле-
ние, метод получил широкое распространение 
для решения задач обнаружения аномальных 
наблюдений, особенно для задач обнаружения 
аномального поведения сложных систем. Учи-
тывая, что задача проверки на аномальность  
(т. е. на принадлежность данному распределе-
нию) является фактически задачей проверки ги-
потез, в которой вторая выборка состоит из од-
ного наблюдения, естественно предположить, 
что данный метод может быть использован и 
для построения многомерных критериев одно-
родности, в которых аномалией уже является 
целая выборка. Действительно (как показано в 
статье), использование одноклассового метода 

опорных векторов позволяет свести задачу про-
верки однородности двух многомерных выборок к 
задаче проверки гипотезы о том, равно ли значе-
ние параметра биномиального распределения (ве-
роятность успеха) заданному числу, для которой 
соответствующий критерий хорошо известен.  

Одноклассовый метод опорных векторов реа-
лизован в пакете kernlab [Karatzoglou et al., 
2004], который является открытым пакетом, 
реализующим ядерные методы машинного обу-
чения в среде R – свободно распространяемом 
программном обеспечении для статистических 
вычислений и графики, доступном на многих 
платформах (Linux, Windows, Macintosh). Дан-
ный пакет и был использован в проведенных на-
ми экспериментах по сравнению предлагаемого 
критерия с несколькими другими критериями 
однородности, такими, как критерий Хотеллин-
га [Anderson, 2003] (многомерное обобщение 
критерия Стьюдента), многомерный ранговый 
критерий [Puri, Sen, 1971] и ядерный критерий 
Крамера [Baringhaus, Franz, 2004]. Отметим, что 
данные критерии также реализованы в среде R 
(пакеты ICSNP и cramer, которые также были 
нами использованы) и являются, по-видимому, 
единственными из многомерных критериев од-
нородности реализованными в R).  

Статья организована следующим образом. В 
первом разделе приводятся определения основ-
ных используемых понятий (многомерные кван-
тильные функции, множества минимального 
объема) и дано описание предложенного крите-
рия. Второй раздел посвящен эксперименталь-
ным результатам. В заключении кратко обсуж-
даются возможности применения критерия и на-
правления дальнейших исследований.  

Построение критерия 

Введем понятия многомерной квантильной 
функции и множества минимального объема 
[Einmal et al., 1992]. Пусть P  – некоторое рас-
пределение на множестве X  и C  – некоторый 
класс измеримых подмножеств X . Далее, пусть 

( )Cλ  – некоторая функция, определенная на 

множествах C ∈C . Многомерная квантильная 
функция по отношению к ( , , )P λ C  определяется 
как  

( ) inf{ ( ) : ( ) , }.U C P C Cα λ α= ≥ ∈C  
Из определения следует, что многомерная 

квантильная функция фактически измеряет, на-
сколько большое множество необходимо для то-
го, чтобы оно содержало не менее заданной до-
ли рассматриваемого распределения. Обозна-



 

 

чим ( )PC α ∈C  (не обязательно единственное) 

множество, на котором достигается инфимум 
(если он достижим). Если dX ⊆ R  и λ  – мера 
Лебега, то множество ( )PC α  является множест-

вом минимального объема, содержащим не ме-
нее доли α  вероятностного распределения P . 
Был разработан ряд методов для построения 
оценок таких множеств по имеющейся выборке 
из распределения P . Так в работе [Nolan, 1991] 
в качестве C  рассматривался класс эллипсои-
дов, а в [Tsybakov, 1997] для оценивания ( )PC α  

были использованы кусочно-полиномиальные 
приближения. Множество минимального объе-
ма впервые было предложено использовать для 
построения многомерных критериев, по-види-
мому, в [Polonik, 1999].  

В работе [Scholkopf et al., 1999] был разрабо-
тан метод обнаружения новизны, позволяющий 
строить оценки множеств минимального объе-
ма. Метод основан на обобщении метода опор-
ных векторов на случай обучающих выборок, 
содержащих примеры только одного класса. В 
результате применения метода по случайной 
выборке 1, 2{ ,..., }P nD x x x=  из распределения P  
могут быть построены множества * ( , )PC nα  та-
кие, что *{ ( , )} { ( )}P PP C n P Cα α→  при n → ∞ . 
Множество * ( , )PC nα  определяются условием 

* ( , ) { | ( ) 0}PC n x X f xα = ∈ > , где 

1

( ) ( , )
i

n

i
i

f x k x xα
=

= , x X∈  

и ( , )k x x′   неотрицательно  определенная функ-
ция, носящая название ядерной фунции или  
ядра. Вектора ix , для которых 0iα ≠ , называют-
ся опорными векторами.  

Перейдем теперь непосредственно к построе-
нию критерия. Пусть Q  – некоторое другое рас-

пределение на X  и 1, 2{ ,..., }Q mD y y y=  – случай-

ная выборка из распределения Q . Мы хотим 

проверить нулевую гипотезу 0 :H P Q= . Обо-

значим *
1 #{ | (1 2 , )}i P i QS x D x C m= ∈ ∈  – коли-

чество элементов выборки PD , принадлежащих 

множеству * (1 2 , )QC m  и, аналогично, 
*

2 #{ | (1 2 , )}i Q i PS y D y C n= ∈ ∈  – количество 

элементов выборки QD , принадлежащих мно-

жеству * (1 2 , )PC n .  

 Предположим теперь, что нулевая гипо- 
теза 0 :H P Q=  истинна. Тогда нетрудно видеть, 

что в случае достаточно больших объемов  
выборок n  и m  будет справедливо 

* *{ (1 2 , ) { (1 2 , ) 1 2Q PP C m Q C n≈ ≈ .  

Следовательно, случайная величина 1S  будет 

распределена по биномиальному закону с пара-
метрами n  и 1 1 2p ≈  , а случайная величина 2S  

будет распределена по биномиальному закону с 
параметрами m  и 2 1 2p ≈ . Поэтому случайная 

величина 1 2S S S= +  будет распределена также 

по биномиальному закону с параметрами n m+  
и 1 2p ≈  и для проверки нашей нулевой гипоте-

зы 0 :H P Q=  можно использовать критерий для 

проверки нулевой гипотезы о равенстве пара-
метра биномиального распределения p  значе-

нию 1 2 . Тестовая статистика хорошо известна 
[Agresti, 1996]. Именно 

1

2

S

n mz
s

−
+=  , 

где стандартная ошибка 

(1 ) 1 1

2

p p
s

n m n m

−= ≈
+ +

 . 

Хорошо известно, что (в условиях истинно-
сти нулевой гипотезы) для больших n m+  ста-
тистика z  распределена приближенно по стан-
дартному нормальному закону (0,1)N . Нетруд-
но видеть, что если нулевая гипотеза неверна, то 
статистика S  будет распределена по биноми-
альному закону с параметрами n m+  и 1 2p < . 
Поэтому критическую область критерия целесо-
образно определить как z tα< , где tα – квантиль 

уровня α  стандартного нормального закона. 
 

Экспериментальные результаты 

Для сравнения предложенного нами критерия 
с другими многомерными критериями однород-
ности проведен ряд имитационных эксперимен-
тов. Использовались критерий Хотеллинга 
[Anderson, 2003], многомерный ранговый крите-
рий (обобщение рангового критерия Вилкоксона 
на многомерный случай) [Puri, Sen, 1971] и ядер-
ный критерий Крамера [Baringhaus, Franz, 2004].  

Для оценки множеств минимального объема 
* ( , )PC nα  и * ( , )QC mα , что, конечно, является 

центральной задачей при построении предло-
женного критерия, использовалась функция 



 

ksvm пакета kernlab [Karatzoglou et al., 2004]. 
Данная функция допускает использование раз-
личных ядер. Нами использовалось ядро гаус-
совской радиальной базисной функции 
(Gaussian radial basis function). Одним из важных 
параметров такого ядра является его ширина. 
Для того чтобы избежать субъективности при 
выборе этого параметра и сделать проведенные 
нами эксперименты воспроизводимыми, ис-
пользовалась функция автоматической оценки 
ширины ядра sigest, алгоритм которой основан 
на работе [Caputo et al., 2002] (также входящая в 
пакет kernlab).  

Во всех экспериментах рассматривался слу-
чай многомерных гауссовских распределений 
P  и Q  на dX ⊆ R . Эксперименты проводились 

на вычислительном кластере Института при-
кладных математических исследований КарНЦ 
РАН.  

Методика проведения экспериментов заклю-
чалась в следующем. Задавались модели генера-
ции распределений P  и Q , зависящие от неко-
торого параметра, и исследовалась мощность 
упомянутых выше критериев в зависимости от 
этого параметра. Для каждого значения пара-
метра проводилось 500 имитационных экспери-
ментов. Оценка мощности при каждом значении 
параметра определялась отношением числа от-
клонений нулевой гипотезы к числу экспери-
ментов. Исследовалось несколько уровней по 
объемам выборок (рассматривался только слу-
чай n m= ) и размерности d . Уровень значимо-
сти критериев во всех экспериментах выбирался 
равным 0,05. По этой схеме было проведено три 
группы экспериментов (за исключением пер-
вой).  

Первая группа экспериментов проводилась 
для исследования скорости сходимости 

*{ (1 2 , )}PP C n  при n → ∞  к значению 1 2  при 

различных значенияx d . При этом нас интере-
совала не скорость сходимости сама по себе, а 
выявление условий, гарантирующих заданный 
уровень значимости критерия. Результаты экс-
периментов показали, что условие 50n d >  дос-
таточно для этого.  

Вторая группа экспериментов проводилась 
для исследования мощности критериев против 
альтернатив сдвига распределений. В этом слу-
чае моделировались выборки из распределений 

( , )N 0 I  и ( , )N γ 1 I  (где 1 – единичный вектор 

размерности d , а I  – единичная диагональная 
матрица) с различными значениями γ , и осуще-

ствлялась оценка мощности в зависимости от 
евклидова расстояния между средними двух 
распределений. Результаты показали, что пред-
ложенный тест реагирует на данный класс аль-
тернатив, однако, мощность, близкая к единице, 
достигается при больших евклидовых расстоя-
ниях между средними, чем у остальных крите-
риев.  

Третья группа экспериментов проводилась 
для исследования поведения мощности в зави-
симости от дисперсии компонент распределе-
ний. Конкретно рассматривалась следующая 
модель генерации данных. Моделировались вы-
борки ( , )N 0 I  и 2( , )N σ0 I  для различных значе-

ний 2σ . Как и следовало ожидать, критерий Хо-
теллинга и ранговый критерий имеют в этом (и 
в рассматриваемом ниже) случае мощность, 
близкую к нулевой, поскольку они основаны на 
статистиках, реагирующих только на альтерна-
тивы сдвига распределений. Критерий Крамера 
имеет несколько большую мощность чем пред-
ложенный нами критерий, однако близкая к 
единице мощность предложенного критерия 
достигается и в этом случае (при увеличении 

2σ ).  
В четвертой группе экспериментов модель 

генерации данных имела следующий вид. Пусть 
2d r= .  Моделировались выборки 1( , )N Σ0  и 

2( , )N Σ0 , где 1Σ  – диагональная матрица с эле-

ментами 
2 2 2 2

11 1 1,..., , 1 ,..., 1rr r r ddσ σ σ σ σ σ σ σ+ += = = = ,  

а 2Σ  – диагональная матрица с элементами 
2 2 2 2

11 1 11 ,..., 1 , ,...,rr r r ddσ σ σ σ σ σ σ σ+ += = = = .  

В этом случае определители ковариационных 
матриц 1Σ  и 2Σ , определяющих степень разбро-

са выборок относительно общего нулевого сред-
него, совпадают, и разница между распределе-
ниями состоит только в ориентации эллипсои-
дов рассеяния. Как показали эксперименты, в 
этом случае предложенный критерий имеет бо-
лее высокую мощность, чем критерий Крамера.  

Заключение 

По мнению автора, результаты эксперимен-
тов позволяют считать, что предложенный кри-
терий может найти применение в статистиче-
ской практике (по крайней мере в тех случаях, 
когда альтернативная гипотеза состоит в нера-
венстве ковариационных матриц распределе-
ний), однако, для полного исследования его 
свойств и определения классов альтернатив, для 



 

 

которых критерий «хорошо работает», требуют-
ся дополнительные исследования. Исследование 
свойств данного критерия предполагается про-
должать в следующих направлениях: 

1. Рассмотрение случаев негауссовских мно-
гомерных распределений; 

2. Рассмотрение случаев наличия дискрет-
ных компонент в распределениях. 

Необходимо также, конечно, расширить спи-
сок критериев для сравнения. 

 

 Автор выражает признательность начальни-
ку Центра коллективного пользования КарНЦ 
РАН И. А. Фалько за оперативную установку 
программной среды R и ряда пакетов на вычис-
лительный кластер и полезные консультации. 
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XI ВСЕРОССИЙСКАЯ НАУЧНАЯ КОНФЕРЕНЦИЯ RCDL’2009 
«ЭЛЕКТРОННЫЕ БИБЛИОТЕКИ: ПЕРСПЕКТИВНЫЕ МЕТОДЫ  

И ТЕХНОЛОГИИ, ЭЛЕКТРОННЫЕ КОЛЛЕКЦИИ» 
(ПЕТРОЗАВОДСК, 17–21 сентября 2009 г.) 

 
 

 
C 17 по 21 сентября в Петрозаводске в Ка-

рельском научном центре РАН состоялась оче-
редная ежегодная XI конференция серии Все-
российских научных конференций «Электрон-
ные библиотеки: перспективные методы и тех-
нологии, электронные коллекции» – RCDL'2009 
http://rcdl2009.krc.karelia.ru/. Традиционно, как  
и в последние годы, совместно с RCDL прово-
дился Всероссийский научный семинар по оцен-
ке методов текстового поиска – РОМИП. В  
2009 г. конференции RCDL’2009 сопутствова-
ло также проведение «Третьей Российской  
летней школы по информационному поиску 
RuSSIR'2009», во время которой ведущие рос-
сийские и зарубежные ученые прочитали в Пет-
розаводском государственном университете об-
зорные лекции по актуальным проблемам разви-
тия методов поиска цифровых данных для ре-
шения фундаментальных и прикладных задач. 

Организаторы конференции: Российская ака-
демия наук, Российский Фонд Фундаменталь-
ных Исследований, Карельский научный центр 
РАН, Институт прикладных математических ис-
следований КарНЦ РАН, Петрозаводский госу-
дарственный университет, Институт проблем 
информатики РАН, Московская секция АСМ 
SIGMOD. 

Председатель Руководящего комитета конфе-
ренции RCDL: Л. А. Калиниченко (Москва). 

Координация ECDL/RCDL: Andreas Rauber 
(Вена), Леонид Андреевич Калиниченко. 

Председатель Организационного комитета 
RCDL'2009: Мазалов Владимир Викторович – 

директор Института прикладных математиче-
ских исследований (ИПМИ) Карельского науч-
ного центра (КарНЦ) РАН.  

Сопредседатели Программного комитета 
RCDL'2009: Вдовицын Владимир Трофимович – 
Карельский научный центр РАН; Когаловский 
Михаил Рувимович – Институт проблем рынка 
РАН. 

В состав Программного комитета RCDL'2009 
вошли ведущие ученые из России (РАН, СО 
РАН, МГУ и др.), а также Австрии, США, Шве-
ции и Украины.  

Электронные библиотеки – область исследо-
ваний и разработок, направленных на развитие 
теории и практики обработки, распространения, 
хранения, поиска и анализа цифровых данных 
различной природы. Электронные библиотеки, 
являющиеся хранилищами знаний, можно рас-
сматривать как сложные информационные сис-
темы, при создании и использовании которых 
требуется решение многих научных, технологи-
ческих, методологических, экономических, пра-
вовых и других вопросов. Развитие технологий 
электронных библиотек становится все более 
существенным для совершенствования стандар-
тов здравоохранения, образования, науки, эко-
номики, равно как и качества жизни вообще. 
Проекты формирования в цифровой форме ин-
формации, накопленной человечеством о Земле, 
Вселенной, Науке, Литературе, Искусстве, Ок-
ружающей среде, Человеке, являются примера-
ми областей интенсивного развития глобальных 
репозиториев представления знаний. 



 

 

Проблематика электронных библиотек до-
вольно обширна. В агрегированном виде она со-
стоит из четырех составляющих: методология 
разработки электронных библиотек, цифровое 
сохранение информационных ресурсов и созда-
ние контента, сервисы электронных библиотек и 
их технологическая инфраструктура. В доку-
ментах конференций RCDL эта проблематика 
представлена более детально в виде следующе-
го перечня направлений исследований и разра-
боток:  

• Методы и модели представления информа-
ции.  

• Метаданные, онтологии и средства пред-
ставления знаний.  

• Перспективные инфраструктуры электрон-
ных библиотек, электронные библиотеки в сре-
дах грид и облачного компьютинга. 

• Виртуальные среды для научных исследо-
ваний.  

• Социальные сети и электронные библио-
теки.  

• Инструментальные средства создания 
электронных библиотек и цифровых коллекций.  

• Методы и технологии работы с текстовой, 
мультимедийной и слабоструктурированной ин-
формацией.  

• Методы сохранения информации и цифро-
вые архивы.  

• Интероперабельность и интеграция инфор-
мации.  

• Наукометрические измерения в электрон-
ных библиотеках.  

• Информационная безопасность.  
• Пользовательские интерфейсы, человече-

ский фактор.  
• Электронные библиотеки в науке, образо-

вании, культуре, медицине, экономике.  
• Стандарты технологий электронных биб-

лиотек.  
Программный комитет конференции 

RCDL’2009 отобрал на основе рецензирования 
поступивших 68 расширенных тезисов для 
включения в программу конференции 32 пол-
ных, 19 кратких и 3 стендовых доклада. Около 
40 % из них было представлено грантодержате-
лями РФФИ. Кроме того, в программу конфе-
ренции было включено два приглашенных док-
лада и тьюториал. Представленные в них иссле-
дования и разработки проводятся отечественны-
ми исследователями в целом ряде актуальных 

направлений. Главные из них связаны с разви-
тием эффективных методов разработки методов 
и технологий для обеспечения новых функцио-
нальных возможностей систем электронных 
библиотек, создания комфортных для пользова-
телей средств доступа к коллекциям информа-
ционных ресурсов ЭБ, надежного сохранения 
научного, образовательного и культурного на-
следия для ныне живущих и будущих поколе-
ний. 

Отечественные исследования в области элек-
тронных библиотек относятся в значительной 
их части к перспективным направлениям науч-
ных исследований связанной с ними проблема-
тики, проводимых международным научным со-
обществом и охватывающих как проблемы ме-
тодологии создания электронных библиотек и 
цифрового сохранения, так и создания инстру-
ментария для разработки, сервисов и контента 
таких систем. По нашему мнению, исследова-
ния отечественных ученых в рассмотренных об-
ластях соответствуют мировому уровню науч-
ных достижений в рассматриваемой области.  

В рамках конференции RCDL’2009 впервые 
в цикле был организован семинар молодых уче-
ных «Диссертационные исследования по тема-
тике информационных технологий, связанных с 
электронными библиотеками». Цель семинара – 
предоставить диссертантам возможность обсу-
дить с более опытными коллегами текущие ре-
зультаты и идеи их исследований; их слабые и 
сильные стороны, а также направления дальней-
шего развития проводимых исследований, уста-
новить контакты для научного сотрудничества, 
развить навыки выступлений на научных конфе-
ренциях. Руководящий комитет конференций 
RCDL считает, что такой семинар может слу-
жить важным средством активизации исследо-
ваний молодых ученых в области технологий 
электронных библиотек и повышению их каче-
ства.  

Труды всех состоявшихся конференций 
RCDL предоставлены для открытого доступа на 
сайте конференции http://www.rcdl.ru. 

Решение конференции. Признано целесооб-
разным найти возможности для публикации 
лучших докладов будущих конференций RCDL 
в журналах из списка ВАК. Необходимо про-
должить на следующих конференциях практику 
организации диссертационного семинара. С  
целью расширения представительности Про-
граммного комитета и повышения качества  



 

рецензирования заявляемых докладов рекомен-
довано расширить состав Программного коми-
тета следующей конференции – RCDL’2010, 
включив в его состав дополнительно М. Агеева 
(МГУ, Москва), С. И. Паринова (ЦЭМИ РАН, 
Москва), А. З. Фазлиева (Институт физики ат-
мосферы РАН, Томск), Д. В. Ландэ (Информа-
ционный центр «ЭЛВИСТИ», Киев), Г. В. Лези-
на (Санкт-Петербургский экономико-математи-
ческий институт РАН, Санкт-Петербург), С. Д. 
Кузнецова (Институт системного программиро-

вания РАН, Москва), В. Д. Соловьева (Казан-
ский государственный университет, Казань). Ре-
шено также принять предложение представите-
лей Казанского научного центра РАН, Казан-
ского государственного университета и НИИ 
математики и механики имени Н. Г. Чеботарева 
и провести двенадцатую конференцию 
RCDL’2010 в октябре 2010 г. в г. Казани. 

 

В. Т. Вдовицын, Л. А. Калиниченко,  
М. Р. Когаловский, С. Д. Кузнецов, В. В. Мазалов

 

 
 



 

 

МЕЖДУНАРОДНОЕ РАБОЧЕЕ СОВЕЩАНИЕ 
«СЕТЕВЫЕ ИГРЫ И МЕНЕДЖМЕНТ» 

(ПЕТРОЗАВОДСК, 28−30 июня 2009 г.) 
 
 
 
28−30 июня 2009 г. Институт прикладных 

математических исследований Карельского 
научного центра РАН проводил выездное ме-
ждународное рабочее совещание «Сетевые 
игры и менеджмент» («Networking games and 
management») в отеле «Калевала».  

Международное рабочее совещание «Се-
тевые игры и менеджмент» (Workshop 
«Networking games and management») посвя-
щено узкой современной и чрезвычайно ак-
туальной тематике, связанной с применени-
ем теоретико-игровых методов в информа-
ционных сетях и задачами распределения 
вычислительных, информационных ресур-
сов в виртуальной среде. Это новое направ-
ление в математике и информатике, и в Рос-
сии оно представлено исследованиями, про-
водящимися в МГУ, СПбГУ, ИПУ РАН, 
ИММ Уро РАН, ИПМИ КарНЦ РАН, ЮФУ 
и др. До этого совещания по данной темати-
ке проводились в 1997 г. в Нью-Йорке (Ко-
лумбийский университет, «Сетевые игры и 
цены» − «Networking games and pricig») и в 
2002 г. в Петрозаводске (ИПМИ КарНЦ 
РАН, «Сетевые игры и распределение ре-
сурсов» − «Networking games and resource 
allocation»).  

В рабочем совещании 2009 г. приняло уча-
стие 28 специалистов, из них − 6 иностранных 
из Финляндии, Японии и Польши. Работа со-
вещания была поддержана Российским фон-
дом фундаментальных исследований и Отде-
лением математических наук РАН.  

Программный комитет состоял как из рос-
сийских, так и зарубежных профессоров. В 
него вошли: В. В. Мазалов (ИПМИ КарНЦ 
РАН), А. Гуртов (Институт информационных 
технологий г. Хельсинки), Т. Матсухиза (На-
циональный технологический колледж пров. 
Ибараки), Б. Монин (Университет г. Падер-
борна), Л. А. Петросян (СПбГУ), П. Спиракис 
(Университет г. Патрас), К. Шайовски (Тех-
нологический университет г. Вроцлава),  
А. А. Васин (МГУ), Д. Янг (Баптистский  
университет г. Гонконга), Н. А. Зенкевич 

(СПбГУ), А. Б. Жижченко (Математический 
институт им. Стеклова РАН).  

Работа совещания проводилась по следую-
щим секциям: сетевые игры и управление, за-
дачи оптимальной маршрутизации, аукционы, 
переговорные задачи, игры с обучением и 
адаптивные игры. 

Тематика докладов данного рабочего сове-
щания была посвящена обсуждению новых 
результатов в области сетевых игр, в частно-
сти, таких направлений, как переговоры в се-
тях, оптимальная маршрутизация, распреде-
ление ресурсов, многоагентные системы, воз-
можности обучения агентов, системы под-
держки принятия решений в телекоммуника-
ционных сетях.  

Все представленные на совещании докла-
ды вызвали большой интерес у участников 
совещания. Особо следует отметить пленар-
ные доклады: проф. Л. А. Петросяна (СПбГУ) 
«Динамические игры на сетях», в котором об-
суждались новые сетевые подходы к построе-
нию и анализу моделей динамических коопе-
ративных игр; проф. Д. А. Новикова (ИПУ 
РАН) «Сетевые игры и игры на сетях» пред-
ставившего формализованную классифика-
цию сетевых игр. 

В представленных на совещании докладах 
были обсуждены различные аспекты теорети-
ко-игрового моделирования в информацион-
ных сетях и приложения. Среди важных на-
правлений − теоретико-игровые задачи опти-
мальной маршрутизации и распределения  
полосы пропускания в компьютерных сетях с 
различной топологией,  задачи управления в 
социальных сетях, защита информации. Осо-
бенно большое внимание было сконцентриро-
вано на докладах, связанных с экономически-
ми вопросами функционирования сетей и ор-
ганизацией сервиса в виртуальной среде, сре-
ди которых организация электронных торгов, 
аукционов, конкурсов и конференций. Докла-
ды студентов и аспирантов были посвящены 
важным вопросам управления ресурсами с 
помощью методов динамических игр, защите 



 

информации в компьютерных сетях и вероят-
ностным моделям анализа функционирования 
сетей с большим числом узлов. 

В рамках рабочего совещания также было 
проведено обсуждение вопросов, связанных с 
выпуском научного журнала «Математиче-
ская теория игр и ее приложения» 
(http://mathem.krc.karelia.ru/section.php?plang=
r&id=620), и принято решение об информаци-
онном содержании первых двух выпусков. 

Расширенные тезисы представленных док-
ладов выставлены на сайте совещания 
http://mathem.krc.karelia.ru/event.php?id=107. 
Избранные доклады опубликованы в журнале 
«Математическая теория игр и ее приложе-
ния» (http://mgta.krc.karelia.ru), а также в сбор-
нике «Управление большими системами» 
(http://ubs.mtas.ru). 

 

Ю. В. Чуйко
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ЮБИЛЕИ И ДАТЫ 
 
 
 

ЮРИЙ ВАСИЛЬЕВИЧ ЗАИКА 
(к 50-летию со дня рождения) 

 
 

Юрий Заика родился 27 июня 1960 г. в 
с. Ярово Сорокского района Молдавской ССР, 
где родители нашли временное пристанище по-
сле окончания Херсонского сельскохозяйствен-
ного и Сумского педагогического институтов, 
предпочтя аспирантской карьере в разных кон-
цах Украины совместное преодоление житей-
ских проблем. Через несколько лет семья пере-
ехала в г. Могилёв-Подольский Винницкой об-
ласти, где Юрий и закончил среднюю школу с 
золотой медалью. «Очкариком» не числился – 
активно занимался волейболом: член детской и 
юношеской сборной города, признавался луч-
шим защитником и универсальным игроком на 
первенствах области, первый взрослый разряд. 
В 1977 г. после путешествия «Киев-Москва-Ле-
нинград» выбор пал на Ленинград, захотелось 
поступить в Кораблестроительный институт и 
вырваться с берегов Днестра на океанские про-
сторы. Но поезд пришел рано, и до открытия 
метро морской офицер, узнав, что нравится ма-
тематика, уговорил отнести документы в уни-
верситет. Так Юрий Заика стал студентом фа-
культета прикладной математики – процессов 
управления ЛГУ. Студенческие годы пролетели: 
учеба (сначала у Смольного в здании бывшего 
института благородных девиц, потом в Петерго-
фе),  белые ночи, сражения с «вузами-противни-
ками» на первенстве Ленинграда по волейбо-
лу… Далее уже лишь сухие вехи биографии. 

Заика Юрий Васильевич в 1982 г. окончил 
Ленинградский госуниверситет с красным ди-
пломом (кафедра механики управляемого дви-
жения). Затем – аспирантура под руководством 
профессора Н. Е. Кирина, заслуженного деятеля 
науки РФ, профессионала и Учителя, известного 

специалиста в области вычислительных методов 
теории оптимального управления. После защи-
ты кандидатской диссертации в 1985 г. («Сопря-
женные задачи теории наблюдаемости динами-
ческих систем», 01.01.09 – математическая ки-
бернетика) Ю. В. Заика работал в Московском 
авиационном институте (филиал Восход, Байко-
нур). Отмечен грамотой командования космо-
дрома Байконур за успешную научную работу. 
С 1991 г. – доцент, затем профессор математи-
ческого факультета Петрозаводского госунивер-
ситета. Окончил докторантуру СПбГУ (под рук. 
чл.-корр. РАН В. И. Зубова, одного из признан-



 

ных лидеров в области механики, теории устой-
чивости и управления). Докторскую диссерта-
цию защитил в 1998 г. в Институте информати-
ки и автоматизации РАН («Интегральные опера-
торы наблюдения и идентификации динамиче-
ских систем», 05.13.16). Аттестат профессора по 
кафедре математического моделирования сис-
тем управления получил в 2002 г. С 1999 г. 
Ю. В. Заика работает заведующим лабораторией 
моделирования природно-технических систем 
Института прикладных математических иссле-
дований КарНЦ РАН. Традиционно тематика 
научных исследований лаборатории связана с 
моделированием и оптимизацией структуры и 
параметров энергетических, транспортных сис-
тем, а также с задачами вычислительного мате-
риаловедения. 

Научные интересы Ю. В. Заики: интеграль-
ные операторы наблюдения нелинейных дина-
мических систем; оценивание функционалов на 
решениях систем с запаздыванием в условиях 
неопределенности; краевые задачи взаимодейст-
вия водорода с конструкционными материалами 
с нелинейными динамическими граничными ус-
ловиями и подвижными границами раздела фаз; 
методы решения экстремальных задач в химиче-
ской термодинамике. В последние 15 лет науч-
ные исследования сконцентрированы именно на 
последних из упомянутых задачах, которые име-
ют большое теоретическое и практическое значе-
ние. Интерес к водороду вызван в основном пер-
спективами экологически чистой энергетики и 
технологическими проблемами безопасности 
хранения и транспортировки углеводородного 
сырья. Это особенно актуально для Северного 
региона Российской Федерации, в том числе и 
для Республики Карелия. Возникают, в частно-
сти, проблемы защиты конструкционных мате-
риалов от водородной коррозии. Вычислитель-
ное материаловедение позволяет существенно 
сократить время и материальные затраты на экс-
периментальные исследования, в особенности 
это касается экстремальных условий эксплуата-
ции материалов в водородосодержащей среде. 
Помимо прямых задач моделирования возника-
ет потребность в устойчивых вычислительных 
алгоритмах решения обратных задач параметри-
ческой идентификации моделей по эксперимен-
тальным данным. Это позволяет прогнозировать 
эксплуатационные свойства новых материалов в 
условиях все возрастающих требований эколо-
гической безопасности.  

Ю. В. Заика является автором более 100 науч-
ных работ, ряд из которых опубликован в веду-

щих российских и зарубежных журналах: Диф-
ференциальные уравнения, Известия РАН (Тео-
рия и системы управления), Математический 
сборник, Математические заметки, Математиче-
ское моделирование, Журнал вычислительной 
математики и математической физики, Журнал 
технической физики, Фундаментальная и при-
кладная математика, Заводская лаборатория, 
Journal of Alloys and Compounds, NATO Science 
Series (II. Math., Phys. and Chem.), Обозрение 
прикладной и промышленной математики,  
Материаловедение, International Journal of 
Mathematics and Mathematical Sciences, Applied 
Mathematical Modelling и др. Результаты докла-
дывались на многочисленных российских и ме-
ждународных конференциях.  

Ю. В. Заика ведет большую педагогическую 
работу. Под его руководством защищаются ди-
пломные работы, магистерские и кандидатские 
диссертации. Студенты имеют возможность ра-
ботать в лаборатории, выполняя научные иссле-
дования по различным темам, выступать с док-
ладами на представительных научных форумах 
(среди достижений – лучшие доклады в секции 
«математическое моделирование» международ-
ных конференций «Ломоносов» в МГУ, пленар-
ный доклад на форуме «Всемирный день физи-
ки в МГУ», 2005–2007). Работы учеников отме-
чены также грантами Конкурсного центра фун-
даментального естествознания при СПбГУ (ди-
пломный и кандидатский проекты), грантами 
Федеральной целевой программы «Интегра-
ция», Российского фонда фундаментальных ис-
следований («Мобильность молодых ученых»), 
Фонда содействия отечественной науке («Луч-
шие аспиранты» и «Кандидаты наук» РАН), 
премией по поддержке талантливой молодежи 
Министерства образования и науки Российской 
Федерации (приоритетный национальный про-
ект «Образование»). Трое учеников успешно за-
щитили кандидатские диссертации, двое про-
должают учебу в аспирантуре. Ю. В. Заика – 
член диссертационного совета в ПетрГУ, в  
2006–2007 гг. – председатель Государственной 
аттестационной комиссии на физико-техниче-
ском факультете ПетрГУ, с 2008 г. – на матема-
тическом факультете. 

Ю. В. Заика являлся членом Оргкомитета I, II 
и III Всероссийской  школы молодых ученых 
«Математические методы в экологии» (Петроза-
водск, 2001, 2003, 2008). В 2005–2006 гг. на базе 
ИПМИ КарНЦ РАН (Ю. В. Заика –  сопредседа-
тель Оргкомитета) организованы и проведены 
совместно с Росатомом, Российским федераль-



 

ным ядерным центром–ВНИИЭФ (г. Саров), 
СПбГУ и ПетрГУ Международные школы мо-
лодых ученых «Взаимодействие водорода с кон-
струкционными материалами: эксперимент и 
математическое моделирование». Лекторы – ве-
дущие специалисты из России, США (Аргонн-
ская и Сандийские национальные лаборатории), 
Норвегии. Ю. В. Заика – член международного 
Программного комитета школы молодых уче-
ных «Взаимодействие изотопов водорода с кон-
струкционными материалами», член Американ-
ского математического общества, референт 
журнала «Mathematical Review». 

В 2005 г. Ю. В. Заика награжден Почетной 
грамотой КарНЦ РАН за значительный вклад в 
развитие фундаментальных и прикладных науч-
ных исследований. В 2006–2007 гг. отмечен 
грантом Фонда содействия отечественной науке 
в номинации «Доктора наук РАН». 

В 2010 г. Ю. В. Заике присвоено почетное 
звание «Заслуженный деятель науки Республи-
ки Карелия». 

В настоящее время Ю. В. Заика руководит 
проектом в рамках программы Отделения мате-
матических наук РАН «Вычислительные и ин-
формационные технологии решения больших 
задач» (Институт прикладной математики 
им. М. В. Келдыша РАН), исследования поддер-
жаны Российским фондом фундаментальных 
исследований. 

Коллектив Института прикладных математи-
ческих исследований КарНЦ РАН поздравляет 
юбиляра и желает ему дальнейших творческих 
успехов. 

 

Зам. директора ИПМИ КарНЦ РАН  
по научной работе к. т. н., с. н. с.  А. Д. Сорокин 
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ГЕОРГИЙ АЛЕКСАНДРОВИЧ БОРИСОВ 
(к 75-летию со дня рождения) 

 
 
 
Борисов Георгий Александрович родился  

9 апреля 1935 г. в г. Петрозаводске. Военное 
детство прошло в Пудожском районе Карелии. 
После окончания железнодорожной средней 
школы № 9 г. Петрозаводска он поступил в  
Ленинградский политехнический институт 
им. Н. И. Калинина, который окончил в 1958 г. 
по специальности «Электрические станции, се-
ти и системы». В студенческие годы был заяд-
лым путешественником, объехав с друзьями на 
мотоциклах и «автостопом» полстраны. Настоя-
щий инженер. Его общий трудовой стаж  и стаж 
работы по специальности составляет почти  
полвека,  а стаж работы в академии наук – поч-
ти 40 лет.  

После окончания института Г. А. Борисов, 
молодой специалист, работал на инженерных 
должностях в Карелэнерго. С 1960 по 1963 гг. 
учился в аспирантуре Карельского филиала АН 
СССР. Прошел путь от младшего научного со-
трудника до заведующего Отделом автомати-
ки, начальника вычислительного центра Ка-
рельского НИИ лесной промышленности. 
С 1968 по 1971 гг. работал в должности заве-
дующего отделением систем управления 
КАРНИИЛПа. Начав работу в КФ АН СССР в 
должности заведующего лабораторией матема-
тических методов и вычислительной техники, 
он в 1975 г. создал Отдел математических ме-
тодов автоматизации научных исследований и 
проектирования, которым руководил 16 лет. 
Затем  работал в должностях заведующего ла-
бораторией и ведущего научного сотрудника. 
Имеет ученую степень кандидата технических 
наук (1966), ученое звание старшего научного 
сотрудника (1976). Общее количество науч-
ных трудов в области автоматизации проекти-
рования линейных сооружений и энергетики 
свыше 150, в том числе 3 монографии, более 
100 статей.  

 

 
 
Г. А. Борисову принадлежит ведущая роль 

в постановке научно-технических проблем по 
применению математических методов и ЭВМ 
в области лесотранспортного и лесомелиора-
тивного проектирования в Карелии и далеко 
за ее пределами. Коллективом математиков-
программистов (настоящих энтузиастов сво-
его дела, а иначе и быть не могло в ком- 
сомольские 1960–1970-е), костяк которого  
составили выпускники математического фа-
культета Петрозаводского университета, под 
его руководством были созданы основы тео-
рии оптимального проектирования сетей и до-
рог лесотранспорта и объектов лесомелиора-
ции, разработаны оригинальные методы и тех-
нологии автоматизированного проектирова-



 

ния с помощью ЭВМ. Разработанные системы 
автоматизированного проектирования (СЕТИ, 
САПАД, КАНАЛ) были отмечены медалями 
ВДНХ и рекомендованы Минлеспромом 
СССР для внедрения в проектных организаци-
ях страны и использовались на стадии техни-
ко-экономического обоснования проектов се-
тей и автомобильных дорог лесозаготовитель-
ных предприятий. Есть чем гордиться. 

В последние десятилетия Г. А. Борисов ак-
тивно занимается изучением проблем топлив-
но-энергетического комплекса, исследования-
ми ресурсов местных источников энергии. 
Принимал участие в разработке энергетиче-
ской программы Республики Карелия, в раз-
личных разделах ТАСИС-проекта ERUS 9701, 
в проекте центра стратегических разработок 
«Северо-Запад», в разработке Концепции соци-
ально-экономического развития Республики 
Карелия, проекта республиканской целевой 
программы «Энергосбережение», проводит 
экологические экспертизы проектов реконст-
рукции крупных котельных республиканского 
подчинения. 

Г. А. Борисов активно занимается педагоги-
ческой деятельностью в Петрозаводском гос-
университете и Институте управления, эконо-
мики и права при Правительстве Республики 
Карелия. Им разработаны и читаются курсы 
лекций по проблемам энергетики, ежегодно под 
его руководством защищаются десятки курсо-
вых и дипломных работ. 

За успехи в научной и научно-организацион-
ной деятельности Г. А. Борисов награжден Почет-
ными грамотами Президиума Верховного Совета 
КАССР и Совета Министров  КАССР, Почетны-
ми грамотами РАН, ему присвоено звание «Заслу-
женный работник народного хозяйства РК». 

С годами груз регалий все тяжелее, всего не 
перечислишь… Главное – наш юбиляр полон 
сил и энергии в соответствии с «электрической» 
специальностью и благодаря своему настойчи-
вому жизнерадостному характеру. Заядлый ры-
бак и автомобилист, прекрасный рассказчик ре-
альных историй и небылиц (включая собствен-
ные «байки»). Да и работа кипит! 

Коллектив Института прикладных математи-
ческих исследований КарНЦ РАН поздравляет 
юбиляра, желает ему здоровья и дальнейших 
творческих успехов. 

 

Зав. лаб. моделирования природно- 
технических систем, д. ф.-м. н., профессор 

 Ю. В. Заика 
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Виктор Алексеевич родился 18 декабря  
1935 г. в г. Ивантеевка Московской области.  В 
далеком 1960 г. он был принят  на работу в   Ка-
рельский филиал АН СССР (ныне Карельский 
научный центр РАН) молодым специалистом 
после окончания электромеханического факуль-
тета Ленинградского Политехнического инсти-
тута. С этого времени прошло 50 лет. Виктор 
Алексеевич прошел путь от лаборанта до заве-
дующего лабораторией, работал в должности 
ведущего научного сотрудника. После расфор-
мирования филиала в 1964  до 1975  г. работал в 
Карельском НИИ лесной промышленности, а  
в 1975 г. прошел по конкурсу на должность 
старшего научного сотрудника Отдела матема-
тических методов КФ АН СССР, позднее преоб-
разованного в Институт прикладных математи-
ческих исследований, где и продолжает плодо-
творно трудиться в настоящее время в лаборато-
рии математической кибернетики.  

В. А. Лебедев – один из первых исследовате-
лей в Карелии  в области автоматизации про-
граммирования и использования ЭВМ. В период 
работы в КарНИИЛПе  участвовал  в разработке 

устройств по автоматизации распределения на-
грузок в энергосистеме, являлся руководителем 
группы по запуску в эксплуатацию и обслужи-
ванию ЭВМ «Минск-1», принимал участие в ра-
ботах по использованию ЭВМ для исследования 
удаленных производственных процессов, был 
участником разработки одной  
из первых в СССР систем автоматизации про-
граммирования «Субалгол», переданной для 
эксплуатации ряду университетов и научных 
институтов СССР. С 1965 г. заинтересовался 
проблемами обработки экономической инфор-
мации. В 1966 г. был назначен руководителем 
темы по исследованию и разработке системы 
автоматизации планирования, учета и нормиро-
вания для лесной промышленности. Одновре-
менно проводил серию исследований по теории 
обработки данных. Результатом этих исследова-
ний 1966–1969 гг. явились более 10 печатных 
работ и кандидатская диссертация на тему «Не-
которые вопросы повышения эффективности 
автоматизированных систем обработки дан-
ных». Практическим результатом стали системы 
автоматизации расчетов по техпромфинплану и 
заработной плате для леспромхозов, последняя 
из которых успешно использовалась в леспром-
хозах Кареллеспрома. В апреле 1971 г. диссер-
тация была успешно защищена и В. А. Лебедеву  
присвоена степень кандидата экономических 
наук. В 1973 г. ему присвоено звание старшего 
научного сотрудника по специальности «Приме-
нение математических методов и вычислитель-
ной техники в экономических исследованиях и 
управлении народным хозяйством и его отрас-
лями». В период с 1971 по 1975 г. В. А. Лебедев 
возглавляет исследования и разработки по соз-
данию автоматизированной системы управле-
ния (АСУ) объединением Кареллеспром с разра-
боткой типовых проектных решений для других 
объединений Минлеспрома СССР, уделяет 
большое внимание вопросам внедрения АСУ  
в лесозаготовительных объединениях страны. 



 

 

Типовые проектные решения и АСУ были вне-
дрены в 11 лесозаготовительных объединениях 
Советского Союза. 

В 1975 г. Виктор Алексеевич прошел по кон-
курсу на должность старшего научного сотруд-
ника Отдела математических методов КФ АН 
СССР. С 1977 г. работает в Отделе в должности 
заведующего лабораторией автоматизирован-
ных информационных систем (АИС).  Он углуб-
ленно занимается проблемами создания и ис-
пользования в научных исследованиях систем 
баз данных, распределенных в локальных сетях. 
Под руководством В. А. Лебедева вновь органи-
зованная лаборатория АИС стала продуктивным 
коллективом. В короткий срок была разработана 
система математического обеспечения АИС для 
ЭВМ «Минск-32», одна из первых в стране сис-
тем реляционного типа, отличающаяся высокой 
степенью автоматизации процессов. 

В 1982 г. решением Президиума КФ АН 
СССР Виктор Алексеевич назначен научным 
руководителем комплексной проблемы по авто-
матизации научных исследований в филиале.   

Полученные теоретические и практические 
результаты в области создания автоматизиро-
ванных информационных систем позволили 
В. А. Лебедеву начиная с 1989 г. войти в про-
грамму биосферных и экологических исследова-
ний АН СССР  и руководить комплексной ре-
гиональной темой «Исследование, разработка 
теоретических основ и создание автоматизиро-
ванной информационной системы «Рациональ-
ное природопользование и охрана природы 
КАССР». В 1989 г. он становится заведующим 
лабораторией геоэкоинформатики. Им были 
проведены теоретические и экспериментальные 
исследования моделей и технологий создания и 
эксплуатации прикладных систем с базами дан-
ных, а в последующем – систем с базами зна-
ний. Эти исследования позволили получить 
практические технологии создания систем баз 
данных, на основе которых в Карельском науч-
ном центре под его руководством и при его уча-
стии создано более десяти крупных информаци-
онных систем, в частности: по гидрохимии по-
верхностных вод, по биоразнообразию экоси-
стем Восточной Фенноскандии, по гидрологии 
осушения болот, информационная система на-
учной библиотеки и др.  

 С декабря 1998 г. он становится ведущим 
научным сотрудником лаборатории математиче-
ской кибернетики. 

Под его руководством и при непосредствен-
ном участии проводятся исследования и разра-
ботки по созданию интегрированной распреде-
ленной системы баз данных и знаний по эколо-
гии для КарНЦ РАН с применением в ее составе 
элементов искусственного интеллекта. В ре-
зультате этих исследований, в частности, созда-
но программное обеспечение геоинформацион-
но-справочных систем: для ПК (2000 г.), для ПК 
на СД в режиме подкачки (2001 г.). На основе 
этих разработок в Комитете по природным ре-
сурсам были внедрены такие геоинформацион-
ные системы как  «Гидрография озер Карелии» 
(2000 г.), «Гидрография рек и озер Каре- 
лии» (2001 г.), «Гидротехнические сооружения 
Карелии» (2002 г.), «Гидрография водосборов  
р. Шуи, р. Суны и Заонежья» (2002 г.). В 2003 г. 
в сети Института водных проблем Севера вне-
дрена коллекция «Реки, озера и гидротехниче-
ские сооружения Карелии» на базе разработан-
ного в лаборатории программного обеспечения, 
отличающегося рядом оригинальных решений.  

В последние годы  научные интересы  
В. А. Лебедева направлены на исследования в 
области построения и применения предметных 
онтологий  для систематизации и структуриза-
ции электронной научной информации (в част-
ности, для построения эффективных систем по-
иска данных в информационных системах).  

Отрадно отметить, что Виктор Алексеевич про-
должает активно трудиться, сохраняя бодрость ду-
ха, неутолимое желание познавать новое. В на-
стоящее время он является участником проектов 
«Информационно-аналитическая система под-
держки и сопровождения научных исследований 
природных ресурсов (на примере Республики Ка-
релия)» и  «Исследование технологических про-
блем создания и использования электронных кол-
лекций научных информационных ресурсов». 

По результатам исследований В. А. Лебедева 
опубликовано более 130 научных работ,  из них 
две монографии.  

Виктор Алексеевич – очень трудолюбивый, 
инициативный, широко эрудированный, друже-
любный человек. А еще мы знаем, что он любит 
природу, свою дачу,  увлекается музыкой,  чте-
нием  книг,  автомобилист и страстный грибник. 

С юбилеем Вас, уважаемый Виктор Алексее-
вич! Крепкого здоровья и долголетия, творче-
ской активности во всех сферах Вашей деятель-
ности! 

В. В. Мазалов 
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«Труды Карельского научного центра Российской академии наук» (далее – Труды КарНЦ РАН) публику-

ют результаты завершенных оригинальных исследований в различных областях современной науки: теорети-
ческие и обзорные статьи, сообщения, материалы о научных мероприятиях (симпозиумах, конференциях и 
др.), персоналии (юбилеи и даты, потери науки), статьи по истории науки. Представляемые работы должны 
содержать новые, ранее не публиковавшиеся данные.  

Статьи  проходят  обязательное  рецензирование .  Решение о публикации принимается редакцион-
ной коллегией серии или тематического выпуска Трудов КарНЦ РАН после рецензирования, с учетом науч-
ной значимости и актуальности представленных материалов. Редколлегии серий и отдельных выпусков  Тру-
дов КарНЦ РАН оставляют за собой право возвращать без регистрации рукописи, не отвечающие настоящим 
правилам.  

При получении редакцией рукопись регистрируется (в случае выполнения авторами основных правил ее 
оформления) и направляется на отзыв рецензентам. Отзыв состоит из ответов на типовые вопросы «Анкеты» 
и может содержать дополнительные расширенные комментарии. Кроме того, рецензент может вносить заме-
чания и правки в текст рукописи. Авторам высылается электронная версия «Анкеты» и комментарии рецен-
зентов. Доработанный экземпляр автор должен вернуть в редакцию вместе с первоначальным экземпляром и 
ответом на все вопросы рецензента не позднее, чем через месяц после получения рецензии. Перед сдачей в 
печать авторам высылается распечатанная версия статьи, которая вычитывается, подписывается авторами и 
возвращается в редакцию.  

Почтовый адрес редакции: 185910, г. Петрозаводск, ул. Пушкинская, 11, КарНЦ РАН, редакция Трудов 
КарНЦ РАН. Телефон: (8142) 780109. 
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ПРАВИЛА ОФОРМЛЕНИЯ РУКОПИСИ 

Статьи публикуются на русском или английском языках. Рукописи должны быть тщательно выверены и 
отредактированы авторами.  

Статьи должны быть подписаны всеми авторами. 
Объем рукописи (включая таблицы, список литературы, подписи к рисункам, рисунки) не должен превышать: 

для обзорных статей – 30 страниц, для оригинальных – 25, для сообщений – 15, для хроники и рецензий – 5–6. 
Объем рисунков не должен превышать 1/4 объема статьи. Рукописи большего объема (в исключительных 
случаях) принимаются при достаточном обосновании по согласованию с ответственным редактором. 

Рукописи присылаются в электронном виде, а также в двух экземплярах, напечатанных на одной стороне листа 
формата А4 в одну колонку через 1,5 интервала (12 пунктов шрифта типа Times New Roman). Размер полей: свер-
ху, снизу – 2,5 см, справа, слева – 2,5 см. Все страницы, включая список литературы и подписи к рисункам, долж-
ны иметь сплошную нумерацию в нижнем правом углу. Страницы с рисунками не нумеруются. 

 
ОБЩИЙ ПОРЯДОК РАСПОЛОЖЕНИЯ ЧАСТЕЙ СТАТЬИ 

Элементы  статьи должны располагаться в следующем порядке: УДК к у р с и в о м  на первой странице, в 
левом верхнем углу; заглавие статьи на русском языке з а г л а в н ым и  б у к в а м и  п о л у ж и р ным  
шр иф т о м ; инициалы, фамилии всех авторов на русском языке п о л у ж и р ным  шр иф т о м ; полное на-
звание организации – место работы каждого автора в именительном падеже на русском языке к у р с и в о м  
(если авторов несколько и работают они в разных учреждениях, то следует отметить арабскими цифрами соот-
ветствие фамилий авторов учреждениям, в которых они работают; если все авторы статьи работают в одном 
учреждении, можно не указывать место работы каждого автора отдельно); аннотация на русском языке; клю-
чевые слова на русском языке; инициалы, фамилии всех авторов на английском языке п о л у ж и р ным  
шр иф т о м ; название статьи на английском языке з а г л а в н ым и  б у к в а м и  п о л уж и р ным  шр иф -
т о м ; аннотация на английском языке; ключевые слова на английском языке; текст статьи (статьи экспери-
ментального характера, как правило, должны иметь разделы: ВВЕДЕНИЕ. МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ. 
РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ. ВЫВОДЫ. ЛИТЕРАТУРА); благодарности; литература (с  н о в о й  
с т р а н и цы ); таблицы (н а  о т д е л ь н о м  л и с т е ); рисунки (н а  о т д е л ь н о м  л и с т е ); подписи к рисун-
кам (н а  о т д е л ь н о м  л и с т е ). 



 

Н а  о т д е л ь н о м   л и с т е  д о п о л н и т е л ь н ы е  с в е д е н и я  о б  а в т о р а х : фамилия, имя, отчество 
всех авторов полностью на русском и английском языках; полный почтовый адрес каждой организации (стра-
на, город) на русском и английском языках; должности авторов; адрес электронной почты для каждого авто-
ра; телефон для контактов с авторами статьи (можно один на всех авторов). 

3АГЛАВИЕ СТАТЬИ должно точно отражать содержание статьи*1 и содержать не более 8–10 значащих слов.  
АННОТАЦИЯ должна быть лишена вводных фраз, содержать только главную информацию статьи, не 

превышать объем – 15 строк.  
Отдельной строкой приводится перечень КЛЮЧЕВЫХ СЛОВ. Ключевые слова или словосочетания отде-

ляются друг от друга запятой, в конце фразы ставится точка. 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ должны содержать сведения об объекте исследования с обязательным указани-

ем латинских названий и сводок, по которым они приводятся, авторов классификаций и пр. Транскрипция гео-
графических названий должна соответствовать атласу последнего года издания. Единицы физических величин 
приводятся по Международной системе СИ. Желательна статистическая обработка всех количественных дан-
ных. Необходимо возможно точнее обозначать местонахождения (в идеале – с точным указанием географиче-
ских координат). 

ИЗЛОЖЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ должно заключаться не в пересказе содержания таблиц и графиков, а в вы-
явлении следующих из них закономерностей. Автор должен сравнить полученную им информацию с имею-
щейся в литературе и показать, в чем заключается ее новизна. Для фаунистических и флористических работ 
следует указывать место хранения коллекционных образцов. Если в статье приводятся сведения о новых для 
исследованной территории таксонах, то желательно и процитировать этикетку. Следует ссылаться на таблич-
ный и иллюстративный материал так: на рисунки, фотографии и таблицы в тексте (рис. 1, рис. 2, табл. 1,  
табл. 2 и т. д.), фотографии, помещаемые на вклейках (рис. I, рис. II). Обсуждение завершается формулиров-
кой основного вывода, которая должна содержать конкретный ответ на вопрос, поставленный во Введении. 
С сы л к и  н а  л и т е р а т у р у  в  т е к с т е  даются фамилиями, например: Карху, 1990 (один автор); Рамен-
ская, Андреева, 1982 (два автора); Крутов и др., 2008 (три автора или более), и заключаются в квадратные 
скобки. При перечислении нескольких источников работы располагаются в хронологическом порядке, напри-
мер: [Иванов, Топоров, 1965; Успенский, 1982; Erwin et al., 1989; Рыбаков, 1994; Longman, 2001]. 

ТАБЛИЦЫ нумеруются в порядке упоминания их в тексте, каждая таблица имеет свой заголовок. На по-
лях рукописи (слева) карандашом указываются места расположения таблиц при п е р в о м  упоминании их в 
тексте. Ди а г р а ммы  и  г р а ф и к и  н е  д о лж ны  д у б л и р о в а т ь  т а б л и цы .  Материал таблиц дол-
жен быть понятен без дополнительного обращения к тексту. Все сокращения, использованные в таблице, 
должны быть пояснены в Примечании, расположенном под ней. При повторении цифр в столбцах нужно их 
повторять, при повторении слов – в столбцах ставить кавычки. Таблицы могут быть книжной или альбомной 
ориентации (при соблюдении вышеуказанных параметров страницы).  

РИСУНКИ п р е д с т а в л яю т с я  о т д е л ь н ым и  ф а й л а м и  с  р а сш и р е н и е м  T I F F  ( * . T I F ) ,  
и л и  J P G  (н е  в с т р а и в а т ь  в  Word). Графические материалы должны быть снабжены распечатками с 
указанием желательного размера рисунка в книге, пожеланий и требований к конкретным иллюстрациям. На 
каждый рисунок должна быть как минимум одна ссылка в тексте. Ил лю с т р а ц и и  о б ъ е к т о в ,  и с с л е -
д о в а н н ы х  с  п о м ощ ью  ф о т о с ъ е м к и ,  м и к р о с к о п а  (оптического, электронного трансмиссион-
ного и сканирующего), должны сопровождаться масштабными линейками, причем в подрисуночных подпи-
сях надо указать длину линейки. Приводить данные о кратности увеличения необязательно, поскольку при 
публикации рисунков размеры изменятся. К р у п н о м а сш т а б н ы е  к а р т ы  желательно приводить с коор-
динатной сеткой, обозначениями населенных пунктов и/или названиями физикогеографических объектов и 
разной фактурой для воды и суши. В углу карты желательна врезка с мелкомасштабной картой, где был бы 
указан участок, увеличенный в крупном масштабе в виде основной карты. 

ПОДПИСИ К РИСУНКАМ должны содержать достаточно полную информацию, для того чтобы приводи-
мые данные могли быть понятны без обращения к тексту (если эта информация уже не дана в другой иллюст-
рации). Аббревиации расшифровываются в подрисуночных подписях.  

ЛАТИНСКИЕ НАЗВАНИЯ. В расширенных латинских названиях таксонов не ставится запятая между 
фамилией авторов и годом, чтобы была понятна разница между полным названием таксона и ссылкой на 
публикацию в списке литературы. Названия таксонов рода и вида печатаются курсивом. Вписывать латин-
ские названия в текст от руки недопустимо. Для флористических, фаунистических и таксономических ра-
бот при первом упоминании в тексте и таблицах приводится русское название вида  (если такое название 
имеется) и полностью – латинское, с автором и, желательно, с годом, например: водяной ослик (Asellus 
                                                            

* Названия видов приводятся на латинском языке КУРСИВОМ, в скобках указываются высшие так-
соны (семейства), к которым относятся объекты исследования. 



 

aquaticus (L. 1758). В дальнейшем можно употреблять только русское название или сокращенное латинское 
без фамилии автора и года опубликования, например, для брюхоногого моллюска Margarites groenlandicus 
(Gmelin 1790) – М. groenlandicus или для подвида М. g. umbilicalis. 

СОКРАЩЕНИЯ. Разрешаются лишь общепринятые сокращения — названия мер, физических, химиче-
ских и математических величин и терминов и т. п. Все сокращения должны быть расшифрованы, за исключе-
нием небольшого числа общеупотребительных. 

БЛАГОДАРНОСТИ. В этой рубрике выражается признательность частным лицам, сотрудникам учрежде-
ний и фондам, оказавшим содействие в проведении исследований и подготовке статьи, а также указываются 
источники финансирования работы. 

ЛИТЕРАТУРА. Пр и с т а т е й н ы е  с с ы л к и  и / и л и  с п и с к и  п р и с т а т е й н о й  л и т е р а т у р ы  
с л е д у е т  о ф о р м л я т ь  п о  ГОСТ  Р  7 . 0 . 5 2 0 0 8 .  Б и б л и о г р а ф и ч е с к а я  с с ы л к а .  Общи е  
т р е б о в а н и я  и  п р а в и л а  с о с т а в л е н и я  ( http://www.bookchamber.ru/GOST_P_7.0.5.2008). Список 
работ представляется в  а л ф а в и т н о м  п о р я д к е .  В с е  с с ы л к и  д аю т с я  н а  я з ы к е  о р и г и н а л а  
(названия на японском, китайском и других языках, использующих нелатинский шрифт, пишутся в русской 
транскрипции). Сначала приводится список работ на русском языке и на языках с близким алфавитом (украин-
ский, болгарский и др.), а затем – работы на языках с латинским алфавитом. В  с п и с к е  л и т е р а т у р ы  
м еж д у  и н и ц и а л а м и  с т а в и т с я  п р о б е л .  
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ОБРАЗЕЦ ОФОРМЛЕНИЯ ТАБЛИЦЫ 

 
Таблица 2 
Частота встречаемости видов нематод в исследованных биотопах 

Встречаемость видов нематод Биотоп  
(площадка) 

Колво 
видов  100 % 80 % 60 % 40 % 20 %

1Н 26 8 4 1 5 8

2Н 13 2 1 1 0 9

3Н 34 13 6 3 6 6

4Н 28 10 5 2 2 9

5Н 37 4 10 4 7 12

Примечание. Здесь и в табл. 3–4: Биотоп 1Н – территория, заливаемая в сильные приливы; 2Н – постоянно 
заливаемый луг; 3Н – редко заливаемый луг; 4Н – незаливаемая территория; 5Н – периодически заливаемый луг. 

 
ОБРАЗЕЦ ОФОРМЛЕНИЯ ПОДПИСИ К РИСУНКУ 
 
Рис. 1. Северный точильщик (Hadrobregmus confuses Kraaz.) 
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