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В статье рассматривается локально-одномерная модель термодинамики морского 
льда, представляющая собой краевую задачу теплопроводности со свободной гра-
ницей и нелинейными граничными условиями. Для этой задачи построена неявная 
разностная схема; доказана равномерная по отношению к шагам сетки ограничен-
ность сеточного решения и его производных и вытекающая из этого сходимость се-
точного решения к обобщенному решению задачи. Отдельной трудностью является 
граничное условие I рода на границе вода-лед: рассматривается последователь-
ность задач с условиями III рода и соответствующий предельный переход. 
 
К л ю ч е в ы е   с л о в а : термодинамика морского льда, краевые задачи теплопро-
водности, задача Стефана, свободная граница, сходимость разностных схем. 
 
I. A. Chernov. CONVERGENCE OF THE DIFFERENCE SCHEME FOR 
THE MODEL OF SEA ICE THERMAL DYNAMICS 
 
We consider the locally one-dimensional model of thermal dynamics of sea ice. This is a 
boundary-value problem of heat conduction with a free boundary and nonlinear boundary 
condition. For this problem we construct the lattice numerical method and prove that the 
lattice solution and its lattice derivatives are bounded uniformly with respect to the lattice 
steps. This implies the convergence of the lattice solution to the weak solution to the 
boundary-value problem. A difficulty is the Dirichlet boundary condition of the water-ice 
boundary: we consider a sequence of problems with Neumann conditions with 
consequent passing to limit. 
 
K e y   w o r d s :  thermal  dynamics  of  sea  ice,   boundary-value  problems  of  heat  conduction, 
the Stefan problem, free boundary, convergence of lattice methods. 
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Введение 

Термодинамика морского льда (процессы 
таяния и намерзания льда) обычно описывается 
локально-одномерными моделями [Maykut, 
Untersteiner, 1971]. Это связано с крупномас-
штабностью процессов в океане (море), в ре-

зультате чего поля температур и потоков тепло-
ты и массы можно с высокой точностью при-
ближать кусочно-постоянными полями. Мы рас-
сматриваем локально-одномерную модель тер-
модинамики льда при ряде упрощений. Она 
представляет собой краевую задачу для уравне-



 

ния теплопроводности со свободной границей. 
Свободной границей является поверхность раз-
дела вода-лед, на которой ставятся граничное 
условие I рода и условие сохранения количества 
вещества – условие типа Стефана. Потоки теп-
лоты на границах вода-лед и воздух-лед задают-
ся и являются достаточно произвольными нели-
нейными монотонными функциями температу-
ры льда на указанных поверхностях. Таким об-
разом, имеем параболическую краевую задачу 
со свободной границей, нелинейными гранич-
ными условиями III рода и Стефана и гранич-
ным условием I рода. Свободную границу «вы-
прямляем» заменой переменных. Условие I рода 
заменяем последовательностью условий III рода 
с малым параметром при производной. Строим 
разностную схему и доказываем ее сходимость 
к обобщенному решению задачи [Ладыженская, 
1973]. Предельный переход по малому парамет-
ру дает решение исходной задачи. 

 
Постановка задачи 

Пусть ось z  направлена вниз, за ноль прини-
маем верхнюю поверхность льда. Толщина льда – 

( )tb , температура – ( )zt,T . Не учитываем сол-
нечную радиацию и осадки, а также считаем 
температуру воздуха достаточно низкой, так что 
верхняя поверхность льда не меняется. Тогда 
распределение температуры льда описывается 
следующей краевой задачей со свободной гра-
ницей [Maykut, Untersteiner, 1971]: 

Ta=T zt
2∂∂ , ( )( )tbz 0,∈ , ( )tt ˆ0,∈ ,           (1) 

( ) ( )( ),0,0 tTt,f=tTa sz −∂ ,               (2) 

( )( ) T=tt,bT ,                (3) 

( )( ) ( )( )tbt,Ta+bt,Tt,f=b zb ∂− , 0ˆ >bb ≥ ,    (4) 

( ) ( )zT=zT 00, , ( ) 00 b=b .               (5) 

Здесь a  – коэффициент температуропровод-
ности. Температура льда не может быть выше 
точки плавления T , которая зависит от солено-
сти. Будем пока считать ее постоянной. На верх-
ней поверхности задан тепловой поток ( )Tt,fs . 

Считаем, что ( )Tt,fs  (непрерывно дифференци-

руемый с ограниченным градиентом) монотон-
но убывает по T, ( ) 0<Tt,f s , ( ) 0>t,fs −∞ . На 

границе вода-лед температура равна точке плав-
ления – граничное условие I рода. Поток тепла 
(положительный или отрицательный) ( )Tt,fb  за-

дается, его свойства аналогичны ( )Tt,fs . Поло-

жительная разница между приходящим теплом 
и диффузионным оттоком от поверхности 

вглубь льда идет на компенсацию скрытой теп-
лоты таяния льда (удельную теплоту таяния 
единицы объема считаем единичной); аналогич-
но отрицательная разница компенсирует тепло-
выделение при кристаллизации. Закон сохране-
ния энергии приводит к условию типа Стефана 
(4). Таким образом, свободная граница может 
двигаться в обоих направлениях (утолщение ли-
бо вымывание льда), однако считаем, что при 
достижении минимально возможной толщины 

b̂  лед исчезает; во всяком случае, его эволюция 
описывается уже другими моделями. Также лед 
не может превышать некоторую предельную 
толщину b . Итак, далее всюду ]ˆ[ b,bb ∈ . 

С целью устранить свободные границы сде-
лаем замену переменной по формулам 

( ) ( )zt,T=xt,U , bx=z , xz =b ∂∂ , 

bUxbU=T xtt
1−∂−∂∂ . Получим задачу на [ ]0,1  с 

дополнительным слагаемым в правой части 
уравнения теплопроводности. Граничное усло-
вие первого рода осложняет исследование зада-
чи, поэтому заменим «жесткие» условия I рода 
последовательностью условий III рода (8) с па-
раметром bα ; кроме того, допустим зависи-

мость коэффициента a  от времени (требуя глад-
кости, ограниченности вместе с производной и 
отделенности от нуля): 

( ) bUxb+Uta=Ub xxt
∂∂∂ 22 , ( )0,1∈x ,            (6) 

( ) ( ) ( )( ),0,0 tUt,bf=tUta sx −∂ ,              (7) 

( ) ( ) ( )( )TtUbα=tUta bx −−∂ ,1,1 ,              (8) 

( )( ) ( )( )TtUαtUt,f=b bb −−− ,1,1 ,              (9) 

( ) ( )xbT=xU 000, , ( ) 00 b=b .             (10) 

 
Разностные аппроксимации 

Введем в [ ] [ ]t̂0,0,1 ×  равномерную сетку ND  с 

шагами h  и τ , индекс i меняется от 0 до I, индекс 
n  – от 0 до N. Введем обозначения ( )in

i
n x,tU=U  

и аналогичные. Коэффициенты уравнения (6) и 
правую часть (9) аппроксимируем на предыдущем 
слое, остальные величины – на текущем. Исклю-
чая граничные узлы, получаем множество ND  уз-

лов.    Границу   обозначим   ND∂ .    Введем   обо- 

значения для сеточных производных 
( ) τUU=U i

n
i
n

i
nτ /1−−∂ , ( ) hUU=U i

n
+i

n
i
nh /1 −∂ , 

12 −∂∂∂ i
nhh

i
nh U=U . Представим выражение 

( ) ( )( ) -+
11, nnn

I
nb

I
nb B+B=bTUα+Unτf −− −− , где 

0+ ≥nB , 0ˆ - ≤nB . 



 

Заменяя производные сеточными аналогами, 
получим неявную схему 

)11(-1

+22

n
i
nh

n
i
nh

i
nhn

i
nτn

BUih

+BUih+Ua=Ub
−∂+

∂∂∂

( )00 , nsnnhn Unτfb=Ua −∂ ,              (12) 

( )TUbα=Ua I
nnb

I
nhn −−∂ −1 ,             (13) 

( ) ( )TUαUnτf=b I
nb

I
nbnτ −−−∂ −−+ 111 , ,         (14) 

( )ihbT=U i
000 .               (15) 

Эта разностная схема имеет первый порядок 
аппроксимации. 

 
Принцип максимума 
для сеточной задачи 

Докажем аналог принципа максимума для 
параболических задач и ряд следствий. Экстре-
мумы далее могут быть нестрогими. 

УТВЕРЖДЕНИЕ 1. Пусть сеточная функция 
i
nU  определена в ND и удовлетворяет (11)–(15). 

Тогда она ограничена в ND  равномерно по h , 

τ  и bα . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть i
nU  достигает 

минимального значения в узле ( ) NDn,i ∈ . При-

меним (11). Левая часть неположительна, все 
слагаемые правой части неотрицательны. Про-
тиворечие не возникает только если 1+i

n
i
n U=U . 

Применяя рассуждение к узлу ( )1+in,  и далее, 
получаем, что если достаточно малый минимум 
достигается в объеме, то он достигается и на 
границе также. В узлах вида ( )In,  применим 

граничное условие (13): при T<U i
n  имеем 

I
n

I
n U<U 1− , что противоречит минимальности. 

Аналогично рассуждение для узлов ( ),0n  (с при-
менением (12)). Если же минимальное значение 
достигается при 0=n , то оно ограничено, при-
чем оценка зависит только от начальных усло-
вий. Доказательство для максимума совершенно 
аналогично. 

Пусть i
nU  удовлетворяет (11)–(15) в ND . 

Обозначим через NN D'D ⊂  множество, на ко-

тором определена сеточная производная i
nhU∂ . 

Введем также 'DN  аналогично ND . 

УТВЕРЖДЕНИЕ 2. Пусть i
nU  удовлетворяет 

(11)–(15) в ND  при достаточно малых h  и τ . 

Тогда i
nhU∂  ограничена в 'DN  равномерно по h  

и τ . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сначала убедимся, что 
значения i

nhU∂  на границе 'DN  равномерно ог-

раничены. Для узлов вида ( ),0n , ( )1−In,  это 
сразу следует из граничных условий (12), (13) и 
утверждения (1). Для начальных узлов вида 
( )i0,  в силу (15) ( )( )θ+xbTb=U ix

i
h 0000 ∂∂ , где 

hθ ≤≤0 , и потому ограничена. Произведем се-
точное дифференцирование уравнения (11) по 
h  с учетом hU+U=U i

nhh
i
nh

+i
nh ∂∂∂∂ 1 : 

( )
.

1
-+1-

+22

i
nhn

i
nhn

i
nhhn

i
nhhn

i
nhhn

i
nhτn

UB+UB+UihB

+UhB+i+Ua=Ub

∂∂∂∂+

∂∂∂∂∂∂
−

 

Введем следующую сеточную функцию ре-

куррентно: ( ) 1+2
1 1

−−
− − nnnn BτbM=M , 10 =M . Эта 

функция – сеточный аналог экспоненты: 

nnnnτ MbB=M 2+ −∂ . Пусть n
i
nh

i
n MU=V /∂  и пе-

репишем уравнение в виде 

( )

.

1

-1-

+212

i
nn

i
nhn

i
nhn

i
nhn

i
nτ

n

n
n

VB+VihB

+VhB+i+Va=V
M

M
b

−

−

∂+

∂∂∂
 

Так как 2+ −
nn bB  ограничено, то при достаточ-

но малом τ  (обеспечивающем положительность 
знаменателя) функция 1≥nM . Поэтому мини-

мальное и максимальное значения функции i
nV  

не достигаются в 'DN : в противном случае ле-

вая и правая части уравнения имеют разные зна-
ки. Возможен только нестрогий экстремум, дос-
тигаемый и на границе. Однако значения i

nhU∂ , 

а следовательно, и i
nV , равномерно ограничены 

на границе, так что i
nV равномерно ограничена в 

ND . Отсюда следует и равномерная ограничен-

ность функции i
nn

i
nh VM=U∂ . В самом деле, 

при 0ττ ≤  

( ) ( )0
/ˆ

11 μτμτM τt
n −≤−≤ − –t̂/τ0, 

где +max B=μ . Здесь использована монотон-
ность функции ( ) xx /11 −−  при ( )0,1∈x . 

Пусть i
nU  удовлетворяет (11)-(15) в ND . 

Обозначим через N
o
N DD ⊂  множество, на ко-

тором определена сеточная производная i
ntU∂ . 

Введем также o
ND  аналогично ND . 

УТВЕРЖДЕНИЕ 3. Пусть i
nU  удовлетворяет 

(11)–(15) в ND  при достаточно малых h  и τ . 

Тогда i
ntU∂  ограничена в ND  равномерно по 

h  и τ . 



 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сеточное дифферен-
цирование по τ  уравнения (11) приводит к соот-
ношению, содержащему следующие слагаемые: 

1. Слагаемое с производной i
ntt U∂∂  в левой 

части, положительное, если i
nτU∂  – максималь-

ное значение; 
2. Слагаемые с производными i

nth U∂∂ 2 , 
i
nth U∂∂  и 1−∂∂ i

nth U  в правой части, отрицатель-

ные, если i
nτU∂  – максимальное значение; 

3. Слагаемые с производными +
nτB∂ , -

nτB∂  в 

правой части и nτb∂  в левой, которое перенесем 

в правую часть; 
4. Слагаемое i

nhnτ Ua 2∂∂ в правой части. 

Коэффициенты при указанных величинах 
равномерно ограничены, что следует из дока-
занных выше утверждений. Слагаемое пункта 4 
заменим, выразив i

nhU
2∂  из (11); получим сла-

гаемое n
i
nτt aUa /∂∂ , где производная от a  – в 

средней точке, а также несколько ограниченных 
слагаемых. Сеточные производные коэффици-
ентов из пункта 3 преобразуем следующим об-
разом: 

i
nUnτbtnτ τUB+bB+B=B 1

++++
−∂∂∂ , 

аналогично -
nτB∂ . Здесь величины +++

Ubt B,B,B  

ограничены независимо от шагов сетки; в слу-
чае непрерывности производных коэффициен-
тов это – производные в средних точках. Поэто-
му первые два слагаемые ограничены независи-
мо от шагов сетки. 

Предположим, что i
nτU∂  – максимальное 

значение, и оценим слагаемые, содержащие се-
точные производные функции i

nU  по τ . Они в 

совокупности оцениваются величиной 
( ) i

nτnt UY+aa ∂∂ / , где Y определяется оценками 

коэффициентов при сеточных производных 
функции i

nU  по τ . Без ограничения общности 

можно считать, что ( ) 0/ <Y+aa nt∂  и отделена 

от нуля. В противном случае сделаем замену пе-
ременных ( )ttY=θ ˆ2exp1 −− , Yxt=y /)ˆ2exp(− . 
Для простоты пусть в исходных переменных 

const=a . Оценка Y коэффициентов не изме-
нится в новых переменных, а указанное нера-
венство будет выполнено. Тогда при достаточно 
большом положительном значении i

nτU∂  сумма 

слагаемых, содержащая сеточные производные 
функции i

nU  по τ , будет отрицательной и дос-

таточно большой по абсолютной величине. Та-
ким образом, правая часть отрицательна, если 

i
nτU∂  – достаточно большое положительное 

максимальное значение. Левая часть – неотри-
цательна, что приводит к противоречию. Поэто-
му i

nτU∂  не может принимать в o
ND  слишком 

больших значений, т. е. ограничена сверху. От-
метим, что оценка не зависит от шагов сетки, а 
только от коэффициентов уравнения и интерва-
ла времени. Рассуждение для минимума дослов-
но такое же. 

Осталось    проверить   граничные   узлы. 
Для 1=n  рассмотрим (11) с учетом 

iii UUU 101 ττ∂+= : 

( ).-
1

1
1

+
111

2
1

-
1

1
0

+
100

2
11

2
1

BUih+BUih+Ua

BUih+BUih+Ua=Ub
i

τh
i

τh
i

τh

i
h

i
h

i
h

i
τ

−

−

∂∂∂∂∂∂+

+∂∂∂∂

τ
 

Если i
τU 1∂ – максимальное (минимальное) 

значение, то выражение в скобках справа непо-
ложительно (неотрицательно). Применяя теоре-
му о среднем к сеточным производным от на-
чального распределения, получаем с учетом ог-
раниченности начального распределения в 

]),0([ 0
2 bC , что i

τU 1∂  ограничено независимо 

от шагов. 
Для 0=i  продифференцируем на сетке усло-

вие (12): 

( )

( ).

,

0

1

1

00

nsUst
n

n

ns
n

n
nh

Uff
a

b

Unτf
a

b
=U

τ

ττ

∂∂+∂−

−







∂−∂∂

−

−

 

С учетом ограниченности частных производ-
ных (они в средних точках) и коэффициентов, а 
также монотонности ),( Utfb  по второму аргу-

менту, получаем, что 00 >∂∂ nh Uτ  при достаточ-

но большом значении 0
nτU∂ , что противоречит 

максимальности. Для минимума доказательство 
дословно повторяется. Случай Ii =  рассматри-
вается аналогично (с помощью условия (13)). 

В итоге получаем, что функция i
nτU∂  огра-

ничена в o
ND  равномерно относительно шагов 

сетки h  и τ . 
Для решения системы (11)–(15) применим 

стандартный метод прогонки. На каждом слое 
времени вычисляется nb  из (14), затем прого-

ночные коэффициенты для линейных уравнений 
(11) и (13), и в (12) выражаем 1

nU  через 0
nU  с 

помощью найденных коэффициентов. Получа-



 

ется одно нелинейное уравнение для 0
nU . Нахо-

дим 0
nU  и далее обратной прогонкой определя-

ем последовательно i
nU . 

 
Сходимость аппроксимаций 
и обобщенное решение 

Итак, сеточные функции i
nU  равномерно ог-

раничены независимо от шагов сетки вместе со 
своими сеточными производными i

nhU∂  и 
i
nUτ∂ . Построим в ]1,0[]ˆ,0[ ×=Π t  функцию 

),(
~

xtU  сплайновой интерполяцией первого по-

рядка сеточной функции i
nU . 

По построению )(),(
~

1 Π∈ HxtU  (соболевское 
пространство функций, обладающих первыми 
обобщенными производными из )(2 ΠL  [Лады-
женская, 1973; Михайлов, 1976] при любых 
(достаточно малых) шагах h  и τ , причем се-

мейство ),(
~

xtU  ограничено по норме )(1 ΠH . 

Выберем последовательность шагов ( )kkh τ, , 

сходящуюся к нулю, и соответствующую после-
довательность ),(

~
xtU k . Она ограничена в гиль-

бертовом пространстве )(1 ΠH , поэтому можно 
выделить слабо сходящуюся подпоследователь-
ность, за которой сохраним прежнее обозначе-
ние ),(

~
xtU k ; ее предел обозначим 

)(),( 1 Π∈ HxtU . При этом обобщенные произ-

водные от ),(
~

xtU k  сходятся к таковым от преде-

ла. Эта функция непрерывна, так как равномер-
но ограниченные непрерывные члены последо-
вательности ),(

~
xtU k , обладая равномерно огра-

ниченными кусочно-постоянными производны-
ми, равностепенно непрерывны, что влечет рав-
номерную сходимость (возможно, после перехо-
да к подпоследовательности – теорема Арцела). 

Функции  )(
~

tbk ,  полученные  сплайновой 
интерполяцией первого порядка сеточных функ-
ций nb , равномерно ограничены и равностепен-
но непрерывны, поскольку обладают равномер-
но ограниченными  (в  силу ограниченности 
правой части (14)) кусочно-постоянными произ-
водными. Переходя к подпоследовательности 
(теорема Арцела), получаем непрерывную 
функцию )(tb . 

Назовем пару функций )(),( 1 Π∈ HxtU , 

])ˆ,0([)( tCtb ∈  обобщенным решением [Лады-

женская, 1973; Михайлов, 1976] краевой задачи 
(6)–(10), если ),( xtU  и )(tb  удовлетворяют ин-

тегральному тождеству 
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VdxdtU
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=VdxdtUdxxbTxV
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x

t

sxx

t

   (16) 

при любой непрерывной )(),( 1 Π∈ HxtV , такой, 

что 0),ˆ( =xtV  и 0)1,( =tV , и тождествам 

( )( ) dttU
b

a
tUt,fb=tb

t

xb 





 ∂−−

0

0 )1,(,1)( ,   (17) 

( ) ( ) ( )( )( ) 0)(,1,1
ˆ

0

=−+∂
t

bx dttwTtUbαtUta    (18) 

для любой непрерывно дифференцируемой 
функции )(tw . 

Построенные функции ),( xtU  и )(tb  образу-
ют обобщенное решение в смысле данного оп-
ределения: на аппроксимациях тождества вы-
полняются с погрешностью ),( τhO , равномер-

ная сходимость аппроксимаций позволяет пе-
рейти к пределам )()(

~
tbtbk → , ),(),(

~
xtUxtU k → , 

а слабая сходимость – к пределам 

)0,()0,(
~

tUtU xkx ∂→∂ , )1,()1,(
~

tUtU xkx ∂→∂ . 

Поскольку в исходной задаче имелось крае-
вое условие I рода (3), то следует перейти к пре-
делу при +∞→bα . Интуитивно ясно, что это 

повлечет TtU =)0,( , покажем это. 

Достаточно показать, что 
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ограничено; выкладку следует понимать на ап-
проксимациях с последующим переходом к пре-
делу. Ограниченность левой части следует из 



 

ограниченности всех слагаемых правой части: 
),( xtU  ограничено, а )0,(tUx∂  ограничено в си-

лу ограниченности ),( xtU  и (7). Тождество (18), 

таким образом, при +∞→bα  дает ( ) TtU =,1  в 

силу основной леммы вариационного исчисле-
ния. 

Отметим, что построенная свободная грани-
ца )(tb  является абсолютно непрерывной, по-
этому обратная замена переменных является 
гладкой. Пару непрерывных функций ( )zt,T , 

)(tb  назовем обобщенным решением исходной 
задачи, если ( ) TtT =b(t),  и соответствующая 
пара ),( xtU  и )(tb  удовлетворяет тождествам 
(16) и (17) при любой непрерывной 

)(),( 1 Π∈ HxtV , такой, что 0),ˆ( =xtV  и 0)1,( =tV . 
Полученная обратной заменой из построенной 
функции ),( xtU  функция ( )zt,T  в паре с постро-
енной функцией )(tb  является обобщенным ре-
шением в смысле данного определения. 

 
Выводы 

Таким образом, мы построили неявную раз-
ностную схему для краевой задачи III рода тер-
модинамики морского льда и доказали ее сходи-

мость к обобщенному решению задачи. Тем са-
мым доказано существование обобщенного ре-
шения этой краевой задачи со свободной грани-
цей, нелинейными граничными условиями III 
рода. Доказано также существование решения 
задачи с граничным условием I рода, представ-
ляющим особую сложность в силу своей «жест-
кости». Поскольку порядки величин тепловых 
потоков известны, предложенная схема может 
применяться для решения задачи при достаточ-
но большом параметре bα  (таком, чтобы отли-

чия температуры на границе вода-лед от точки 
замерзания были малы сравнительно с точно-
стью модели). 
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