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В статье предложен многомерный статистический критерий однородности (явля-
ются ли две выборки выборками из одного и того же многомерного распределе-
ния). Критерий основан на понятиях многомерной квантильной функции, множеств 
минимального объема и одноклассовом методе опорных векторов. Статистика кри-
терия фактически представляет собой статистику критерия о равенстве параметра 
биномиального распределения определенному значению. Проведено эксперимен-
тальное сравнение критерия с некоторыми другими статистическими критериями 
однородности, такими как критерий Хотеллинга, многомерный ранговый критерий 
и ядерный критерий Крамера. Для проведения экспериментов использовался пакет 
R – свободно распространяемое программное обеспечение для статистических вы-
числений и графики, доступное на многих платформах.  
 
К л ю ч е в ы е  с л о в а :  многомерные критерии однородности, многомерная 
квантильная функция, множества минимального объема, одноклассовый метод 
опорных векторов.  
 
S. P. Chistiakov. ON A NEW MULTIVARIATE STATISTICAL 
HOMOGENEITY TEST 
 
In this paper a multivariate homogeneity test (of whether two sets of observations arise 
from the same distribution) is proposed. The test is based on the concepts of 
multidimentional quantile function, minimum volume sets, and one-class support vector 
machines. The test statistic is as a matter of fact, the test statistic for binomial 
proportions. We conducted experimental comparison of our test with some statistical tests 
such as Hotelling test, multivariate rank test, and kernel Cramer test. For the experiments 
we used package R – open source environment for statistical computing and graphics 
which is freely available for most computing platforms. 
 
K e y  w o r d s :  multivariate homogeneity tests, multidimensional quantile function, 
minimal volume sets, one-class support vector machines. 
 
 

 



 

Введение 

 В статье предложен многомерный статисти-
ческий критерий однородности двух выборок,  
т. е. критерий проверки нулевой гипотезы о том, 
что выборки являются выборками из одного 
распределения. Критерий основан на понятиях 
многомерной квантильной функции (обобщении 
понятия квантиля распределения на многомер-
ный случай), множеств минимального объема и 
одноклассовом методе опорных векторов. Клю-
чевую роль в построении критерия играет одно-
классовый метод опорных векторов. Именно, 
предположим, что имеется случайная выборка 
из распределения P  на некотором множестве 
X  и мы хотим построить по данной выборке 
некоторое «достаточно простое» множество C , 
такое, что вероятность его дополнения была бы 
близка к некоторому заранее фиксированному 
числу ν  между 0 и 1. Для решения этой задачи 
в работе [Scholkopf et al., 1999] был разработан 
метод, в оригинальной транскрипции носящий 
название novelty detection, а в отечественной ли-
тературе носящий несколько названий: одно-
классовая классификация, обнаружение новиз-
ны (или нетипичности).  

Метод основан на построении функции f , 
положительной на множестве C и отрицатель-
ной на его дополнении. Такая функция ищется в 
классе функций, допускающих представление в 
виде ядерного разложения по некоторому под-
множеству векторов наблюдаемой выборки  
(называемых опорными векторами). Метод ос-
нован на построении гиперплоскости в так  
называемом (гильбертовом) «спрямляющем» 
пространстве высокой (возможно бесконечной) 
размерности, отделяющей выборку от нуля, и 
алгоритмически сводится к задаче квадратично-
го (выпуклого) программирования.  

Несмотря на сравнительно недавнее появле-
ние, метод получил широкое распространение 
для решения задач обнаружения аномальных 
наблюдений, особенно для задач обнаружения 
аномального поведения сложных систем. Учи-
тывая, что задача проверки на аномальность  
(т. е. на принадлежность данному распределе-
нию) является фактически задачей проверки ги-
потез, в которой вторая выборка состоит из од-
ного наблюдения, естественно предположить, 
что данный метод может быть использован и 
для построения многомерных критериев одно-
родности, в которых аномалией уже является 
целая выборка. Действительно (как показано в 
статье), использование одноклассового метода 

опорных векторов позволяет свести задачу про-
верки однородности двух многомерных выборок к 
задаче проверки гипотезы о том, равно ли значе-
ние параметра биномиального распределения (ве-
роятность успеха) заданному числу, для которой 
соответствующий критерий хорошо известен.  

Одноклассовый метод опорных векторов реа-
лизован в пакете kernlab [Karatzoglou et al., 
2004], который является открытым пакетом, 
реализующим ядерные методы машинного обу-
чения в среде R – свободно распространяемом 
программном обеспечении для статистических 
вычислений и графики, доступном на многих 
платформах (Linux, Windows, Macintosh). Дан-
ный пакет и был использован в проведенных на-
ми экспериментах по сравнению предлагаемого 
критерия с несколькими другими критериями 
однородности, такими, как критерий Хотеллин-
га [Anderson, 2003] (многомерное обобщение 
критерия Стьюдента), многомерный ранговый 
критерий [Puri, Sen, 1971] и ядерный критерий 
Крамера [Baringhaus, Franz, 2004]. Отметим, что 
данные критерии также реализованы в среде R 
(пакеты ICSNP и cramer, которые также были 
нами использованы) и являются, по-видимому, 
единственными из многомерных критериев од-
нородности реализованными в R).  

Статья организована следующим образом. В 
первом разделе приводятся определения основ-
ных используемых понятий (многомерные кван-
тильные функции, множества минимального 
объема) и дано описание предложенного крите-
рия. Второй раздел посвящен эксперименталь-
ным результатам. В заключении кратко обсуж-
даются возможности применения критерия и на-
правления дальнейших исследований.  

Построение критерия 

Введем понятия многомерной квантильной 
функции и множества минимального объема 
[Einmal et al., 1992]. Пусть P  – некоторое рас-
пределение на множестве X  и C  – некоторый 
класс измеримых подмножеств X . Далее, пусть 

( )Cλ  – некоторая функция, определенная на 

множествах C ∈C . Многомерная квантильная 
функция по отношению к ( , , )P λ C  определяется 
как  

( ) inf{ ( ) : ( ) , }.U C P C Cα λ α= ≥ ∈C  
Из определения следует, что многомерная 

квантильная функция фактически измеряет, на-
сколько большое множество необходимо для то-
го, чтобы оно содержало не менее заданной до-
ли рассматриваемого распределения. Обозна-



 

 

чим ( )PC α ∈C  (не обязательно единственное) 

множество, на котором достигается инфимум 
(если он достижим). Если dX ⊆ R  и λ  – мера 
Лебега, то множество ( )PC α  является множест-

вом минимального объема, содержащим не ме-
нее доли α  вероятностного распределения P . 
Был разработан ряд методов для построения 
оценок таких множеств по имеющейся выборке 
из распределения P . Так в работе [Nolan, 1991] 
в качестве C  рассматривался класс эллипсои-
дов, а в [Tsybakov, 1997] для оценивания ( )PC α  

были использованы кусочно-полиномиальные 
приближения. Множество минимального объе-
ма впервые было предложено использовать для 
построения многомерных критериев, по-види-
мому, в [Polonik, 1999].  

В работе [Scholkopf et al., 1999] был разрабо-
тан метод обнаружения новизны, позволяющий 
строить оценки множеств минимального объе-
ма. Метод основан на обобщении метода опор-
ных векторов на случай обучающих выборок, 
содержащих примеры только одного класса. В 
результате применения метода по случайной 
выборке 1, 2{ ,..., }P nD x x x=  из распределения P  
могут быть построены множества * ( , )PC nα  та-
кие, что *{ ( , )} { ( )}P PP C n P Cα α→  при n → ∞ . 
Множество * ( , )PC nα  определяются условием 

* ( , ) { | ( ) 0}PC n x X f xα = ∈ > , где 

1

( ) ( , )
i

n

i
i

f x k x xα
=

= , x X∈  

и ( , )k x x′   неотрицательно  определенная функ-
ция, носящая название ядерной фунции или  
ядра. Вектора ix , для которых 0iα ≠ , называют-
ся опорными векторами.  

Перейдем теперь непосредственно к построе-
нию критерия. Пусть Q  – некоторое другое рас-

пределение на X  и 1, 2{ ,..., }Q mD y y y=  – случай-

ная выборка из распределения Q . Мы хотим 

проверить нулевую гипотезу 0 :H P Q= . Обо-

значим *
1 #{ | (1 2 , )}i P i QS x D x C m= ∈ ∈  – коли-

чество элементов выборки PD , принадлежащих 

множеству * (1 2 , )QC m  и, аналогично, 
*

2 #{ | (1 2 , )}i Q i PS y D y C n= ∈ ∈  – количество 

элементов выборки QD , принадлежащих мно-

жеству * (1 2 , )PC n .  

 Предположим теперь, что нулевая гипо- 
теза 0 :H P Q=  истинна. Тогда нетрудно видеть, 

что в случае достаточно больших объемов  
выборок n  и m  будет справедливо 

* *{ (1 2 , ) { (1 2 , ) 1 2Q PP C m Q C n≈ ≈ .  

Следовательно, случайная величина 1S  будет 

распределена по биномиальному закону с пара-
метрами n  и 1 1 2p ≈  , а случайная величина 2S  

будет распределена по биномиальному закону с 
параметрами m  и 2 1 2p ≈ . Поэтому случайная 

величина 1 2S S S= +  будет распределена также 

по биномиальному закону с параметрами n m+  
и 1 2p ≈  и для проверки нашей нулевой гипоте-

зы 0 :H P Q=  можно использовать критерий для 

проверки нулевой гипотезы о равенстве пара-
метра биномиального распределения p  значе-

нию 1 2 . Тестовая статистика хорошо известна 
[Agresti, 1996]. Именно 

1

2

S

n mz
s

−
+=  , 

где стандартная ошибка 

(1 ) 1 1

2

p p
s

n m n m

−= ≈
+ +

 . 

Хорошо известно, что (в условиях истинно-
сти нулевой гипотезы) для больших n m+  ста-
тистика z  распределена приближенно по стан-
дартному нормальному закону (0,1)N . Нетруд-
но видеть, что если нулевая гипотеза неверна, то 
статистика S  будет распределена по биноми-
альному закону с параметрами n m+  и 1 2p < . 
Поэтому критическую область критерия целесо-
образно определить как z tα< , где tα – квантиль 

уровня α  стандартного нормального закона. 
 

Экспериментальные результаты 

Для сравнения предложенного нами критерия 
с другими многомерными критериями однород-
ности проведен ряд имитационных эксперимен-
тов. Использовались критерий Хотеллинга 
[Anderson, 2003], многомерный ранговый крите-
рий (обобщение рангового критерия Вилкоксона 
на многомерный случай) [Puri, Sen, 1971] и ядер-
ный критерий Крамера [Baringhaus, Franz, 2004].  

Для оценки множеств минимального объема 
* ( , )PC nα  и * ( , )QC mα , что, конечно, является 

центральной задачей при построении предло-
женного критерия, использовалась функция 



 

ksvm пакета kernlab [Karatzoglou et al., 2004]. 
Данная функция допускает использование раз-
личных ядер. Нами использовалось ядро гаус-
совской радиальной базисной функции 
(Gaussian radial basis function). Одним из важных 
параметров такого ядра является его ширина. 
Для того чтобы избежать субъективности при 
выборе этого параметра и сделать проведенные 
нами эксперименты воспроизводимыми, ис-
пользовалась функция автоматической оценки 
ширины ядра sigest, алгоритм которой основан 
на работе [Caputo et al., 2002] (также входящая в 
пакет kernlab).  

Во всех экспериментах рассматривался слу-
чай многомерных гауссовских распределений 
P  и Q  на dX ⊆ R . Эксперименты проводились 

на вычислительном кластере Института при-
кладных математических исследований КарНЦ 
РАН.  

Методика проведения экспериментов заклю-
чалась в следующем. Задавались модели генера-
ции распределений P  и Q , зависящие от неко-
торого параметра, и исследовалась мощность 
упомянутых выше критериев в зависимости от 
этого параметра. Для каждого значения пара-
метра проводилось 500 имитационных экспери-
ментов. Оценка мощности при каждом значении 
параметра определялась отношением числа от-
клонений нулевой гипотезы к числу экспери-
ментов. Исследовалось несколько уровней по 
объемам выборок (рассматривался только слу-
чай n m= ) и размерности d . Уровень значимо-
сти критериев во всех экспериментах выбирался 
равным 0,05. По этой схеме было проведено три 
группы экспериментов (за исключением пер-
вой).  

Первая группа экспериментов проводилась 
для исследования скорости сходимости 

*{ (1 2 , )}PP C n  при n → ∞  к значению 1 2  при 

различных значенияx d . При этом нас интере-
совала не скорость сходимости сама по себе, а 
выявление условий, гарантирующих заданный 
уровень значимости критерия. Результаты экс-
периментов показали, что условие 50n d >  дос-
таточно для этого.  

Вторая группа экспериментов проводилась 
для исследования мощности критериев против 
альтернатив сдвига распределений. В этом слу-
чае моделировались выборки из распределений 

( , )N 0 I  и ( , )N γ 1 I  (где 1 – единичный вектор 

размерности d , а I  – единичная диагональная 
матрица) с различными значениями γ , и осуще-

ствлялась оценка мощности в зависимости от 
евклидова расстояния между средними двух 
распределений. Результаты показали, что пред-
ложенный тест реагирует на данный класс аль-
тернатив, однако, мощность, близкая к единице, 
достигается при больших евклидовых расстоя-
ниях между средними, чем у остальных крите-
риев.  

Третья группа экспериментов проводилась 
для исследования поведения мощности в зави-
симости от дисперсии компонент распределе-
ний. Конкретно рассматривалась следующая 
модель генерации данных. Моделировались вы-
борки ( , )N 0 I  и 2( , )N σ0 I  для различных значе-

ний 2σ . Как и следовало ожидать, критерий Хо-
теллинга и ранговый критерий имеют в этом (и 
в рассматриваемом ниже) случае мощность, 
близкую к нулевой, поскольку они основаны на 
статистиках, реагирующих только на альтерна-
тивы сдвига распределений. Критерий Крамера 
имеет несколько большую мощность чем пред-
ложенный нами критерий, однако близкая к 
единице мощность предложенного критерия 
достигается и в этом случае (при увеличении 

2σ ).  
В четвертой группе экспериментов модель 

генерации данных имела следующий вид. Пусть 
2d r= .  Моделировались выборки 1( , )N Σ0  и 

2( , )N Σ0 , где 1Σ  – диагональная матрица с эле-

ментами 
2 2 2 2

11 1 1,..., , 1 ,..., 1rr r r ddσ σ σ σ σ σ σ σ+ += = = = ,  

а 2Σ  – диагональная матрица с элементами 
2 2 2 2

11 1 11 ,..., 1 , ,...,rr r r ddσ σ σ σ σ σ σ σ+ += = = = .  

В этом случае определители ковариационных 
матриц 1Σ  и 2Σ , определяющих степень разбро-

са выборок относительно общего нулевого сред-
него, совпадают, и разница между распределе-
ниями состоит только в ориентации эллипсои-
дов рассеяния. Как показали эксперименты, в 
этом случае предложенный критерий имеет бо-
лее высокую мощность, чем критерий Крамера.  

Заключение 

По мнению автора, результаты эксперимен-
тов позволяют считать, что предложенный кри-
терий может найти применение в статистиче-
ской практике (по крайней мере в тех случаях, 
когда альтернативная гипотеза состоит в нера-
венстве ковариационных матриц распределе-
ний), однако, для полного исследования его 
свойств и определения классов альтернатив, для 



 

 

которых критерий «хорошо работает», требуют-
ся дополнительные исследования. Исследование 
свойств данного критерия предполагается про-
должать в следующих направлениях: 

1. Рассмотрение случаев негауссовских мно-
гомерных распределений; 

2. Рассмотрение случаев наличия дискрет-
ных компонент в распределениях. 

Необходимо также, конечно, расширить спи-
сок критериев для сравнения. 
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ку Центра коллективного пользования КарНЦ 
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программной среды R и ряда пакетов на вычис-
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