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Рассмотрена многомерная нелинейная динамическая система, описывающая
процесс биологической очистки. Построены инвариантные множества системы.
Предложен метод стабилизации процесса, основанный на приведении траекто-
рий в эти множества.
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A. N. Kirillov. INVARIANT SETS OF A BIOLOGICAL
TREATMENT PROCESS CONTROL SYSTEM
A multidimensional nonlinear dynamic system used to describe the biological
treatment process is considered. Invariant sets of the system are built. A process
stabilization method based on routing the trajectories into these sets is proposed.
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Введение

Задача стабилизации процесса биологиче-
ской очистки сточных вод играет важную роль
в проблеме охраны окружающей среды. От ее
успешного решения зависит качество питьевой
воды, количество которой в расчете на одного
человека в период с 1970 по 2002 гг., по дан-
ным Центра экологической политики России,
уменьшилось вдвое [Данилов-Данильян, 2009].
Сложность процесса биоочистки, ограничен-
ная возможность проведения натурных экспе-
риментов [Евилевич, Брагинский, 1979] при-
водят к необходимости активно использовать
математическое моделирование для управле-
ния этим процессом. В 1987 г. была создана
так называемая модель ASM1 очистки сточ-
ных вод с помощью активного ила [Henze et
al., 1987], которая стимулировала использова-

ние математического моделирования в прак-
тике инженерных расчетов. Модель ASM1
представляет собой систему нелинейных обык-
новенных дифференциальных уравнений, ана-
литическое и качественное исследование кото-
рой практически невозможно. Имеется доста-
точно большое количество работ, связанных с
упрощением данной модели. При этом исполь-
зуют линеаризацию, декомпозицию, уменьше-
ние размерности [Steffens et al., 1997; Chachuat
et al., 2003; Smets et al., 2003]. Следует заме-
тить, что несмотря на сложность, в модели
ASM1 не учтена многовидовость состава мик-
роорганизмов активного ила.

Процессы, происходящие в системе био-
очистки, до сих пор мало изучены, поэтому
построение адекватной модели, учитываю-
щей различные стороны этого процесса, в
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настоящее время невозможно. Видимо, следу-
ет сосредоточиться на разработке комплекса
достаточно простых и приемлемых с инженер-
ной точки зрения моделей, применение кото-
рых для повышения эффективности процесса
биоочистки не вызывало бы больших затруд-
нений.

В настоящей работе предлагается метод
стабилизации процесса биоочистки, основан-
ный на построении инвариантного множе-
ства в динамической системе управления. В
качестве трофической функции используется
функция Моно [Brune, 1985; Вавилин, 1986].
При этом учтен многовидовой состав сообще-
ства микроорганизмов. Управляющим воздей-
ствием является скорость возвратного пото-
ка ила. Допустимые управления – кусочно-
постоянны и принимают всего два значения,
что упрощает практическую реализацию ал-
горитма стабилизации.

Модель и постановка задачи

Будем рассматривать процесс биологиче-
ской очистки, выделив из его технологической
схемы аэротенк и вторичный отстойник. Рас-
смотрим сообщество микроорганизмов, нахо-
дящееся в аэротенке. Пусть происходит па-
раллельное потребление субстратов [Вавилин,
1986], т. е. i-й микроорганизм потребляет i-й
субстрат, i = 1, ..., n. При этом используем тро-
фическую функцию Моно. Таким образом, по-
лучаем динамическую систему, описывающую
процесс биологической очистки

ẋi = ua1i + fi(xi, si)− (b+ u)xi, (1)

ṡi = ba2i − difi(xi, si)− (b+ u)si, (2)

i = 1, ..., n,

где
fi(xi, si) =

µixisi
ki + si

,

xi, si – концентрация i-х видов микроорга-
низма и субстрата, соответственно; di = 1

Yi
,

Yi – коэффициент утилизации i-го вида суб-
страта в биомассу i-го вида микроорганиз-
мов; ki, µi – константа полунасыщения и мак-
симальная удельная скорость роста, соответ-
ственно, микроорганизмов i-го вида; u, a1i –
скорость и концентрация, соответственно, i-го
вида микроорганизмов в возвратном потоке;
b, a2i – скорость и концентрация, соответствен-
но, i-го вида субстрата на входе. Параметры
системы, если особо не оговорено, считаем по-
стоянными. Будем полагать, что управлением
является скорость возвратного потока u как

наиболее технически просто регулируемый па-
раметр. При этом вводим ограничения

u ∈ [u1, u2],

где u1, u2 – граничные значения скорости u,
0 6 u1 < u2. Пусть допустимое управление
является кусочно-постоянной функцией u =
u(x, s), u = (u1, ..., un), s = (s1, ..., sn).

Задача стабилизации процесса биологиче-
ской очистки сточных вод состоит в нахожде-
нии такого допустимого управления u, при ко-
тором, начиная с некоторого момента времени
t∗, выполняются условия

xi(t) ∈ [0, xim], si(t) ∈ [0, sim], (3)

t > t∗, i = 1, ..., n,

где xim, sim – предельно допустимые концен-
трации i-го вида микроорганизмов и субстра-
тов.

МножествоM является инвариантным для
системы управления ż = f(z, u), если найдется
допустимое управление u такое, что соответ-
ствующая траектория x(t, u) принадлежит M
при всех t > t0, если она начинается в точке
x(t0, u) = x0 ∈ M . Таким образом, получаем
задачу нахождения допустимого управления,
при котором множество

M = {(x, s) : xi ∈ [0, xim], si ∈ [0, sim], i = 1, n}
будет инвариантным для системы (1), (2). При
этом также возникает задача перевода началь-
ных точек вM за конечное время. Дальнейшее
изложение посвящено решению этих задач.
Замечание 1. Будем считать, что допусти-
мое управление не только кусочно-постоянно,
но принимает лишь граничные значения. Во-
первых, такое управление технически проще
реализовать, а во-вторых, добавление к гра-
ничным значениям точек из интервала (u1, u2)
не расширит возможностей стабилизации си-
стемы, что будет видно из дальнейшего изло-
жения. Таким образом, метод управления об-
ладает свойством релейности, т. е. является
управлением типа «bang-bang control».

Инвариантные множества
В работе [Кириллов, 1994] рассматривалась

система типа (1), (2) для случая одного вида
микроорганизма и субстрата и, в частности,
решалась задача стабилизации положений
равновесия. Следует отметить, что требование
асимптотической устойчивости отдельных со-
стояний сложной экологической системы из-
лишне жестко и в реальности не осуществи-
мо. Достаточно требовать устойчивость по
Лагранжу концентраций субстратов и мик-
роорганизмов. Для природных экологических
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систем, это впервые отмечено в работе [Сви-
режев, Логофет, 1978], где исследовалась ди-
намика взаимодействия популяций. Таким об-
разом, приходим к задаче построения инвари-
антных множеств системы (1), (2).

Следующая лемма 1 дает достаточное усло-
вие инвариантности множества M .

Лемма 1. Множество
M = {(x, s) : xi ∈ [0, xim], si ∈ [0, sim]},

где i = {1, ..., n}, является инвариантным
для системы (1), (2) при достаточно боль-
ших значений xim, sim.

Доказательство. Для доказательства доста-
точно рассмотреть значения знаков ẋi, ṡi из
системы (1), (2) для конкретного значения i
на границах множества (3), откуда получа-
ем утверждение для конкретного значения i.
Осталось заметить, чтоM = M1× ...×Mn.

Пусть zi = dixi + si, Di = dia1iu + ba2i,
z = z1 + ...+ zn, D = D1 + ...+Dn. Рассмотрим
систему

żi = Di − (b+ u)zi, i = 1, ..., n. (4)

Лемма 2. Множества
Miz = {(x, s) : zi = Di

b+u}, ∀i ∈ {1, ..., n},

Mz = {(x, s) : z = D
b+u}

являются инвариантными и асимптотиче-
ски устойчивыми для системы (4).

Доказательство. Понятие асимптотической
устойчивости инвариантных множеств рас-
сматривалось в [Зубов, 1982]. Умножив урав-
нение (1) на di и прибавив его к уравнению
(2), получим линейную систему (4), из вида
которой следует утверждение леммы для мно-
жества Miz. Сложив уравнения системы (4),
получим уравнение ż = D − (b + u)z, отку-
да следует утверждение леммы для множества
Mz.

Пусть A(uj) = (z1(uj), ..., zn(uj)) – положе-
ние равновесия системы (1), (2), соответству-
ющее управлению uj , j = 1, 2. Рассмотрим па-
раллелепипед

P = {z : zi ∈ [c1i, c2i], i = 1, ..., n} ∈ Rn,

где c1i, c2i – заданные постоянные, P 0 =
{z : zi ∈ (c1i, c2i), i = 1, ..., n} – соответ-
ствующий открытый параллелепипед. Пусть
[A(u1), A(u2)] = {z : z = αA(u1) +
(1 − α)A(u2), α ∈ [0, 1]} – отрезок в Rn,
с концами A(u1), A(u2), (A(u1), A(u2)) =
[A(u1), A(u2)] r {A(u1, A(u2)} – внутренность

отрезка [A(u1), A(u2)]. Пусть Rn
+ – множество

точек z ∈ Rn с неотрицательными координа-
тами.

Теорема 1. Пусть

P 0 ∩ [A(u1), A(u2)] = [B1, B2],

где B1 6= B2, [B1, B2] ∈ (A(u1), A(u2)).
Тогда любую точку z0 ∈ Rn

+ с помощью
допустимого управления можно за конечное
время перевести вдоль траекторий систе-
мы (4) в параллелепипед P , который явля-
ется инвариантным множеством системы
(4). При этом отрезок [B1, B2] будет инвари-
антным асимптотически устойчивым мно-
жеством.

Доказательство. Обозначим A(u1) ≡ A1,
A(u2) ≡ A2. Для любой начальной точки z0
положим u = u1 (или u = u2) до тех пор,
пока траектория, начинающаяся в этой точке,
не попадет в достаточно малую окрестность
U(A1) точки A1 (или A2). Последнее очевидно
в силу глобальной асимптотической устойчи-
вости положения равновесия A1 системы (4)
[Кириллов, 1994]. Траектории системы (4) –
прямые. Действительно, из (4) следует, что

zi(t) = wi0 exp(−(b+ u)(t− t0)) +
Di

b+ u
,

где wi0 = zi(t0) − Di

b+u . Тогда любая траекто-
рия является прямой (лучом) z = w0 + Dτ ,
где w0 = (w10, ..., wn0),D = ( D1

b+uj
, ..., Dn

b+uj
),

τ = exp(−(b + uj)(t − t0)). Очевидно, отрезок
[A1, A2] принадлежит траекториям, проходя-
щим через точку A1 при u = u2 и через точку
A2 при u = u1, соответственно. Пусть l – пря-
мая, которой принадлежит отрезок [A1, A2].
Расстояние от точи z до прямой l обозначим
через ρ(z, l) = min||z − y||, где минимум нор-
мы берется по всем точкам y ∈ l. Рассмотрим
цилиндр C̄(ε) = {z : ρ(z, l) 6 ε} с осью l. По-
скольку отрезок [A1, A2] пересекает внутрен-
ность P 0 параллелепипеда P , то цилиндр C̄(ε)
при достаточно малом ε также пересекает P 0.
Пусть окрестность U(A1) настолько мала, что
U(A1) ⊂ C̄(ε).

После попадания траектории в описан-
ную окрестность U(A1), что возможно в си-
лу асимптотической устойчивости положения
равновесия A1 при u = u1, переключаем
управление на значение u = u2. Тогда траекто-
рия, оставаясь в цилиндре C̄(ε), также пересе-
чет P 0. Пусть P̂ ≡ C̄(ε)∩P , B̄ ≡ P̂rP 0. Траек-
тория входит в параллелепипед P , точнее в об-
ласть P̂ , пересекая ее границу B̄. Переключим
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управление на значение u = u1 в момент выхо-
да траектории из области P̂ через границу B̄.
Далее вторично переключаем управление при
попадании траектории на границу B̄. Полу-
чаем последовательность управлений и соот-
ветствующих отрезков траекторий [Rk, Rk+1],
где Rk ∈ B̄. При этом [Rk, Rk+1] → [B1, B2] в
том смысле, что ρ([Rk, Rk+1], [B1, B2])→ 0 при
k →∞, где ρ([Rk, Rk+1], [B1, B2]) ≡ min||z−y||
по всем z ∈ [Rk, Rk+1], y ∈ [B1, B2], k =
0, 1, 2, ...,. Действительно, если z(t, t0, z0, uj) ≡
z(t), z̃(t, t0, z̃0, uj) ≡ z̃(t), то

ρ([Rk, Rk+1], [B1, B2])

6 ||z(t)− z̃(t)|| = ||z(t0k)− z̃(t0k)||
× exp(−(b+ uj)(t− t0k),

где t ∈ [t0k, t0(k+1)], t0k – момент переклю-
чения управления, z(t, t0, z0, uj) – траекто-
рия системы (4), соответствующая управле-
нию uj и удовлетворяющая начальному усло-
вию z(t0, t0, z0, uj) = z0. Таким образом, от-
резок [B1, B2] – инвариантное асимптотически
устойчивое множество системы (4).

Замечание 2. Как следует из доказательства
теоремы 1, конкретный вид функций fi(xi, si)
не влияет на метод стабилизации, поэтому
можно сформулировать утверждение, анало-
гичное теореме 1, но без конкретизации этих
функций.

Замечание 3. В силу линейности системы
(4), несложно получить оценку времени попа-
дания траектории из любой начальной точки
в P̂ .

Замечание 4. Построенный алгоритм стаби-
лизации очевидным образом применим в слу-
чае, когда концентрации субстратов a2i на вхо-
де в очистную систему точно неизвестны, но
известны промежутки, которым они принад-
лежат a2i ∈ [a2imin, a2imax]. Для этого требу-
ется соответствующим образом скорректиро-
вать построение цилиндра C̄(ε). При этом при
небольших изменениях полученный резуль-
тат можно использовать и в случае кусочно-
постоянных a2i.

Замечание 5. В теореме 1 доказана асимп-
тотическая устойчивость множества [B1, B2].
Это означает, что при соответствующем
управлении в системе (4), а вместе с тем и
в системе (1), (2), возникает асимптотический
периодический устойчивый режим. В работе
[Матрос, 1987] исследовался вопрос о повыше-
нии эффективности химико-технологических

процессов в результате искусственного введе-
ния периодических режимов их функциониро-
вания. Предложенный метод управления поз-
воляет исследовать этот вопрос для процессов
биологической очистки.

Стабилизация

Вернемся к задаче стабилизации процесса
биологической очистки, состоящей в приведе-
нии траектории системы (1), (2) за конечное
время в область (3). Нижеледующее утвержде-
ние дает достаточные условия разрешимости
этой задачи.

Теорема 2. Пусть для всех i = 1, ..., n, j =
1, 2

a1i − Yia2i 6= 0,

Di

(b+ uj)di
6 xim,

Di

b+ uj
6 sim.

Тогда для любого начального состояния
(x0, s0) ∈ R2n

+ через конечное время будут вы-
полняться условия (3).

Доказательство. Рассмотрим какую-либо од-
ну подсистему (1),(2) при конкретном значе-
нии i, (xi, si) ∈ R2

+. Если выполняется первое
условие теоремы, то две прямые dixi + si =
Di

b+uj
, соответствующие j = 1, 2, не совпада-

ют [Кириллов, 1994]. Второе и третье условия
гарантируют, что отрезки обеих прямых, при-
надлежащие R2

+, принадлежат прямоугольни-
ку {(xi, si) : xi ∈ [0, xim], si ∈ [0, sim]}. Отсюда
с использованием теоремы 1 следует заключе-
ние теоремы 2.

Замечание 6. Условие теоремы 2 слишком
жесткое. Его можно заменить условием, вы-
текающим из того факта, что траектории си-
стемы (4) с течением времени локализуют-
ся в сколь угодно малой окрестности отрезка
[B1, B2].

Заключение

Получен метод решения задачи стабилиза-
ции процесса биологической очистки сточных
вод. В его основе лежит приведение траекто-
рий системы в инвариантное множество с по-
мощью кусочно-постоянного управления, при-
нимающего только два граничных значения.
При этом структура системы (1), (2) позволя-
ет свести решение задачи стабилизации к ее
решению для линейной относительно z ∈ Rn

+
системы (4). Представляется перспективным
применение предложенного метода для систе-
мы (1), (2) с переменной размерностью, что
соответствует переменному видовому составу
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сообщества микроорганизмов. Соответствую-
щая математическая модель разработана в ра-
боте [Кириллов, 2010], где размерность систе-
мы зависит от значения управляющего воздей-
ствия. Ранее такая зависимость была исполь-
зована для управления системой «хищник-
жертва» [Kirillov, 1997].
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