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Работа посвящена изучению свойств процесса загрузки в многосерверных си-
стемах обслуживания, в том числе при наличии тяжелых хвостов. Проведен
анализ моментных свойств процесса загрузки. Предложена модель вычисли-
тельного кластера как стохастической многосерверной системы обслуживания.
Подробно обсуждается связь модели кластера с классическими моделями мно-
госерверных систем. Приведены результаты статистических экспериментов, ко-
торые показывают хорошее согласие модели с работой кластера. Работа под-
держана РФФИ, проект 07-10-00017.
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ANALYZE HIGH PERFORMANCE CLUSTER
The paper is dedicated to the properties of the workload process in multi-server
systems, i.a. in the presence of heavy tails. The moment properties of the workload
process are analyzed. A model of a high performance cluster as a multi-server
stochastic system is suggested. A connection between the model of the cluster
and the classical multi-server system models is discussed in detail. The results
of numerical experiments are provided, demonstrating an agreement between the
model and the cluster performance.
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Введение

Анализу стохастических моделей много-
серверных систем обслуживания посвящено
большое число работ. Теоретическое изучение
мотивировано запросами производителей вы-
числительных мощностей, так как в последнее
десятилетие имеет место повсеместная тенден-
ция внедрения многоядерных и многопроцес-
сорных архитектур. В то же время точный
анализ таких моделей затруднен и аналитиче-
ские результаты доступны только для узкого

класса простейших моделей.
С точки зрения практики, исследователя

могут интересовать характеристики системы,
влияющие на качество обслуживания (QoS),
например, величина средней задержки в си-
стеме, величина дисперсии задержки. Важной
проблемой является определение моментных
свойств сетевых процессов, в частности, так
называемого моментного индекса, т. е. макси-
мального конечного момента. Другим важ-
ным аспектом анализа является зависимость
моментных свойств сетевых процессов от
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дисциплины обслуживания клиентов [Borst et
al., 2002]. Особенно сложен анализ в слу-
чае, когда заявки в систему обслуживания
поступают в виде пачек (см., напр., рабо-
ты [Keilson, Seidmann, 1987; Wolff, 1991; Liu,
1993]), или в виде регенеративного процес-
са [Huang, Sigman, 1999]. Вычислительные
кластеры и Грид представляют в этом смысле
особую сложность, так как обладают вышепе-
речисленными свойствами, такими как много-
процессорность, сложные дисциплины обслу-
живания потока заявок, возможность поступ-
ления пачек заявок, необходимость в больших
временах обслуживания на процессорах (тя-
желые хвосты).

Теоретический интерес последних лет к ис-
следованию моделей систем обслуживания с
распределением с тяжелыми хвостами связан
с обнаружением этого эффекта в траффи-
ках компьютерных сетей (см., напр., [Crovella,
Bestavos, 2002]). Тяжелый хвост означает бо-
лее медленное, чем экспоненциальное, убыва-
ние хвостовой вероятности F (x) := P (X > x)
случайной величины X, т. е.

lim
x→∞

e−axF (x) =∞, ∀a > 0.

Это свойство радикально отличается от свой-
ства экспоненциального распределения, по-
прежнему широко используемого для мо-
делирования процессов в современных ком-
пьютерных системах. Присутствие тяжелых
хвостов эмпирически обнаружено в распре-
делениях размеров файлов на жестких дис-
ках, времен вычисления задач на процессо-
ре, времен передачи файлов между серве-
ром и клиентом в высокоскоростных сетях и
т. д. [Crovella, Bestavos, 2002]. Важный под-
класс тяжелохвостых распределений состав-
ляют субэкспоненциальные распределения, ко-
торые (для неотрицательных с.в.) определя-
ются как

lim
x→∞

P (X1 +X2 > x)

P (X > x)
= 2, x > 0. (1)

Другой важный подкласс составляют пра-
вильно меняющиеся распределения, характе-
ризуемые соотношением

lim
x→∞

F (xt)

F (x)
= t−α, α > 0.

(При α = 0 функция называется медленно
меняющейся). Наиболее часто используемым
распределением такого рода является распре-
деление Парето, имеющее (стандартный) вид

F (x) = 1− x−α, x > 1. (2)

В то же время, обнаружение тяжелых хво-
стов в компьютерных системах обозначило
ряд проблем, недооценивание которых при-
водит к серьезным последствиям как для
компаний-производителей сетевого оборудова-
ния, так и для потребителей. (Частичный
анализ такого рода ошибок приведен в рабо-
те [Morozov et al., 2008].) Одна из причин
возникающих проблем состоит в том, что мно-
гие алгоритмы управления сетевыми устрой-
ствами и процессами в вычислительных си-
стемах строились с учетом предположения об
экспоненциальности соответствующих распре-
делений [Harchol-Balter, 1999]. Все это требует
тщательного анализа многосерверных систем
обслуживания и построения подходящих мо-
делей.

Модели многосерверных систем
обслуживания

В этом разделе дан обзор ряда важных из-
вестных результатов для многосерверных си-
стем обслуживания, в том числе с бесконеч-
ным числом серверов. Эти результаты в ос-
новном опираются на классические результа-
ты для односерверных систем, которые также
приводятся для сравнения.

Система G/G/s FIFO

Пусть в систему обслуживания в момен-
ты времени {tn, n > 1}, образующие процесс
восстановления, поступают заявки с независи-
мыми, одинаково распределенными времена-
ми обслуживания Sn на одном из s идентич-
ных серверов (процессоров). Обозначим функ-
цию распределения времени между приходами
заявок Tn := tn+1 − tn через A(x) = P (T 6 x),
соответственно B(x) = P (S 6 x) — распре-
деление времени обслуживания заявки (ин-
декс опущен, когда рассматривается типич-
ный представитель последовательности). За-
явка ожидает время Dn > 0 в очереди, фор-
мируемой в порядке поступления (FIFO), и
поступает на обслуживание в наименее за-
груженный сервер. Вектор загрузки Wn, со-
стоящий из оставшегося времени обслужива-
ния на каждом процессоре в момент прихо-
да заявки n, удовлетворяет рекурсии Кифера-
Вольфовица [Scheller-Wolf, Sigman, 1997a]):

Wn+1 = R

 Wn(1) + Sn − Tn
Wn(2)− Tn

. . .
Wn(s)− Tn


+

, (3)

где оператор R(·) располагает компоненты в
возрастающем порядке, Wn(1) 6 . . . 6 Wn(s),
а (x)+ = max(0, x). Таким образом, время
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ожидания n-й заявки Dn := Wn(1). При усло-
вии ρ := ES/ET < s имеет место слабая сходи-
мость вектора загрузки к стационарному зна-
чению, Wn =⇒W := (W (1), . . . ,W (s)).

Обозначим через Un = Wn(2) −Wn(1) вре-
мя, оставшееся на втором наименее загру-
женном сервере в тот момент, когда заяв-
ка n поступит на обслуживание. Тогда пер-
вый из этих двух серверов освободится через
время Pn = min(Un, Sn), и время ожидания
Dn удовлетворяет модифицированной рекур-
сии Линдли [Scheller-Wolf, Sigman, 1997a]:

Dn+1 = (Dn + Pn − Tn)+, n > 1. (4)

Заметим, что при s = 1 формула (4) опреде-
ляет классическую рекурсию Линдли

Dn+1 = (Dn + Sn − Tn)+, n > 1.

Условия конечности моментов компо-
нент вектора загрузки

Следующее необходимое и достаточное
условие конечности моментов времени ожида-
ния в односерверной системе G/G/1 получено
в работе [Kiefer, Wolfowitz, 1956]: при условии
ET <∞,

ESα+1 <∞ ⇔ EDα <∞. (5)

Обобщение результата (5) для вектора загруз-
ки W в s-серверной системе было получено
в работе [Scheller-Wolf, Vesilo, 2011]. Так, при
условии устойчивости ρ = ES/ET < s, для
всех компонент вектора с индексами i 6 dρe
(наименьшее целое большее ρ) имеют место од-
ни и те же достаточные условия конечности
моментов порядка α > 1:

E
(
S1+α/(s−bρc)

)
<∞ ⇒ E [W (i)]α <∞.

В то же время для компонент с индексами
i > dρe моментные свойства зависят от индек-
са компоненты W (i):

E
(
S1+α/(s−i)

)
<∞ ⇒ E [W (i)]α <∞.

Частным случаем этого результата являет-
ся достаточное условие конечности момента
порядка α стационарного времени ожидания
D =W (1) в системе G/G/s FIFO, полученное
ранее в работе [Scheller-Wolf, Vesilo, 2006]:

E
(
S1+α/(s−bρc)

)
<∞ ⇒ E(Dα) <∞. (6)

При дополнительных ограничениях на рас-
пределение B, приведенные выше условия яв-
ляются также необходимыми [Scheller-Wolf,
Vesilo, 2011].

Таким образом, имеет место зависимость
моментов компонент вектора W как от ин-
декса i, так и от коэффициента загрузки ρ.
Фактически имеет место взаимопомощь сре-
ди первых dρe наименее загруженных серве-
ров, моментные свойства которых лучше. Это
объясняется запасом мощности, cостоящим
из s − dρe серверов, которые могут быть уда-
лены из системы (или заняты обслуживанием
очень длинных заявок) без потери устойчиво-
сти оставшейся части системы [Scheller-Wolf,
Vesilo, 2011].

Частный случай результата (6) при малой
загрузке ρ < 1 в системе G/G/s был получен
в работе [Scheller-Wolf, 2000]:

E
(
S1+1/s

)
<∞ ⇒ ED <∞.

В пределе при s → ∞ отсюда следует класси-
ческое условие ES <∞, влекущее конечность
среднего стационарного времени пребывания
заявки в системе G/G/∞. В работе [Scheller-
Wolf, Sigman, 1997b] приведена также верхняя
граница для стационарной средней задержки
в системе G/G/s.

На практике формула (6) позволяет обос-
новать выбор между s медленными сервера-
ми (работающими со скоростью 1/s) и одним
быстрым (работающим со скоростью 1) в слу-
чае, когда распределение времени обслужива-
ния имеет тяжелый хвост. Действительно, при
числе серверов s > 1/(1 − ρ), одном и том же
входном потоке и временах обслуживания S̃ в
s-серверной системе, пропорционально увели-
ченных в соответствии со скоростями серве-
ров (т. е. ES̃ = s · ES), в s-серверной системе
задержки будут иметь конечный момент бо-
лее высокого порядка, чем в системе G/G/1.
Для доказательства переформулируем соотно-
шение (6), обозначив β = 1 + α/(s − bρc). По-
лучим

E(S̃β) <∞⇒ E
(
D(s−bρ̃c)(β−1)

)
<∞. (7)

Для односерверной системы имеем

ESβ <∞ влечет EDβ−1 <∞.

Коэффициент загрузки в s-серверной системе
ρ̃ = ES̃/ET = sES/ET < s, т. е. система
устойчива. С учетом выбора s > 1/(1 − ρ) по-
лучаем s−sρ > 1, и поэтому s−bρ̃c = s−bsρc =
bs− sρc > 1.

Таким образом, если времена обслужива-
ния имеют бесконечный момент порядка β (на-
пример, если они распределены по закону Па-
рето (2) с параметром β > 0), то целесообраз-
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нее использовать несколько медленных сер-
веров, нежели один быстрый [Scheller-Wolf,
Vesilo, 2006].
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Рис. 1. Задержки в системе M/G/1, ρ = 0, 3
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Рис. 2. Задержки в системе M/G/8, ρ = 2, 4

Рассмотрим численный пример. Пусть си-
стема с процессором частотой 3 ГГц обслужи-
вает процессы, времена выполнения которых
имеют тяжелый хвост, B(x) = x−1,5. Пусть за-
грузка системы равна ρ = 0, 3. Согласно фор-
муле (5), стационарное время ожидания в си-
стеме имеет конечный момент только лишь
порядка 0, 5, ED0,5 < ∞, т. е. бесконечное
среднее. Заменим исходную систему на двух-
процессорную, где каждый процессор имеет
частоту 1,5 ГГц. Общая загрузка системы воз-
растет до 0, 6. В то же время согласно (7),
ED2·0,5 = ED < ∞ (поскольку bρ̃c = 0), и
средняя задержка конечна. Если же заменить
систему на восьмипроцессорную, то bρ̃c = 2.
Поэтому ED3 < ∞ и задержка имеет конеч-
ный третий момент. Иллюстрацией к числен-
ному примеру служат рисунки 1, 2, где при-
ведены величины задержек в односерверной
и восьмисерверной системах, соответственно,

для выборки 100 000 заявок (задержки указа-
ны по оси ординат).

Двухсерверная система: случай тяжело-
го хвоста

Классический результат (5) имеет интуи-
тивное объяснение. Определяющим парамет-
ром для времени ожидания в системе являет-
ся оставшееся время обслуживания SI заявки
n в момент прихода заявки n + 1. Известно,
что стационарное незавершенное время обслу-
живания имеет распределение

BI(x) =
1

ES

∫ ∞
x

B(y) dy, x > 0.

При этом условие ESk−1I <∞ выполнено (при
некотором k > 1), если ESk <∞, т. е. момент-
ные свойства SI хуже, чем у S.

В работе [Foss, Korshunov, 2006] приведе-
ны асимптотические результаты для хвоста
распределения стационарной задержки D в
двухсерверной системе G/G/2 при условии,
что незавершенное время обслуживания имеет
субэкспоненциальное распределение (1). Так,
в случае максимальной устойчивости, т. е.
при ρ < 1,

C1 6 lim inf
x→∞

P (D > x)

(BI(x))2

6 lim sup
x→∞

P (D > x)

(BI(x))2
6 C2.

В частности, в случае правильно меняющейся
функции B(x) имеет место асимптотика

P (D > x) ∼ C(BI(x))
2, x→∞,

где постоянная C также зависит от
ES,ET [Foss, Korshunov, 2006]. В случае ми-
нимальной устойчивости, 1 < ρ < 2, для пра-
вильно меняющейся функции распределения
B имеет место асимптотика

P (D > x) ∼ CBI(
ES

ES − ET
x), x→∞.

Заметим, что постоянные C1, C2, C выше зави-
сит от параметров ES,ET .

Модель вычислительного кластера

Вычислительный кластер – это система, со-
стоящая из нескольких узлов, объединенных
быстрой коммуникационной сетью и предо-
ставляющая пользователю вычислительные
ресурсы. Для построения модели кластера
сделаем следующие предположения:
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1. поток заявок представляет собой процесс
восстановления (времена между прихода-
ми независимы и одинаково распределе-
ны);

2. разделяемым ресурсом является количе-
ство процессоров и время вычисления;
времена вычисления заявок и требуемое
каждой заявке число процессоров незави-
симы;

3. заявки поступают в буфер неограничен-
ной емкости и обслуживаются в порядке
прихода (FIFO);

4. заявка поступает на обслуживание толь-
ко в момент освобождения требуемого ей
числа процессоров.

Теоретический анализ

В дополнение к обозначениям предыдущей
секции, пусть Nn — требуемое число процессо-
ров для заявки n, на каждом из которых она
будет выполняться в течение Sn единиц време-
ни. Предполагается, что (целочисленные) слу-
чайные величины {Nn} независимы и одина-
ково распределены. Очевидно, что 1 6 Nn 6
s. Тогда вектор (упорядоченных по возраста-
нию) времен ожидания на серверах удовлетво-
ряет следующей модифицированной рекурсии
Кифера-Вольфовица

Wn+1 = R


Wn(Nn) + Sn − Tn

. . .
Wn(Nn) + Sn − Tn
Wn(Nn + 1)− Tn

. . .
Wn(s)− Tn


+

. (8)

Действительно, n-я заявка дожидается в бу-
фере (в очереди) освобождения всех Nn требу-
емых ей процессоров. Поэтому загруженность
всех серверов с номерами [1, Nn] становится
равной Wn(Nn), поскольку, по крайней ме-
ре, часть этих серверов будет простаивать до
освобождения наиболее загруженного из них,
и в это время не смогут принять другие заяв-
ки. Это объясняет равенство первых Nn строк
в формуле (8). Отметим, что на практике та-
кая неэффективная дисциплина использует-
ся редко. Более эффективным является алго-
ритм Backfill, позволяющий заполнять проме-
жутки простоя отдельных процессоров заявка-
ми без существенного нарушения приоритетов
и очередности.

Заметим, что в худшем случае при Nn = s
все компоненты вектора загрузки станут рав-
ными, поэтому при условии Wn(s) + Sn <

Tn заявка с номером n + 1 начнет обслужи-
вание в полностью пустой системе (все про-
цессоры будут освобождены с уходом заявки
n). Поскольку входной поток является про-
цессом восстановления, то приходы таких за-
явок являются моментами регенерации си-
стемы. Это открывает возможность примене-
ния регенеративного моделирования для оце-
нивания стационарных характеристик систе-
мы (см., напр., [Morozov, Rumyantsev, 2010]).
Отметим, что суммарное время до освобожде-
ния всех необходимых n-й заявке процессоров
(в момент ее прихода) равно

Nn · (Wn(Nn) + Sn − Tn)+

+

s∑
k=Nn+1

(Wn(k)− Tn)+.

Эта величина является ключевой для опреде-
ления условий стационарности рассматрива-
емой системы. Хотя такой анализ пока про-
вести не удалось, проведенные эксперимен-
ты позволяют предположить, что если значе-
ния Nn распределены равномерно в интерва-
ле [1, s], то условие стационарности имеет вид
ρ = ES/ET < 1, являясь существенно более
ограничительным чем хорошо известное усло-
вие ρ < s для классической системы G/G/s.
Это предположение подкрепляется в частном
случае, когда каждая заявка требует ровно s
процессоров. Тогда исходная система перехо-
дит в классическую систему G/G/1 с условием
стационарности ρ < 1.

Теорема 1. В рассматриваемой модели при
ρ = ES/ET < 1 условие ESα+1 < ∞ явля-
ется достаточным для конечности момента
порядка α стационарного времени ожидания
в системе, т. е. EDα <∞.

Доказательство. Отметим, что задержка в
системе Dn := Wn(1) ограничена снизу значе-
нием задержки D

(low)
n := W

(low)
n (1) для соот-

ветствующей системы G/G/s с идентичными
входным потоком с интервалами Tn и време-
нами обслуживания Sn. Действительно, из ре-
курсии (8) следует, что, в предположении ин-
дукции Dn > D

(low)
n

Dn+1 =Wn+1(1) = (Wn(Nn) + Sn − Tn)+

> (Wn(1) + Sn − Tn)+ = (Dn + Sn − Tn)+

> (D(low)
n + Sn − Tn) > (D(low)

n + Pn − Tn)+

= D
(low)
n+1 .

Одновременно задержка Dn ограничена
сверху задержкой D

(up)
n для доминирующей
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системы, где число требуемых каждой заяв-
ке процессоров Nn = s, n > 1. Действительно,

Dn+1 =Wn+1(1) = (Wn(Nn) + Sn − Tn)+

6 (Wn(s) + Sn − Tn)+ = (D(up)
n + Sn − Tn)+

= D
(up)
n+1.

Доминирующая система по сути представляет
систему G/G/1, с теми же интервалами меж-
ду приходами Tn и временами обслуживания
Sn, что и в исходной системе. Таким образом,
для любых реализаций {Tn, Sn}

D(low)
n 6 Dn 6 D(up)

n . (9)

Переформулируя (9) на уровне моментов по-
рядка α и устремляя n→∞, получим

E(D(low))α 6 EDα 6 E(D(up))α.

Однако у нижней и верхней систем обслу-
живания, при условии ES/ET < 1, одно и
то же достаточное условие конечности момен-
тов времени ожидания, именно, ESα+1 < ∞.
Следовательно, это условие является доста-
точным для конечности момента EDα в рас-
сматриваемой модели.

Численный эксперимент

Моделирование рассматриваемых систем
обслуживания проводилось на вычислитель-
ном кластере ЦКП КарНЦ РАН [ЦВОД ЦКП
КарНЦ РАН, 2010], причем исходные данные
описывают функционирование самого класте-
ра. Именно данные для анализа получены
из log-файлов системы управления заданиями
Cleo, которая эксплуатировалась на кластере
ЦКП КарНЦ РАН в период с 03.06.2009 г. по
04.02.2011 г.

Опишем подробнее структуру кластера и
условия эксперимента. Кластер содержит 80
вычислительных ядер, сгруппированных по 8
ядер на каждый вычислительный узел. В про-
цессе вычислений каждому пользователю раз-
решено занимать все узлы, но не менее одного
(узел занимается пользователем целиком, да-
же если для вычислений используется лишь
одно ядро этого узла). Кроме того, имеется
ряд административных ограничений для поль-
зователей кластера. В частности, введен за-
прет на постановку более чем 3 задач в оче-
редь одновременно, введено ограничение на
максимальное время вычисления задачи (3 су-
ток), также есть ряд ограничений для студен-
тов, использующих кластер в учебных целях.

За период эксплуатации системы Cleo на
вычислительном кластере произведены расче-
ты 8292 заданий в однопроцессорном и много-
процессорном режимах. Общее время вычис-
ления составило 28760 часов 50 минут 49 се-
кунд. Среднее время вычисления одной зада-
чи составило ES ≈ 3, 4685 часа или 0, 1445
суток. В то же время, астрономическое вре-
мя эксплуатации системы составило 611 суток,
т. е. среднее время между поступлениями за-
даний равно ET ≈ 1, 7684 часа или 0, 0737 су-
ток.
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Рис. 3. Времена обслуживания заявок на
кластере

Времена обслуживания. На рис. 3 изобра-
жены величины времен обслуживания заявок
за рассматриваемый период. Из графика эм-
пирической функции распределения (рис. 4)
видно, что большинство значений сконцентри-
ровано в окрестности нуля. Это связано с тем,
что пользователи кластера выполняют отлад-
ку задач, что часто приводит к почти мгно-
венному завершению задачи (в случае ка-
кой-либо ошибки в программе) и появлению
(практически) нулевого времени вычисления
в лог-файле. Для исключения отладочных за-
пусков учитывались заявки, которые вычис-
лялись более 1 часа, т. е. 0, 04 суток (2767 за-
явки).

Времена вычисления {Sn} часто принима-
ют значения, близкие к максимально допу-
стимому (3 суток). Это, а также достаточно
медленный рост эмпирической функции рас-
пределения может указывать на присутствие
распределения с тяжелым хвостом. Однако
ограниченность S (типичное время вычисле-
ния) исключает такую возможность. В та-
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кой ситуации для моделирования времен об-
служивания в компьютерных системах мож-
но использовать усеченное распределение Па-
рето [Harchol-Balter, 1999], имеющее функцию
распределения

F (x) =

(
k
x

)α − 1(
k
p

)α
− 1

, 0 < k 6 x 6 p, α > 0. (10)
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Рис. 4. Эмпирическая ф.р. времени вычисления

Случайная величина с таким распределе-
нием принимает значения в интервале [k, p] и,
кроме того, имеет конечные моменты всех по-
рядков. Однако с убыванием параметра α име-
ет место экспоненциальный рост значений мо-
ментов [Harchol-Balter, 1999], (например, дис-
персии при α < 2). Это свойство до неко-
торой степени отражает свойство распределе-
ний с тяжелым хвостом. На рис. 5 показаны
плотности распределения времен обслужива-
ния (сплошная линия) и времен, имеющих усе-
ченное распределение Парето (10) с парамет-
рами k = 0, 04, p = 3, 04, α = 0, 3 (штрихо-
вая линия, выборка из 2767 значений). Для
различения графиков в области малых зна-
чений S выбран логарифмический масштаб
по оси абсцисс. В качестве гипотезы H0 рас-
сматривалось утверждение об одинаковом рас-
пределении двух выборок. Значение крите-
рия Колмогорова-Смирнова для этих двух вы-
борок равно D = 0, 0517, а соответствую-
щее значение статистического уровня значи-
мости, при котором гипотеза H0 принимается,
не больше 0, 001228. Это значение мало, так
как для практических целей обычно исполь-
зуют уровни значимости > 0, 01 (чтобы уве-

личить мощность критерия, т. е. уменьшить
вероятность ошибки второго рода).

−4 −3 −2 −1 0 1

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

0.
20

0.
25

0.
30

0.
35

Truncated Pareto (dashed)

N = 2767   Bandwidth = 0.2177

D
en

si
ty

Рис. 5. Плотность распределения времени
вычисления (усеченное Парето, α = 0, 3)

Ввиду широкого применения марковских
моделей, естественно было бы также прове-
рить применимость (усеченного) экспоненци-
ального распределения, плотность которого
имеет вид

f(x) =
λe−λx

e−λk − e−λp
, 0 < k 6 x 6 p, (11)

где постоянная λ > 0. Однако это распре-
деление не подходит для моделирования вре-
мен {Sn}, как хорошо видно из рис. 6. Крите-
рий Колмогорова-Смирнова дает в этом слу-
чае значение уровня значимости менее 10−16.
На рис. 6 в логарифмическом масштабе по
оси абсцисс показаны плотности исходной вы-
борки (сплошная линия) и выборки из рас-
пределения (11) (штриховая линия, парамет-
ры k = 0, 04, p = 3, 04, λ = 2, 25).

Таким образом, использование распределе-
ния Парето статистически более обосновано.
Полезно отметить, что распределение с тя-
желым хвостом возможно сколь угодно точ-
но аппроксимировать с помощью свертки экс-
поненциальных распределений, см. [Feldmann,
Whitt, 1997]. Рассмотрим более подробно ос-
новные элементы рассматриваемой системы.
Входной поток. Рассмотрим времена меж-
ду приходами заявок. Для устранения влия-
ния этапа ввода кластера в эксплуатацию ис-
пользовалась выборка, содержащая последние
2000 заявок. Кроме того, для исключения от-
ладочных задач анализ был ограничен заявка-
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ми, интервалы между приходами которых со-
ставляют не менее 50 секунд, т. е., 6·10−4 суток
(1632 заявок), см. рис. 7.
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Рис. 6. Плотность распределения времени
вычисления (усеченное экспоненциальное,
λ = 2, 25)
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Рис. 7. Выборка интервалов между прихо-
дами (более 50 секунд)

Рассматривалась основная гипотеза H0 о
том, что интервалы {Tn} между заявками име-
ют усеченное распределение Парето против
альтернативной гипотезы (о том, что эти рас-
пределения различны). Рис. 8 иллюстрирует
хорошее согласие между эмпирическими
данными и усеченным распределением
Парето с параметрами k = 6 · 10−4, p = 2, 63,

α = 0, 22. Графики плотностей построены по
выборке из 2000 значений и представлены в
логарифмическом масштабе по оси абсцисс.
Критерий Колмогорова-Смирнова дает значе-
ние D = 0, 0384 и значение уровня значимо-
сти не больше 0, 1420. Это значение достаточ-
но для практических целей, так как позволяет
принять гипотезу H0, например, при уровне
значимости 0, 05. (Отметим, что выбор пара-
метров распределения можно производить с
учетом методов, предложенных в работе [Aban
et al., 2006].)
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Рис. 8. Плотность распределения времени
между приходами (усеченное Парето, α =
0, 22)

Число процессоров. На рис. 9 представлена
гистограмма распределения (типичного) чис-
ла процессоров N , требуемых заявкой. Видно,
что подавляющее число пользователей класте-
ра ведет расчеты в однопроцессорном режиме,
а программы, реализующие параллельные вы-
числения, используют число процессоров 8, 16,
32 и 64, кратное размеру узла.

С учетом наблюдений в модели принято
равномерное распределение числа процессо-
ров N в диапазоне от 8 до 64, кратных 8.
Однако в дальнейшем целесообразно исполь-
зовать иные распределения. В частности, ана-
лиз гистограммы показывает, что распределе-
ние Зипфа (дискретный аналог распределения
Парето), имеющее вид

P (N = i) =
i−α∑s
k=1 k

−α , α > 0, 1 6 i 6 s,

может достаточно адекватно описать распре-
деление числа требуемых процессоров.
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Рис. 9. Гистограмма числа процессоров в заявке

Результаты экспериментов. Численное ис-
следование модели велось на основе рекур-
рентного соотношения (8) для вектора загруз-
ки системы. На рис. 10 представлен пример
траектории задержек в очереди {Dn} по вы-
борке из 8000 значений (заявок). Средняя за-
держка равна 0, 21 суток. Максимальная за-
держка составила примерно 4 суток. Отметим,
что хотя достаточное условие стационарности
нарушено, ES/ET > 1, но неограниченное на-
растание задержки не наблюдается. На гисто-
грамме рис. 11 видно, что большинство задер-
жек малы (меньше 0, 5 суток).

Проведенные эксперименты подтвержда-
ют, что модель адекватно отражает некото-
рые основные характеристики системы. Адек-
ватность модели (несмотря на ее очевидную
неполноту) позволяет, в частности, оценить
эффект, вызываемый увеличением числа про-
цессоров. Хорошо известно, что в класси-
ческих системах обслуживания, в режимах,
близких к полной загрузке, даже небольшое
увеличение пропускной способности приводит
к значительному сокращению времен ожида-
ния. Предположим, что число узлов кластера
увеличилось на два, т. е. имеется s = 96 про-
цессоров. На рис. 12 видно, что число нулевых
задержек в очереди увеличилось (6607 значе-
ний против 5755 в случае 80 процессоров). В
этом случае средняя задержка составила при-
ближенно 0, 12 суток, т. е., 57 % от значения
для случая s = 80. Таким образом, незначи-
тельное увеличение числа процессоров позво-
ляет существенно снизить среднюю задержку.
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Рис. 10. Задержки в системе, число процес-
соров s = 80
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Рис. 11. Гистограмма задержек в системе,
число процессоров s = 80
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Рис. 12. Задержки в системе, число процес-
соров s = 96
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Заключение
В работе рассмотрены некоторые важные

результаты для многосерверных систем обслу-
живания, в том числе, когда время обслужи-
вания имеет тяжелый хвост. Подробно про-
анализированы моментные свойства процесса
задержки в очереди. Предложена модель вы-
числительного кластера на основе модифици-
рованной рекурсии Кифера-Вольфовица для
многосерверной системы G/G/s, для которой
получены моментные свойства стационарного
времени ожидания в очереди. Полученные ре-
зультаты могут применяться для оценивания
качества обслуживания вычислительных кла-
стеров и Грид. Проведенный на кластере вы-
числительный эксперимент показал хорошее
согласие предложенной модели с реальной ра-
ботой кластера.

Дальнейшая верификация модели, в том
числе проверка условий ее стационарности,
может быть проведена с использованием лог-
файлов других вычислительных кластеров.

Кроме того, для лучшей адаптации модели
к реальным кластерам целесообразно рассмот-
реть модели с конечным буфером для ожида-
ния, с возможностью появления групп заявок,
а также с более сложными дисциплинами
выбора заявок на обслуживание (например,
алгоритм Backfill и некоторые другие алго-
ритмы планировщиков). Поскольку аналити-
ческое исследование таких моделей представ-
ляется трудно реализуемым, основным мето-
дом анализа может быть имитационное моде-
лирование.
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