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В статье рассматривается модель факторного анализа с зависимыми остатка-
ми. Получены условия глобальной идентифицируемости и разработан метод
проверки этих условий.
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S. V. Stafeev. ON GLOBAL IDENTIFIABILITY CONDITIONS
OF FACTOR ANALYSIS MODELS
A factor analysis model with dependent residuals is considered. Global identifiability
conditions were obtained and a method for testing these conditions was developed.

K e y wo r d s: factor analysis, identifiability, invariants.

Введение
В статье рассматривается модель фактор-

ного анализа с зависимыми остатками [Ста-
феев, 2007]. В отличиe от стандартной моде-
ли факторного анализа [Harman, 1976], в дан-
ной модели допускаются зависимости между
остатками. Одной из основных проблем, воз-
никающих при работе с моделями, содержа-
щими латентные (скрытые) переменные, явля-
ется проблема параметрической идентифици-
руемости, состоящей в ответе на вопрос о
возможности однозначного восстановления
параметров модели по матрице ковариаций на-
блюдаемых случайных величин. Отсутствие
идентифицируемости приводит к невозмож-
ности состоятельного оценивания парамет-
ров модели. Рассматриваемая модель являет-
ся частным случаем систем структурных урав-
нений с латентными переменными. Заметим,
что в работе [Drton et al., 2011] были получе-
ны условия глобальной идентифицируемости

для систем структурных уравнений, не содер-
жащих латентные переменные. Ранее для раз-
личных моделей факторного анализа с зави-
симыми остатками были получены условия по-
чти всюду (п.в.) локальной и глобальной иден-
тифицируемости [Стафеев, 2005, 2007; Stafeev,
2007]. В данной работе получены достаточ-
ные условия глобальной идентифицируемости
рассматриваемой модели, и разработан метод
проверки этих условий по имеющимся дан-
ным.
Модель факторного анализа

Рассмотрим модель факторного анализа:

X = AH + Y, (1)

гдеX = {X1, ..., Xn}t является вектором с мат-
рицей ковариаций Σ = (σij); H = {H1, ...,Hk}t
есть множество независимых нормально рас-
пределенных латентных (скрытых) случай-
ных величин с M(Hj) = 0 и Var(Hj) = 1,
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j = 1, ..., k; A = (aij) – матрица факторных на-
грузок. Вектор остатков Y = {Y1, ..., Yn}t име-
ет нормальное распределение с нулевым век-
тором математических ожиданий и матрицей
ковариаций ΘG = (θij). Векторы Y и H явля-
ются независимыми. Взаимосвязь между ком-
понентами вектора Y представляется в виде
ковариационной графовой модели со структу-
рой G = (V,E), где V = {1, .., n} и (i, j) /∈ E,
если θij = 0.

Параметры модели (1) состоят из матрицы
факторных нагрузок A и ненулевых элементов
матрицы ΘG.

Модель (1) называется глобально иденти-
фицируемой, если по матрице Σ матрица A
определяется с точностью до ортогонального
вращения, а элементы матрицы ΘG определя-
ются однозначно.

Матрица ковариаций наблюдаемых случай-
ных Σ величин допускает следующее пред-
ставление:

Σ = AAt + ΘG. (2)

Пусть PG – множество всех неотрицательно
определенных n×n матриц, допускающих раз-
ложение (2). Наша задача состоит в нахожде-
нии множества P ′G ⊂ PG ковариационных мат-
риц, которые соответсвуют глобально иденти-
фицируемым моделям. Задача будет решать-
ся путем наложения ограничений на элементы
матрицы Σ и граф G.

Условия глобальной идентифици-
руемости

Пусть G = (V,E) – дополнительный для G
граф. Определим графG = (V,E), состоящий
из множества вершин V = {i = (i1, ..., ik), 1 6
i1 < i2 < ... < ik 6 k} и множества ребер
E = {(i, j)|i = (i1, ..., ik), j = (j1, ..., jk), (is, jl) ∈
E, s, l = 1, ...k}. (Впервые граф G был опреде-
лен в работе [Стафеев, 2007] в контексте п.в.
локальной идентифицируемости. Граф G так-
же играет ключевую роль при нахождении по-
линомиальных инвариантов модели 1 [Стафе-
ев, 2010; Stafeev, 2010].) На рисунке представ-
лен пример графа G для k = 2, n = 5 и некор-
релированых остатков.

Каждому ребру графа G сопоставим в со-
ответсвие детерминант |Σi,j| матрицы Σi,j =

(σim,jl)
k
m,l=1. Данный k × k минор матрицы Σ

будем называть весом ребра (i, j).
В следующей теореме получены условия

глобальной идентифицируемости модели (1).

Граф G для k = 2 и n = 5

Теорема 1. Модель (1) является глобально
идентифицируемой, если граф, полученный из
графа G с помощью удаления ребер, соответ-
ствующих нулевым весам, содержит компо-
ненту связности G′ = (V′,E′) c нечетным
простым циклом и ∪i∈V′i = V .
Доказательство. Введем обозначения: ai =
{ai1, ..., aik}t, Ai = {ai1 , ...,aik} и Ψ = AAt.

Очевидно, что Ψi,j = Σi,j для (i, j) ∈ E. В
работе [Стафеев, 2010] показано, что

Σi,j = Ψi,j = Ai(Aj)
t, (i, j) ∈ E. (3)

Так как граф G′ не содержит ребер с нуле-
вым весом, то все матрицы из набора

Ψi,j, (i, j) ∈ E′ (4)
являются обратимыми. Докажем, что, исполь-
зуя множество (4), можно однозначно опреде-
лить множество матриц

Ψi,j, i, j ∈ V′. (5)

Предположим, что граф G′ содержит про-
стую цепь с множеством вершин {i1, i2, i3, i4} и
множеством ребер {(i1, i2), (i2, i3), (i3, i4)}. Ис-
пользуя (3), получаем

Ψi1,i2(Ψi3,i2)
−1Ψi3,i4

= Ai1(Ai2)
t[Ai3(Ai2)

t]−1Ai3(Ai4)
t = Ai1(Ai4)

t.

Таким образом, получаем, что

Ψi1,i2(Ψi3,i2)
−1Ψi3,i4 = Ψi1,i4 . (6)

Теперь предположим, что граф G′ со-
держит простой нечетный цикл с множе-
ством вершин {i1, i2, i3} и множеством ребер
{(i1, i2), (i2, i3), (i1, i3)}. Снова используя (3),
получаем

Ψi1,j2(Ψi3,j2)
−1Ψi3,j1

= Ai1(Ai2)
t[Ai3(Ai2)

t]−1Ai3(Ai1)
t = Ai1(Ai1)

t.

Отсюда следует, что

Ψi1,i2(Ψi3,i2)
−1Ψi3,i1 = Ψi1,i1 . (7)
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Соотношения (6) и (7) допускают следую-
щие обобщения. Пусть граф G′ содержит про-
стую цепь с четным числом вершин {i1, ..., il}
и множеством ребер {(i1, i2), ..., (il−1, il)}. По-
лучаем:

Ψi1,il = [

s=l−3∏
s=1

Ψis,is+1
(Ψis+2,is+1

)−1]Ψil−1,il . (8)

Теперь пусть граф G′ содержит про-
стой нечетный цикл с множеством вер-
шин {i1, ..., il} и множеством ребер
{(i1, i2), ..., (il, il)}. В этом случае получаем:

Ψi1,i1 = [

s=l−2∏
s=1

Ψis,is+1
(Ψis+2,is+1

)−1]Ψil,i1 . (9)

По условиям теоремы граф G′ содержит
нечетный цикл. ПустьV1 – множество вершин
этого цикла и пусть V2 = V′ \V1. Неизвест-
ные матрицы множества (5) будем определять
в три этапа. Очевидно, что в графе G′ лю-
бые две различные вершины i и j, i, j ∈ V1,
(i, j) /∈ E′, соединены простой цепью с четным
числом вершин. Таким образом, используя (8),
по набору (4) однозначно определяем множе-
ство матриц {Ψij, i 6= j, i, j ∈ V1}.

Образуем граф G1 = (V′,E1), где E1 =
E′ ∪ {(i, j), i 6= j, i, j ∈ V1}. В графе G1 любые
две вершины i ∈ V1 и j ∈ V2, (i, j) /∈ E1, со-
единены простой цепью с четным числом вер-
шин. Таким образом, мы однозначно опреде-
ляем матрицы {Ψij, i 6= j, i ∈ V1, j ∈ V2}.

Теперь образуем граф G2 = (V′,E2), где
E2 = E1 ∪ {(i, j), i 6= j, iV1, j ∈ V2}. По анало-
гии с предыдущими случаями, в графе G2 для
любых двух различных вершин i и j, i, j ∈ V2,
(i, j) /∈ E2 мы определяем Ψij.

Образуем граф G3 = (V′,E3), где E3 =
E2 ∪ {(i, j), i 6= j, i, j ∈ V2}. Легко видеть, что
графG3 полный. Теперь, используя (10), одно-
значно определяем множество матриц {Ψii, i ∈
V′}.

Используя набор матриц (4), мы нашли все
элементы матриц из набора (5). Ввиду того,
что по условию ∪i∈V′i = V , получаем, что мы
однозначно определи все элементы матрицы
Ψ. Матрица Ψ имеет ранг равный k, поэтому
матрица A определяется с точностью до ор-
тогонального вращения. Зная матрицу Ψ, мы
однозначно определяем матрицу Θ = Σ − Ψ.
Теорема доказана.

Верно следующее утверждение.
Утверждение 1. Пусть C = (VC,EC) про-
стой цикл графа G. Тогда∏

(i,j)∈EC

|Σi,j| > 0. (10)

Доказательство. Пусть VC = {i1, ..., il} и
EC = {(i1, i2), ..., (il, il)}. Используя (4), полу-
чаем ∏

(i,j)∈EC

|Σi,j| = |Σi1,is |
l−1∏
s=1

|Σis,is+1
|

= |Ai1(Ais)
t|
l−1∏
s=1

|Ais(Ais+1
)t|

=

l∏
s=1

|Ais(Ais)
t| > 0.

При доказательстве мы воспользовались
тем, что матрица Ais(Ais)

t является неотрица-
тельно определенной.

Утверждение 1 допускает следующее обоб-
щение. Пусть V′ = {i1, ..., iL}. Определим эле-
менты L×L матрицы D следующим образом:

dfm =

{
sign|Σif ,im |, если (if , im) ∈ E′;
0, в противном случае.

Утверждение 2. Для матрицы D найдется
такая диагональная (с 1 и -1 на диагонали)
матрица U = diag{u1, ..., uL} , что матрица

UDU (11)

имеет только неотрицательные элементы.

Утверждение 2 является простым критери-
ем для проверки возможности произвольной
матрице быть матрицей ковариаций наблюда-
емых случайных величин модели (1).

Проверка условий идентифицируе-
мости

Пусть S = (sij) – выборочная (подправ-
ленная на несмещенность) матрица ковариа-
ций, построенная по N независимым реализа-
циям наблюдаемых случайных величин моде-
ли (1). Для проверки условий идентифициру-
емости нам необходимо проверять гипотезы,
имеющие вид: HΣi,j

: |Σi,j| 6= 0. Для провер-
ки таких гипотез можно использовать стати-
стику |Si,j|, которая является асимптотически
несмещенной оценкой для |Σi,j|. Подправлен-
ная на несмещенность оценка для |Σi,j| имеет
следующий вид [Drton et al., 2008]:

˜|Si,j| = (N − 1)k−1

(N − k)...(N − 2)
|Si,j|. (12)

Статистика ˜|Si,j| ассимптотически (при
N → ∞) имеет нормальное распределение с
математическим ожиданием |Σi,j| и дисперси-
ей VarΣi,j

˜|Si,j|, которая является полиномом,
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зависящем от элементов матрицы Σ [Drton et
al., 2007]. В работе [Drton et al., 2008] получен
точный вид этой дисперсии:

VarΣi,j
˜|Si,j|

= C|Σi,j|2{
(N + 1)!

(N + 1− k)!
− (N − 1)!

(N − k − 1)!
}

+C|Σi∪j,i∪j|(
k−1∑
m=0

(k −m)!
(N + 1)!

(N + 1−m)!

×(−1)mtr{(Σi,jΣ
i,j)(m)}),

где C = 1
(N−k)...(N−1) , Σi,j – соответствующая

подматрица матрицы (Σi∪j,i∪j)
−1, а матрица

(Σi,jΣ
i,j)(m) состоит из всех m × m миноров

матрицы Σi,jΣ
i,j.

Заменяя в дисперсии VarΣi,j
˜|Si,j| элементы

матрицы Σi,j соответствующими состоятель-
ными оценками Si,j, мы получим состоятель-
ную оценку VarSi,j

˜|Si,j| для дисперсии стати-
стики ˜|Si,j|. Легко видеть, что˜|Si,j| − |Σi,j|√

VarSi,j
˜|Si,j| (13)

ассимптотически (при N → ∞) имеет стан-
дартное нормальное распределение.

Используя (13), построим приближенный
α-доверительный интервал [q1

α, q
2
α] для |Σi,j|.

Гипотеза HΣi,j
будет (на уровне значимости α)

отвергаться, если интервал [q1
α, q

2
α] содержит

0. Проверка условий идентифицируемости за-
ключается в следующем. Пусть [E] – число ре-
бер графа G. Задаемся уровнем значимости α.
Затем строим α/[E] – доверительные интерва-
лы [q1

α, q
2
α]i,j для |Σi,j|, (i, j) ∈ E. Если довери-

тельный интервал [q1
α, q

2
α]i,j содержит 0, то уда-

ляем соответствующее ребро из графа G. Ес-
ли после удаления ребер получившийся граф
G′′ = (V′′,E′′) удовлетворяет условиям теоре-
мы 1, то считаем, что гипотеза о том, что мо-
дель является глобально идентифицируемой,
не отвергается на уровне значимости α.

Выборочный вариант критерия (11) выгля-
дит следующим образом. Вместо графа G′,
для построения матрицы D используем граф
G′′ = (V′′,E′′), полученный при проверке
условий идентифицируемости по имеющимся
данным:

dfm =

{
sign|Sif ,im |, если (if , im) ∈ E′′;
0, в противном случае.

Если получившаяся матрица не удовлетворя-
ет условиям утверждения 2, то гипотеза о том,
что выборка была сгенерирована моделью 1,
на уровне значимости α отвергается.
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