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Рассматривается множество Fn,N всех возможных лесов, состоящих из N > 2
упорядоченных некорневых деревьев и n помеченных вершин, на котором за-
дано равномерное распределение вероятностей. При n/N → ∞ получены пре-
дельные теоремы для числа несгораемых вершин одного дерева в модели рас-
пространения огня в случайном лесе из Fn,N .

К люч е вы е c л о в а: случайный лес, случайное дерево, модель лесного пожа-
ра, плотность несгораемых вершин.

Yu. L. Pavlov, E. V. Khvorostyanskaya. WHETHER A TREE
WILL BURN IN A FIRE IN RANDOM FOREST?
We consider the set Fn,N of all possible forests, consisting of N > 2 ordered non-root
trees and n labeled vertices. We specify the uniform distribution on FN,n. When
n/N →∞ limit theorems were obtained for the number of fireproof vertices of one
tree in a forest fire model on a random forest taken from Fn,N .

K e y wo r d s: random forest, random tree, forest fire model, density of fireproof
vertices.

В последние годы в теории случайных гра-
фов появилось новое направление – разработ-
ка и исследование моделей лесных пожаров
(в англоязычной литературе они получили на-
звание "forest fire models"). Такие модели ис-
пользуются не только в ландшафтной эколо-
гии с целью определения наиболее устойчи-
вой к пожарам топологии лесных насаждений
(см., например, [1, 7]), но также в статисти-
ческой физике [5–7] и в экономике, где с их
помощью пытаются понять природу кризисов
банковских систем и найти способы миними-
зации их последствий [1].

В статье [4] предложена одна из возмож-
ных моделей такого типа. В ней рассматрива-
ется случайный процесс распространения ог-
ня по ребрам некорневого дерева с помечен-
ными вершинами. Пусть Tn – множество всех

таких деревьев, имеющих n вершин. Хорошо
известно, что Tn содержит nn−2 различных де-
ревьев. Это значит, что равномерное распреде-
ление вероятностей на Tn приписывает каждо-
му дереву меру n2−n. Ребра случайного дерева
могут находиться в одном из трех состояний:
воспламеняемое, огнеупорное или сгоревшее.
Введем случайную величину τ , имеющую рас-
пределение Бернулли:

P{τ = 1} = 1/
(
1 + n−α

)
,

(1)
P{τ = 0} = n−α/

(
1 + n−α

)
,

где α – некоторое положительное число. Про-
цесс распространения огня происходит следу-
ющим образом. До начала пожара все реб-
ра являются воспламеняемыми. В первый
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момент времени одно из ребер дерева выби-
рается равновероятно, и считается, что имен-
но на нем начинается возгорание (это можно
интерпретировать как «удар молнии»). Новое
состояние ребра определяется с помощью слу-
чайной величины τ . Если τ = 1, то ребро на-
всегда становится огнеупорным и в дальней-
шем процессе не участвует. Поэтому такое реб-
ро можно считать удаленным, и, следователь-
но, исходное дерево распадается на два под-
дерева. Если же τ = 0, выбранное ребро счи-
тается сгоревшим, и вместе с ним сгорает все
дерево. Таким образом, продолжение процесса
возможно, только если первое ребро стало ог-
неупорным. В этом случае второй шаг состоит
в равновероятном выборе одного из воспламе-
няемых ребер, содержащихся в двух поддере-
вьях, и его дальнейшее состояние, как и в слу-
чае первого ребра, определяется с помощью τ
по той же схеме. Следующие шаги процесса
происходят аналогично, и он закончится, ко-
гда в исходном дереве не останется воспламе-
няемых ребер.

Вершина дерева называется несгораемой,
если после окончания процесса все инцидент-
ные ей ребра начального дерева огнеупорны.
Обозначим через ξ случайную величину, рав-
ную числу несгораемых вершин случайного
дерева из Tn, и пусть g(x) – плотность рас-
пределения вероятностей, имеющая вид:

g(x) =
1√

2πx(1− x)3
exp

{
− x

2(1− x)

}
,

x ∈ (0, 1).

B [4] изучалось предельное поведение ξ при
n→∞, и была доказана следующая теорема.
Теорема 1. При n → ∞ справедливы утвер-
ждения:

1. Если α < 1/2, то P {ξ/n = 0} → 1.

2. Если α = 1/2, то для всех k таких, что
u = k/n ∈ (0, 1)

nP{ξ = k} = g(u)(1 + o(1)).

3. Если α > 1/2, то P {ξ/n = 1} → 1.

В настоящей работе теорема 1 использует-
ся для исследования описанного выше процес-
са распространения огня на дереве в случай-
ном лесе. Ниже, в соответствии с теоремой 1,
рассматривается только нетривиальный слу-
чай α = 1/2.

Пусть Fn,N – множество всех возможных
лесов, состоящих из N упорядоченных некор-
невых деревьев и n помеченных вершин. Зада-
дим на этом множестве равномерное распре-
деление вероятностей. Предположим, что на

каждом дереве такого случайного леса пожар
происходит независимо от других деревьев.
Рассмотрим одно из деревьев, например, пер-
вое (это возможно, поскольку деревья упоря-
дочены), и пусть ξ1 – число несгораемых вер-
шин этого дерева. Ниже изучается предельное
поведение этой случайной величины в двух
случаях: n→∞, N фиксировано и n,N →∞
так, что n/N →∞. Обозначим

Q
(1)
N =

2N−1

N

∞∑
i=0

∑
Ki

N−1∏
j=1

k
kj−2
j

kj !
e−kj ,

Q
(2)
N =

(
2 (2/3)2/3N

)−1
,

где Ki = {k1, . . . , kN−1 > 1, k1 + . . .+ kN−1
= N − 1 + i} . Справедливы следующие утвер-
ждения.

Теорема 2. Пусть n→∞, N > 2 фиксирова-
но. Тогда для всех k таких, что k = uQ

(1)
N n,

u ∈
(
0, 1/Q

(1)
N

)
,

nP{ξ1 = k} = g
(
uQ

(1)
N

)
Q

(1)
N (1 + o(1)).

Теорема 3. Пусть n,N → ∞ так, что
n/N → ∞. Тогда для всех k таких, что k =

uQ
(2)
N n, u ∈

(
0, 1/Q

(2)
N

)
,

nP{ξ1 = k} = g
(
uQ

(2)
N

)
Q

(2)
N (1 + o(1)).

Доказательство теоремы 2. Обозначим через
ν1 объем выбранного дерева. По формуле пол-
ной вероятности

nP {ξ1 = k}

=

n−N+1∑
m=k

nP {ξ1 = k|ν1 = m}P {ν1 = m} . (2)

Нетрудно видеть, что

P {ν1 = m} = Cmn m
m−2bn−m,N−1/bn,N , (3)

где bn,N , bn−m,N−1 – число всех возможных ле-
сов соответственно в Fn,N и Fn−m,N−1. В книге
[3] доказано равенство

bn,N = n!
∑

k1, . . . , kN > 1
k1 + . . .+ kN = n

N∏
j=1

k
kj−2
j

kj !
. (4)

Согласно результатам статьи [2] при фиксиро-
ванном N и n→∞ справедливо соотношение

bn,N ∼ Nnn−2/2N−1. (5)
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Используя формулу Стирлинга, из (3), (5) и
равенства (4) для bn−m,N−1 находим, что при
m = n−N + 1− i, i = 0, 1, 2, . . .

P {ν1 = m} ∼ 2N−1

N

∑
Ki

N−1∏
j=1

k
kj−2
j

kj !
. (6)

Представим сумму (2) в виде

nP {ξ1 = k} = S1 + S2 + S3, (7)

где

Sl =
∑
Ll

nP {ξ1 = k|ν1 = m}P {ν1 = m} ,

l = 1, 2, 3,

L1 = {n−N + 1−A < m 6 n−N + 1} ,
L2 =

{
n−An4/5 6 m 6 n−N + 1−A

}
,

L3 =
{
k 6 m < n−An4/5

}
,

положительная постоянная A будет выбрана
позднее.

Согласно теореме 1, при m ∈ L1
⋃
L2

mP {ξ1 = k|ν1 = m} = g
(
uQ

(1)
N

)
(1 + o(1)).

(8)
Используя (6), (8), получаем равенство

S1 = g
(
uQ

(1)
N

)
RN , (9)

где величина RN может быть сделана сколь
угодно близкой к Q

(1)
N выбором достаточно

большого A.
Используя (3) и формулу Стирлинга,

нетрудно найти, что при m ∈ L2
⋃
L3

P {ν1 = m} < C1(n−m)−5/2, (10)

здесь и далее символом C1, C2, . . . обозначе-
ны некоторые положительные постоянные (не
всегда различные). Тогда если m ∈ L3, то
P {ν1 = m} < C1A

−5/2n−2 и

S3 <
∑
L3

nP {ν1 = m} < C1A
−5/2,

а если m ∈ L2, то, учитывая (8) и (10), нахо-
дим, что

S2 < C2

∑
L2

(n−m)−5/2 < C2

∫ A

An4/5

x−5/2dx.

Следовательно, S2 и S3 можно сделать сколь
угодно близкими к нулю за счет выбора A. От-
сюда и из (7), (9) получаем утверждение тео-
ремы 2.

Доказательство теоремы 3. Следуя доказа-
тельству теоремы 2, представим сумму (2) в
виде

nP {ξ1 = k} = S1 + S2 + S3 + S4, (11)

где

Sl =
∑
Ll

nP {ξ1 = k|ν1 = m}P {ν1 = m} ,

l = 1, 2, 3, 4,

L1 =
{
k 6 m < n− 2N −AN2/3

}
,

L2 =
{
n− 2N −AN2/3 6 m

6 n− 2N +AN2/3
}
,

L3 =
{
n− 2N +AN2/3 < m 6 n−N −A

}
,

L4 = {n−N −A < m 6 n−N + 1} ,
положительная постоянная A будет выбрана
позднее.

Из (4) и теоремы 1 [2] находим, что если
n,N → ∞ и n/N → ∞, то сохраняет силу (5)
и при достаточно большом значении A выпол-
нены соотношения:
при m ∈ L1

bn−m,N−1 ∼
(N − 1)(n−m)n−m+1/2

2N−2(n−m− 2N + 2)5/2
, (12)

при m ∈ L2

bn−m,N−1 ∼
√
π(n−m)n−m−2

N−11/62N−3d
p

(
y

2d
;
3

2
,−1

)
,

(13)

при m ∈ L3

bn−m,N−1 ∼
N !(n−m)2T

N2TT !

(
1− 2T

n−m

)1/2

,

(14)

при m ∈ L4

bn−m,N−1 ∼ CTn−m
(
N − 1

2

)T
, (15)

где

T = n−m−N + 1, d = (2/3)2/3,

y = (N − 1)1/3
(
n−m
N − 1

− 2

)
,

p (y/(2d); 3/2,−1) – плотность устойчивого за-
кона распределения вероятностей, имеющая
вид:

1

2π

∫ +∞

−∞
exp

{
− ity
2d
− |t|3/2 exp

{
i
πt

4|t|

}}
dt.
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Пусть m ∈ L1. Из (1) и теоремы 1 следует,
что

mP{ξ1 = k|ν1 = m} 6 C3.

С помощью формулы Стирлинга из (3), (5),
(12) получаем оценку

P {ν1 = m} 6 C4(n−m− 2N + 2)−5/2.

Учитывая эти неравенства, легко показать,
что S1 6 C5A

−3/2N−1 и при выборе достаточ-
но большого A выполнено соотношение

S1 = o(Q
(2)
N ). (16)

Пусть m ∈ L2. Согласно теореме 1

mP {ξ1 = k|ν1 = m} = g
(
uQ

(2)
N

)
(1 + o(1)).

(17)
Из (3), (5), (13) находим, что

n

m
P {ν1 = m} ∼

Q
(2)
N

N2/3
p

(
y

2d
;
3

2
,−1

)
.

Отсюда и из (17) следует равенство

S2 =
Q

(2)
N g

(
uQ

(2)
N

)
N2/3

(1 + o(1))

×
∑

−A6y6A

p

(
y

2d
;
3

2
,−1

)
,

где суммирование по y проводится с шагом
(N − 1)−2/3. Поэтому

S2 = Q
(2)
N g

(
uQ

(2)
N

)
(1 + o(1))

×
(∫ A

−A
p

(
y

2d
;
3

2
,−1

)
dy + δ

)
,

величина δ сколь угодно мала при доста-
точно большом значении A. Учитывая, что
p (y/(2d); 3/2,−1) – плотность распределения
вероятностей, получаем, что

S2 = Q
(2)
N g

(
uQ

(2)
N

)
(1 + o(1)). (18)

Пусть m ∈ L3. Из теоремы 1 следует, что
выполнено (17). Представим m в виде

m = n− 2N +NfN ,

где fN меняется с шагом 1/N , A/N1/3 6 fN 6
1−A/N . Из (3), (5), (14) получаем оценку

n

m
P {ν1 = m}

6 C6
f
1/2
N (e(1− fN/2))−NfN+1

N3/2 (1− fN + 1/N)N−NfN+3/2
.

Используя это неравенство, несложно пока-
зать, что если 1 − ε 6 fN 6 1 − A/N , где
положительное число ε сколь угодно мало, то

n

m
P {ν1 = m}

6
C7

N3/2
exp

{
−NfN −NfN ln

(
1− fN

2

)
−N

(
1− fN +

3

2N

)
ln

(
1− fN +

1

N

)}
6

C7

N3/2
e−C8N ,

а если A/N1/3 6 fN 6 1− ε, то

n

m
P {ν1 = m}

6
C9f

1/2
N

N3/2
exp {−NfN −NfN ln (1− fN/2)

−N (1− fN ) ln (1− fN )} 6
C9f

1/2
N e−Nf

3
N/24

N3/2
.

С помощью этих соотношений и (17) получа-
ем, что если v = N1/3fN , то

S3 6
C10

N3/2

n−2N+N(1−ε)∑
m=n−2N+AN2/3

f
1/2
N e−v

3/24

+
C11

N3/2

n−2N+N(1−A/N)∑
m=n−2N+N(1−ε)

e−C8N

6
C12

N

∑
v>A

v1/2e−v
3/24 +

√
Ne−C8N

 .

Поскольку величина v меняется с шагом
N−2/3, заменяя в последнем выражении сум-
мирование интергированием, находим, что

S3 6
C13

N

(
A−3/2e−A

3/24 +
√
Ne−C8N

)
,

где A может быть выбрано сколь угодно боль-
шим. Поэтому

S3 = o(Q
(2)
N ). (19)

Пусть m ∈ L4. Из теоремы 1 следует (17), а
с помощью (3), (5), (15) можно показать, что
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n

m
P {ν1 = m} 6 C14

T !N

(
N − 1

2e

)T (2

e

)N−1
.

Тогда

S4 6
C15

N

(
2

e

)N−1 A+1∑
T=0

1

T !

(
N − 1

2e

)T
6
C15

N
e−C16N .

Отсюда и из (11), (16), (18), (19) следует утвер-
ждение теоремы 3.

Работа выполнена при поддержке Про-
граммы стратегического развития на 2012–
2016 гг. «Университетский комплекс ПетрГУ
в научно-образовательном пространстве Ев-
ропейского Севера: стратегия инновационного
развития».
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