
Труды Карельского научного центра РАН
№ 1. 2013. С. 68–72

УДК 517.977

СТАБИЛИЗАЦИЯ УПРАВЛЯЕМЫХ ДИНАМИ-
ЧЕСКИХ СИСТЕМ ЗА КОНЕЧНОЕ ВРЕМЯ
А. Н. Кириллов

Институт прикладных математических исследований
Карельского научного центра РАН

Рассмотрена задача стабилизации управляемых динамических систем за ко-
нечное время. Предложен метод стабилизации линейной системы с периодиче-
скими коэффициентами.
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А. N. Kirillov. FINITE TIME STABILIZATION
OF CONTROLLABLE DYNAMICAL SYSTEMS
The problem of finite time stabilization
of controllable dynamical systems is considered. A method for stabilization of a
linear system with periodical coefficients is proposed.

K e y wo r d s: stabilization, finite time, linear system.

Основные понятия

В конце 1960-х гг. Н. Н. Петров [4] пред-
ложил понятие нормальной локальной управ-
ляемости. Рассмотрим динамическую систему
управления

ẋ = f(x, u), (1)

где x – состояние, x ∈ Rn, u – управление,
u ∈ Rm. Пусть допустимое управление – ку-
сочно постоянная функция времени t со зна-
чениями в ограниченном множестве U ∈ Rm.

Определение 1. Система (1) называется нор-
мально локально или N -локально управляе-
мой в окрестности начала x = 0, если для лю-
бого T > 0 существует окрестность начала, из
каждой точки которой с помощью допустимо-
го управления можно попасть в 0 за время,
меньшее T .

Для аналитической динамической системы
(1) при n = 2, m = 1 получены достаточные

условия N -управляемости в терминах коэф-
фициентов степенных рядов, в которые рас-
кладывается f [5]. В [1] автор ввел понятие
T -стабилизируемости.

Определение 2. Система (1) называется T -
стабилизируемой в точке x∗, если для любо-
го T > 0 существует такая окрестность U(x∗)
точки x∗, что все траектории системы (1), вы-
ходящие из U(x∗), за время, меньшее чем T , c
помощью допустимого управления попадут в
любую сколь угодно малую окрестность точ-
ки x∗ и в дальнейшем в ней останутся.

Это понятие мотивировано необходимо-
стью решать задачи стабилизации систем с из-
меняющейся структурой, когда время стаби-
лизации ограничено временем существования
структуры. Введем понятие T -синхронизации.
Пусть x(t, x0, u) – траектория системы (1), со-
ответствующая управлению u и удовлетворя-
ющая услвию x(0, x0, u) = x0.
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Определение 3. Система (1) называется T -
синхронизуемой в точке x∗, если для любого
T > 0 существует такая окрестность U(x∗)
точки x∗, что для любой точки x0 ∈ U(x∗)
найдется такое допустимое управление u, что
траектория x(t, x0, u) системы (1) за время
t(x0) < T попадет в точку x∗ и в дальнейшем
не будет ее покидать, т. е. x(t, x0, u) = x∗ при
∀t > t(x0).

Понятие T -синхронизуемости введено для
решения задач управления объектами с боль-
шой инерционностью, например, в задачах
управления процессами атомной энергетики.
Очевидно, T -синхронизуемость является част-
ным случаем T -стабилизируемости и нормаль-
ной локальной управляемости.

N-локальная управляемость и T -
стабилизируемость

Установим связь между понятиями нор-
мальной локальной управляемости и T -
стабилизируемости.

Теорема 1. Пусть f, fx непрерывны в неко-
торой окрестности начала координат. Если
система (1) N -локально управляема, то она
T -стабилизируема.

Доказательство. Пусть для определенности
система (1) N -локально управляема в нача-
ле x = 0. Рассмотрим две окрестности начала
Ur(0), UR(0), r < R. В [4] получена оценка для
времени ∆t прохождения траекторией систе-
мы (1) слоя UR(0) \ Ur(0)

∆t >
R2 − r2

c
,

где 0 < c(R2, r2,K) – некоторая постоян-
ная, причем в окрестности начала координат
||f(x, u)|| 6 K. Возьмем произвольное ε > 0.
Покажем, что найдется окрестность Uδ(0) та-
кая, что для любой точки x0 ∈ Uδ(0) траекто-
рия, начинающаяся в точке x0, при соответ-
ствующем допустимом (кусочно-постоянном)
управлении не покинет Uε(0). Возьмем ε1 та-
кое, что ε > ε1 > 0. Время ∆t1 прохождения
траекторией слоя удовлетворяет оценке

∆t1 >
ε2 − ε21
c

.

Поскольку система N -локально управляема в
точке x = 0, то для любого τ > 0 такого, что

0 < τ <
ε2 − ε21
c

,

существует окрестность нуля U(< τ) такая,
что все ее точки за время, меньшее τ , мож-
но перевести c помощью допустимого управ-
ления в начало. Если хотя бы одна траекто-
рия, начинающаяся в U(< τ), выйдет на гра-
ницу окрестности Uε(0) до попадания в нача-
ло, то для попадания в начало ей придется
пройти слой Uε(0) \ Uε1(0), на что потребует-
ся время ∆t1 > τ . Это значит, что система
не является N -локально управляемой в точке
0, что противоречит предположению. Приме-
няя соответствующее управление для траек-
тории, уже прошедшей начало и находящей-
ся в U(< τ), получим, что она также не мо-
жет достичь границы окрестности Uε(0). Итак,
все траектории, начинающиеся в U(< τ), оста-
ются в Uε(0). Выберем δ > 0 такое, чтобы
Uδ(0) ⊂ U(< τ). Тогда получаем, что точка
0 T -стабилизируема.

Замечание 1. Понятие T -стабилизируемости
является более широким, чем понятие нор-
мальной локальной управляемости. Рассмот-
рим систему

ẋ = − x√
|x| − u

,

где x ∈ R, u – кусочно-постоянная функция
времени, принимающая значения из множе-
ства { 1n , n ∈ N} 3 u(t). Несложно показать,
что точка x = 0 T -стабилизируема. Для по-
падания в любую ε-окрестность начала доста-
точно положить u = 1

n < ε. При этом ни
одна траектория не попадает в начало, т. е.
N -локальной управляемости в начале нет.

T -стабилизируемость нестационар-
ных линейных систем

Рассмотрим сначала линейную стационар-
ную систему управления

ẋ = Ax+Bu := f(x, u), (2)

где x ∈ Rn, u ∈ Rk, A, B – постоянные матри-
цы соответствующих размерностей. Тогда век-
торы f(0, ui) = Bui, 1 6 i 6 m, не могут об-
разовывать положительный базис [4] в Rn при
m > n ни при одном наборе постоянных век-
торов ui, 1 6 i 6 m, ui ∈ Rk, если размерность
вектора управлений меньше размерности век-
тора состояний, т. е. k < n. Действительно

Bu = b1u1 + ...+ bkuk,

где bj – столбцы матрицы B, uj – компонен-
ты вектора u, 1 6 j 6 k, а тогда вектор
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Bu принадлежит линейной оболочке векто-
ров b1, ..., bk, т. е. собственному подпростран-
ству пространства Rn. Таким образом, векто-
ры f(0, ui) = Bui, 1 6 i 6 m не образу-
ют положительный базис, и поэтому нельзя
применять теорему о T -стабилизации, которая
утверждает, что существование положитель-
ного базиса f(0, ui), 1 6 i 6 n+1 является до-
статочным условием T -стабилизируемости си-
стемы (1) в точке x = 0 [2]. Более того, спра-
ведлива

Лемма 1. Пусть k < n, управление u–
кусочно-постоянно, u ∈ {u1, ..., um}. Тогда
точка x = 0 не является T -стабилизируемой
для системы (2).

Доказательство. Доказательство повторяет
рассуждение из теоремы работы [4] о том, что,
если векторы f(0, ui), i = 1, ...,m образуют од-
ностороннюю совокупность, то система (2) не
является локально управляемой.

Рассмотрим теперь нестационарную линей-
ную систему с постоянной матрицей коэффи-
циентов A

ẋ = Ax+B(t)u := f(x, u, t), (3)

где B(t) – кусочно-непрерывная матрица.
Предположим, что по-прежнему, k < n. Пока-
жем, что при определенных условиях, накла-
дываемых на B(t), точку x = 0 можно стаби-
лизировать за конечное, но не любое время с
помощью кусочно-постоянного управления.

Пример 1. Рассмотрим систему

ẋ = g1(t)u, ẏ = g2(t)u,

где x, y, u ∈ R,

g1(t) =

{
1, 0 6 t < 0, 25T0,
−1, 0, 25T0 6 t < 0, 75T0,

1, 0, 75T0 6 t 6 T0,

g2(t) =

{
1, 0 6 t < 0, 5T0,
−1, 0, 5T0 6 t 6 T0,

gi(t+ T0) = gi(t), i = 1, 2,

где T0 – положительная постоянная. Пусть
управление u кусочно-постоянно и может при-
нимать два значения: 0 или 1. Покажем, что
данная система стабилизируема в нуле за ко-
нечное, но не любое время T . При u = 1 участ-
ки траекторий системы принадлежат прямым
x + y = c или x − y = c, c–постоянная. Тра-
ектории системы периодические, с периодом

T0, геометрически представляют собой сторо-
ны равных квадратов, параллельные указан-
ным прямым. Покажем, что любую началь-
ную точку M0(x0, y0) можно перевести в на-
чало. Для этого, например, сначала перево-
дим точку M0 на одну из прямых x + y = 0
или x − y = 0, а потом по этой прямой пе-
реводим точку в начало и там оставляем, по-
лагая u = 0 (тем самым решая даже задачу
синхронизации за конечное время). Построим
соответствующее управление. Предположим,
что M0 принадлежит прямой x + y = c0 (или
x − y = c0), которая пересекает x − y = 0
(или x + y = 0). Полагаем u = 0 до того мо-
мента времени, когда g1 = 1, g2 = −1, если
M0 лежит выше прямой x − y = 0, или ко-
гда g1 = −1, g2 = 1, если M0 лежит ниже
прямой x − y = 0. В этот момент времени по-
лагаем u = 1 до тех пор, пока g1, g2 не поме-
няют знаки. Тогда останавливаемся, положив
u = 0, и возобновляем процедуру. И так до
попадания на прямую x − y = 0. Потом воз-
обновляем аналогичный процесс управления
до попадания в начало. При этом, в силу пе-
риодичности правых частей системы, останов-
ка фазовой точки до возобновления движения
длится в течение времени, не превышающего
0, 75T0. Расстояние d, которое надо пройти фа-
зовой точке от M0 до начала вдоль пути, опи-
санного выше, как нетрудно показать, равно
d = 1√

2
(|x−y|+ |x+y|). Модуль вектора фазо-

вой скорости при u = 1 равен
√
ẋ2 + ẏ2 =

√
2.

Время движения не превосходит величины

∆T = 0, 75pT0 + 0, 5(|x0 − y0|+ |x0 + y0|),

где p – количество простоев. Слагаемое
0, 75pT0 равно максимальному времени про-
стоя. Итак, для любого T > 0, 75pT0 можно
найти окрестность начала такую, что ∆T <
T . Для этого достаточно, чтобы выполнялось
условие

0, 5(|x0 − y0|+ |x0 + y0|) < T − 0, 75T0p,

т. е. все начальные точки M0, для кото-
рых выполняется это условие, переводятся
в начало за время, меньшее T , и остают-
ся там. Множество, задаваемое последним
неравенством, является кругом радиуса R =
1√
2

√
(x0 − y0)2 + (x0 + y0)2 6 1√

2
(|x0 − y0| +

|x0 + y0|) < 1√
2
(2T − 1, 5T0p). В построенном

примере время попадания в произвольно ма-
лую окрестность начала ограничено снизу ве-
личиной 0, 75T0p. Заметим, что p зависит от
M0 и значение p(M0) можно оценить.

Пример показывает, что система вида (3)
может быть стабилизируема в нуле за ко-
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нечное время T при условии T > Θ, где
0 < Θ – постоянная. Таким образом, введе-
ние нестационарной матрицы коэффициентов
позволяет решить задачу стабилизации линей-
ной системы за конечное, хотя и не любое
время. Этот результат созвучен в некотором
смысле результату Г. А. Леонова, решивше-
му проблему Р. Брокетта: насколько введение
нестационарности в матрицу коэффициентов
линейной обратной связи расширяет возмож-
ность стационарной стабилизации системы?
Г. А. Леонов дал конструкцию периодической
кусочно-постоянной матрицы, расширяющей
возможности стационарной стабилизации [3].
Рассмотрим систему

ẋ = B(t)u, (4)

где x ∈ Rn , B(t) – кусочно-непрерывная мат-
рица размерности (n × 1), u – управление,
u ∈ R.

Теорема 2. Пусть u – кусочно-постоянная
функция, u(t) ∈ {0, 1}; B(t) – кусочно-
непрерывная, периодическая функция с пери-
одом τ , предположим, что существуют раз-
личные постоянные ti, 1 6 i 6 n + 1, удовле-
творяющие условиям:

а) ti ∈ (0, τ);
б) ti – внутренние точки промежутков

непрерывности B(t);
в) векторы B(ti), 1 6 i 6 n + 1, образуют

положительный базис в Rn.
Тогда точка x = 0 синхронизуема за любое

время T > Θ > 0, где постоянная Θ зависит
от окрестности начала, переводимой в точку
x = 0.

Доказательство. Опишем метод синхрониза-
ции. В силу условия б) существуют окрестно-
сти Ui точек ti такие, что если t̃i ∈ Ui, то векто-
ры B(t̃i), 1 6 i 6 n+1, образуют положитель-
ный базис. Если начальный момент времени
t0 ∈ Ul при некотором l ∈ {1, ..., n + 1}, и при
этом вектор B(t0) направлен внутрь соответ-
ствующего цилиндра стабилизации [2], то по-
лагаем u = 1, и в течение некоторого времени
продвигаемся внутрь цилиндра стабилизации
до тех пор, пока B(t) направлен внутрь его.
Далее полагаем u = 0 (останавливаем движе-
ние) и "ждем" наступления момента времени
t̃i1 ∈ Ui1 такого, что вектор B(t̃i1) направлен
внутрь очередного цилиндра стабилизации. В
этот момент полагаем u = 1. Поскольку дли-
ны всех интервалов Ui больше некоторой по-

стоянной ∆ > 0, то траектория попадет на ос-
нование некоторого очередного цилиндра ста-
билизации. После этого процесс стабилизации
продолжится аналогично тому, как это пока-
зано в теореме о T -стабилизации. При этом,
если суммарное время ожидания равно Θ, то
T > Θ.

Пример 2. Рассмотрим систему вида

ẋ = g1(t− 0, 25uT0), ẏ = g2(t− 0, 25uT0),

где функции g1, g2 – из примера, рассмот-
ренного выше. Пусть управление кусочно-
постоянно и может принимать значе-
ния 0, 1, 2, 3. Тогда начало, x = 0 T -
стабилизируемо. Для того, чтобы это пока-
зать, достаточно воспользоваться способом
управления, представленном в первом приме-
ре, с той разницей, что теперь можно избежать
"простоев".

Заключение

Представлен способ стабилизации за конеч-
ное время линейной нестационарной системы
при ограничениях специального вида.

Работа выполнена при финансовой под-
держке Программы стратегического разви-
тия ПетрГУ в рамках реализации ком-
плекса мероприятий по развитию научно-
исследовательской деятельности.
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