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В задаче о поведении в случайной среде (также известной как задача о двуру-
ком бандите) предложена стратегия, которая применяет варианты к группам
данных на конечном заданном числе этапов. Предложен алгоритм оптимизации
размеров групп обрабатываемых данных. Представлены результаты численной
оптимизации.
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робастное управление, параллельная обработка.

A. O. Oleynikov. NUMERICAL OPTIMIZATION OF PARALLEL
PROCESSING IN A STATIONARY ENVIRONMENT
A stategy which applies variants to data groups in a bounded number of stages is
considered for the problem of control in a stationary environment (also known as the
Two-armed bandit problem). An algorithm is suggested for group size optimization.
The results of the algorithm application are presented.
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Введение

Рассматривается задача о поведении в слу-
чайной среде [5], также известная как задача о
двуруком бандите [4], [6] с нормально распре-
деленными доходами на конечном числе ша-
гов N [1]. Доходы при использовании различ-
ных вариантов имеют распределения с плот-
ностями

f(x|m`) = (2π)−1/2 exp
{
−(x−m`)

2/2
}
,

где ` – номер выбранного варианта, а ml –
математическое ожидание этого варианта (в
нашем случае ` = 1, 2). Такой двурукий
бандит описывается векторным параметром
θ = (m1,m2).

Выбор варианта на следующем шаге осу-
ществляется на основе информации о доходах
на предыдущих шагах и описывается страте-
гией σ. Множество, состоящее из всех возмож-
ных стратегий, обозначим Σ. Целью управле-
ния является получение наибольшего дохода.

При известном параметре θ наилучшей
стратегией является та, которая указывает
всегда применять вариант, которому соответ-
ствует бо́льшая из величин m1, m2. В та-
ком случае полный ожидаемый доход равен
N(m1 ∨m2). Если же параметр неизвестен, то
потери дохода вследствие неполноты инфор-
мации описываются функцией

LN (σ, θ) = Eσ,θ

(
N∑
n=1

((m1 ∨m2)− ξn)

)
.
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Здесь Eσ,θ – математическое ожидание по ме-
ре, порожденной стратегией σ и параметром θ.
Множество допустимых значений параметра
имеет вид Θ = {(m1,m2) : |m1 − m2| 6 c},
где c – некоторая константа (0 < c <∞) [1].

При использовании минимаксного подхода,
цель управления состоит в минимизации мак-
симальных ожидаемых потерь на множестве
параметров Θ по множеству стратегий Σ, ве-
личина

RMN (Θ) = inf
Σ

sup
Θ
LN (σ, θ)

называется минимаксным риском, а соответ-
ствующая стратегия – минимаксной стратеги-
ей. Эта постановка рекомендована в работе [7].

Одним из возможных видоизменений стра-
тегии является разбиение шагов на несколько
групп, таким образом, чтобы каждый шаг при-
надлежал какой-либо группе и в одной группе
могут оказаться только шаги, расположенные
подряд. В дальнейшим будем называть шаги
пакетами данных, а выбор одного из вариан-
тов на каждом шаге – выбором варианта об-
работки для пакета.

В данной работе рассмотрен класс страте-
гий, применяющих одинаковый вариант для
всех пакетов в группе и позволяющих вслед-
ствие этого вести их параллельную обработку.
Для такого класса стратегий предложен алго-
ритм оптимизации размеров групп и представ-
лены результаты численной оптимизации.

Стратегия параллельного управле-
ния

В [1] установлено, что для описанного слу-
чая применима основная теорема теории игр
(минимаксные стратегия и риск совпадают с
байесовскими на наихудшем априорном рас-
пределении). Также в этой работе установле-
но, что наихудшее априорное распределение
является симметрическим и асимптотически
однородным, и получено рекуррентное урав-
нение для вычисления соответствующих байе-
совских стратегии и риска.

Положим m1 = u + v, m2 = u − v, тогда
θ = (u + v, u − v), Θ = {θ : |v| 6 c}. В новых
переменных асимптотически наихудшая плот-
ность распределения может быть выбрана в
виде νa(u, v) = κa(u)ρ(v), где κa(u) – посто-
янная плотность при |u| 6 a, ρ(v) = ρ(−v) –
симметрическая плотность и a→∞. Соответ-
ствующий байесовский риск равен [1]:

RBN (νa(u, v)) (1)

= inf
Σ

∫∫
Θ
LN (σ, (u+ v, u− v))νa(u, v)dudv.

Обозначим через n1 и n2 количество шагов,
на которых применены первый и второй вари-
анты соответственно, а через X1, X2 – полные
доходы при их применении. При поиске байе-
совской стратегии на первых двух шагах оба
варианта применяются по очереди, стратегию
на следующих шагах можно найти, используя
приведенные в [1] рекуррентные уравнения.

Далее рассмотрим стратегию, в которой ис-
пользуется разбиение шагов на k+ 2 группы и
управление ведется с тем ограничением, что
для всех пакетов в группе применяется один
вариант [2], [3]. В начале стратегия указывает
применять каждый вариант по M0 раз (пер-
вые две группы), а затем осуществляет опти-
мальное управление с описанным выше огра-
ничением. Размеры групп обозначим M0 для
первых двух и M1,M2, . . . ,Mk для оставших-
ся (таким образом, первые две группы все-
гда имеют одинаковый размер). Считаем, что
2M0 +M1 +M2 + · · ·+Mk = N .

Такой вид управления позволяет произво-
дить параллельную обработку данных. Дей-
ствительно, если в байесовской стратегии для
выбора варианта для следующего пакета нуж-
но знать результат обработки предыдущего, то
для описанной стратегии возможно примене-
ние выбранного варианта ко всем пакетам в
одной группе параллельно. В этом случае пол-
ное время управления равно времени обработ-
ки k + 1 пакетов данных (поскольку первые
две группы могут быть обработаны одновре-
менно).

В работе [2] описывается похожая страте-
гия, но предписывающая разбивать обработ-
ку на группы равного размера. Разбиение же
на группы разного размера вызвано желани-
ем уменьшить максимальные потери при ис-
пользовании параллельной стратегии. Как бу-
дет видно из результатов оптимизации, умень-
шение размеров первых групп ведет к умень-
шению максимальных рисков.

Обозначим через RBn1,n2
(Z) байесовский

риск на последних N − (n1 + n2) шагах
относительно текущего апостериорного рас-
пределения, через R

B(`)
n1,n2(Z) – аналогичный

риск, вычисленный при условии, что снача-
ла Mi раз выбирается `-й вариант, а за-
тем выполняется оптимальное управление, где
Z = X1n2 − X2n1, n1 > M0, n2 > M0,
` = 1, 2. Вычисления удобно выполнять
для рисков Rn1,n2

(Z) = RBn1,n2
(Z)pn1,n2

(Z),
R

(`)
n1,n2(Z) = R

B(`)
n1,n2(Z)pn1,n2

(Z), ` = 1, 2, где
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pn1,n2
(Z) – плотность распределения Z при

фиксированных n1, n2 [2].
При оптимизации использовалось следую-

щее рекуррентное уравнение для вычисления
байесовского риска, соответствующего страте-
гии параллельного управления [2], [3]:

Rn1,n2
(·) = min(R(1)

n1,n2
(·), R(2)

n1,n2
(·)), (2)

где R(1)
n1,n2(Z) = R

(2)
n1,n2(Z) = 0 при n1 +n2 = N ,

R(1)
n1,n2

(Z) = Mig
(1)
n1,n2

(Z) + n−1
2 (3)

×
+∞∫
−∞

Rn1+Mi,n2
(Z + z)hn1,Mi

(
ZMi − n1z

n2

)
dz,

R(2)
n1,n2

(Z) = Mig
(2)
n1,n2

(Z) + n−1
1 (4)

×
+∞∫
−∞

Rn1,n2+Mi
(Z + z)hn2,Mi

(
ZMi − n2z

n1

)
dz

при n1 + n2 = 2M0 + · · · + Mi−1, n1 > M0,
n2 >M0. Здесь

g(`)
n1,n2

(Z)

(5)

=

∞∫
0

2vgn1,n2
(Z, (−1)`+1v)ρ(v)dv, ` = 1, 2,

gn1,n2
(Z, v) = (2πn1n2(n1 + n2))−1/2

(6)

× exp

(
− (Z + 2vn1n2)2

2n1n2(n1 + n2)

)
,

hn,M (z) =

(
n+M

2πnM

)1/2

(7)

× exp

(
− z2

2nM(n+M)

)
.

При этом байесовский риск (1) вычисляет-
ся по формуле:

lim
a→∞

RBN (νa(u, v))
(8)

= 4M0

∫ ∞
0

vρ(v)dv +

∫ ∞
−∞

RM0,M0
(z)dz.

Запоминая для каждой тройки Z, n1, n2 ми-
нимальный риск R`, мы находим соответству-
ющую байесовскую стратегию.

Для произвольной стратегии параллель-
ного управления {σ`(z, n1, n2)} и плотности
νa(u, v) вычислить потери можно, используя
следующее рекуррентное уравнение [2]:

Ln1,n2
(Z) = σ1(Z, n1, n2)L(1)

n1,n2
(Z)

(9)
+σ2(Z, n1, n2)L(2)

n1,n2
(Z),

где L
(1)
n1,n2(Z) = L

(2)
n1,n2(Z) = 0 при

n1 + n2 = N , а функция σ`(Z, n1, n2) равна
единице, если найденная байесовская страте-
гия предписывает на данном шаге при данных
доходах выбирать `-й вариант, и нулю – в про-
тивном случае.

L(1)
n1,n2

(Z) = Mig
(1)
n1,n2

(Z) + n−1
2

(10)

×
+∞∫
−∞

Ln1+Mi,n2
(Z + z)hn1,Mi

(
ZMi − n1z

n2

)
dz,

L(2)
n1,n2

(Z) = Mig
(2)
n1,n2

(Z) + n−1
1 (11)

×
+∞∫
−∞

Ln1,n2+Mi
(Z + z)hn2,Mi

(
ZMi − n2z

n1

)
dz

при n1 + n2 = 2M0 + · · · + Mi−1, n1 > M0,
n2 > M0. Тогда функция потерь вычисляется
по формуле

lim
a→∞

LN (νa(u, v))
(12)

= 4M0

∫ ∞
0

vρ(v)dv +

∫ ∞
−∞

LM0,M0
(z)dz.

Оптимизация размеров групп дан-
ных

Для оптимизации размеров групп исполь-
зовалась показанная выше методика нахожде-
ния минимаксного риска ((2) – (8)) и потерь
((9) – (12)) для заданного разбиения данных
M0,M1, . . . ,Mk. Этот риск зависит от c и от
разбиения M0,M1, . . . ,Mk. Задача состоит в
поиске оптимального разбиения (для фикси-
рованного c)

R(M0
0 ,M

0
1 , . . . ,M

0
k )

= min
M0,M1,...,Mk

R(M0,M1, . . . ,Mk).

Минимизация может выполняться численны-
ми методами, например, методом покоорди-
натного спуска. Однако необходимо учиты-
вать, что в данном случае переменные связаны
между собой. Поэтому будем использовать
следующую модификацию метода покоор-
динатного спуска: будем поочередно нахо-
дить оптимальные значения для каждого
Mi, начиная с M0. При этом все остав-
шиеся Mi будем считать равными (в слу-
чае, если оставшееся количество шагов не
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делится на количество оставшихся групп,
необходимое количество последних групп уве-
личивается на единицу). Получившуюся под-
задачу однопараметрической оптимизации бу-
дем решать прямым перебором. Полученное
значение фиксируется, и оптимизация продол-
жается для следующей группы данных. Мини-
мальное значение для Mi равняется единице,
максимальное значение определяется в зави-
симости от i: для M0 6 (N − k)/2, для осталь-
ных

Mi 6 N − (k + 1− i)− 2Ṁ0 −
j=i−1∑
j=1

Mj .

Прямой перебор возможен для одного па-
раметра благодаря небольшим рассматривае-
мым значениям N , в дальнейшем он может
быть заменен другим методом. Начало опти-
мизации с M0 обусловлено тем, что данное
значение сильно влияет на потери (так как
каждый вариант, в том числе худший, должен
быть примененM0 раз в начале управления), а
также тем, что на начальных этапах управле-
ния информированность о параметрах среды
меняется быстрее, чем на последующих.

Для того, чтобы убедиться, что найденное
разбиение действительно соответствует мини-
муму функции, выбранной в качестве крите-
рия, проверяются разбиения, полученные из
найденного путем изменения размеров двух
групп на единицу. Если в процессе проверок
находилось лучшее разбиение, оно в дальней-
шем проверялось по тем же правилам.

Оптимизация проводилась по предложен-
ному алгоритму для N = 16, 30 и k = 6. Для
d были использованы значения от 0,9 до 5,5
включительно с шагом 0,2 (параметр d харак-
теризует априорное распределение: считает-
ся, что плотность ρ(v) сосредоточена в двух
точках: v = ±dN−1/2). Критерием для срав-
нений разбиений являлся минимаксный риск
(производилась минимизация данного крите-
рия). В результате оптимизации были получе-
ны разбиения со следующими размерами: для

N = 16: M0
0 = 1, M0

1 = 1, M0
2 = 1, M0

3 = 1,

M0
4 = 3, M0

5 = 1 и M0
6 = 7. Для N = 30:

M0
0 = 1, M0

1 = 3, M0
2 = 2, M0

3 = 4, M0
4 = 2,

M0
5 = 5 и M0

6 = 12.

Для получения результата при N = 16 по-
требовалось найти риски для 71 возможного
разбиения, тогда как их общее количество для
приведенного примера равняется:

2i6N−k∑
i=1

Ck−1
N−2i−1 = 1897.

В данном случае это количество равно коли-
честву композиций числа N длины k + 2, у
которых первые два слагаемых равны.

Для N = 30 общее число вариантов равня-
ется 210574. При использовании предложенно-
го алгоритма потребовалось перебрать 283 ва-
риантa (включая проверки).

Таким образом, нам удалось значительно
сократить перебор. Однако из-за применения
метода покоординатного спуска есть риск на-
хождения локального минимума.

На рис. 1 показаны приведенные риски r

для N = 16 (r = R(M0,M1,...,Mk)√
N

): линия 1 – для

разбиения с одинаковыми размерами групп
Mi = 2, линия 2 – для найденного оптималь-
ного разбиения, линия 3 – для такого же числа
шагов для стратегии, в которой выбор можно
менять на каждом шаге. Как видно на рисун-
ке, потери для полученного разбиения меньше,
чем для разбиения с одинаковыми размерами
групп. Однако они выше, чем потери для стра-
тегии с последовательным управлением, что
является платой за возможность параллель-
ной обработки.

На рис. 2 показаны приведенные риски и
потери для параллельной (линии 1 и 2) и обыч-
ной (линии 3 и 4) стратегий (N = 30). На дан-
ном рисунке также видно, что применение па-
раллельной стратегии увеличивает риски.

Заключение

Предложена стратегия параллельной об-
работки данных, предписывающая применять
разные варианты обработки к группам после-
довательно поступающих пакетов. Минимакс-
ный риск ищется с помощью рекуррентно-
го уравнения как байесовский, соответствую-
щий наихудшему априорному распределению,
и зависит от разбиения групп обрабатываемых
данных (для фиксированного c). Рассмотре-
на задача оптимизации разбиения данных для
минимизации минимаксного риска.

В дальнейшем стратегия разбиения может
быть развита добавлением ограничения на
максимальный размер группы (например, для
случая, когда максимальное количество одно-
временно обрабатываемых групп данных огра-
ничено).
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Рис. 1. Результаты численной оптимизации для 16 пакетов

Рис. 2. Результаты численной оптимизации для 30 пакетов
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